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OZET

Bu c¢alismada radyal dogrultuda basit kuvvet (simple power) fonksiyonu ile derecelendirilmis, i¢ ve dig
basinca maruz, kalin cidarli sabit agisal hizla donen silindirik ve kiiresel basingh kaplarda elastisite
denklemleri analitik olarak ¢oziilmiig; radyal ve tegetsel dogrultudaki gerilmeler ile radyal
dogrultudaki yer degistirme ifadeleri tasarimcilar, miihendisler, akademisyenler ve diger kullanicilar
icin en basit ve en kullamsli formda sunulmustur. I¢ ve dis basincin es zamanli olarak dénen yapiya
etkimesi durumu i¢in elde edilen kapali ¢bztimler, ti¢ farkli metal-seramik ¢ifti i¢in grafikler halinde
sunulmustur. Ayrica i¢ ve dig basing ile sabit agisal donme hizinin da etkileri ayrik olarak ta
incelenmistir.

ANALYTICAL SOLUTION OF THE ELASTICITY EQUATIONS OF
PRESSURIZED ROTATING CYLINDRICAL AND SPHERICAL VESSELS
MADE OF FUNCTIONALLY GRADED MATERIALS

ABSTRACT

In this study, by using the simple power material grading rule, the elasticity equations of radially
functionally graded pressurized thick-walled rotating cylindrical and spherical vessels are solved
analytically. Afterwards, the closed-form solutions of both the radial and hoop stresses, and the radial
displacements are presented to be the simplest and most convenient form for scientists, designers,
engineers, and the others. Considering three different metal-ceramic pairs, the results of the closed-
form solutions are presented graphically in the case that the internal and external pressures are applied
simultaneously on the rotating structure. Apart from these unique effects of both the internal and
external pressures and constant angular velocity are also investigated separately.

GIRIS

Ustiin 6zelliklerinden dolay1 tabakali kompozitlere alternatif olarak gelistirilen, siirekli
degisen fonksiyonel derecelendirilmis yapilarin gerek analitik [1-18] gerekse sayisal
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caligmalar1 son yillarda biiyiik yogunluk kazanmistir. Basingli silindirik ve kiiresel kaplar i¢in,
izotropik/anizotropik malzemelerden, fonksiyonel derecelendirmede kullanilan fonksiyonlarin
bu ¢alismada oldugu gibi basit kuvvet fonksiyonu [1-3,4,6,11,17-18] veya lineer [12] degisen
fonksiyon veya tissel [5,7-8,12-13, 15-16, 18] degisen fonksiyon olarak secilmesi durumunda
kapali ¢oziimler elde etmek miimkiin olmaktadir. Silindirik monoklinik malzeme igin genel
bir malzeme degisim fonksiyonu kullanilmasi halinde, iteratif kuvvet serileri ile elde edilmis
analitik ¢6ztimler de bulunmaktadir [14]. Basit kuvvet fonksiyonu kabulii halinde diferansiyel
denklemler Euler-Cauchy tipine doniismektedir. Lineer degisim halinde ¢6ziim hiper-
geometrik fonksiyonlar cinsinden, tissel degisim halinde ise Whittaker / Kumer fonksiyonlari
veya Frobenius serileri cinsinden elde edilebilmektedir. Formiilasyonda farkli olarak eliptik
silindirik koordinatlar da kullanilabilmektedir [15]. 1ki boyutlu analitik ¢oziimlerde
degiskenlere ayirma yontemi ile kompleks Fourier serileri ile analitik ¢6ziim
bulunabilmektedir [4]. Literatiirde 6zellikle sadece i¢ basing hali igin yapilmis ¢alismalar
nispeten fazla iken, i¢ basingla beraber dis basincin ve bu g¢alismada oldugu gibi donme
etkisinin [11, 13] de es zamanlh olarak ele alindigi [11] ¢alismalarin sayisi olduk¢a azdir.
Mevcut ¢alismalar da genellikle ya sadece silindir [11] ya da sadece kiire olmak tizere tek bir
geometriye hitap edilmektedir. Bu ¢alismada her iki tip geometri igin i¢ ve dis basinglarin ve
sabit a¢isal hizla donmenin etkileri formiilasyonda goz oniine alinmig; hem gerilmeler hem de
yer degistirmelere ait formiillerde her bir etki ayr1 ayr1 sunulmustur. FElde edilen formiillerin
literatiirde bulunanlar ile uyum i¢inde oldugu goriilmiistiir.

ALAN DENKLEMLERI, FORMULASYON ve COZUMLER

Sekil 1. i¢ ve dis basinca maruz, kalin cidarli dénen silindirik/kiiresel basing kabr kesiti

Radyal koordinat r, radyal yer degistirme u,, sabit agisal hiz @w(rad/s), elastisite modiilii
E ve yogunluk pile gosterilmek iizere, soz konusu basingli kaplarda diizlem sekil degistirme
hali i¢in lineer elastisite denklemleri agsagida oldugu sekilde elde edilebilir {d()/dr=()'}

u;'(r)+u;(r)[%+—cil(r)J—u(r)(ri2—iCil(r)Jz—“’z”’(r) (silindir) (1)

Cpu(r) r Cu(r) Cyu(r)
cyau [ 2.Cu0) (2 _22C0)__o'ten) .
ur(r)+ur(r)(r+cn(r)J u(r)[r2 ; Cn(r)j C.(r) (kiire)  (1b)
Burada

A-VEM) Cu(m _E(®). ,_ v

Cll(r): ; = )
(@1-2v)@+v) C,(r) E(r) 1-v

()
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Yukarida v kalinlik boyunca sabit kabul edilen ve bu calismada iki malzemenin ortalamasi
olarak kullanilan Poisson oranini gostermektedir. Kapali ¢oziim elde edebilmek amaci ile bu
calismada ilgili malzeme Ozelliklerinin radyal dogrultuda basit kuvvet fonksiyonu (simple

PR

power) ile degistigi kabul edilmistir.

-s(e] w{E ) mrenls] ool

Burada a, silindir/kiire i¢ yarigapini gostermekte (Sekil 1); a alt indisi ilgili biyiikligiin i¢
yiizeydeki, b alt indisi ise dis ylizeydeki degerini gostermektedir. Bu fonksiyonlardaki iisler
ise keyfi ve fiziksel gerceklikten uzak olmayip, bir yiizeyde sadece metal diger yiizeyde
sadece seramik (veya tersi) olacak sekilde belirlenmistir. Bu sekilde fonksiyonel derecelenmis

EM _L P _dyje

malzeme i¢in (1) denklemleri (=—2~ :
E(r) r p(r) r

L)+ (1+ﬂ)u 1)+ EEPA (1) = - E22NL” s (silingii) (3a)
r E.l-v)

ur"(r)+—(2+ﬁ)ur'(r)+—2(_1tm)ur(r)=—(1_2V)(1+V)paa)2 re7 (kiire) (3b)
r r E.A-v)

halini alirlar. Bu diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinden radyal dogrultudaki yer degistirme
bulunduktan sonra; radyal dogrultudaki birim sekil degistirmenin ¢,, tegetsel dogrultudaki

birim sekil degistirmenin &, ile temsil edildigi asagida sunulan sekil-yer degistirme
bagintilari

£.(r)=u. ; £,(r) ="

ile birlikte biinye denklemleri (gerilme-sekil degistirme bagintilar)
o, (r)=Cy (e, (r) + AC,,(r)e, (r) ; o,(r) =AC, (e, (r) +Cy (r)e, (r) (silindir)

o, (r)=Cy(r) &, (r)+24C, (r) g,(r) ; o,(r)=AC,(r) &, (r) + (1+ ﬂ') Cu(r) &,(r) (kiire)

kullanilarak radyal ve tegetsel dogrultudaki gerilmeler, o, veo,, bulunur. ikinci dereceden

homojen olmayan (3) nolu diferansiyel denklemler, Euler-Cauchy tipinde olup, bu ¢alismada
her bir basingli kap igin farkli iki smir sartinda ayri ayri ¢oziilmiigler, daha sonra da bu
cozliimler siiperpoze edilmistir. Sadece i¢ ve dis basing etkisinden meydana gelen yer
degistirmelerin bulunmasi amaci ile (3) nolu denklemlerin homojen halleri kullanilmis olup,
bu denklemler i¢ ve dis ylizeydeki gerilmeler i¢in sinir sartlar1 {o, (&) =—p,; o, (b) =—p,}
olacak sekilde ¢oziilmiistiir. Daha sonra sadece donmenin etkisini gz Oniine alabilmek i¢in
(3) nolu homojen olmayan diferansiyel denklemler { o, (a) =0; o,(b) =0 } sinir sartlar1 i¢in
¢cOziilmiistiir. Asagida sunulan sabitler yardima ile de,

E=JA+ B> —APA ; a=:9+2B+ " —8pBA ; E*ZE_; o= Pa

aq

O - (—1+v+2v2)p* w’
* B (8+q(6+9-p)-38+p4) (-1+v)
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o (—1+v+2v2)p* o’
“ ET(10+q(7+q-8)-48+284) (-1+v)

B B B Vinzd
2a 2 b2 (a 2 hi3 _q93p 2 ](—q+ﬁ—/1—3)§2S
C =
: (a®-b%) (p-22+¢)

j i 20+&+6 ﬁ E 20+&+6
a 2—-azb 2 |(q-pB+4+3)Q,

o (@ -b%) (p-22-2)
k, =(-2+ A (-1+ f-a))
kK, =(2+A(-1+f+a))
k, =(B-41-a+1)(A(B+a-1)-2)
k, =(B-44+a+1)(A(- B+a+1)+2)
ap ap( ap 7T arp
2a 2 b 2 (a 2ph 2_a 2p 2 J(—Q+,6’—2/1—3)Qk
o (@ -b*) (B-44+a+1)
BB 2q+a+7 B B 2q+a+7
2a *b Z(a 2 b2 -a?b ? j(Q—,B+2/1+3)Q
D, =—

(a“ -b*) (B-41-a+1)

r > Oigin elde edilen ¢oziimler asagida oldugu gibi en sade ve kullanish bir bigimde sunulmustur:

("~ 2220, 2yt sy ) pr 224 )b 1 (5-2240)
r Jsilindir (a‘f —bg)E*(v—l)((ﬂ—Zﬂ)z—gz)
-¢)
ope’ "ev? v 1) praaté)at it (5-24+¢)

( -b%JE"(v-1)(&* - (8-22)*)

e
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1 1 1 1
Z(-p+év2 2(p-&-2 Z(-pre2 Z(p-&-2
( )FGM ) az( )parz( )(bé—r”g) bz( )pbrz( )(a‘f—ré)
r Jsilindir — ag _b§ + b; _ag

+{—%cn r%(’z’ﬂ"”(c2 (£(B-24-&)+C, (B—24+&))-Cy 12/ (344 —ﬂ+,1)95}

Sprev2)

(79 2l 1 (20 A (B )20 + 1o (B-24+ E) pa+ £t 2)

O Jsilingir =~ (a‘f —bg)(fz _(ﬂ_2/1)2)

Lprer)  Lpe2)

b2 p, 12 (B-24-8)(A(B+&)-2)a° +1(B-24+¢)(- pA+EA+2))
(as —b%)(e2 - (B-24)?)

+{%r§<2“)(cn C,ré(2— fA+A£)~C,C,, (—2+/1(ﬁ+é‘)))—0nf”qﬂ(1+(3+q—ﬂ)/1)9s}

1 1
0 - 2a2 " p 2 o2 4y 1) ((Cprarva—1)be e (B-4d+atl))
rJKre (@ —b*)E (v-1)(B-42-a+1)(B-42+a +1)
1
. 202 Y o T oyt oy 1)((- frd b a-1)at +17 (B-dd+atd))

(@ —b*)E (v -1)(B-42+a+1)(- B +4i+a 1)

1
=(-p-a-
+ {rz( l)(Dl £ D,re)— ¥t Qk}

L prasd) ) e b —r*) p 2P 0, p2h Ya —re)

r JKire a% —p“ b — a®

B 7+20+a

(-3-2f-a) i Vi
{—%Cur 2 [Dzr 21+ p-41—a)+Dr2(@+pf—-4l+a)+2r 2 (3+q—ﬁ+2/1)£2k]}

32ﬁa g B 7+20+a
(o) rom = Cllr ( D,r’ 2k —D,r?k,—2r 2 (1+(4+q—,8)/1)QkJ

a P, r2 ( k.b* + r"‘k4) b2 (rad) pbr%(ﬁfafs)(ksa“ + r“k4)

i ( b“)(ﬂ 4 -a+1)(B-4A+a+1) " (a —b“)(ﬁ—4/1+a+1)(—ﬂ+4ﬂ,+a—1)

2( Bra+3)

SAYISAL UYGULAMALAR ve SONUCLAR
Literatlirde basit kuvvet fonksiyonu ile donel eksenel simetrik yapilarin elastik analizinde,
baz1 arastirmacilar (3) denklemlerinde sag taraftaki (r**%”) ifadesinde S = qkabulii yaparak

¢oziim bulmuslardir. Bu kabul ile yogunlugun degisim etkisi yazilanin aksine goz Oniine
alinmamakla kalmayip, elastisite modiiliiniin degisiminin donmeye olan katkisi da tamamen
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iptal edilmis olmaktadir. Sonug olarak problemde dénme katkilar1 (3) denkleminde sag taraf
izotrop ve homojen bir malzemeymis gibi (sadece i¢ yiizeydeki veya sadece dis yiizeydeki
malzeme kullanilarak) ele almmaktadir. Ustelik bu dzellige sahip gercek bir malzeme bulmak
ta imkansiz gibidir. Boyle bir ¢oziim gercekten uzaktir ve okuyuculart yaniltici bir
mahiyettedir. Baz1 ¢alismalar da yogunluk sabit kabulii ile gergeklestirilmistir. Bazilarinda
sadece i¢ basing, bazilarinda sadece dis basing etkisi gdz Oniine alinmistir. Yazarlar donel
simetrik yapilar i¢in mevcut ¢oziimlerin bazilarinin kullaniminin kolay olmamasi, bazilarinin
yukarida anlatildigr gibi yanlis kabullere dayanmasi, basim hatalari, eksik veri, dogru
formiilasyon fakat sayisal sonu¢ bulunmamasi, sayisal sonuglardan ihtiya¢ duyulan etkilerin
ayristirilamamasi Vv.b. gibi nedenler yiiziinden, {izerinde c¢alistiklar1 sayisal yontemlerini
destekleyici mahiyette kullanmak iizere bu ¢alismaya girismek zorunda kalmiglardir. Sonugta
kendileri gibi ayn1 durumda olan/olabilecek arastirmacilara yararli ve kullanigh bir kaynak
sunabilmek amaci ile bu bildiriyi hazirlamislardir. Bu formiiller ¢alismalarin kontrolleri
amacina ilaveten dogrudan tasarim ve optimizasyonda da kullanilabilir.

E(r)
1-v?)
durumunda diizlem gerilme halindeki sabit kalinlikli disk igin de gecerlidir. Mevcut
formiillerde radyal gerilmenin A’ dan bagimsiz oldugu goriilmektedir. Bu ayni 6zelliklere
sahip disk ve silindir geometrilerinde, radyal gerilme ¢oziimlerinin sayisal olarak ta tipatip
ayni olacagi anlamma gelir. Bu calismada 3 farkli metal-seramik cifti kullanilmis, malzeme
ozellikleri Cizelge (1) de sunulmustur. Geometrik ozellikler olarak: a=0.5m, b=1m
alimmis, i¢ yilizey tamamen seramik, dis ylizey tamamen metal olacak sekilde fonksiyonel
derecelendirme yapilmistir. I¢ ve dis basing ile donme etkisinin es zamanli etkimesi
durumundaki silindir ve kiire i¢in gerilme ve yer degistirmeler Sekil 2°de; i¢ ve dis basincin
ve donmenin ayrik olarak etkimesi durumundaki radyal gerilmeler ise sadece silindir i¢in
Sekil 3’ te, tegetsel gerilmeler sadece kiire i¢in Sekil 4’te sunulmustur. Bu grafiklerden donme
etkisinin, basing etkisinin ¢ok altinda oldugu agik¢a goriilmektedir. Sadece donme halinde
maksimum radyal gerilmelerin yeri FGM tipine gore ortalardan i¢ veya dis yiizeye dogru
kayabilmektedir.

ve A =v konulmasi

Silindir i¢in elde edilen ¢oziimler, ¢oziimlerde C, (r)=

Cizelge 1. Malzeme o6zellikleri

EGPa) | pkgm) | V B g
FGM-1 Zirconium Oxide (ZrO,) 116.4 3657 0.3 0.788 1.093
(ZrO, / SUS30,) | SUS304 (Stainless Steel) 201.04 7800 0.3262
FGM-2 Silicon Nitride (SisNg) 348.43 4429 0.24 -0.804 | 1.007
(SisN4/ Ni) Nickel (Ni) 199.5 8900 0.3
FGM-3 Aluminum Oxide (Al,05) 393 3970 0.3 -2.489 | -0.556
(AlL,O3 / Al) Aluminum (Al) 70 2700 0.3
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Silindir (Pa=1 GPa; Pb=1 GPa; w=100 rad's)

P
- —' .
o PR '/
= I
() . —
5 7ot 5
= R 1G]
5 _o4 . =2
£ ° F 2 2
5 2% E
= - 0.4] . &
i ’. 4 s
2 &
o 2 o EGM-1 &
-os H
» e e EGM-2
= = FGM-3
T
~bs 06 07 08 09
T (m)

— 0.5
’ -\

=]

E‘_"/ _10. ....co." -

E ‘ LA B B I ’ ’

5 \ PR

R -

B —1s—N% C

E]

& Seena”” [ FGM.1
pee FGM-2
= am FGM-3

T
13 06 07 08 09
£ (m)
Silindir (Pa=1 GPa; Pb=1 GPa; w=100 rad/s)
— 06
o, - = -
-08 o - - P

E _1 .sl®® . " .’ H—____-

> . [] ’ - t

% L P d

B T 7

ERY

& 7

it ¥ 4 e FGM-1

-16 « s+ FEGM-2 [
r = = FGM-3
T
“143 0.6 07 038 09
r (m)
Silindir (Pa=1 GPa ; Pb=1 GPa; w=100 rad/s)
-1

T - 1

g

E - <]

=

o

=

E =2

= . FGM- 1 N N

m b e e FGM-2 J

= == FGM-3
| T
Ths 06 07 08 09

r (m)

Radyal yerdegigtirme (mm)

Kiire (Pa=1 GPa; Pb=1 GPa; w=100 rad/s)

—0.58
F-0973
= - i e
g ‘.......l.l.'..... -
= Y ol
& —1.05—% 7
© \ -
3 ”
= s o
=] R [ L
M —1125 - w FGM-1 [
-, - -
- - pes FGM-2
= == FGM-3
_ i
133 06 07 038 09
r (m)

Kiire (Pa=1 GPa; Pb=1 GPa; w=100 rad/s)
-03

:p_i.: ."""N-. o’ '.-..'. :-. e e
% -t s ®” .’-'. ——
£ t° -
= o
5 I'd
z -1
=)
= ' e FGM-1

4 beo FGM-2

= == FGM-3
I
T0s 06 07 038 09
1 (m)
Kiire (Pa=1 GPa ; Pb=1 GPa; w=100 rad/s)

-2 \ \
-
N
o FGM- 1 N
b o+ FGM-2 \
—3f= = FGM-3 ~
T
05 0.6 0.7 08 09
r (m)

Sekil 2. I¢/dis basing ile dénme etkisinin es zamanl etkimesi halinde gerilme ve yer

Silindir (Pa=1 GPa: Pb=0: w=0)

degistirmeler
Silindir (Pa=0 ; Pb=1 GPa; w=0) Silindir (Pa=0; Pb=0; w=100 rad/s)
T 003 T
[ FGM-1 e FGM- 1
[ B+ + FGM-2 b+ + FGM-2
o \,\ == FGM3 [| = o0 seea, f= = FGM3 ||
z .
. \ 5 ..
. "4
—04—% E .
o £ * .
\ \ T oo e N
Y ATELI N S iy Tl N
N z S
A 2 -
s o Jrel TN 4 !
SRR
c- - \
[ Y B
T3 06 07 08 09 b3 06 07 08 08
r (m) r (m)

Sekil 3. Silindirde i¢/dis basincin ve donmenin ayrik olarak etkimesi durumundaki radyal
gerilmeler
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Kiire (Pa=1 GPa; Pb=0; w=0) Kiire (Pa=0; Pb=1 GPa; w=0) Kiire (Pa=0 ; Pb=0; w=100 rad’s)
15 [ FGM-1 o FGM.-1
o s FGM-2 R .+ FGM:2
= FGM3| & . . .
& e R I Yo - R = M8, FGM-3
El 2 2 .
& . E 2 00§ -
E .. El B 004 S,
gn Dj& §° z el
& o & frme FGM-1 G *.,
....... ee FGM2 || T om L]
LA ‘ FGM-3
3 06 0 038 09 T3 06 0. 03 09 |

B 0.6 0.7 08 09
r (m) ¥ (m) r (m)

Sekil 4. Kiirede ig/dis basing ve donmenin ayrik etkimesi durumundaki tegetsel gerilmeler
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