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ÖZET 

Bu çalışmada radyal doğrultuda basit kuvvet (simple power) fonksiyonu ile derecelendirilmiş, iç ve dış 

basınca maruz, kalın cidarlı sabit açısal hızla dönen silindirik ve küresel basınçlı kaplarda elastisite 

denklemleri analitik olarak çözülmüş; radyal ve teğetsel doğrultudaki gerilmeler ile radyal 

doğrultudaki yer değiştirme ifadeleri tasarımcılar, mühendisler, akademisyenler ve diğer kullanıcılar 

için en basit ve en kullanışlı formda sunulmuştur. İç ve dış basıncın eş zamanlı olarak dönen yapıya 

etkimesi durumu için elde edilen kapalı çözümler, üç farklı metal-seramik çifti için grafikler halinde 

sunulmuştur. Ayrıca iç ve dış basınç ile sabit açısal dönme hızının da etkileri ayrık olarak ta 

incelenmiştir. 

ANALYTICAL SOLUTION OF THE ELASTICITY EQUATIONS OF 

PRESSURIZED ROTATING CYLINDRICAL AND SPHERICAL VESSELS 

MADE OF FUNCTIONALLY GRADED MATERIALS   

ABSTRACT 

In this study, by using the simple power material grading rule, the elasticity equations of radially 

functionally graded pressurized thick-walled rotating cylindrical and spherical vessels are solved 

analytically. Afterwards, the closed-form solutions of both the radial and hoop stresses, and the radial 

displacements are presented to be the simplest and most convenient form for scientists, designers, 

engineers, and the others.  Considering three different metal-ceramic pairs, the results of the closed-

form solutions are presented graphically in the case that the internal and external pressures are applied 

simultaneously on the rotating structure. Apart from these unique effects of both the internal and 

external pressures and constant angular velocity are also investigated separately.  

 

 

GİRİŞ 

 

Üstün özelliklerinden dolayı tabakalı kompozitlere alternatif olarak geliştirilen, sürekli 

değişen fonksiyonel derecelendirilmiş yapıların gerek analitik [1-18] gerekse sayısal 
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çalışmaları son yıllarda büyük yoğunluk kazanmıştır. Basınçlı silindirik ve küresel kaplar için, 

izotropik/anizotropik malzemelerden, fonksiyonel derecelendirmede kullanılan fonksiyonların 

bu çalışmada olduğu gibi basit kuvvet fonksiyonu [1-3,4,6,11,17-18] veya lineer [12] değişen 

fonksiyon veya üssel [5,7-8,12-13, 15-16, 18] değişen fonksiyon olarak seçilmesi durumunda 

kapalı çözümler elde etmek mümkün olmaktadır. Silindirik monoklinik malzeme için genel 

bir malzeme değişim fonksiyonu kullanılması halinde, iteratif kuvvet serileri ile elde edilmiş 

analitik çözümler de bulunmaktadır [14]. Basit kuvvet fonksiyonu kabulü halinde diferansiyel 

denklemler Euler-Cauchy tipine dönüşmektedir. Lineer değişim halinde çözüm hiper-

geometrik fonksiyonlar cinsinden, üssel değişim halinde ise Whittaker / Kumer fonksiyonları 

veya Frobenius serileri cinsinden elde edilebilmektedir. Formülasyonda farklı olarak eliptik 

silindirik koordinatlar da kullanılabilmektedir [15]. İki boyutlu analitik çözümlerde 

değişkenlere ayırma yöntemi ile kompleks Fourier serileri ile analitik çözüm 

bulunabilmektedir [4]. Literatürde özellikle sadece iç basınç hali için yapılmış çalışmalar 

nispeten fazla iken, iç basınçla beraber dış basıncın ve bu çalışmada olduğu gibi dönme 

etkisinin [11, 13] de eş zamanlı olarak ele alındığı [11] çalışmaların sayısı oldukça azdır. 

Mevcut çalışmalar da genellikle ya sadece silindir [11] ya da sadece küre olmak üzere tek bir 

geometriye hitap edilmektedir. Bu çalışmada her iki tip geometri için iç ve dış basınçların ve 

sabit açısal hızla dönmenin etkileri formülasyonda göz önüne alınmış; hem gerilmeler hem de 

yer değiştirmelere ait formüllerde her bir etki ayrı ayrı sunulmuştur.  Elde edilen formüllerin 

literatürde bulunanlar ile uyum içinde olduğu görülmüştür.  

ALAN DENKLEMLERİ, FORMÜLASYON ve ÇÖZÜMLER 

 

Şekil 1. İç ve dış basınca maruz, kalın cidarlı dönen silindirik/küresel basınç kabı kesiti 
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Yukarıda  kalınlık boyunca sabit kabul edilen ve bu çalışmada iki malzemenin ortalaması 

olarak kullanılan Poisson oranını göstermektedir. Kapalı çözüm elde edebilmek amacı ile bu 

çalışmada ilgili malzeme özelliklerinin radyal doğrultuda basit kuvvet fonksiyonu (simple 

power) ile değiştiği kabul edilmiştir.  
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Burada a , silindir/küre iç yarıçapını göstermekte (Şekil 1); a  alt indisi ilgili büyüklüğün iç 

yüzeydeki, b  alt indisi ise dış yüzeydeki değerini göstermektedir. Bu fonksiyonlardaki üsler 

ise keyfi ve fiziksel gerçeklikten uzak olmayıp, bir yüzeyde sadece metal diğer yüzeyde 

sadece seramik (veya tersi) olacak şekilde belirlenmiştir. Bu şekilde fonksiyonel derecelenmiş 

malzeme için (1) denklemleri  (
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0r için elde edilen çözümler aşağıda olduğu gibi en sade ve kullanışlı bir biçimde sunulmuştur: 
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SAYISAL UYGULAMALAR ve SONUÇLAR 

Literatürde basit kuvvet fonksiyonu ile dönel eksenel simetrik yapıların elastik analizinde, 

bazı araştırmacılar (3) denklemlerinde sağ taraftaki ( qr1
) ifadesinde q kabulü yaparak 

çözüm bulmuşlardır. Bu kabul ile yoğunluğun değişim etkisi yazılanın aksine göz önüne 

alınmamakla kalmayıp, elastisite modülünün değişiminin dönmeye olan katkısı da tamamen 
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iptal edilmiş olmaktadır. Sonuç olarak problemde dönme katkıları (3) denkleminde sağ taraf 

izotrop ve homojen bir malzemeymiş gibi (sadece iç yüzeydeki veya sadece dış yüzeydeki 

malzeme kullanılarak) ele alınmaktadır. Üstelik bu özelliğe sahip gerçek bir malzeme bulmak 

ta imkânsız gibidir. Böyle bir çözüm gerçekten uzaktır ve okuyucuları yanıltıcı bir 

mahiyettedir. Bazı çalışmalar da yoğunluk sabit kabulü ile gerçekleştirilmiştir. Bazılarında 

sadece iç basınç, bazılarında sadece dış basınç etkisi göz önüne alınmıştır. Yazarlar dönel 

simetrik yapılar için mevcut çözümlerin bazılarının kullanımının kolay olmaması, bazılarının 

yukarıda anlatıldığı gibi yanlış kabullere dayanması, basım hataları, eksik veri, doğru 

formülasyon fakat sayısal sonuç bulunmaması, sayısal sonuçlardan ihtiyaç duyulan etkilerin 

ayrıştırılamaması v.b. gibi nedenler yüzünden, üzerinde çalıştıkları sayısal yöntemlerini 

destekleyici mahiyette kullanmak üzere bu çalışmaya girişmek zorunda kalmışlardır. Sonuçta 

kendileri gibi aynı durumda olan/olabilecek araştırmacılara yararlı ve kullanışlı bir kaynak 

sunabilmek amacı ile bu bildiriyi hazırlamışlardır. Bu formüller çalışmaların kontrolleri 

amacına ilaveten doğrudan tasarım ve optimizasyonda da kullanılabilir.  

 

Silindir için elde edilen çözümler, çözümlerde 
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durumunda düzlem gerilme halindeki sabit kalınlıklı disk için de geçerlidir. Mevcut 

formüllerde radyal gerilmenin  ’ dan bağımsız olduğu görülmektedir. Bu aynı özelliklere 

sahip disk ve silindir geometrilerinde, radyal gerilme çözümlerinin sayısal olarak ta tıpatıp 

aynı olacağı anlamına gelir. Bu çalışmada 3 farklı metal-seramik çifti kullanılmış, malzeme 

özellikleri Çizelge (1) de sunulmuştur. Geometrik özellikler olarak: ma 5.0 , mb 1  

alınmış, iç yüzey tamamen seramik, dış yüzey tamamen metal olacak şekilde fonksiyonel 

derecelendirme yapılmıştır. İç ve dış basınç ile dönme etkisinin eş zamanlı etkimesi 

durumundaki silindir ve küre için gerilme ve yer değiştirmeler Şekil 2’de; iç ve dış basıncın 

ve dönmenin ayrık olarak etkimesi durumundaki radyal gerilmeler ise sadece silindir için 

Şekil 3’ te, teğetsel gerilmeler sadece küre için Şekil 4’te sunulmuştur. Bu grafiklerden dönme 

etkisinin, basınç etkisinin çok altında olduğu açıkça görülmektedir. Sadece dönme halinde 

maksimum radyal gerilmelerin yeri FGM tipine göre ortalardan iç veya dış yüzeye doğru 

kayabilmektedir.  

 

Çizelge 1. Malzeme özellikleri 

  E (GPa)  (kg/m
3
)     q  

FGM-1  

(ZrO2 / SUS3O4) 

Zirconium Oxide (ZrO2) 116.4 3657 0.3 0.788 1.093 

SUS304 (Stainless Steel) 201.04 7800 0.3262 

FGM-2  

(Si3N4 / Ni) 

Silicon Nitride (Si3N4) 348.43 4429 0.24 -0.804 1.007 

Nickel (Ni) 199.5 8900 0.3 

FGM-3 

 (Al2O3 / Al) 

Aluminum Oxide (Al2O3) 393 3970 0.3 -2.489 -0.556 

Aluminum (Al) 70 2700 0.3 
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Şekil 2. İç/dış basınç ile dönme etkisinin eş zamanlı etkimesi halinde gerilme ve yer 

değiştirmeler 

 

Şekil 3. Silindirde iç/dış basıncın ve dönmenin ayrık olarak etkimesi durumundaki radyal 

gerilmeler 



Kacar
1
, Yıldırım

2
  

576  XIX. Ulusal Mekanik Kongresi 

 
Şekil 4. Kürede iç/dış basınç ve dönmenin ayrık etkimesi durumundaki teğetsel gerilmeler 
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