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ABSTRACT

In this study frictional moving contact problem for a rigid cylindrical punch and an elastic
layer is considered. The punch subjected to concentrated normal and tangential force, and
moves steadily with a constant subsonic velocity on the boundary. The problem is reduced to
a singular integral equation of the second kind, in which the contact stress and the contact area
are the unknowns, and it is treated using Fourier transforms and the boundary conditions for
the problem. The numerical solution of the singular integral equation is obtained by using
Gauss-Jacobi integration formulas. Numerical results for the contact stress and the contact
area are given. The results show that with increasing values of relative moving velocity,
contact width between the moving punch and the layer increases whereas contact stress
decreases.

OZET

Bu calismada rijit dairesel zimba (pang) ve tabakanin hareketli degme problemi siirtiinme
etkisi dikkate alinarak incelenmistir. Yatay ve diisey tekil kuvvetlere maruz birakilan pang
yiizeyde sabit ses alt1 hizla hareket etmektedir. Siur sartlar1 ve Fourier integral doniistimi
kullanilarak problem degme uzunlugunun ve degme gerilmesinin bilinmeyen oldugu ikinci tiir
bir tekil integral denkleme doniistiirilmiistiir. Gauss-Jacobi integrasyon formiilasyonu
kullanilarak tekil integral denklemin sayisal ¢0ziimii gergeklestirilmistir. Degme
uzunluklarina ve degme gerilmelerine ait sayisal sonuglar verilmistir. Pang ile tabaka
arasindaki degme uzunlugunun bagil hiz ile arttigi, degme gerilmesinin ise azaldig1
gorilmiistiir.

GIRIS
Cogu yapilarda ve mekanik sistemlerde temas eden elemanlar arasinda yiik iletimi meydana
geldiginden degme problemleri {izerine yapilan ¢alismalar 6nem kazanmaistir.

Son zamanlarda yapilan c¢aligmalar daha c¢ok fonksiyonel derecelendirilmis (FD)
malzemeler lizerinde yogunlagmistir. Guler ve Erdogan [1,2], Ke ve Wang [3], Chen ve Chen
[4], El-Borgi vd. [5] FD tabaka ile kapli yarim diizlemin siirtiinmeli degme problemini
incelemislerdir. Yang ve Ke [6], Rhimi vd. [7], Liu ve Wang [8], Liu vd. [9], Ke ve Wang
[10] ise rijit pang veya yayil yiik ile yiiklii FD tabaka ve yarim diizlemin slirtinmesiz degme
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problemini incelemislerdir. Comez[11] Winkler zeminine oturan FD tabakanin, Choi [12]
alttan tam bagli FD tabakanin degme problemini incelemislerdir.

Kahya vd. [13] anizotrop tabaka ve yarim diizlemin siirtiinmesiz degme problemini
incelemistir. Yaylac1 vd. [14] ceyrek diizlemlere oturan iki tabakanin ayrilmali degme
problemini analitik olarak ve ANSYS ile ¢6zmiislerdir.

Buraya kadar bahsedilen ¢alismalar statik problemlerdir. Pratikte bir elemanin digerine
gore hizinin oldukga fazla oldugu problemler ortaya ¢ikar ve bu yilizden problemin dinamik
karakterini goz oniline almak gerekir Galin [15]. Eringen [16] hareketli rijit pang ile bastirilan
yarim diizlemin siirtiinmesiz degme problemini incelemistir. Zhou vd. [17] 6nceki ¢alismay1
ortotropik yarim diizleme genisletmistir. Viskoelastik malzemeden olusan malzemelerde yar1
statik degme probleminin matematiksel modellemesi Li ve Liu [18] ve Shillor ve Sofonea
[19] tarafindan yapilmustir.

Bu calismada rijit dairesel pan¢ (zimba) ve tabakanin hareketli degme problemi
strtinme etkisi dikkate alinarak incelenmistir. Tabaka ile pan¢ arasindaki siirtiinme etkisi
dikkate alinmigtir. Pang P tekil yiikiiyle bastirilirken, yatayda da Q =nP degerindeki yatay
kuvvet etkisi altindadir. Pang¢ tabaka ylizeyinde sabit ses alti (subsonik) hizla hareket
etmektedir. Integral doniisiim teknikleri ve lineer elastisite teorisi yardimiyla problem
¢Oziilmiis, degme uzunluklar1 ve degme gerilmeleri bulunmustur.

PROBLEMIN FORMULASYONU

Problemde pang ile tabaka (—a,b) araliginda temas halindedir. h yiiksekligindeki homojen

tabaka alttan tam baglidir. R yarigapli rijit pang tabaka iizerinde V sabit hiziyla x;
dogrultusunda hareket etmektedir.

Sekil 1. Hareketli pang probleminin geometrisi

Kiitle kuvvetleri ihmal edildiginde elasto-dinamigin dalga denklemleri asagidaki gibi
yazilabilir:

oo, 01, o%u
+ =p—
oX, oy, ot

)
or oo o%v

¥X y _

—+ =
ox, oy, Lot

Burada u,v yer degistirme vektoriiniin sirastyla x, — ve y, —bilesenleridir. p yogunluk ve t
ise zaman degiskenidir.

Galile doniistimi[15]:
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X=x -Vt y=Y, @)

kullanilarak dinamik problem statik hale gelmektedir.
(2) nolu deklem (1)’de yerine konur ve Hooke kanunu kullanilirsa u(x, y) ve v(X,y)
icin asagidaki kismu tiirevli diferansiyel denklem takimi elde edilir.

0%u 0%u o%v
2u+A-N?p)—+p—+(u+ 2 =0
(2u P) e ,Uayz (u )axay
o%v o%v 0%u
Vo) —+QRu+A)—+(u+1 =0 3
(u p)ax2 (2u )ayz (u )axay (3)
Burada
VvE E
(4)

A=r——— U=
QL+v)1-2v) 2(L+v)

ile ifade edilir. E elastisite moduliinii ve v Poisson oranini ifade etmektedir.

Fourier integral doniisiim teknigi kullanilarak kismi tiirevli differansiyel denklem adi
diferansiyel denkleme doniistiiriilecektir. Bunun i¢in u(x, y) ve v(x, y) yer degistirme
bilesenleri Fourier doniisiimii seklinde asagidaki gibi yazilabilir:

u(y) = (@ y)e da ©

1 o —iax
v(x,y):z'[v(a,y)e da

burada  U(a,y)and V(a,y) yer degistirme bilesenlerinin ters Fourier doniisiim

fonksiyonlaridir.
(5) nolu denklemin gerekli tiirevleri alinip (3)’de yerine konursa asagidaki gibi bir adi
diferansiyel denklem takimi elde edilir:

2~

—(2,u+/1—V2p)aZU+yC:jyl:—ia(y+ﬂ)j—\;=0 (6)

(u-V7p)aVv+Q2u+i) 0y’

—ia(,u+/1)d—u:0
dy

(6) nolu denklemler ¢6ziildiiglinde karakteristik denklem elde edilir:

oty O Ru+2u)+ N (A+3p) o ot (u=pV)A+2u—-pN7) @
u(A+2u) u(A+2p)

Karakteristik denklemin kokleri asagidaki gibi bulunur:
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VZ
clzafl——zz—cs, C; = Ll
Cr P
V2
G =al-Y =—c,, ¢ = |4 ®)
CL P

burada c, ve c; tabakadaki boyuna ve enine dalga hizlarini ifade etmektedir. Boylelikle (6)
nolu denklemlerin ¢6ziimii bulunabilir:

U(X’ y) :% J.{ Ale ay 4 AzeCZy +%efc1y +A4efczy }e_iaxda

v(x,y) = zi | (—i){ - = ACe™ + A Lewy A,c,e”? }e"’“da )
T e Cl

1

ve tabaka i¢in gerilme ifadeleri

2u+Al-c,’) 2u+Al-c,’)

U

A +2Ae™ + A4e‘°2y}ei"“da

o, (XY)= i J'— iyo{ZAle‘:1y +

Uy(x, y) = i Ilﬂa[ZAieCU + (1+ 012)A2e02y + 2A3e—c1y n (1+ Clz)AAe‘CZV]e*i“Xda

2

7, (X,Y) _Zi-[ [Hcl Ae™ +2c,Ae™ — 1202 Ae " —2c,Ae CZV} e “da (10)

olarak elde edilir. Gerilme ve yer degistirme ifadelerinde gecen A, (j=1..4) Kkatsayilari
problemin sinir sartlarindan elde edilecektir.

SINIR SARTLARI VE INTEGRAL DENKLEMIN ELDE EDILMESI
Problem, (X, Yy ) koordinat sisteminde, asagidaki sinir sartlar1 altinda ¢oziilecektir.

| =p(X) —a<x<b
ay(x,O)_{ 0 x<-a, xxb
(x,O):{_np(X) —a<x<b
0 Xx<-a, X=>b
u(x,—h)=0
V(X,—h) =0 (11)

Yukaridaki sartlarda gegen p(X); rijit pang ile tabaka arasinda olusan bilinmeyen degme
gerilmesi fonksiyonudur. a ve b rijit pang ile tabaka arasindaki degme uzunluklaridir.
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(11) nolu siir sartlarinin Fourier doniisiimleri alinip yazildiginda dort denklemden olusan bir
lineer denklem sistemi olusur. Bu denklem sisteminin ¢éziimiinden gerilme ve yer degistirme

ifadelerinde gegen A, katsayilar1 bilinmeyen degme gerilmesi p(x) ’e bagli olarak elde edilir.
p(X) ’i bulabilmek i¢in asagidaki sinir sart1 kullanilir:

dv(x,0)
dx
Burada F(x) yiikii ileten egrisel rijit pangin sekil fonksiyonunun tiirevini ifade etmektedir.
Dairesel pang i¢in

= F(x) —a<x<b (12)

F(x) = % (13)

olarak yazilabilir. A; katsayilar1 (12) nolu smir sartinda yazildiginda bir tekil integral
denklem elde edilir:
ﬂz

0P+ Ip(ﬁ)dé{ §—+k(X§)+nk(X§)}=Eu— (-a<x<b)  (14)

(14) nolu integral denklemde degme gerilmesinin yani sira degme uzunluklari da
bilinmeyendir. integral denklemin ¢ziimii asagidaki denge denklemini saglamalidir

Jo,(x0)dx=-[ p(£)ds =-P (15)

TEKIL INTEGRAL DENKLEMIN SAYISAL COZUMU
Integral denklemi sayisal ¢oziimii i¢in o =2z/h degisken déniisiimii yapilmis ve asagidaki
boyutsuz biiytlikliikler tanimlanmistir.

a+b b-a a+b_b-a Pp(s)
= fr+——, X=——S+—o, 16
d 2 2 2 2 #e) = P/h (16)
Boyutsuzlagtirmalar ve degisken degisimleri sonucunda integral denklem
ﬂz 1 _
s 22 4(s)+ = j¢(r)dr — k(s +7k(sr) |=H() (17)

haline gelir. Burada

a+b a+b

ki (s.r == ke, k;(S.r)=—k( X,)

4 u 1 ,a+b_b-a
H(s) = S+ 18
(5)= ﬂlP/hR/h(Zh 2h) (18)

Benzer sekilde denge denklemi de asagidaki hale gelir.
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1

athb [rdr=1 (19)

Temas ug¢ noktalarinda gerilme “0” olacagindan integral denklemin (17) indeksi “-1”
olur (Erdogan, 1978). Gauss-Jacobi integrasyon formiilii ile integral denklemin ¢6ziimii

¢(r) = g(r)w(r) (20)

olarak aranir ve g(r) fonksiyonunun N noktadaki degerleri i¢in asagidaki cebrik denklem
takimi elde edilir

ZWmN g (ri )|:

1

+k (s, 1)K, (S, 1) | = H(Sy) k=12..N+1 (21)

M — Sk

Denge denklemi de asagidaki hale gelir:

b+ag 1
—>SwNg(r)== 22
o le w90 =— (22)

Burada

w(r)=1-r)*(1+r)”
o= i|n|:M:|+ N0

27 | n I B +i
__i np, ! p—i
= i In{—nﬂ2/ﬂ1+i}+ M, (23)

olarak tanimlidirlar. N, ve M,, 0<Re[e, f]<1 sartin1 saglayacak sekilde belirlenir. r, ve

m

s, ilgili Chebyshev polinomlarmin kékleri ve W' ise agirliklaridir:

P (r,) =0 m=12,....., N
P{P(s,)=0 k=12,..... N +1
WN:—EZN +a+BT(N+a+DI(N+3+1) I2(“+ﬂ) 24)
"o (N#DU L T(N+a+f+D) e (R

(21) nolu denklem sistemi (22) nolu denge sarti saglatilacak sekilde ¢oziilerek degme
gerilmesi ve degme uzunluklar1 bulunacaktir. Denklem (21)’de N tane bilinmeyen noktadaki
g(r;) degerleri i¢cin N+1 tane denklem ortaya ¢ikmaktadir. Fazlalik denklem disar1 alinarak,
(22) nolu denge sart1 ile beraber saglatilmaya calisilacaktir. Denklem sistemi g(r;) degerleri

icin dogrusal olsa da degme uzunluklarinin a, b bilinmeyen olmasi problemi dogrusal
olmayan hale getirmektedir. Bu nedenle degme uzunluklarina baslangigta rastgele degerler
verilerek (21) nolu denklem sisteminden g(r,) degerleri bulunur. Bu degerler (22) nolu denge

denkleminde yazilir ve saglatana kadar iterasyona devam edilir.
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BULGULAR VE iIRDELEME

Bagil hizin (V2p/ u), siirtiinme katsayisinin () ve pang yarigapinin (R/h) degme uzunluklari

ve degme gerilmeleri iizerindeki etkileri incelenmistir. Calismada Poisson oram1i v =0.2
olarak alinmistir.

Ik olarak degme uzunluklarmin siirtinme katsayis1 ve bagil hiz ile degisimi incelenmistir
(Sekil 2). Hem bagil hiz hem de siirtiinme katsayisi arttiginda degme uzunluklarinin arttig
goriilmektedir.

Bagil hizin (V?p/ 1) degme gerilmesine etkisi Sekil 2.’de incelenmistir. Bagil hiz arttiginda

degme uzunluklar1 da artmakta ve boylece degme gerilmesi daha biiyiikk bir alana
dagilacagindan degme gerilmesinin en biiyiik degeri azalmaktadir.

Siirtiinmesiz halde degme gerilmesinin dagilimi y eksenine gore simetriktir ve en bilyiik
degerini X =0 noktasinda almaktadir. Siirtiinmeli halde degme gerilmesinin dagilimindaki
simetri bozulmaktadir. Sirtinme katsayisi arttikga degme gerilmesinin en bilyik degeri
azalmaktadir ve bu degeri aldig1 nokta yatay kuvvetin tersi yone kaymaktadir (Sekil 4).

Pan¢ yaricapt ile degme gerilmesini degisimi Sekil 5. ile verilmistir. Pang yarigapi
artirlldiginda degme uzunlugu artmakta ve bunun neticesinde degme gerilmesinin en biiytlik
degeri azalmaktadir.

1 1 1 1 ‘ 1 1 1 1 1 1 1 1 12 ‘ 1 1 1 ‘ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 1 1
1 —— n=0 i { —— r=0001 -
S n=05 - 1 ---T=02 "
18 T n=1 B | --T=05 I
i i og_| ——T=08/ B
(@+b) T i
h 16 — P/h - i
E E 04 ; \i\\‘ ;
1.4 - ] o "N i
i L i /’/4 ! \\ \ L
] i ] s T
1.2 | T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T i O ] T \/ \‘ “‘ T ‘ T ‘ l \‘ \. T I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 -1.2 -0.6 0 0.6 1.2
Viplu x/h
Sekil 2. Degme uzunluklarmin siirtiinme katsayis1 ~ Sekil 3. Degme gerilmesinin bagil hiz

n ve bagil hiz V?p/ y ile degigimi. r=vip/u ile degisimi.

(R/h =250, u/(P/h)=250) (R/h=250, u/(P/h)=250,1=0.5)
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[uny

1 1 1 1 ‘ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—— R/h=50
—-—— R/h =100
—-— R/h=250

N

0.75

=
o
1 1 1 1 ‘ 1 1 1 1

; —..—= R/h=500 L
p(x) W) :
5/, 05 — — L
P/h - P/h'] B
] B ] ik N I
025 B 05 — ) | ‘\\ -
| i 1 s b i
| L i o ! “ \ \ |
O T T 1 T ‘ T T T T ‘ T T T T ‘ T T - T T 0 1 T T /‘ T ‘ ‘ ‘: T T T ‘ T T T ‘: ‘ T T T T i
-1 -0.5 0 0.5 1 1.2 06 0 0.6 12
x/h x/h
Sekil 4. Degme gerilmesinin siirtlinme katsayist ~ Sekil 5. Degme gerilmesinin pang yarigapi
(1) ile degisimi. (R/h) ile degisimi.

(R/h=250, u/(P/h)=250,V?p/1=0.4) (ul/(P/h)=250V2p/1=0.4,1=05)

SONUCLAR

Bu calismada rijit dairesel zimba (pang) ve tabakanin hareketli degme problemi siirtiinme
etkisi dikkate alinarak elastisite teorisi ve Fourier integral doniisiimii ¢ercevesinde
incelenmistir. Yapilan caligmalar sonucunda bagil hiz ve siirtinme katsayisi artirildiginda
degme uzunluklarinin arttigi, degme gerilmelerinin ise azaldigr goriilmiistiir. Yine pang
yarigapi arttirildiginda degme gerilmesi azalmaktadir.
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