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ABSTRACT

In this study, continuous contact problem for two layers, having different heights and
elastic constants, loaded by means of two rigid rectangle stamps and resting on an elastic
half infinite plane is considered according to theory of elasticity. The problem is solved
under the assumptions that all surfaces are frictionless. Using boundary conditions of the
problem and integral transform technique, the problem is reduced to a singular integral
equation. The integral equation is solved numerically by making use of appropriate Gauss-
Chebyshev integration formula for rectangular stamp profiles and contact stress
distribution under the stamps is obtained. Depending on the contact stress under the
stamps, initial separation loads and initial separation distances between elastic layers and
between lower layer elastic half infinite plane are determined.

OZET
Bu calismada, rijit dikdortgen iki blok araciligi ile yiiklenmis ve elastik yar1 sonsuz
diizleme oturan elastik ozellikleri farkli iki tabakanin siirekli temas problemi elastisite
teorisine gore incelenmistir. Problemde biitiin yiizeylerin siirtiinmesiz oldugu kabul
edilmistir. Probleme ait sinir sartlar1 ve integral donilisiim teknigi kullanilarak problem
singililer bir integral denkleme indirgenmistir. Uygun Gauss-Chebyshev integrasyon
formiilii kullanilarak, integral denklem iki dikdortgen blok profili i¢in sayisal olarak
¢oziilmiis ve blok altindaki temas gerilmeleri hesaplanmistir. Bloklar altindaki temas
gerilmelerine bagl olarak, tabakalar arasindaki ve alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem
arasindaki ilk ayrilma yiikleri ve ilk ayrilma uzakliklar1 belirlenmistir.

GIRIS
Bircok yap1 ve mekanik sistem elemanlarinin birbirleri ile temas halinde olmasi nedeniyle
temas problemleri miihendislik yapilarinda genis yer bulmuslardir. Miihendislik
yapilarindaki gerilme, yer degistirme, sekil degistirme problemlerinin ¢6ziimiinde
elemanter teorinin yetersiz kaldigi durumlarda elastisite teorisi yardimiyla problemler
¢ozlilmiis, bilgisayar teknolojisi ve sayisal ¢oziim yontemlerinin gelismeyle birlikte de bu
konudaki ¢alismalarin sayisinda onemli Ol¢iide artiglar meydana gelmistir. Literatiirde
elastik yar1 sonsuz diizlem iizerine oturan farkli yiikleme 6zelliklerine sahip elastik tabaka

veya tabakalarin siirtinmesiz siirekli ve siireksiz temas problemlerine siklikla rastlamak
miimkiindiir.[ 1-8] Siirtiinme etkisinin dikkate alindig1 ¢alismalar ise [9-11]’de verilmistir.
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Sekil 1. Problemin geometrisi

Bu caligmada, elastik yar1 sonsuz diizleme oturan ve iki rijit dikdortgen blok aracilig ile
yiiklenmis, homojen, izotrop, elastik 6zellikleri ve yiikseklikleri farkli elastik iki tabakanin
stirekli temas problemi elastisite teorisine gore incelenmistir. Bloklar yardimiyla tabakaya
aktarilan yiikler P ve Q olup Q > P oldugu kabul edilmistir. Problemde h, h,, h,sirasiyla

tabakalarin toplam yiiksekligini, 1 nolu tabakanin yiiksekligini ve 2 nolu tabakanin
yiiksekligini gostermektedir. Ayricap, (i=1,2); 1ve 2 no’lu tabakalarin yogunluklarini ve g

yercekimi ivmesini ifade etmektedir. Problem diizlem hal i¢in incelendiginden z ekseni
dogrultusundaki kalinlik birim olarak alinmstir.

PROBLEMIN FORMULASYONU ve COZUMU

Problemin ¢ozlimiinde ilk olarak denge denklemleri, biinye denklemleri, yer degistirme ve
sekil degistirme bagintilar1 yardimiyla Navier denklemleri elde edilmistir. Navier
denklemlerine, Fourier integral doniisiim teknigi uygulanarak bir grup adi diferansiyel
denklem takimi elde edilmistir. Bu diferansiyel denklem takiminin ¢6ziilmesiyle
gerilmelere ve yer degistirmelere ait ifadeler bilinmeyen katsayilar cinsinden bulunmustur.
Bu bilinmeyen katsayilar asagidaki sinir sartlar1 yardimiyla bilinmeyen temas gerilmeleri
p(x) ve q(x)’e bagl olarak belirlenmistir.

Probleme iliskin siir sartlar1 asagidaki gibi yazilabilir :

-p(x) a<x<b

oy (x.h) = 1-q(x) c<x<d M
0 -o<Xx<ab<x<cd<x<ow
cyz(x,hz)chl(x,hz) ~0o<x <o (2)
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Txyl(x,h)ZO -0 <X < (3)
Txyl(X,hZ):O —o<x <o (4)
Txy, (x,0) =0 -0 <X <o ®)
Ixyz(x,hZ)ZO -0 <X <00 (6)
2, 0h,)v, (6, )]0 oo<x<oo )
OX

Txy, (x,0)=0 -00 (X( © (8)
[V, (%,0)v, (x,0)]=0 -oo(x(co ©)
oX

6,,(X,0)76,45(x,0)  -0o(x(o0 (10)

9 [v,(x,h)]=0 a<x<b
OX

v, =0 c<x<d (11)
OX

Burada u(x, y) ve v(x, y) x ve y dogrultularindaki yer degistirme bilesenleridir,
0, (%y), 6,(x,y) swrastyla x ve y dogrultularindaki normal gerilme bilesenlerini t,, (x,y) ise

kayma gerilmesi bilesenlerini gostermektedir. p(x) ve q(x) sirasiyla 1. ve 2. blok altindaki
bilinmeyen temas gerilmeleridir. Probleme ait denge sartlari

b d
[pe) dx=P , [a(x) dx=Q (12a-b)

olarak tanimlanmistir. Elde edilen katsayilarin (11) no’lu sir sartlarinda yerlerine
konulup gerekli diizenlemelerin yapilmasi sonucunda

L 1
___J.p(t)d{k( )+ ; (t_x)}

1]

4 (tx)
1

4 (tx)

___Iq(t)dt k, (X, =0 a<x<b (13a)

-——Jp(t)dt ki (%,

s -
4 (tx)

= j q(t)dt K, (X, =0 c<x<d (13b)
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denklem takimlar1 elde edilmistir. p(x) ve q(x) temas gerilmelerinin hesaplanabilmesi i¢in
(12) no’lu denge denklemleri ile (13) no’lu integral denklemler birlikte ¢oziilmelidir.
Denklemlerdeki k,(x,t) integral denklemin ¢ekirdegidir ve agik sekli agsagida verilmistir.

k,(x,1) = T{{16 o (1+1) (€™ -e*™ ~4ge” "™ (h-h,)) (1+x,)
0
ma(-1-«, - (1+1x,) mb+e™*™ (1+ 1k, - (1+x,) mb)+2e?*™
(-2ah, (1+1,)+(1+ ,) mb)) + (e +e*M2 _pe2oh-2an)
(1+ k) (1 +w,+(1+x,)mb+e* ™ (1+x, -(1+x,)mb)+
2% ((1+2a’ h,?)(-1-k ,) + 20h, (1+k,) mb))) }/A -
(14 «,)/4} {sina(t - x) }da (14)
A = -640°{[-e*"" - 2(20h - 20h, e "™ + ™" (1 + K, ) [e™*™"
((1+15) - (1+1,)mb) - (1+15) + (1 + ,)mb) - 27" (-(1
+20°h,?)(1+K;) + 2ah, (1 + «,)mb)] + e - 2(1 + 20
(h-h,)?)e™ 2 + ¥ (1 + x,)male ™ ((1+ ;) - (1+k,)mb) -
((1+1,) +(1+1x,)mb) - 2¢*™ (20h, (1 +k,) + (1 + k,)mb)]} (15)
Yukardaki esitliklerde gecen p,vek; elastik tabakalara ait malzeme sabitleri olupx
dizlem sekil degistirme halindek;=(3-4v,), diizlem gerilme halinde ise

K;=(3-v,)/(1+v,) oldugu bilinmektedir. v, Poisson oranidir, ma=p, /p, , mb=p,/u, kabul
edilmistir.

Integral denklemin sayisal ¢dziimii i¢in asagidaki boyutsuz biiyiikliikler tanimlanmustir.

X :E r. + @ t — ES %
2t 2 o2t 2
d-c d+c d-c d+c
Xz:? I’2 T t2 = 752 + T (16a'f)
b-a b+a d-c d+c
91(31):p(731+7)/|3/h’ gz(sz)zq(7sz+7)/P/h

Burada g(s) rijit bloklar iizerinde ortaya cikan boyutsuz temas gerilmeleridir. Rijit
bloklarin kenarlarinda temas gerilmeleri singiilariteye sahip oldugu i¢in integral denklemin
indisi +1 dir. Buna gore singiiler integral denklemin ¢6ziimii asagidaki gibi aranir.

gi(si):isi)l (-1<s, <1) (i=1,2) ()
(:]-'Siz)E

Burada g(s), -1<s<1 kapali araliginda simirlidir. Uygun Gauss-Chebyshev integrasyon
formiilii kullanilarak, (12) ve (13) nolu denklemler asagidaki hale indirgenebilir.
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P AWG, (S Ta=1 L Y AW G,(5,) S8 = QP (182:b)
(1+x,) 1
_ZWG (Sl|) [k( 141 ) b'a ]
7(Sli_r1j)
(1+x,) 1 3
_ZWG (SZ|) [k ( 11 ) 4 d-c d+c b-a b+a ]_ 0 (19a)
[752i +7]_[7r1j +T]
(4=1,...,n-1)
(1+x,) 1
_ZWG (Sll) [k ( 27t ) b_a b+a d+C ]
(22, + 8- + 49
D WG, (8,) kb ) et =0 (190)
[7(Szi-r2j)]
(4=1,...,.n-1)
Bu ifadelerde;
W =Wy W, = nzﬁ Fﬁ (i=2,...,n-1)
S, =S, = cos(ri]—_n) (i=1,..,n)
. = 2j-1 _ )
rlj—rzj—cos(zn_zn) G=1,.,n-1)

olarak verilmektedir. (18) ve (19) ifadelerinden n bilinmeyenli n tane cebrik denklem elde
edilir. Bu denklem takimlarinin ¢dziilmesi sonucunda g(s,) (i=1,...,n) ler hesaplanabilir.

Tabakalarin birbirine temas ettikleri yiizeydeki o, (x,y) gerilme yayilisi ilk ayrilma yika
ve ilk ayrilma uzakliginin hesaplanmasinda kullanilir. Temas yiizeylerindeki o, (x,h,)ve
o, (x,0) gerilmeleri, kiitle kuvvetleri eklenip gerekli ara islemlerin yapilmasi sonucunda

belirlendikten sonra ilk ayrilma yiikleri ve ilk ayrilma uzakliklarini veren ifadeler asagidaki
gibi elde edilirler:

b d
0, ()= [ (e 0p(Oc-= [ atoa osx<n  (20)
T 3 T
o, (x,0)=-%[1+‘; 21; TIE“ 2 I k,(x t)p(t)dt-— Ik (x,t)q(t)dt -0<X<oo  (21)

Burada X yiik faktorii olup; A=P/p,ghh, esittir.

XIX. Ulusal Mekanik Kongresi 231



Boralve Ozsahin?

(20) ve (21) ifadelerinde gegen Kk, (x,t) ve k,(x,t) integral denklemlerin gekirdekleri olup
acik halleri asagidaki gibidir.

K (60) = [ 12800 rothh, )b ™ (1ol DI/ T (L)
(L) My e (L () My )26 (Le2athe)
- s
(b+,)- 20, (L) )
k;(x,t) = I{-256a3[(1+ah2 )+e'2°‘h2 (-1+ah,)](1+k )(1+x,) %2 [e'o‘h"m12 (-1+a

(-h+h, ))+e_3uh_2ah2 (I+a(-h+h,))]}

Tabakalar arasindaki ilk ayrilma yiikii ve ilk ayrilma uzakliginin belirlenebilmesi igin (20)
, (21) ifadelerinin sifira esitlenmesi gerekir. Bu esitlikler yardimiyla ilk ayrilma yiikleri ve
ilk ayrilma uzakliklar birlikte bulunabilir.

SAYISAL SONUCLAR
4 15
(a) (b)
® i
3
2) o
) (1) Q=P "
PO (2) Q=2p
—= ax) -
p/h (3) Qmtp o (1) Q=P
L (2) Q=2P
5 (2)
. (3) Q=4pP
i L_J .
0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1
1.2 0.8 0.4 0 0.4 0.8 1.2 1.2 0.8 0.4 0 0.4 0.8 1.2
x/h x/h

Sekil 2 a-b. Cesitli yiik oran1 degerleri i¢in bloklar altindaki temas gerilmeleri yayilist
K, =2,K,=2,K,=2, W,/ B, =2, w/ n,=2,a/h=3, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1, (c-b)/h=1)
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-2.5
)
3) - B
2 (1) po/pu=0.25 xer=7.3, Acr=45.509
(2) pa/pi =0.5 Xer=6.9, Acr=45333
- (3) /=1 () Xer=6.5, A\cr=44.203
(@) o/ pu =2 Xer=6.2, Lcr=41.065
15 )
Gy(x,h2) |
p/h
-1
-0.5
0

Sekil 36, (x,h,)/P/h boyutsuz gerilme dagilimimin tabakalarin kayma modiilleri orani ile
degisimi (k,=2,k,=2,k,=2, 1,/ u,=1a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5, (c-b)/h=1, Q=2P)

2
(D(b-a/h=0.5 (d-c)h=0.5  xer=6.798, Acr=38.062
T @)(b-a)h=0.5 " (d-0)h=1.0  xcr=7.250, Rcr=46.321
G)b-ayh=0.5 (d-eVh=1.5 — y 7750, 1cr=56.347
-1.6 "
-1.2
oy(x0) |
p/h
-0.8
0.4 - ---c-coco-cocof2¢c

x/h

Sekil 46, (x,0) / P/h boyutsuz gerilme dagiliminin blok genislikleri ile degisimi
(<, =2.¢,=2,K,=2,1,/ W, =2, u,/ n,=0.5,a/h=3, (c-b)/h=1, Q=2P)
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[N}

Gy(X,O) 08
p’/h

(1) (c-b)/h=1.0
b Xer=7.747, hcr=47.044
(2) (c-b)/h=3.0
Xer=5.427, er=38.067
(3) (c-b)/h=6.0
Xer=8.265, Acr=48.477

04F ===

(1) 2) (©)

Sekil 5 o, (x,0) / P/h boyutsuz gerilme dagiliminin bloklar aras1 mesafe ile
degisimi( x,=2,x,=2,k,=2, W,/ p,=0.5,n,/ n,=0.5, a/h=3, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1, Q=2P)

Tablo 1. Kritik yiik faktorii (A, )degerlerinin bloklar arasindaki uzaklikla ((c-b)/h)
degisimi (Q=2P, p,/n, =2, p,/u, =0.5, a/h=3, (b-a)/h=(d-c)/h=1)

c-b BLOK | BLOK 11
h
oy X Oy X Cliag X g hy X Oy oy X Cliag

0.5 71.2228  1.2556 45.7765 7.2451
1 82.4970 1.2284 47.0447 7.7476
3 92.9404 1.2317 38.067 5.4271 38.067 5.4271 48.3093 9.7452
5 94.4009 1.2402 46.2553 7.2439  46.2553 7.2439 48.4878 11.743
5.5 945287 1.2420 89.7045 5.7540  47.8830 7.7600 48.5027 12.243
6 94.6013 1.2428 94.2925 5.7269 48.4775 8.2652 48.5107 12.742

6.0647 94.6074 12430 94.6074 5.2570  48.5176 8.3303 48.5176 12.799
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SONUCLAR
Sekil 2 a-b’de cesitli yiikk degerleri i¢in dikddrtgen rijit bloklar altindaki p(x)/(P/h),
g(x)/(P/h) boyutsuz temas gerilmelerinin degisimi verilmektedir.1. blok sabit yiiklenmis 2.
blokta yiik artirtlmistir. Temas gerilmeleri rijit bloklarin kenarlarinda sonsuza gitmekte,
x=0 simetri diizlemine yaklastik¢a yiik degerinin artmasina bagl olarak diizgiin bir sekilde
artmaktadir. Rijit blogun kenarlarinin gerilme i¢in singiiler noktalar oldugu diistiniiliirse bu
beklenen bir sonugtur.l. blok altinda ise 2. bloktaki yiiklemeler nedeniyle degisim
gozlenmektedir. Sekil 3 ° te tabakalar arasindaki ilk ayrilma yiikii ve ilk ayrilma
uzaklhiginin tabakalarin kayma modiilleri orani ile degisimi goriilmektedir. Sekildeki
degerler incelendiginde alt tabakanin kayma modiiliiniin {ist tabakanin kayma modiiliine
orani arttik¢a yani alt tabaka iist tabakaya oranla rijitlestik¢e tabakalar arasinda ilk ayrilma
yiikleri ve ilk ayrilma uzakliklar1 azalmakta, bu durumda ayrilmalar daha kolay
gerceklesmektedir. Sekil 4’te alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki ilk
ayrilma yiik ve ilk ayrilma uzakliginin blok genislikleri ile degisimi goriilmektedir.
Sekilden de goriildiigli gibi blok genisligi arttikga ilk ayrilma yiik ve wuzakliklar
artmaktadir. Sekil 5’te alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasindaki ilk ayrilma yiikii
ve ilk ayrilma uzakliginin bloklar arasindaki mesafe ile degisimi goriilmektedir. Buna gore
(c-b)/h ‘i kiigiik degerleri igin ((c-b)/h)<3) A ‘ya bagh iki ayrilma bolgesi meydana
gelmektedir. Q/h >P/h kabuliinden ilk ayrilma bolgesi ikinci blogun sag tarafinda
olmaktadir. Bloklar arasindaki uzaklik ((c-b)/h=3) daha da artirilirsa bloklar arasinda bir
ayrilma bolgesi daha ortaya ¢ikmaktadir. Ve bu bolge muhtemelen ilk ayrilma bolgesidir.
Tabakalar arasindaki uzaklik artirilmaya devam ettiginde ((c-b)/h=6) ise yiik faktoriiA ’ya
bagl olarak doért ayrilma bolgesi meydana gelir. Ik ayrilma bolgesi ikinci blogun
yakinlarindadir ve (c-b)/h’ 1n belli bir degerinden sonra bloklar arasindaki etkilesim
kaybolmaktadir. Tablo 1’ de Sekil 5’te ki durum igin tablo olusturulmus ve verilen sabitler
i¢in bloklar arasindaki etkilesimin son buldugu deger ( c-b)/h=6.0647 olarak belirlenmistir.
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