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ABSTRACT 

In this study, continuous contact problem for two layers, having different heights and 

elastic constants, loaded by means of two rigid rectangle stamps and resting on an elastic 

half infinite plane is considered according to theory of elasticity. The problem is solved 

under the assumptions that all surfaces are frictionless. Using boundary conditions of the 

problem and integral transform technique, the problem is reduced to a singular integral 

equation. The integral equation is solved numerically by making use of appropriate Gauss- 

Chebyshev integration formula for rectangular stamp profiles and contact stress 

distribution under the stamps is obtained.  Depending on the contact stress under the 

stamps, initial separation loads and initial separation distances between elastic layers and 

between lower layer elastic half infinite plane are determined. 

ÖZET 

Bu çalışmada, rijit dikdörtgen iki blok aracılığı ile yüklenmiş ve elastik yarı sonsuz 

düzleme oturan elastik özellikleri farklı iki tabakanın sürekli temas problemi elastisite 

teorisine göre incelenmiştir. Problemde bütün yüzeylerin sürtünmesiz olduğu kabul 

edilmiştir. Probleme ait sınır şartları ve integral dönüşüm tekniği kullanılarak problem 

singüler bir integral denkleme indirgenmiştir. Uygun Gauss-Chebyshev integrasyon 

formülü kullanılarak, integral denklem iki dikdörtgen blok profili için sayısal olarak 

çözülmüş ve blok altındaki temas gerilmeleri hesaplanmıştır. Bloklar altındaki temas 

gerilmelerine bağlı olarak, tabakalar arasındaki ve alt tabaka ile elastik yarı sonsuz düzlem 

arasındaki ilk ayrılma yükleri ve ilk ayrılma uzaklıkları belirlenmiştir. 

GİRİŞ 

Birçok yapı ve mekanik sistem elemanlarının birbirleri ile temas halinde olması nedeniyle 

temas problemleri mühendislik yapılarında geniş yer bulmuşlardır. Mühendislik 

yapılarındaki gerilme, yer değiştirme, şekil değiştirme problemlerinin çözümünde 

elemanter teorinin yetersiz kaldığı durumlarda elastisite teorisi yardımıyla problemler 

çözülmüş, bilgisayar teknolojisi ve sayısal çözüm yöntemlerinin gelişmeyle birlikte de bu 

konudaki çalışmaların sayısında önemli ölçüde artışlar meydana gelmiştir. Literatürde 

elastik yarı sonsuz düzlem üzerine oturan farklı yükleme özelliklerine sahip elastik tabaka 

veya tabakaların sürtünmesiz sürekli ve süreksiz temas problemlerine sıklıkla rastlamak 

mümkündür.[1-8] Sürtünme etkisinin dikkate alındığı çalışmalar ise [9-11]’de verilmiştir. 
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                             Şekil 1. Problemin geometrisi 

 

Bu çalışmada, elastik yarı sonsuz düzleme oturan ve iki rijit dikdörtgen blok aracılığı ile 

yüklenmiş, homojen, izotrop, elastik özellikleri ve yükseklikleri farklı elastik iki tabakanın 

sürekli temas problemi elastisite teorisine göre incelenmiştir. Bloklar yardımıyla tabakaya 

aktarılan yükler P ve Q olup Q P olduğu kabul edilmiştir. Problemde h, 1 2h , h sırasıyla 

tabakaların toplam yüksekliğini, 1 nolu tabakanın yüksekliğini ve 2 nolu tabakanın 

yüksekliğini göstermektedir. Ayrıca iρ  (i=1,2); 1ve 2 no’lu tabakaların yoğunluklarını ve g 

yerçekimi ivmesini ifade etmektedir. Problem düzlem hal için incelendiğinden z ekseni 

doğrultusundaki kalınlık birim olarak alınmıştır. 

 

PROBLEMİN FORMÜLASYONU ve ÇÖZÜMÜ 

Problemin çözümünde ilk olarak denge denklemleri, bünye denklemleri, yer değiştirme ve 

şekil değiştirme bağıntıları yardımıyla Navier denklemleri elde edilmiştir. Navier 

denklemlerine, Fourier integral dönüşüm tekniği uygulanarak bir grup adi diferansiyel 

denklem takımı elde edilmiştir. Bu diferansiyel denklem takımının çözülmesiyle 

gerilmelere ve yer değiştirmelere ait ifadeler bilinmeyen katsayılar cinsinden bulunmuştur. 

Bu bilinmeyen katsayılar aşağıdaki sınır şartları yardımıyla bilinmeyen temas gerilmeleri 

p(x) ve q(x)’e bağlı olarak belirlenmiştir. 

Probleme ilişkin sınır şartları aşağıdaki gibi yazılabilir : 

 

                  1

-p(x)     a < x < b 

σ (x, h) = -q(x)     c < x < dy

0           - x < a, b < x < c, d < x <  

 
 
 
    

                          (1) 

                                              
2 1

2 2σ (x, h ) = σ (x, h )  - x <y y                                                 (2)
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1
τ (x, h) = 0         - < x <xy                                                  (3)

                                                                                               

1
2τ (x, h ) = 0       - < x <xy                                                  (4)

 

                                                    
2

τ (x,0) = 0         - x <xy                                                   (5)
 

                                                   
2

2τ (x, h ) = 0       - x <xy                                                    (6)
 

                                                    2 2 1 2[v (x,h )-v (x,h )]=0 - <x<
x


 


                                               (7)                                                              

         

                                                    
3xyτ (x,0) 0            -  x                                                              (8)

                                                       

                                                  
2 3[v (x,0)-v (x,0)]=0 - x

x


 


                                                 (9)

 

                                                     
y2 y3σ (x,0)=σ (x,0)    - x                                                    (10)    

                                                     

                                      

1

1

[v (x,h)]=0         a<x<b
x

[v (x,h)]=0         c<x<d
x

 
  
 
 

  
                                                 (11)                 

                                                                                    

Burada u(x, y) ve v(x, y) x ve y doğrultularındaki yer değiştirme bileşenleridir, 

x yσ (x,y), σ (x,y)  sırasıyla x ve y doğrultularındaki normal gerilme bileşenlerini xyτ (x,y) ise 

kayma gerilmesi bileşenlerini göstermektedir. p(x) ve q(x) sırasıyla 1. ve 2. blok altındaki 

bilinmeyen temas gerilmeleridir. Probleme ait denge şartları  

                                          

b d

a c

p(x) dx=P  ,    q(x) dx=Q                                          (12a-b)     

olarak tanımlanmıştır. Elde edilen katsayıların (11) no’lu sınır şartlarında yerlerine 

konulup gerekli düzenlemelerin yapılması sonucunda  

                              

b

1
1

1 a

1+κ1 1 1
- p(t)dt k (x,t)+

π μ 4 (t-x)

 
 
 

  

                             

d

1
1

1 c

1+κ1 1 1
- q(t)dt k (x,t)+ =0     a<x<b

π μ 4 (t-x)

 
 
 

                     (13a) 

      

b

1
1

1 a

1+κ1 1 1
- p(t)dt k (x,t)+

π μ 4 (t-x)

 
 
 

  

      

d

1
1

1 c

1+κ1 1 1
- q(t)dt k (x,t)+ =0     c<x<d

π μ 4 (t-x)

 
 
 

                       (13b) 
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denklem takımları elde edilmiştir. p(x) ve q(x) temas gerilmelerinin hesaplanabilmesi için 

(12) no’lu denge denklemleri ile (13) no’lu integral denklemler birlikte çözülmelidir. 

Denklemlerdeki 1k (x,t)  integral denklemin çekirdeğidir ve açık şekli aşağıda verilmiştir.  

2

2 2

2-4 αh3 -4 αh

1 1 2 2

0

-4 αh -2 αh

3 2 3 2

2

-2 αh - 2 αh
k (x, t) = {{16 α  (1 + κ ) ((e  - e  - 4 α e  (h - h )) (1 + κ ) 

                ma(-1 - κ  - (1 + κ ) mb + e  (1 + κ  - (1 + κ ) mb) + 2 e  

                (-2 α h  (1 + 





2

2

2

-2 αh - 2 αh

3 2

-4 αh

1 3 2 3 2

-2 αh 2 2

2 3

-4 αh -4 αh2κ ) + (1 +  κ ) mb)) + (e  + e  - 2e ) 

                (1 +  κ ) (1 + κ  + (1 + κ ) mb + e  (1 + κ  - (1 + κ ) mb) + 

                 2 e  ((1 + 2 α  h )(-1 - κ ) + 2 αh2 2 (1 + κ ) mb))) }/Δ -

 

                        1 (1+ κ )/4}{sinα(t - x)}dα                                                                     (14) 

2 2 2

2

2

2

-4αh -2αh-2αh -4αh3 -4αh

2 1

-2αh

3 2 3 2

-4αh2 2 2

2 3 2 2

-2αh-2αh2 -4αh

2

Δ = -64α {[-e - 2(2αh - 2αh )e + e ](1+ κ ) [e

        ((1+ κ ) - (1+ κ )mb) - ((1+ κ ) + (1+ κ )mb) - 2e (-(1

        + 2α h )(1+ κ ) + 2αh (1+ κ )mb)] + [e - 2(1+ 2α

         (h - h ) )e + e 2-4αh

3 22](1+ κ )ma[e ((1+ κ ) - (1+ κ )mb) -

 

                  2-2αh

3 2 2 3 2((1+ κ ) + (1+ κ )mb) - 2e (-2αh (1+ κ ) + (1+ κ )mb)]}               (15) 

Yukardaki eşitliklerde geçen iμ ve iκ  elastik tabakalara ait malzeme sabitleri olup κ  

düzlem şekil değiştirme halinde i iκ =(3-4υ ) , düzlem gerilme halinde ise 

i i iκ =(3-υ )/(1+υ ) olduğu bilinmektedir. iυ   Poisson oranıdır, 2 1 3 2ma=μ μ , mb=μ μ kabul 

edilmiştir. 

İntegral denklemin sayısal çözümü için aşağıdaki boyutsuz büyüklükler tanımlanmıştır. 

 

    1 1 1 1

b-a b+a b-a b+a
x = r                       t s  

2 2 2 2
  

                                        2 2 2 2

d-c d+c d-c d+c
x = r                       t s

2 2 2 2
                          (16a-f) 

1 1 1 2 2 2

b-a b+a d-c d+c
g (s )=p( s + )/P/h,  g (s )=q( s + )/P/h

2 2 2 2
 

 

Burada g(s) rijit bloklar üzerinde ortaya çıkan boyutsuz temas gerilmeleridir. Rijit 

blokların kenarlarında temas gerilmeleri singülariteye sahip olduğu için integral denklemin 

indisi +1 dir. Buna göre singüler integral denklemin çözümü aşağıdaki gibi aranır. 

 

                         (17) 

                                                        

 

 

Burada g(s), -1 s 1    kapalı aralığında sınırlıdır. Uygun Gauss-Chebyshev integrasyon 

formülü kullanılarak, (12) ve (13) nolu denklemler aşağıdaki hale indirgenebilir. 

i i
i i i1

2 2
i

G (s )
g (s )=             (-1<s 1)           (i=1,2)

(1-s )


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n n

i 1 1i i 2 2i

i=1 i=1

b-a d-c
πW G (S ) =1   , πW G (S ) Q/P  

2h 2h
                                              (18a-b)             

 

           

n
1

i 1 1i 1 1 1

i=1
1i 1j

n
1

i 2 2i 1 1 2

i=1
2i 1j

(1 )b-a 1
WG (S ) [k (x ,t )+ ]

b-a2h 4
(s -r )

2

(1 )d-c 1
WG (S ) [k (x ,t )+ ] 0

d-c d+c b-a b+a2h 4
[ s ] [ r ]

2 2 2 2

                                           (j=1,...,n-1)









 

  



        (19a) 

            

n
1

i 1 1i 1 2 1

i=1
1i 2j

n
1

i 2 2i 1 2 2

i=1
2i 2j

(1 )b-a 1
WG (S ) [k (x ,t )+ ]

b-a b+a d-c d+c2h 4
[ s ] [ r ]

2 2 2 2

(1 )d-c 1
WG (S ) [k (x ,t )+ ] 0

d-c2h 4
[ (s -r )]

2

                                               (j=1,...,n-1)








  


 



               (19b) 

Bu ifadelerde; 

1i 2i 1 n i

1 1
W W          W W =       W =       (i=2,...,n-1)

2n-2 n-1
   

                                   1i 2i

i -1
S = S = cos( π)                           (i = 1,..., n)

n -1
 

1j 2j

2j-1
r = r = cos( π)                           (j =1,..., n -1)

2n - 2
 

 

olarak verilmektedir. (18) ve (19) ifadelerinden n bilinmeyenli n tane cebrik denklem elde 

edilir. Bu denklem takımlarının çözülmesi sonucunda 1g(s )   (i=1,…,n) ler hesaplanabilir.  

Tabakaların birbirine temas ettikleri yüzeydeki yσ (x,y)  gerilme yayılışı ilk ayrılma yükü 

ve ilk ayrılma uzaklığının hesaplanmasında kullanılır. Temas yüzeylerindeki  
1y 2σ (x,h ) ve 

2yσ (x,0)  gerilmeleri, kütle kuvvetleri eklenip gerekli ara işlemlerin yapılması sonucunda 

belirlendikten sonra ilk ayrılma yükleri ve ilk ayrılma uzaklıklarını veren ifadeler aşağıdaki 

gibi elde edilirler: 

            
1

b d

y 2 2 2

a c

1 1 1
σ (x,h )=- - k (x,t)p(t)dt- k (x,t)q(t)dt                             - <x<

λ π π
          (20) 

           
2

b d

2 2 2 2
y 3 3

1 1 1 1a c

1 ρ h 1 μ 1 μ
σ (x,0)=- [1+ ]- k (x,t)p(t)dt- k (x,t)q(t)dt        - <x<

λ ρ h π μ π μ
          (21) 

 

Burada λ yük faktörü olup;  1 1λ= P ρ ghh  eşittir.                                                           
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(20) ve (21) ifadelerinde geçen 2k (x,t)  ve 3k (x,t)  integral denklemlerin çekirdekleri olup 

açık halleri aşağıdaki gibidir. 

2 2

2 2

-2αh -αh-5αh3 2
2 2 2 1 3

1
0

-αh-αh -αh-3αh 2 23 3
2 3 2 2

2 2

3
3 2 2

2

μ
k (x,t) {128α [(-1+α(h-h ))+e (1+α(h-h ))](1+κ ) [e ((1+κ )

μ

μ μ
                 -(1+κ ) )+e ((1+κ )+(1+κ ) )-2e (1+2α h )

μ μ

μ
                  (1+κ )-2αh (1+κ ) ]}

μ



 

 

2 2

2

-2αh -αh-4αh3 3
3 2 2 1 2

2
0

-3αh-2αh

2 2

μ
k (x,t) {-256α [(1+αh )+e (-1+αh )](1+κ )(1+κ ) [e (-1+α

μ

               (-h+h ))+e (1+α(-h+h ))]}



 
 

 

Tabakalar arasındaki ilk ayrılma yükü ve ilk ayrılma uzaklığının belirlenebilmesi için (20) 

, (21) ifadelerinin sıfıra eşitlenmesi gerekir. Bu eşitlikler yardımıyla ilk ayrılma yükleri ve 

ilk ayrılma uzaklıkları birlikte bulunabilir.  

 

 

 

SAYISAL SONUÇLAR 

 

 

  
 

Şekil 2 a-b. Çeşitli yük oranı değerleri için bloklar altındaki temas gerilmeleri yayılışı       

1 2 3 2 1 3 2κ =2,κ =2,κ =2, μ / μ =2, μ / μ =2, a/h=3, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1, (c-b)/h=1) 
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Şekil 3 y 2σ (x,h ) P/h  boyutsuz gerilme dağılımının tabakaların kayma modülleri oranı ile 

değişimi ( 1 2 3 3 2κ =2,κ =2,κ =2, μ / μ =1a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5, (c-b)/h=1,  Q=2P) 

 

 

 

 
Şekil 4

yσ (x,0) P/h  boyutsuz gerilme dağılımının blok genişlikleri ile değişimi 

(, 1 2 3 2 1 3 2κ =2,κ =2,κ =2,μ / μ =2, μ / μ =0.5, a/h=3, (c-b)/h=1,  Q=2P) 
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Şekil 5 

yσ (x,0) P/h boyutsuz gerilme dağılımının bloklar arası mesafe ile 

değişimi( 1 2 3 2 1 3 2κ =2,κ =2,κ =2, μ / μ =0.5,μ / μ =0.5 , a/h=3, (b-a)/h=1, (d-c)/h=1, Q=2P) 

 

 

 

Tablo 1. Kritik yük faktörü ( crλ )değerlerinin bloklar arasındaki uzaklıkla ((c-b)/h) 

değişimi (Q=2P, 2 1μ /μ 2 , 3 2μ /μ 0.5 , a/h=3, (b-a)/h=(d-c)/h=1) 

 

c-b

h
 

BLOK I BLOK II 

solcrλ  
solcrx  

sağcrx  
sağcrx  

solcrλ  
solcrx  

solcrλ  
sağcrx  

     0.5        71.2228      1.2556                                                                              45.7765   7.2451 

     1          82.4970     1.2284                                                                                47.0447   7.7476 

     3         92.9404 1.2317          38.067     5.4271        38.067     5.4271             48.3093   9.7452 

     5          94.4009     1.2402      46.2553   7.2439       46.2553     7.2439            48.4878   11.743 

     5.5        94.5287    1.2420      89.7045   5.7540       47.8830     7.7600             48.5027   12.243  

      6          94.6013    1.2428      94. 2925   5.7269     48.4775      8.2652             48.5107    12.742                                                  

 6.0647     94.6074     1.2430      94.6074   5.2570       48.5176     8.3303             48.5176    12.799                                                            
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SONUÇLAR 

Şekil 2 a-b’de çeşitli yük değerleri için dikdörtgen rijit bloklar altındaki p(x)/(P/h), 

q(x)/(P/h) boyutsuz temas gerilmelerinin değişimi verilmektedir.1. blok sabit yüklenmiş 2. 

blokta yük artırılmıştır. Temas gerilmeleri rijit blokların kenarlarında sonsuza gitmekte, 

x=0 simetri düzlemine yaklaştıkça yük değerinin artmasına bağlı olarak düzgün bir şekilde 

artmaktadır. Rijit bloğun kenarlarının gerilme için singüler noktalar olduğu düşünülürse bu 

beklenen bir sonuçtur.1. blok altında ise 2. bloktaki yüklemeler nedeniyle değişim 

gözlenmektedir. Şekil 3 ’ te tabakalar arasındaki ilk ayrılma yükü ve ilk ayrılma 

uzaklığının tabakaların kayma modülleri oranı ile değişimi görülmektedir. Şekildeki 

değerler incelendiğinde alt tabakanın kayma modülünün üst tabakanın kayma modülüne 

oranı arttıkça yani alt tabaka üst tabakaya oranla rijitleştikçe tabakalar arasında ilk ayrılma 

yükleri ve ilk ayrılma uzaklıkları azalmakta, bu durumda ayrılmalar daha kolay 

gerçekleşmektedir. Şekil 4’te alt tabaka ile elastik yarı sonsuz düzlem arasındaki ilk 

ayrılma yük ve ilk ayrılma uzaklığının blok genişlikleri ile değişimi görülmektedir. 

Şekilden de görüldüğü gibi blok genişliği arttıkça ilk ayrılma yük ve uzaklıkları 

artmaktadır. Şekil 5’te alt tabaka ile elastik yarı sonsuz düzlem arasındaki ilk ayrılma yükü 

ve ilk ayrılma uzaklığının bloklar arasındaki mesafe ile değişimi görülmektedir. Buna göre 

(c-b)/h ‘ın küçük değerleri için ((c-b)/h)<3)    ‘ya bağlı iki ayrılma bölgesi meydana 

gelmektedir. Q/h P/h kabulünden ilk ayrılma bölgesi ikinci bloğun sağ tarafında 

olmaktadır. Bloklar arasındaki uzaklık ((c-b)/h=3)  daha da artırılırsa bloklar arasında bir 

ayrılma bölgesi daha ortaya çıkmaktadır. Ve bu bölge muhtemelen ilk ayrılma bölgesidir. 

Tabakalar arasındaki uzaklık artırılmaya devam ettiğinde ((c-b)/h=6) ise yük faktörü ’ya 

bağlı olarak dört ayrılma bölgesi meydana gelir. İlk ayrılma bölgesi ikinci bloğun 

yakınlarındadır ve (c-b)/h’ ın belli bir değerinden sonra bloklar arasındaki etkileşim 

kaybolmaktadır.  Tablo 1’ de Şekil 5’te ki durum için tablo oluşturulmuş ve verilen sabitler 

için bloklar arasındaki etkileşimin son bulduğu değer ( c-b)/h=6.0647 olarak belirlenmiştir. 
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