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ABSTRACT

In this study, the strain energy expression was obtained by using the Mindlin plate theory
which takes into account the effects resulting from the shear deformation in the thickness
direction. Using this phrase, three noded triangular finite element, four noded quadrilateral
finite element and eight noded quadrilateral finite element models have been developed. To
compute the element stiffness matrix, shape functions of these elements are used. In order to
test shear locking, the obtained elements are analyzed in both thin and moderately thick
plates. In order to avoid shear locking phenomenon that appears in case of thin plate
applications, discrete shear gap technique and reduced integration technique are employed for
the evaluation of the stiffness matrices by using the principle of minimum potential energy.

OZET

Bu ¢alismada, kalinlik dogrultusundaki kayma sekil degistirmelerinden dogan etkilerin goz
oniine alindig1 Mindlin plak teorisi kullanilarak plaklar i¢in sekil degistirme enerjisi ifadesi
elde edilmistir. Elde edilen bu ifade yardimiyla yer degistirmelerin bilinmeyen olarak
tanimlandig1 izoparametrik ii¢c noktal liggen sonlu eleman, dort ve sekiz noktali dortgen sonlu
eleman modelleri olusturulmustur. Eleman rijitlik matrisini elde etmek i¢in bu elemanlarin
bi¢im fonksiyonlar1 kullanilmigtir. Kayma Kilitlenmesini test etmek igin, elde edilen elemanlar
hem kalin sayilabilecek plaklarda hem de ince plaklarda incelenmistir. Kayma kilitlenmesinin
meydana geldigi durumlarda integrasyon adimi azaltilmasi ve ayrik kayma araligi yontemi
kullanilmastir.

GIRIS
Kalin sayilabilecek plaklar igin, plak diferansiyel denkleminin ¢6ziimii, trigonometrik
hiperbolik seriler yardimi ile ylikler ve yer degistirmeler seriye agilarak saglatilmaya caligilir
[1-3]. Teoride karsilasilan gii¢liiklerin asilmasi i¢in kalin plaklarin analizi, son yillarda
kullanim: daha yayginlasan sonlu elemanlar yontemi ile yapilmaya baglanmistir [4-11].
Ferreira, Mindlin plaklarin statik, dinamik ve burkulma analizi i¢in Matlab programini
kullanmistir [12]. Khennane, kitabinda sonlu eleman ydntemi i¢in teorik bilgi vermis, sonlu
eleman yontemi i¢in Matlab ve Abaqus programlarimi kullanarak analizler yapmistir [13].
Bletzinger, Bischoff ve Ramm tarafindan yapilan ¢aligmada ayrik kayma araligi yonteminin
teorik detaylar1 verilmis ve bu yontemi kayma kilitlenmesiz iiggen kabuk elemanlarda
kullanmiglardir [14]. Nguyen-Thoi, Liu, Nguyen-Xuan ve Thai-Hoang yaptiklar1 ¢alismada
kayma kilitlenmesi problemini 6nlemek i¢in ayrik kayma araligi yontemini kullanmislardir
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[15]. Bu yontem i¢in bag matrisleri yeniden tanimlanmis, buna gore sayisal sonuglar elde
edilmistir.

Bu calismada, kalinlik dogrultusundaki kayma sekil degistirmelerinden dogan etkilerin goz
oniine alindigr Mindlin plak teorisi kullanilarak plaklar i¢in sekil degistirme enerjisi ifadesi
elde edilmistir. Elde edilen sekil degistirme enerjisi ifadesi yardimiyla yer degistirmelerin
bilinmeyen olarak tanimlandig1 izoparametrik dort ve sekiz noktali dortgen sonlu eleman
modelleri olusturulmustur. Ayrica {i¢ noktali bir liggen sonlu eleman modeli ile de ¢6ziim
yapilarak ii¢ elemanin yaklagimina bakilmistir. Eleman rijitlik matrisini elde etmek icin bu
elemanlarin bigim fonksiyonlar1 ve tlirevleri kullanilmistir. Coziimleme i¢in sonlu eleman
programi hazirlanirken, Ferreira’nin olusturdugu Matlab programi kullanilmistir. Ferreira’nin
programi dort ve sekiz noktali dortgen elemanlar ile iic noktali licgen eleman igin yeniden
diizenlenmis, ayrica ayrik kayma araligr yontemi i¢in li¢ noktali eleman kullanilarak bag
matrisleri yeniden formiile edilmistir. Boylece farkli kalinliklara, smir kosullarina,
yiiklemelere ve geometrilere sahip plaklar i¢in hazirlanan program kullanilarak yer
degistirmeler ve i¢ kuvvetler elde edilmis ve {i¢ elemanin yaklagimina bakilmistir. Ayrica elde
edilen elemanlar hem kalin sayilabilecek plaklarda hem de ince plaklarda denenerek kayma
kilitlenmesi olayinin meydana gelip gelmedigi incelenmistir. Kayma kilitlenmesinin meydana
geldigi durumlarda integrasyon adimi azaltilmasi ve ayrik kayma araligt yontemi
kullanilmistir. Ayrik kayma aralii yontemi hem kalin hem de ince plaklarda {iggen elemanlar
kullanildiginda oldukga iyi sonuglar vermektedir. Bu nedenle 6zellikle ayrik kayma araligi
yonteminin yaklagimini gérmek amact ile ii¢ noktali {icgen sonlu eleman modeli
kullanilmistir.

MINDLIN PLAKLARIN ELEMAN FORMULASYONU
2.1. Temel Bagintilar
Mindlin plaklarda karakteristik bir noktada yer degistirme bilesenleri U, V, W ile gosterilir.

Ulx,y.z) = —z6_(xy), Vixy.z)= —z8,(x¥), W(xy, z) = w(xy) (1)

Burada U, V ve W sirasiyla plagin X, Y ve Z eksenleri dogrultusundaki yer degistirmelerini

ifade etmektedir. 8, Y ekseni etrafindaki donmeyi, 8, X ekseni etrafindaki dénmeyi, w ise
yer degistirmeyi tanimlamaktadir. Burada, 6 vektorii:

Ay
8 5 Tdx
B =1t=15" @)
) t s

seklinde tammhdir. d,,/9, ve d,,/d, terimleri ince plaktaki egilme donme miktarlarmi, ¢, ve
&, terimleri de x ve y dogrultusundaki ortalama kayma sekil degistirmelerini gostermektedir.

Sonlu elemanda her bir diiglim noktasinda serbestlikler, w yiizeye dik dogrultuda yer

degistirme bileseni ile 6,, &, donme bilesenleridir. Elemanin ug serbestlikleri matris
formunda:

)
52

{5°} = e 3)
{57)
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olur. Burada n eleman diiglim noktasi sayisin1 gostermektedir. {5‘} vektori, 1 digliim

noktasinin serbestliklerinden olugsmaktadir. Ve {51} vektor:

{5} = FI (4)

B

seklindedir. Her diigiim noktasinda 3 serbestlik derecesi olmak iizere elemanin yer degistirme
fonksiyonu:

{f} = [Elﬂxl = [N] (3xn) {a}:?nxl} (5)

¥

Burada [N'] 3x3 boyutunda bir matristir. [N*] matrisinin herhangi bir kolonunu olusturan

satirlar, o kolona ait serbestligin birim, diger serbestliklerin sifir olmas1 durumunda w, 8., 6,
yer degistirmelerini veren sekil fonksiyonlaridir.

Yer Degistirmeler-Sekil Degistirmeler Arasindaki Bagintilar
U, V, W yer degistirme ifadelerine gore plagin birim sekil degistirmeleri:

_au_ e, v 38, AW _ . _dv du_ (o6, 38
% dx zﬂx' Ey_ﬂy_ zﬂy’ %2 dz 0, -}xy_ﬂx vy z(ﬂ +E'x)'
_au aw_aw o v aw_ow_
Y2 = 5 T ax T ax o V= T T T O (©)
seklinde elde edilebilir.
Sekil degistirme bagintilart matris formunda yazilirsa:
£, 1
& w1
| = [BI’ H )
Yz E'y
J'yz
elde edilir. Burada:
w=2XL, Nw, 6, =XL,N8_ Ely = :]=1N1EI_?'L (8)

bagintilarina gore yer degistirmeler sekil fonksiyonlarina bagl yazilmaktadir. [B] matrisi sekil
degistirmelerle yer degistirmeler arasindaki bagintiy1 veren matristir.

Burada [B] matrisi:
[B] = [9][N;] (9)

seklindedir. [B] matrisi, egilme terimlerinden gelen [B], matrisi ve kayma terimlerinden
gelen [B]L matrisi olmak iizere iki kisimdan olusur. [B]}, matrisi:
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0 —N, O
[Bl,=|0 O Ny
0 —Niy Ny 3x%3 (10)

seklindedir. [B]}, 3x%3 boyutundadir. Benzer bi¢imde [B]% matrisi:
. [Ny —N; 0
B.=|n. o —n (11)

iy 4953
seklindedir.
Gerilmeler-Sekil Degistirmeler Arasindaki Bagintilar

Bilindigi gibi diigiim noktas1 i’ ye ait gerilme vektori:
(o) = {ol o} Tl The i) (12)

seklinde elde edilmektedir. I¢ kuvvetleri matris formunda gdsterirsek, egilme terimlerini
iceren [M] matrisi:

M., w
M, =1 My = [DJE[BJE[E'::I (13)
M,y 8,
ve kesme kuvvetlerini iceren [Q] matrisi:
w
Q = {Q"} = [DJS[BJE[E'::{ (14)
¥ EIy

olur. Elastisite matrisi [D], egilme terimlerinden gelen katki [Dy,] ve kayma terimlerinden
gelen katki [D.,] ile gosterilerek elde edilir:

[D] = [Dy] + [D.] (15)
[Dy, ] matrisi:

0
0 (16)

1201—v%)

1 v
D,] = i (Y L
0 0

seklinde olur. Benzer sekilde [D.] matrisi:

ols 1l

.= wlo 12, (17)

olur.
Eleman Rijitlik Matrisinin Elde Edilmesi

Eleman rijitlik matrisinin elde edilmesinde egilme ve kayma terimlerinin etkileri iki ayr
kisimda incelenmistir. b alt indisi egilme etkilerini, s alt indisi ise kayma etkilerini sembolize

etmektedir. Bu durumda [K]® eleman rijitlik matrisi:

[K]® = [K]§ + [K]Z (18)
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seklindedir. Egilme ve kayma rijitlik matrisleri:

[K]; = J,[BIZ[D],[BlpdA, [K]Z = J,[BIZ[D].[B]. dA
ifadeleri ile hesaplanmaktadir.

KULLANILAN SONLU ELEMAN MODELLERI

Noktah Sonlu Elemanin Sekil Fonksiyonlar:

s Orta Yiizey

Sekil 1: 3 noktali tiggen sonlu eleman.

3 noktal1 iggen sonlu elemanin ($ekil 1) bi¢cim fonksiyonlart:

N1=1_E_T| H N2=E ’ N:i:ﬂ
seklindedir.
Noktali Sonlu Elemanin Sekil Fonksiyonlari

4 noktal1 dortgen sonlu elemanin (Sekil 2) bi¢im fonksiyonlari:

(19)

(20)

(21)

N, =21+ +n), Ny=;(1-)(1+n)
N, =2(1-9(-n), Ny=;(1+9(-n)
olarak bilinmektedir. Sekil (2 b)’deki kutular i¢indeki sayilar eleman noktalarinin yerel
koordinatlaridir.
s ,
2
L —
X n ,
§
4 1 4 v 1
:

a) b)

Sekil 2: izoparametrik 4 noktali dortgen sonlu eleman.
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Noktali Sonlu Elemanin Sekil Fonksiyonlari

[-1]-1] [-2]o] [-a]1]
% 3 7 2 3 7 2
L i
X g LO]1]
8 8 n
P [1]0]
4 5 1 4 ST 1
:
a) b)

Sekil 3: Izoparametrik 8 noktal1 dértgen sonlu eleman.

8 noktal1 dortgen sonlu elemanin (Sekil 3) sekil fonksiyonlar1 asagida verilmistir:
N, = —-(1-D@A-n)(+5+n), Ny =2(1-§)(1-n)

1 1

Ny =2(1+91-mE-n—-1), N,=2(1+8(1-n?)

N, =1(1+9@+mE+n—-1),  No=2(1-8)(1+n)

N, =-(1-)A+n)(—E—n—1), Ng =< (1—5(1—1%) (22)

KAYMA KiLITLENMESININ ONLENMESI

Kaymadan gelen terimler plagin kalin olmasi durumunda ihmal edilemeyecek mertebede iken
ince olmas1 durumunda egilme terimleri yaninda bu terimlerin etkisi ¢ok kiigiiktiir. Bu yilizden
kalin plaklara uygulanan bu tiir genel sonlu elemanlarin ince plaklara uygulanmasi
durumunda kayma Kilitlenmesi denilen problemle karsilagilir. Zira ince plakta kalinlik
dogrultusundaki kayma gerilmelerinden gelen rijitlik matrisi terimlerinin diger terimlere gore
daha biiylik degerler almasi ¢oziimiin hassasiyetini bozup bu tiir zorluklara yol agmaktadir.
Calismada kayma kilitlenmesinin 6nlenmesi i¢in integrasyon adiminin azaltilmasi yontemi ve
ayrik kayma araligi yontemi kullanilmistir.

Integrasyon Adiminin Azaltilmasi

Kayma kilitlenmesi problemi sayisal integrasyon adimi azaltilarak basit bir bicimde
coziilmektedir. Zira integralde az terim almak serbestlik derecesi sayisimi artirarak kayma
sekil degistirmelerini sifir ve potansiyel enerjiyi minimum yapacak diizeye cikarir. Bu da
kayma terimlerinden gelen kilitlenmeyi kaldirir. Bunun i¢in sadece kayma etkilerini igeren
ifadelerin hesabinda integrasyon adiminin azaltilmasi islemi uygulanmaktadir. Bdoylece
integrasyon adimin azaltilmasi ile elde edilen kayma terimlerinden olusan rijitlik matrisi
gercek haline daha yakin terimler icerir. Burada rijitlik matrisi ifadeleri olusturulurken egilme
ve kayma etkileri ayr diistiniilmelidir.

Ayrik Kayma Arahg Yénteminde U¢gen Sonlu Eleman

Bu boliimde ayrik kayma arali§i yontemini ve bu yontemde kullanilan bigim fonksiyonlari
onceki boliimde verilen liggen elemani tanimlayacagiz. Ayrik kayma araligi yontemi hem
kalim hem de ince plaklarda {iggen elemanlar kullanildiginda olduk¢a iyi sonuglar
vermektedir. Mindlin plaklarin tiggen sonlu elemanlar ile ¢oziimiinde yer degistirmeleri,
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3 [N(x) o 0
ft = 0 N o0 [&
i=1 0 0 Ni. (X:] (23)

seklindedir. Burada:

N, () sekil fonksiyonunu, & = [w;,8,,6 ]T diigiim noktasi serbestliklerini gdstermektedir.

i Yy

Bu yontemde [B] matrisi sekil fonksiyonlarmin tiirevlerine bagl olarak yazilmakta ve sadece

sabitlerden olustugu goriilmektedir. Bu durumda [B] matrisi yine egilme ve kayma
terimlerinden olusmak iizere ikiye ayrilir. Ug noktal1 {icgen elemanin koordinatlar1 sekilde
gosterildigi gibidir (Sekil 4).

Sekil 4: Ug noktal1 iicgen eleman ve genel koordinatlar.
Sekil 4’de, a =x, —x;,b=v, —y¥;, c = ¥; —¥; ve d = x; —x, seklindedir.

Bu tez kapsaminda, ayrik kayma aralig1 yonteminin uygulanmast i¢in ii¢ noktali sonlu eleman
modellerinde tanimlanan bag matrisleri kullanilmigtir. Ayrik kayma araligi yontemi ig¢in

tanimlanan bag matrisleri [B],, ve [B], Nguyen-Xuan ve dig. (2012) yaymindan alinmustir.

Bunlara gore [B]y, matrisi:

0 b-c 0 0 c¢c 0 0 -b
0 0 d-a 0 0 -d 0 O
0 d-a b-c 0 -d ¢ 0 a

(24)

o & O

[B]b = 2A€

elde edilir. Burada A°® iiggen elemanin alanidir. Benzer sekilde kayma sekil degistirmeleri
yeniden diizenlenebilir. [B], matrisi:

1 b-c A* 0 ¢ % % -b % %
[Bl, =~ (25)
2A d-a 0 A° d -? - ? a ? %

olarak elde edilir. Bunlara gore elemanin egilme ve kayma sekil degistirmesi yeniden elde
edilir:

£y

K=[B]h{€y

Yoy

11 Y= [B]s 1};;:} (26)

Ifadeler yukaridaki gibi almirsa ayrik kayma araligi yontemine gore diizenlenmis [K] sistem
rijitlik matrisi:
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Ng

[K]DEGE — Z[K] eDs5G3

e=1

(27)

seklinde olur. Eleman rijitlik matrisi ise:

[K]=P563 = f [BIZ[D],[Bl,dA + f [B]:[D].[B],dA == [B]{[D],[B], A% + [B]] [D].[B].A°

olarak elde edilir. (28)

SAYISAL COZUMLER
Ornek 1: Diizgiin Yayih Yiik Etkisi Altinda Ankastre Mesnetli Kare Plak

Bu &rmekte E=10920 kN/m?, v=0.30 ve q=1 kN/m? olarak alinmistir. 3 noktali iicgen, 4 ve 8
noktalt dortgen sonlu elemanlarla plak kalinligit h=0.1 m ve h=0.01 m alinarak ¢oziimler
yapilmistir. Problemde simetri dikkate alinmadan tiim sistemde sonlu eleman agi
olusturulmustur. Dortgen elemanlar i¢in 400 elemanli karelajlar olusturulmustur. Kayma
kilitlenmesi problemi i¢in ise s6z konusu licgen ve dortgen elemanlarla farkli kalinlik/agiklik
oranlartyla ¢oziimler yapilmistir. Bulunan sonuglarda (h/a<0.05) ¢ den itibaren kayma
kilitlenmesi gozlenmistir. Kayma kilitlenmesi problemini gidermek i¢in dortgen sonlu
elemanlarda tam, azaltilmis, secilerek azaltilmis integrasyon yontemleri kullanilirken, 3
noktali liggen sonlu elemanda bu yontemin yani sira ayrik kayma aralifi yontemi de
kullanilmistir. Cizelgelerde biiyiikliikler boyutsuz olarak verilmistir. Bunun igin ¢dkmeler
wD/qga* cinsinden tanimlanmustir.

Cizelge 1: Diizgiin yayili yiiklii ankastre kare plakta h/a=0.1 i¢in plak ortasi ¢okmesi

(wD/ga%).
4 Noktali 8 Noktal 3 Noktal
Fleman ag1 | Analitik [11] Doértgen | Yaklasim | Dortgen | Yaklasim | Ucgen | Yaklasim
Eleman Eleman Eleman
20x20 0.001499 | 0.001521 | 0.001501 0.13% 0.001499 0.0% 0.001501 0.13%

Cizelge 2: Diizgiin yayil1 yiiklii ankastre kare plakta h/a=0.01 icin plak ortas1 ¢cokmesi

(wD/ga%).
4 Noktal 8 Noktali 3 Noktal
Eleman ag: | Analitik [11] Dortgen | Yaklasim | Doértgen | Yaklasim | Ucgen | Yaklasim
Eleman Eleman Eleman
20x20 0.001265 | 0.001293 | 0.001261 | -0.32% 0.001266 0.08% 0.001263 | -0.16%

Cizelge 1 ve Cizelge 2’ye bakildiginda 20x20 karelaj i¢in analitik ¢6ziime en yakin deger hem
h/a=0.1 hem de h/a=0.01’de 8 noktal1 dortgen sonlu elemandadir. Kayma kilitlenmesi
probleminin ¢oziimiinde kullanilan yaklasimlarin etkisini goérmek amaciyla farkh
kalinlik/agiklik oranlari i¢in 3 noktali liggen, 4 ve 8 noktali dortgen elemanlarla 20x20
karelajda elde edilen sonuglar Cizelge 3’te verilmistir. Dortgen elemanlarla ¢oziimde tam
integrasyon, azaltilmis integrasyon ve secilerek azaltilmig integrasyon yontemi kullanilmustir.
Uggen elemanla yapilan ¢oziimlerde bu yontemlerin yani sira iiggen elemanlarda iyi sonug
veren ayrik kayma araligi yontemi de kullanmilmistir. Cizelgede analitik ¢ézliime en yakin
degerler koyu punto ile yazilmistir. Cizelge 3’e baktigimizda 3 noktali {iggen elemanda
analitik ¢6ziime en yakin degerler ayrik kayma aralifi yonteminde verilmistir. 4 noktali
dortgen elemanda h/a<0.05 orani i¢in azaltilmis ve segilerek azaltilmis integrasyon degerleri
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daha yakin sonuglar vermistir. 8 noktal1 dortgen elemanda ise (h/a<0.05) durumunda segilerek
azaltilmis integrasyon yontemiyle elde edilen sonuglar diger yontemlere gore analitik sonuca
daha yakin sonuglar vermistir.

Cizelge 3: Diizgiin yayil yiiklii ankastre kare plakta plak ortas: ¢okmesi kayma kilitlenmesi
testi.

3 Noktali Uggen Eleman 4 Noktali Dértgen Eleman 8 Noktal Dértgen Eleman

Wa Analitik T A S AKA. T A S T A S

0.001 0.001263 | 0.000089 | 0.001250 | 0.001252 | 0.001260 | 0.000101 | 0.001251 | 0.001259 | 0.001206 | 0.001258 | 0.001263

0.005 0.001264 | 0.000106 | 0.001255 | 0.001254 | 0.001261 | 0.000125 | 0.001253 | 0.001262 | 0.001241 | 0.001260 | 0.001265

0.01 0.001265 | 0.000149 | 0.001258 | 0.001255 | 0.001263 | 0.000159 | 0.001261 | 0.001261 | 0.001246 | 0.001253 | 0.001266

0.02 0.001270 | 0.000437 | 0.001262 | 0.001261 | 0.001272 | 0.000545 | 0.001270 | 0.001273 | 0.001261 | 0.001264 | 0.001269

0.03 0.001282 | 0.000693 | 0.001268 | 0.001274 | 0.001280 | 0.000789 | 0.001281 | 0.001286 | 0.001270 | 0.001273 | 0.001283

0.04 0.001298 0.000998 | 0.001286 | 0.001290 | 0.001295 | 0.001007 | 0.001298 | 0.001303 | 0.001283 | 0.001291 | 0.001298

0.05 0.001304 | 0.001193 | 0.001294 | 0.001291 | 0.001301 | 0.001281 | 0.001328 | 0.001325 | 0.001297 | 0.001302 | 0.001310

0.06 0.001341 0.001225 | 0.001331 | 0.001328 | 0.001337 | 0.001304 | 0.001359 | 0.001352 | 0.001333 | 0.001339 | 0.001347

0.07 0.001377 | 0.001263 | 0.001369 | 0.001371 | 0.001379 | 0.001341 | 0.001379 | 0.001383 | 0.001375 | 0.001377 | 0.001378

0.08 0.001415 | 0.001302 | 0.001405 | 0.001403 | 0.001410 | 0.001386¢ | 0.001408 | 0.001419 | 0.001413 | 0.001414 | 0.001417

0.09 0.001456 | 0.001349 | 0.001442 | 0.001446 | 0.001454 | 0.001419 | 0.001462 | 0.001459 | 0.001457 | 0.001459 | 0.001459

0.1 0.001499 | 0.001402 | 0.001491 | 0.001490 | 0.001501 | 0.001449 | 0.001501 | 0.001503 | 0.001498 | 0.001499 | 0.001500

0.2 0.002167 | 0.002103 | 0.002158 | 0.002158 | 0.002169 | 0.002133 | 0.002169 | 0.002172 | 0.002167 | 0.002169 | 0.002169

T: Tam Integrasyon, A: Azaltilmis integrasyon, S: Segilerek Azaltilmis integrasyon
AK.A.: Ayrik Kayma Aralig
Ornek 2: Diizgiin Yayih Yiik Etkisi Altinda Basit Mesnetli Kare Plak

Ayn plak diizglin yayili yiik etkisi altinda dort tarafi basit mesnetli olarak incelenmistir.
Ormnek 1°de oldugu gibi ayni sonlu eleman aglar1 kullanilarak plagin ince ve kalm oldugu
durumlarda plak ortasinda ¢okmeler bulunmugtur.

Cizelge 4: Diizgiin yayil yiiklii basit mesnetli kare plakta h/a=0.1 i¢in plak ortas1 ¢okmesi

(wD/ga%).
4 Noktal1 8 Noktali 3 Noktali
Eleman ag1| Analitik [11] Dértgen | Yaklasim | Dortgen | Yaklasim | Uggen | Yaklasum
Eleman Eleman Eleman

20x20 0.004273 | 0.004242 | 0.004272 | -0.02% | 0.004273 0.0% 0.004269 | -0.09%

Cizelge 5: Diizgiin yayil yiiklii basit mesnetli kare plakta h/a=0.01 i¢in plak ortasi ¢okmesi

(wD/ga%).
4 Noktal: 8 Noktali 3 Noktal:
Eleman ag1 | Analitik [11] Dértgen | Yaklasim | Dortgen | Yaklasim | Ucgen | Yaklasim
Eleman Eleman Eleman

20x20 | 0.004062 | 0.004045 | 0.004062 0.0% 0.004062 0.0% 0.004061 | -0.02%

Cizelge 4 ve Cizelge 5’teki sonuglara gore analitik sonuca en yakin degerler 8 noktali dortgen
sonlu elemanla bulunmustur. Cizelge 6’da dort kenar1 basit mesnetli kare plak i¢in kayma
kilitlenmesi probleminin giderilmesine ait 3 noktali iiggen, 4 ve 8 noktali dortgen sonlu
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elemanlarla 20x20 karelajda elde edilen sonuglar verilmistir. Cizelge 6’ya gore 3 noktali
ticgen sonlu eleman basit mesnetli kare plak i¢in en uygun sonuglart ayrik kayma araligi
yonteminde vermistir. Sadece h/a=0.1 igin secilerek azaltilmis integrasyon adiminda bulunan
sonu¢ analitik sonuca daha yakinsaktir. Ama bu fark ¢ok belirgin degildir. 4 noktali dortgen
sonlu elemanda segilerek azaltilmis integrasyon yontemi sonuglarinin yakinsamasi daha
iyidir. 8 noktal1 dortgen sonlu elemanda tam integrasyon yontemiyle elde edilen sonuglar ile
secilerek azaltilmis integrasyon yontemiyle elde edilen sonuglar dengeli bir dagilim
gostermistir.

Cizelge 6: Diizgiin yayili yiiklii basit mesnetli kare plakta plak ortas1 ¢okmesi kayma
kilitlenmesi testi.

3 Noktali Uggen Eleman 4 Noktal1 Dortgen Eleman 8 Noktal: Dértgen Eleman

h/a Analitik T A S AKA. T A S T A S

0.001 0.004059 | 0.000956 | 0.004048 | 0.004051 | 0.004057 | 0.001021 | 0.004052 | 0.004056 | 0.004005 | 0.004055 | 0.004060

0.005 0.004060 | 0.001556 | 0.004052 | 0.004057 | 0.004059 | 0.001689 | 0.004055 | 0.004058 | 0.004024 | 0.004056 | 0.004061

0.01 0.004062 | 0.002203 | 0.004060 | 0.004068 | 0.004061 | 0.002265 | 0.004054 | 0.004062 | 0.004062 | 0.004069 | 0.004073

0.02 0.004062 | 0.002758 | 0.004039 | 0.004058 | 0.004064 | 0.002804 | 0.004058 | 0.004068 | 0.004048 | 0.004056 | 0.004060

0.03 0.004074 | 0.003091 | 0.004015 | 0.004058 | 0.004070 | 0.003372 | 0.004066 | 0.004078 | 0.004055 | 0.004064 | 0.004071

0.04 0.004096 | 0.003392 | 0.004058 | 0.004083 | 0.004089 | 0.003708 | 0.004082 | 0.004093 | 0.004088 | 0.004095 | 0.004099

0.05 0.004107 | 0.004020 | 0.004089 | 0.004095 | 0.004101 | 0.004049 | 0.004101 | 0.004112 | 0.004083 | 0.004099 | 0.004109

0.06 0.004133 | 0.004085 | 0.004128 | 0.004139 | 0.004135 | 0.004087 | 0.004132 | 0.004135 | 0.004102 | 0.004125 | 0.004134

0.07 0.004159 | 0.004102 | 0.004148 | 0.004146 | 0.004166 | 0.004129 | 0.004151 | 0.004163 | 0.004158 | 0.004166 | 0.004172

0.08 0.004199 | 0.004185 | 0.004215 | 0.004222 | 0.004205 | 0.004160 | 0.004186 | 0.004195 | 0.004198 | 0.004205 | 0.004211

0.09 0.004232 | 0.004208 | 0.004240 | 0.004245 | 0.004229 | 0.004202 | 0.004238 | 0.004231 | 0.004232 | 0.004236 | 0.004238

0.1 0.004273 0.004232 | 0.004261 | 0.004269 | 0.004279 | 0.004272 | 0.004289 | 0.004271 | 0.004273 | 0.004279 | 0.004285

0.2 0.004906 | 0.004884 | 0.004913 | 0.004918 | 0.004911 | 0.004889 | 0.004918 | 0.004905 | 0.004897 | 0.004899 | 0.004906

T: Tam Integrasyon, A: Azaltilmis Integrasyon, S: Secilerek Azaltilmig Integrasyon,
AK.A.: Ayrik Kayma Aralig
SONUCLAR

Kalinlik dogrultusundaki kayma sekil degistirmelerinden dogan etkilerin g6z oniine alindigi
Mindlin plak teorisi kullanilarak yer degistirmelerin bilinmeyen olarak tanimlandigi
izoparametrik ii¢ noktali iggen sonlu eleman, dort ve sekiz noktali dortgen sonlu eleman
modelleri olusturulmustur. Elde edilen elemanlar hem kalin sayilabilecek plaklarda hem de
ince plaklarda denenerek kayma kilitlenmesi olayinin meydana gelip gelmedigi incelenmistir.
Kayma kilitlenmesinin meydana geldigi durumlarda integrasyon adimi azaltilmasi ve ayrik
kayma araligi yontemi kullanilmistir. Ayrik kayma araligi yontemi hem kalin hem de ince
plaklarda tiggen elemanlar kullanildiginda oldukga iyi sonuclar vermektedir. Bu nedenle ayrik
kayma aralig1 yonteminin yaklagimini gérmek amaci ile yukarida detaylar1 verilen ii¢ noktali
ticgen sonlu eleman modeli kullanilmistir. S6z konusu elemanlarin dogrulugunu ve
yakinsakligin1 belirlemek amaci ile bazi ornekler alinmig ve elde edilen sonuglar analitik
coziimler ile karsilagtirilmistir. Farkli kalinlik oranlart i¢in elde edilen sonuglardan hareketle
sonlu elemanlarin birbirine gore yaklagimi belirlenmeye calisilmistir. Kayma kilitlenmesi
olaymin incelenmesi i¢in kare plaklar, diizgiin yayili yilik altinda 3 noktal1 ticgen, 4 noktali ve
8 noktal1 dortgen sonlu elemanlar kullanilarak h/a=0.001’den h/a=0.2’ye kadar degisen
kalinliklarda ¢oziilmiistiir. Her ¢6ziim tam integrasyon, azaltilmis integrasyon ve segilerek
azaltilmig integrasyon basliklar1 altinda hesaplanmistir. Ayrica 3 noktali {iggen sonlu
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elemanda kayma kilitlenmesi probleminin giderilmesi i¢in tiggen sonlu elemanlarda daha iyi
sonug veren ayrik kayma araligl yontemi de kullanilmistir.

Sonug olarak; bu ¢alismada gelistirilen 9, 12 ve 24 serbestlik dereceli izoparametrik sonlu
elemanlarin, gerek kalin sayilabilecek plak uygulamalarinda, gerekse ince plaklarda,
mihendislik analizleri bakimindan yeterli yaklasiklikta ¢oziimler verdigi goriilmiistiir. Elde
edilen sonuglar, analitik ¢oziimler ve literatiirdeki bagka sonlu eleman sonuglarla
karsilagtirilarak bu ¢alismada yapilan formiilasyonun ve hazirlanan programin giivenle
kullanilabilecegi sonucuna varilmaistir.
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