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ABSTRACT

This paper presents an analytical method for buckling analysis of simply supported beam with
rotational restraints at both ends. Euler Bernoulli theory is used. The lateral displacement
function is sellected by a Fourier sine series. Stokes’ transformation is applied to boundary
conditions in order to construct the coefficient matrix. This application gives more flexibility
for buckling analysis of beams with different boundary conditions. Comparisons are
performed to validate present analytical method.

OZET

Bu calismada eksenel yiiklenmis basit mesnetli bir kirisin burkulma yiiklerinin tespiti igin
yerel bir analitik yontem gelistirilmistir. Ayrica kiris uglarindan donmeye karsi engelleyici
yaylar ile sabitlenmistir. Calismada Euler-Bernoulli kiris teorisi kullanilmistir. Ik olarak
literatiirde c¢ok 1yi bilinen Euler-Bernoulli kiris teorisinin denklemi eksenel yiikler altinda
verilmistir. Analitik genel ¢oziimlerin elde edilmesi i¢in yer degistirme fonksiyonu Fourier
siniis serisi se¢ilmistir. Fourier siniis serisinin se¢ilmesinin kirisin basit mesnetli olmasi ile bir
ilgisi bulunmamaktadir. Literatiirdeki calismalarda basit mesnetli kirislerin sinir kosullarini
sagladig1 i¢in genellikle Fourier sinus serileri kullanilmaktadir. Mesnetlerde donmeye karsi
yaylar kullanildig1 i¢in; siir kosullarinda serbestlik saglamasi bakimindan Stoke doniistimii
uygulanmistir. Bu doniisiimiin yapilmasinin temel amaci yay sabitlerine verilecek degerlerde
esneklik saglamasidir.

GIRIS
Gelisen diinyada miihendislik yapilariin, gerek kullanim amaclar1 gerekse mimari amaglar
nedeni ile daha gii¢lii ve verimli hale doniismesi bir zorunluluk haline gelmistir. Hesaplama
yontemlerinin ve malzemelerin gelismesi de malzeme ekonomisi agisindan her elemanin daha
az kesit ile imal edilmesini saglamistir. Bilgisayar programlarinin gelismesi ve malzeme

kalitesinin artmasi ile de eski usul kesit boyutlandirmalar1 yerini daha karmasik hesaplara
birakmustir.

Miihendislik sistemlerinin analizi iki asamada yapilmaktadir. ilk asama sistemin durumunu
anlatan matematik modelin kurulmasidir. Ikinci asama ise matematik modelin gerektirdigi
denklemlerin ¢Oziilmesidir. Basit mesnetli g¢ubuklarin g¢esitli mesnet kosullar1 altinda
burkulma analizinin yapilmasi1 da oncelikli olarak sinir kosullarinin belirlenmesine baglidir.
Belirlenen sinir kosullari dogrultusunda olusturulan matematik model ger¢cek durumu en
yakin olarak c¢ozebilecek model olmalidir. Euler kati cisim mekaniginin en temel
problemlerinden olan basit mesnetli bir kirisin burkulma kuvvetlerini 1744 yilinda sabit enine
kesitli ¢ubuklar i¢in dort mesnetleme durumu i¢in hesaplamustir. [1] Geenhill belirli bir yiik
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altindaki cubugun stabilitesinin bozulmadan tasiyabilecegi kritik yiikii hesaplamistir.[2] Daha
sonra Timoshenko ve Gere matematik modellerine kesme kuvveti etkisini de eklemislerdir.[3]
Ilerleyen calismalarda eksenel ve yayili yiik kombinasyonlar1 altindaki ¢ubuklarm burkulma
analizleri, kolon-kiris olarak calisan cubuklarin analizleri ve degisen kesitli ¢ubuklarin
analizleri yapilmistir.[4-8] Bunlarin haricinde yakin zamanda yapilan g¢alismalar daha ¢ok
kompozit gubuklarin burkulma yiikii tizerine yogunlagmistir.[9-15]

Hesaplama yontemlerinin gelismesi ile kurulan modelin farkli ¢6ziim metotlar ile ¢oziilmesi
miimkiin olmustur. Bu ¢alismada da Stoke doniisiimiiniin donmeye karsi engellenmis basit
mesnetli ¢ubuklarin burkulma analizi i¢in kullanilmis olduk¢a dogru sonuglar elde edildigi
goriilmistiir. Bu yontemin en biiyiik avantaji tek bir katsayilar matrisi ile sinir kosullart ne
olursa olsun ¢6ziimler yapilabilmektedir.

ALAN DENKLEMLERI ve FORMULASYON
Problemin Formiilasyonu ve Analitik Yerdegistirme Fonksiyonu

Eksenel yiliklenmis ve Euler-Bernoulli kiris teorisine gore yerdegistirmeyi ifade eden ¢ok iyi
bilinen dordiincii dereceden diferansiyel denklem asagida verilmistir.

dv = _dv
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Sekil 1: Eksenel yiiklenmis basit mesnetli bir kiris modeli

Burada EI egilme rijitligini, P eksenel yiikii v ise yerdegistirmeyi gostermektedir. Sekil 1’de
verilen mesnetlerdeki donmelerde esneklik saglamasi bakimindan; yerdegistirme fonksiyonu
asagidaki sekilde tanimlanmistir.

V(X) = p(X) = @, x=0 )
V(X) = o(X) =g, x=L @)
v(x):go(x):iA(sin[kLLXj 0<x<L @)

(4) Denkleminde A Fourier katsayisidir ve problemi yoneten denklemden elde edilecektir.

Yerdegistirme fonksiyonunun Fourier siniis serisi se¢ilmesinin problemin basit mesnetli
olmasiyla ilgisi yoktur. ileriki asamalarda Stoke déniisiimii yapilacagindan Fourier cosiniis
serisi de secilebilirdi. Bu ¢alisma i¢in Fourier siniis serisi se¢ilmistir. (4) Denklemindeki
Fourier katsayis1 ( A ) asagidaki sekilde yazilabilir.

1048 XIX. Ulusal Mekanik Kongresi



Yayli', Cercevik® ve Toklu®

2% . [ kzx
A =E£¢(x)sm(Tjdx (5)

Yukaridaki denklemin terim bazinda tiirevi alinirsa;
KX
p(X)= z Akcos( i j (6)
k=1
bulunur. (6) denklemi Fourier kosiniis serisiyle gosterilebilir.
, B, kX
@'(x =—+ZB cos( 3 J (7)
(7) denklemindeki katsayilar agagidaki gibidir.

=—I (x)dx==[o(L)-¢(0)] ®)

L

2¢ kX B
B =— j @ (x)cos(T)dx k=1,2... 9)

0

Yukaridaki denklem kismi olarak integre edilirse asagidaki ifadeler elde edilir.

2 kX kz . kX

B, = L[ (x)co s(—)} J C _([go(x)sm(T)dx} (10)
2 K kr
=D e(L)-0(0) ]+~ A (11)
Yiiksek mertebeden tiirevler benzer dontisiimler yapilarak asagidaki gibi bulunabilir.
—-— © — k —
k=1
dol)_ d(”(x) -3 sin(ay ) x( XY o %) 4 0, A,) (13)
X k=1

Yukaridaki doniistimler bir matematiksel prosediir olup Stoke doniistimii olarak bilinmektedir.
Buradaki ¢, asagida verilmistir.

Sinmir Kosullar

Sekilde verilmis kiris i¢in yukarida verilen ¢oziimlemeler 1s1g1nda sinir kosullar ¢ikarilmastir.

9, =0 x=0 (14)

9, =0 x=L (15)

0,92 _E| o’ #() x=0 (16)
dx dx
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0,92 _ g d°9(x) x=L (17)
dx dx?

Burada ¢,ve 6, donmeyi engellemek iizere yerlestirilmis yaylarin sabitleridir. (12) ve (13)
denklemleri kullanilarak sonsuz serilerden olusan asagidaki denklem takimi elde edilir.

g 2LEI . LCDEl .
[ ZE'(L2 kzﬂzEl)j [ZEI(LZP kZﬂZEI)j(p 0 (18)

[, 2L(=D)El - 2LEI .
(HLZ‘EI(LZ k2z2E|)j ( kZEI(LZP—kzﬂzEI)j(pL =0 (19)

Yukardaki denklem takimi matris formunda asagidaki gibi yazilabilir.

(211 Zy, j(% :j -0 (20)
Ly Iy )\ P

Yukaridaki denklem bir 6zdeger problemidir ve karakteristik denklemin kurulabilmesi igin
katsayilar matrisinin determinant1 sifir olmalidir.

|z;|=0 (i,j=12) (21)

burada

- 2LEI
L=-1+86 22
kz EI(L2P —k22°El) (22)

& 2L(-DEI
ZE|(|_2F> k?7%El) 23)

& 2L(-DFEI
LZE|(|_2F> kK*z°El) @)

c 2LEI
) 25
LKZ:;‘ EI(L*P -k*z°El) (25)

Yukaridaki esitlikler izleyen sekilde boyutsuz hale getirilmistir.

=-1+ 902 oo kz (23)

—& 2(- 1)k

=0 o [a— k27[2] 24

Zy = _EEZ(_—DK (25)
Zy :1_H_L§:# (26)
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burada
PL2
a=—-
El
g, = %k
El
g =4k
El

(21) denkleminin determinantinin alinmasi sonucu bulunacak karakteristik denklemde en
kiigtik P yiikii kritik burkulma yiikiinii verecektir.

SAYISAL SONUCLAR

Bu bolimde, teorik olarak c¢ikarilmis olan denklemlerde; boyutsuz parametrelere gesitli
sayisal degerler verilmek suretiyle ¢coziimler gerceklestirilmistir. Elde edilmis olan sonuglar
literatiirde ¢ok 1iyi bilinen gercek sonuglarla karsilagtirilarak; kurulan formiilasyonun
dogrulugu ispatlanmistir. Tablo 1°de analitik ¢Oziimler rijit sinir kosullarina gore
bulunmustur. Sonsuz serilerde kullanilan terim sayisinin artirilmasiyla gercek sonuca c¢ok
yakin degerler elde edilmistir. Bu calismada Fourier siniis serisi kullanildigi igin basit
mesnetli kirig i¢in ¢Oziime hemen ulasilmaktadir. Diger smir kosullari ig¢in Stoke
dontisiimiiniin etkisi terim sayisinin artmasina bagli olarak ortaya ¢ikmaktadir. Tablo 1 ve
Sekil 2’ de goriilecegi gibi Stoke donlisiimiiniin sinir kogullarini saglamaya yonelik zorlamasi
basit mesnetli kiristen fazladir. Eger Fourier cosiniis serileri kullanilmig olsaydi; basit
mesnetli kiris i¢in ¢ok az terimle sonuca ulasmanin bu kadar kolay olmayacag aciktir.

Tablo 1: Rijit sinir kosullarina gore karsilastirma

Eleman Durumu Fourier Doniisiimiindeki Terim Sayisi Gergek
10 25 50 100 | Sonug [8]
Iki Ucu Basit Mesnet 9.8696 9.8696 | 9.8696 | 9.8696 | 9.8696
Bir Ucu Basit Mesnet Bir Ucu Ankastre | 21.0124 | 20.5184 | 20.3545 | 20.2726 | 20.1902
Iki Ucu Ankastre 42,9041 |40.7404 | 40.1273 | 39.8013 | 39.4784
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Sekil 2: Rijit sinir kosullar igin ¢éziimler

Sekil 2,3 ve 4 te farkli yay parametreleri i¢in ¢oziimler ger¢eklestirilmistir. Verilen sekillerde
goriilecegi gibi kullanilan terim sayisi arttik¢a gergek ¢oziime daha yakin sonuglar elde
edilmektedir.

84
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:
T4

10 | =10 Terim Sayist —8—10 Terim Sayis:

5 | ® 50 Terim Sayist —8—50 Terim Sayist

—4— 100 Tenm Sayis1 100 Terim Sayist

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

Sekil 3: iki Ucu Ankastre

1052 XIX. Ulusal Mekanik Kongresi



Yayli', Cercevik® ve Toklu®

38

37 \ MOD1 86

36
35 o

34 \ 83
32 \ g1
31 10 Terim Sayis1 \ 80 10 Terim Sayisi
30 50 Terim Sayist 9 50 Terim Sayis1

78
—4—100 Terim Sayist \ o 100 Terim Sayis1

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

Sekil 4: Bir Ucu Basit Mesnet Diger Ucu Ankastre
SONUCLAR

Bu ¢alismada bir kirisin burkulma analizini farkli sinir kosullar1 i¢in bulabilen bir analitik
yontem gelistirilmistir. Kurulan yontemle yay sabitlerine sonsuz biiyiik degerler verilmek
suretiyle ankastre mesnet sonuglarina gecis yapabilmektir. Yay sabitlerinin sifir alinmasi
durumunda ise basit mesnetli kiris sonuglar1 elde edilecektir. Stoke doniistimii yapildigi i¢in
baslangigta fourier sinus serisi veya cosinus serisi se¢ilmesi arasinda tercih yapilabilir. Seride
kullanilacak terim sayisini azaltmak i¢in bu calismada fourier siniis serisi segilmistir. Elde
edilen sonuglar, literatiirdeki gergek sonuclar ile karsilastirilmistir. Sonuglarin uyumlu oldugu
gozlemlenmistir. Analitik ¢oziimlerdeki temel avantaj, her sinir kosulu degisiminde farkli bir
yaklasim fonksiyonu secilmesine ihtiya¢ duyulmamasidir. Elde edilen 2x2 boyutundaki
katsayilar matrisi hem basit mesnetli ¢cubuklar, hem de ankastre mesnetli gubuklar i¢in ¢6ziim
elde edebilecegi gibi yay sabitlerine degisik degerler verilmek suretiyle de ¢ozlimler
yapilabilmektedir.
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