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ABSTRACT

In this paper, a continuous contact problem for two bonded elastic layers resting on a Winkler
foundation and loaded by uniformly distributed load is solved using finite element method.
Body forces of elastic layers are neglected in the problem. Thickness in z-direction is taken to
be unit. The finite element model of the problem is constituted using ANSYS software and
the two dimensional analysis of the problem is carried out. By reason of the fact that
maximum value of the normal stress is on the symmetry axis, ox and oy stresses on the
symmetry axis are determined for various dimensionless quantities. Finally, the results
obtained from finite element method are verified by comparison with the analytical results.

OZET

Bu galismada, diizgiin yayili yiik ile yiiklenmis ve Winkler zemine oturan birbirine yapisik
elastik 1ki tabakanin siirekli temas problemi sonlu elemanlar yontemi kullanilarak
¢Oziilmiistiir. Coztimde tabakalarin kiitle kuvvetleri ihmal edilmistir. Problem diizlem hal i¢in
incelendiginden z ekseni dogrultusundaki kalinlik birim olarak alinmistir. Problemin sonlu
eleman modeli ANSYS paket programi kullanilarak olusturulmus ve iki boyutlu analizi
yapilmistir. En biiyiik normal gerilmeler simetri ekseni ilizerinde meydana geldiginden, bu
eksende olusan oy ve oy gerilmeleri gesitli boyutsuz biiyiikliikler icin elde edilmistir. Son
olarak bulunan sonuglar literatiirdeki analitik sonuclarla karsilastirilarak dogrulanmistir.

GIRIS

Temas problemleri pratik 6neme sahip miihendislik yapilarinda genis uygulama alanlari
bulmuglardir. Temeller, yol ve havaalani iist yapilari, demiryollari, akaryakit tanklari, tahil
silolari, silindirik miller ve bilyeler bu uygulama alanlar1 arasinda yer aldig1 sdylenebilir. Bu
nedenle temas problemlerine iliskin literatiirde ¢ok sayida analitik [1-5] ve niimerik [6-10]
calisma mevcuttur. Bu galismalarin yaninda, Adams ve Bogy [11] farkli elastik 6zelliklere
sahip yarim diizlem ile yar1 sonsuz tabaka arasindaki degme problemini incelemislerdir.
Dempsey vd. [12] Winkler temeline oturan sonsuz uzunluktaki elastik tabakanin degisik
yiiklemeler altindaki degme problemini ele almislardir. Blazquez vd. [13] iki boyutlu temas
problemleri igin sinir elemanlar metoduyla ¢6ziimii irdelemislerdir.

Siirtlinmeli temas problemi i¢in sonlu elemanlar ve sinir elemanlar yontemlerinin birlesimi
Guyot vd. [14] tarafindan ele alinmistir. EI-Borgi vd. [15] fonksiyonel derecelendirilmis bir
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tabaka ve homojen yarim diizlem arasindaki ayrilmali temas problemini incelemislerdir. Oysu
[16] yeniden aglara bolme teknigini kullanarak sonlu elemanlar ve sinir elemanlar ile degme
gerilmesi analizini irdelemistir. Iki elastik geyrek diizleme oturan ve tekil yiikii ileten dairesel
rijit bir pang ile bastirilan siirtiinmesiz elastik tabaka problemi ve bu probleme yapay sinir ag1
yonteminin uygulanmasi Cakiroglu [17] tarafindan ¢alisilmistir. Chen vd. [18] elastik yarim
diizleme baglanmis panglarin olmasi durumundaki degme problemi igin singiiler integral
denklem metodunu incelemislerdir. Yaylaci [19], iki elastik ¢eyrek diizleme oturan elastik iKi
tabakanin ayrilmali temas problemini incelemistir. Winkler zemine oturan fonksiyonel
derecelendirilmis tabaka i¢in temas problemi Cémez [20] tarafindan ele alinmistir. Oner vd.
[21] Winkler zemine oturan elastik iki tabaka igin ayrilmali temas problemini analitik ve
sonlu elemanlar yontemini kullanarak c¢ozmiislerdir. Gun ve Gao [22] sinir elemanlar
metodunu kullanarak fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler icin siirtiinmeli temas
problemini incelemislerdir.

Bu c¢alismada, diizgiin yayili yiik ile yiiklenmis ve Winkler zemine oturan birbirine yapisik
elastik iki tabakanin siirekli temas problemi sonlu elemanlar ydntemi kullanilarak
coziilmiistiir. En biiylik normal gerilmelerin simetri ekseni {izerinde oldugu bilindiginden, bu
eksende olusan oy ve oy normal gerilmeleri gesitli boyutsuz biiyiikliikler i¢in elde edilmistir.
Son olarak bulunan sonuglar literatiirdeki analitik sonuglarla Birinci [23] karsilastirilarak
dogrulanmistir.

PROBLEMIN TANIMI

Diizgiin yayil1 yiik ile yiiklenmis ve Winkler zemine oturan birbirine yapisik elastik iki
tabakanin stirekli temas problemi sonlu elemanlar yontemi kullanilarak ¢oziilmiistiir.
Coziimde tabakalarin kiitle kuvvetleri ihmal edilmistir. Ust tabaka (-a, +a) araliginda diizgiin
yayili yiikle yiiklenmistir. Tabakalar ve Winkler zemin (-co, +o0) araliginda uzanmaktadir.
Problem diizlem hal i¢in incelendiginden z ekseni dogrultusundaki kalinlik birim olarak
almmustir. (Sekil 1).
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Sekil 1. Problemin Geometrisi

Burada i, vi (i=1,2) ve ko sirastyla tabakanin kayma modiiliinii, Poisson oranini ve elastik yay
sabitini ifade etmektedir. Ayrica hj, h, ve h sirasiyla (1) nolu tabakanin yiiksekligini, (2) nolu
tabakanin yiiksekligini ve tabakalarin toplam yiiksekligini gostermektedir.
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PROBLEMIN SONLU ELEMANLAR YONTEMI iLE ANALIZi

ANSYS [24] paket programiyla yapilan bu analizde, eleman tiplerinin belirlenmesi,
elemanlarin malzeme Ozelliklerinin atanmasi, problemin geometrisinin olusturulmasi, ag
yapisinin olusturulmasi, sinir sartlarinin verilmesi, yiiklemenin yapilmasi, problemin ¢éziimii
ve analiz sonuglarinin alinmasi gibi birgok islem gerceklestirilmistir. Problem y eksenine gore
simetrik modellenmis olup tabakalarin agirligi ihmal edilmistir (Sekil 2). Sonlu elemanlar
modelinin tiim pargalarinda lineer, elastik ve izotropik malzeme kullanilmistir. Analizlerde
tabakalarin yari uzunlugu L=0.5 m ve (2) nolu tabakanin yiiksekligi h,=0.1m, Elastisite
Modiilii ve Poisson orani sirasiyla E,=3x10" Pa, v,=0.34 olarak alinmustr. Yayili yiik degeri
ise Pp =10x10* N/m olarak alinmustir. (1) nolu tabakaya iliskin degerler ve ko elastik yay
sabitine iligkin degerler ise analizlerde kullanilan oranlara bagli olarak hesaplanmig ve
kullanilmustir.
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Sekil 2. Analiz geometrisi

Eleman sec¢imi, analizde kullanilacak olan matematiksel modelin belirlenmesi a¢isindan son
derece onemlidir. Elemanlar yapilacak analizin g¢esidine gore segilir. Yani statik, termal,
akiskan veya elektromanyetik analizler i¢in farkli elemanlar kullanilir. Benzer sekilde analiz
edilecek olan modelin 2 veya 3 boyutlu olmasi eleman se¢imindeki etkenlerden biridir.
Secilen elemanin diigiim noktalarina ait serbestlik derecelerinin tipi ve sayist analizin dogru
yapilmas: acisindan ¢ok oOnemlidir. Sonlu eleman analizinde ANSYS paket programi
kiitiphanesinde bulunan PLANEI83 tipi yapisal eleman kullanilmistir. PLANE183 tipi
eleman, sekiz diiglim noktasi ile tanimlanir ve her diiglim noktasinin iki serbestlik derecesi
bulunmakta olup donme serbestligi bulunmamaktadir. Dolayisiyla X ve y dogrultularinda yer
ve sekil degistirebilir. Elemanin plastiklik, biiylik esnemelere dayanma ve oldukca fazla sekil
degistirme oOzellikleri vardir. PLANEI83 elemani, karmasik geometrilerin ag yapisinin
olusturulmasinda dort baglanti noktasina sahip iki boyutlu diger elemanlara gore daha iyi
sonu¢ vermektedir [24]. Bu calismada yapilan analizlerde temas ¢iftinin modellenmesinde
yiizey-yiizey (SURFACE TO SURFACE) temas modeli kullanilmistir. Yiizey-ylizey temas
modeli  diigim noktalarinin {ist {ste gelmemesi halinde de ¢oziime olanak
saglamaktadir.Problemde temas eden bolgede temas c¢ifti (Contact Pair) olusturulmustur.
Temas ciftleri iki eleman tipinden olugur. Bunlar TARGET ve CONTACT eleman tipleridir.
Temas ciftinin olusturulmasinda hedef yiizey TARGE169 ve temas yiizey CONTA172
elemanlar1 kullanilmistir. TARGE169 ve CONTA172 elemanlan ii¢ diigiim noktasi igeren
elemanlardir ve bu diigiim noktalar1 Sekil 3’de goriilebilecegi gibi PLANE183 elemaninin
yiizeyindeki diigiimlerle ortiismektedir [25].
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Sekil 3. PLANE183 eleman1 ve TARGE169/CONTA172 temas elemanlar1

Modelin elemanlara bdliinmesi islemi sirasinda geometrideki parcalara ait malzeme 6zellikleri
ve eleman tipleri atanmakta olup kullanilan ag yapist ve sikligr belirlenmektedir. Sinir
sartlarinin uygulanmast ve yiiklemenin yapilmasi islemlerinden sonra problem program
yardimiyla ¢oziilmektedir. Cikis kisminda (General Postprocessor), ¢oziim kismindan elde
edilen sonuclara grafik, sekil ya da liste halinde ulasilabilmektedir. Problemin ¢6ziimiinde
3822 diigiim noktasi ve 1280 eleman kullanilmis olup analiz sonrasi olusan sekil degisikligi
asagida verilmistir (Sekil 4).

Sekil 4. Analiz sonras1 problemin geometrisi (sekil degistirmis hal)

SONUCLAR

Bu calismada, diizgiin yayili yiik ile yiiklenmis ve Winkler zemine oturan birbirine yapisik
elastik 1ki tabakanin siirekli temas problemi sonlu elemanlar yontemi kullanilarak
¢coziilmiistiir. En biiyiik normal gerilmelerin simetri ekseni lizerinde oldugu bilindiginden, bu
eksende olusan o ve oy normal gerilmeleri ¢esitli boyutsuz biiyiikliikler i¢in elde edilmistir.
S6z konusu gerilmelere iliskin degerler iki farkli durum igin hesaplanmistir. ilk olarak yayili
yiikiin yar1 uzunlugu (a/h) sifira yaklastirilarak tekil yiikk durumu irdelenmis, daha sonra ise
diizgiin yayil1 yiik olmasi durumu ele alinmistir.
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Tablo 1. a/h=0.0001,//2///1=1.7778, V1:0.34, V2:0.3, h]_/h:02 ve k:ko//lzzo.OOl olmasi
durumuna ait x/h=0 simetri kesitindeki o/Po ve /Py boyutsuz normal gerilme degerleri

y/h O'X/Po O'y/Po
Birinci [23] | Bu ¢alisma Hata (%) Birinci [23] Bu calisma Hata (%)

0.10 -2.5728 -2.5545 0.71 -6.33627 -6.2786 0.91
0.05 -2.2767 -2.2619 0.65 -4.2364 -4.2004 0.85
0.00 -1.9862 -1.9812 0.25 -3.1697 -3.1605 0.29
0.00 -3.3409 -3.3319 0.27 -3.1697 -3.1605 0.29
-0.05 -2.8303 -2.8065 0.84 -2.5256 -2.4817 1.74
-0.1 -2.3256 -2.3007 1.07 -2.0917 -2.0693 1.07
-0.15 -1.8256 -1.8041 1.18 -1.7775 -1.7547 1.28
-0.2 -1.3294 -1.3141 1.15 -1.5378 -1.5186 1.25
-0.25 -0.8360 -0.8252 1.29 -1.3479 -1.3305 1.29
-0.3 -0.3445 -0.3423 0.65 -1.1928 -1.1827 0.85
-0.35 0.1461 0.1450 0.77 -1.0630 -1.0527 0.97
-0.4 0.6365 0.6321 0.69 -0.9533 -0.9452 0.85
-0.45 1.1276 1.1233 0.38 -0.8588 -0.8504 0.98
-0.5 1.6204 1.6026 1.10 -0.7768 -0.7683 1.10
-0.55 2.1156 2.0970 0.88 -0.7054 -0.7013 0.58
-0.60 2.6142 2.6051 0.35 -0.6433 -0.6398 0.55
-0.65 3.1170 3.0893 0.89 -0.5896 -0.5844 0.89
-0.70 3.6249 3.6046 0.56 -0.5436 -0.5395 0.76
-0.75 4.1390 4.0914 1.15 -0.5050 -0.4995 1.08
-0.80 4.6602 4.6239 0.78 -0.4735 -0.4703 0.68

Tablo 2. a/h=0.0001, /in=1.7778, 11=0.34, 1,b=0.3, h1/h=0.2 ve k=ko/.=1 olmasi durumuna
ait x/h=0 simetri kesitindeki o/Po ve o,/Py boyutsuz normal gerilme degerleri

y/h O'X/Po O'y/Po
Birinci [23] | Bu ¢alisma Hata (%) Birinci [23] Bu ¢alisma Hata (%)
0.15 -0.1707 -0.1696 0.63 -12.7330 -12.6388 0.74
0.10 -0.1551 -0.1539 0.75 -6.3665 -6.3098 0.89
0.05 -0.1347 -0.1341 0.47 -4.2445 -4.2296 0.35
0.00 -0.1214 -0.1210 0.35 -3.1834 -3.1258 1.81
0.00 -0.1206 -0.1194 0.98 -3.1834 -3.1258 1.81
-0.05 -0.0947 -0.0933 1.44 -2.5466 -2.5145 1.26
-0.1 -0.0712 -0.0703 1.27 -2.1217 -2.0820 1.87
-0.15 -0.0496 -0.0490 1.15 -1.8180 -1.7898 1.55
-0.2 -0.0295 -0.0292 1.03 -1.5901 -1.5690 1.33
-0.25 -0.0107 -0.0106 1.12 -1.4126 -1.3968 1.12
-0.3 0.0071 0.0070 0.95 -1.2706 -1.2585 0.95
-0.35 0.0243 0.0241 0.77 -1.1544 -1.1445 0.86
-0.4 0.0410 0.0406 0.86 -1.0576 -1.0500 0.72
-0.45 0.0575 0.0570 0.95 -0.9759 -0.9666 0.95
-0.5 0.0740 0.0733 1.00 -0.9061 -0.8966 1.05
-0.55 0.0907 0.0902 0.58 -0.8459 -0.8410 0.58
-0.60 0.1078 0.1072 0.55 -0.7938 -0.7892 0.58
-0.65 0.1256 0.1249 0.59 -0.7484 -0.7432 0.69
-0.70 0.1442 0.1431 0.79 -0.7088 -0.7032 0.79
-0.75 0.1640 0.1622 1.08 -0.6742 -0.6656 1.28
-0.80 0.1852 0.1840 0.67 -0.6442 -0.6386 0.87
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Sekil 5. a/h=0.0001, /24 =1.7778, ,
»1=0.34, 15=0.3, h1/h=0.2 olmas: Sekil 6. a/n=0.0001, sol/4=1.7778,
durumuna ait x/h=0 simetri 11=0.34, 15=0.3, 11/n=0.2 olmas
kesitindeki oy /Py boyutsuz normal durumuna ait x/h=0 simetri
gerilme dagilim kesitindeki oy /Po boyutsuz normal

gerilme dagilimi

Sekil 5-6 ve Tablo 1-2° de iist tabakanin tekil yiikle yiiklenmesi durumunda (a/h=0.0001)
simetri ekseninde meydana gelen o ve oy normal gerilmelerinin cesitli boyutsuz biyiikliikler
icin degisimleri verilmistir. Sekil 5’de de goriildiigii gibi, ox boyutsuz normal gerilme
dagilimi her tabakada kesit boyunca lineerlik gostermekte olup tekil yiikiin altinda bu lineerlik
bozulmaktadir. Sekil 6° de ise oy boyutsuz normal gerilmesinin tekil yilike yaklastikca hizla
biiyilidiigii ve kesit boyunca derine inildik¢e azaldig1 goriilmektedir. Benzer sekilde, Tablo1-2
ve Sekil 5-6 incelendiginde, elastik yay sabitinin degisiminin o gerilmesine etkisinin oy
gerilmesine etkisinden daha fazla oldugu goriilmektedir. Elastik yay sabitinin biiyiik segilmesi
durumunda oy normal gerilme degerlerinin azaldigi, tersi durumda ise arttigi goriilmektedir.
Elastik yay sabitinin biiyiik secilmesi durumu alt tabakada oy normal gerilme degerlerinin
azda olsa biiylimesine neden olmakta, {ist tabakada ise hemen hemen degisiklik goze
carpmamaktadir.

Ust tabakanin yayili yiikle yiiklenmesi durumunda (a/h=1) simetri ekseninde meydana gelen
ox ve oy normal gerilmelerinin cesitli boyutsuz biiyiikliikler igin degisimleri Tablo 3-4 ve
Sekil 7-8’ da verilmistir. Sekil 7 ve Tablo 3-4 incelendiginde, o« boyutsuz normal gerilme
dagilimi her tabakada kesit boyunca lineerlik gosterdigi, tekil yiikk durumuna gore aldigi
degerlerin daha kiigiik oldugu anlasilmaktadir. Sekil 8 ve Tablo 3-4 incelendiginde ise oy
normal gerilmelerinin yiizeyden derine inildik¢e lineere yakin bir sekilde azaldig
gorlilmektedir. Tiim sekil ve tablolar birlikte analiz edildiginde, tekil yiik ve yayili yiik
durumlarmin her ikisinde de Elastisite modiilii biiyiik olan tabakada o normal gerilmesinin
daha biiylik oldugu goriilmektedir. Ayrica elastik yay sabitinin biiylik se¢ilmesi durumunda
ox normal gerilmesi azaldigindan o normal gerilmesinin etkin oldugu da ilgili sekil ve
tablolardan anlasilabilmektedir. Sonug¢ olarak sonlu elemanlar metoduyla yapilan ¢oziimden
elde edilen sonuglarin literatiirdeki analitik sonuglara [23] ¢ok yakin oldugu goériilmiistiir.
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Tablo 3. a/h=1, lin=1.7778, 11=0.34, 1»=0.3, h1/h=0.5 ve k=ko/»=0.05 olmas1 durumuna
ait x/h=0 simetri kesitindeki o/Po ve o/Pg boyutsuz normal gerilme degerleri

y/h O'X/Po O'y/Po
Birinci [23] | Bucalisma Hata (%) Birinci [23] Bu calisma Hata (%)

0.4 -0.4774 -0.4754 0.41 -0.2478 -0.2466 0.48
0.35 -0.4240 -0.4204 0.86 -0.2453 -0.2435 0.73
0.3 -0.3725 -0.3709 0.42 -0.2420 -0.2397 0.95
0.25 -0.3228 -0.3224 0.11 -0.2380 -0.2365 0.63
0.2 -0.2747 -0.2742 0.17 -0.2334 -0.2314 0.86
0.15 -0.2280 -0.2279 0.03 -0.2282 -0.2259 1.01
0.1 -0.1824 -0.1823 0.07 -0.2227 -0.2201 1.17
0.05 -0.1379 -0.1373 0.47 -0.2168 -0.2140 1.29
0.00 -0.0941 -0.0931 1.09 -0.2107 -0.2085 1.04
0.00 -0.1020 -0.1016 0.40 -0.2107 -0.2085 1.04
-0.05 -0.0166 -0.0165 0.51 -0.2044 -0.2008 1.76
-0.1 0.0685 0.0685 0.01 -0.1981 -0.1952 1.46
-0.15 0.1535 0.1534 0.06 -0.1918 -0.1893 1.30
-0.25 0.3250 0.3246 0.13 -0.1802 -0.1787 0.83
-0.3 0.4121 0.4107 0.33 -0.1752 -0.1735 0.97
-0.35 0.5007 0.4969 0.76 -0.1709 -0.1687 1.29
-04 0.5910 0.5880 0.50 -0.1677 -0.1661 0.95
-0.45 0.6836 0.6784 0.76 -0.1656 -0.1642 0.85
-0.5 0.7788 0.7777 0.14 -0.1648 -0.1630 1.09

Tablo 4. a/h=1, lin=1.7778, 1=0.34, 1=0.3, h1/h=0.5 ve k=ko/,=1 olmasi durumuna ait
x/h=0 simetri kesitindeki ox/Po ve oy/Po normal gerilme degerleri

y/h O'X/Po U'y/PO
Birinci [23] | Bu ¢alisma Hata (%) Birinci [23] Bu ¢alisma Hata (%)
0.50 -0.1246 -0.1240 0.45 -0.5000 -0.5000 0.00
0.4 -0.0996 -0.0991 0.46 -0.2493 -0.2471 0.87
0.35 -0.0887 -0.0886 0.12 -0.2485 -0.2469 0.65
0.3 -0.0787 -0.0786 0.17 -0.2474 -0.2453 0.85
0.25 -0.0695 -0.0691 0.64 -0.2461 -0.2443 0.75
0.2 -0.0617 -0.0613 0.57 -0.2445 -0.2421 0.98
0.15 -0.0535 -0.0534 0.18 -0.2429 -0.2401 1.15
0.1 -0.0465 -0.0464 0.15 -0.2410 -0.2384 1.10
0.05 -0.0401 -0.0396 1.29 -0.2391 -0.2365 1.07
0.00 -0.0342 -0.0340 0.65 -0.2371 -0.2341 1.26
0.00 0.0089 0.0088 0.57 -0.2371 -0.2341 1.26
-0.05 0.0220 0.0219 0.67 -0.2350 -0.2316 1.45
-0.1 0.0348 0.0346 0.48 -0.2329 -0.2293 1.53
-0.15 0.0474 0.0469 1.10 -0.2309 -0.2281 1.23
-0.2 0.0599 0.0594 0.88 -0.2290 -0.2268 0.97
-0.25 0.0724 0.0721 0.45 -0.2273 -0.2256 0.73
-0.3 0.0850 0.0843 0.79 -0.2258 -0.2239 0.85
-0.35 0.0978 0.0973 0.56 -0.2245 -0.2220 1.12
-0.4 0.1109 0.1097 1.05 -0.2235 -0.2212 1.02
-0.45 0.1245 0.1234 0.88 -0.2229 -0.2212 0.79
-0.5 0.1386 0.1372 1.03 -0.2227 -0.2204 1.06
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Sekil 8. a/h=1, wl=1.7778, 11=0.34,
1=0.3, h1/h=0.5 olmasi durumuna ait
x/h=0 simetri kesitindeki oy /Pg
boyutsuz normal gerilme dagilimi
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