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ABSTRACT

In the context of this study, structural analysis of an elastic cantilever has been conducted
using an iterative method based on Euler-Bernouilli equations. For this purpose, the beam has
been considered to be divided into elements of equal length and the rotational angles have
been assumed to be linearly changing over these elements in computing the elastic curve. At
the beginning, the deformations caused by the loads acting on the structure is determined, and
then by application of the loads on the deformed system, the new deflections are re-
calculated. This procedure is repeated until stabilization of deflections and rotations. The
iterative process has been conducted using MS Excel.

OZET

Bu ¢alisma kapsaminda elastik konsol bir kirisin statik analizi Euler-Bernoulli esitlikleri
kullanilarak yinelemeli bir yontemle yapilmistir. Bu amacla kiris esit uzunlukta pargalara
boliinmiis ve Gtelenmelerin hesabinda, bu pargalar lizerindeki donmelerin dogrusal degistigi
kabulii yapilmistir. Baglangicta kirise verilen yiikiin kiriste olusturdugu sekil degistirmeler
belirlenmis, sekil degistirmis kirise tekrar ayni yiikler etki ettirilerek sekil degistirmeler
dogrusal olmayan sekilde tekrar belirlenmistir. Bu islem sekil degistirme sonuglar1 yeteri
kadar birbirine yaklastiginda bitirilerek kirisin gergek sekil degistirmesi bulunmustur.
Yineleme islemi Ms Excel programlarinda yapilmistir.
GIRIS

Pek c¢ok caligma elastik konsol Kkirislerin biiylik deformasyonu iizerine yogunlagmustir.
“Elastica” problemi olarak tanimlanan bu problemin ¢6ziimii i¢in iki temel ¢6ziim yOntemi
mevcuttur. Ik ydéntem eliptik integrallerin kullamldig1 ydntemdir. [1-9] Ancak bu ydntem
sadece basit yiikler i¢in uygundur.

Ikinci yaklagim ise sayisal yontemlerdir. [9-27] Bu yontemi kullanmak igin ise oldukca uzun
hesaplamalar ve pahali paket programlar kullanmak gerekmektedir.

Onerilen yontemde ise sadece Excel ya da Matlab programi kullanarak basit bir algoritma ile
yinelemeli olarak basit¢e ¢oziilmektedir. Cubuk esit boylarda kii¢iik parcalara ayrilmistir. Bu
cubuklar dogrusal yiikler ile yiiklendigi kabul edilmistir. Her parca iizerindeki yiikler ile
denge denklemleri yazilarak parca tlizerinde kuvvetler bulunmustur. Her parga i¢in birbirleri
ile baglantili olarak denge denklemleri yazilmig, Euler Bernoulli denklemi yardimu ile sekil
degistirmeler bulunmustur. Sekil degistirmis sistem tizerinden ayni yiikler tekrar uygulanmis
yeni sekil degistirmeler bulunmustur. Bu islem yeter sayida yapilmis gercege oldukca yakin
sonuclar elde edilmistir.
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ONERILEN YONTEM
Kabuller
Yapilan ¢aligma ile ilgili kabuller sunlardir:

Malzeme dogrusal elastiktir.

Kesme deformasyonlari ihmal edilmistir.(Euler kesme teorisi)
Kiris pargasi boyunca kesit alan1 sabit tutulmustur.

Yiikleme diizlemi egilme diizlemi ile cakismaktadir.

Kirig pargalarinda donme agis1 dogrusal degismektedir.

Kiris pargalarinda yanal yayil yiik dogrusal degismektedir.
Tekil yiikler ve momentler diigiim noktalarina etkimektedir.

VVVYVYVY

Formiilasyon
Konsol bir kirig Sekil 1°deki gibi yiiklenildigi diisiintilsiin.
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Sekil 1. Cubuga etkiyen yiik ¢esitleri ve sekil degistirmis cubuk.

Euler-Bernoullinin diferansiyel denklemi izleyen sekildedir:

£199 _ (1)

ds

Cubuk h boyunda kiiclik elemanlara boliinmiistiir. i elemaninda Bu elemanlarin herbirinin
tizerinde donme ve yayili ylik dogrusal olarak degismektedir.

o =%l i=12..n 2)

f == i=12..n 3)

Qi W Min

MiVi

Sekil 2. i ve i+1 noktalar1 arasinda boliinmiis bir parca iizerindeki yiikler.
A% — heos(6,) =0 @)
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sin(6,,)-sin(9)

AX, —> o, #0
G
X =X +AX i=12..n (%)
Ay, - hsin(6,) a =0 (6)
6 )- 6,
Ay, cos(6,)—cos(6,,) o £0
a;
Yia =Y TAY, 1=12..n (7)

Sekil 2’den hareketle sistemin bir pargasi lizerindeki kesme kuvvetleri izleyen sekilde
yazilabilir:

V=V W — le(t)dt i—12..n ®)
vi=vi+1—w—h[Qi+%(ﬁih)} 0 =0 a=0 i=12.n (9

Sekil 2’den i pargasinin uglarindaki moment degerleri ise su sekilde hesaplanabilir:

M,.0 = M, +PAY, +VAX + [Q(t) %, —x(t)]dt i=12...n (10)
M, =M, — PAy, —V,Ax —[%(Qi +%hﬂ o =0 i=12..n (11)
QiAxih—g‘Z(cos,(«9i)—cos(9i+l)+Qi Sin—(0‘)h+
Q; Q;
Mi = Mi+1 - PAYi _ViAXi - )
phAx, sin(6))

B 2
L (Ax. —hcos(é._. )+ Bh
2 a_z ( i ( |+l) IB| 2a-

a#0i=12..n (12)

Euler-Bernoulli denklemi ve basitlestirilmis sekli denklem 13 ve 14’de verilmistir.

EIAG = j M (t)dt (13)
AG = M+ My (14)
2EI

Farkli bircok yiikler ile yiiklii konsol kirisin yer degistirme hesab1 yapilirken oncelikli
olarak boliinmiis her bir parca icin ilk donme acilarina (6) gore yer degistirmeler (x ve y’ler)
hesaplanir. (Ilk dénme acilar1 bu ¢alisma kapsaminda 0 olarak alinmistir.) Yer degistirmelerin
uygun olup olmadig1 kontrol edilir. Eger yer degistirmeler uygunsa, dogrusal olmayan yer
degistirmeler bulunmus, yiikler altinda sekil degistirmis kirsin gercek sekli belirlenmis olur.
Ancak sekil degistirme uygun degilse konsol kiriste yiiklerin kiris lizerinde meydana getirdigi
kesme kuvvetleri ve momentler bulunur. Denklem 14 yardimi ile de momentlerden yeni
dénme agilar1 (¢) belirlenir. Yeni déonme agilar1 () ve aym yiikler, 6nceki yineleme
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sonucunda sekil degisimi belirlenmis kirise tekrar etki ettirilir ve yeni yer degistirmeler (x ve
y’ler) belirlenir. (Bu sekilde ilk yineleme tamamlanmis olur.) Yer degistirmelerin uygun olup
olmadig1 tekrar kontrol edilir. Sekil degistirmeler uygun degilse ayni yiikler sekil degistirmis
kirige tekrar etki ettirilir ve yeni kesme kuvvetleri, momentler ve donme agilart (¢) bulunur.
Yeni bulunan donme agilarina () gore belirlenmis yeni yer degistirmelerin uygunlugu
kontrol edilir. Bu uygunluk kriteri, bulunan yer degistirmelerin dnceki yinelemede bulunan
yer degistirmeler ile olabildigince yakin olmasidir. Bu yakinlik saglandiginda yineleme
bitirilir ve ¢ubugun gercek sekli bulunmus olur. Statik denklemlerle ¢6ziimiin akis semasi
Sekil 3’te goriilmektedir.
E[[i‘e

( % ve v len belirle
» % — Denkem 4

L y — Denkem 5

4 )

Kesme Kuvvetleri — Denklem 9 &, =0 «;, =0

Kesme Kuvvetler1 ve Momentler: Belirle

Momentler — Denkem 11 &, = 0

Momentler — Denkem 12 &; = 0

. J

l

L Denkem 14

Sekil 3. Yerdegistirmeler hesap akis semast

Onerilen Yo6ntemin Yapilan Deneysel Bir Calisma ile Karsilagtirmasi

Belendez ve arkadaslari bir ucu ankastre elastik ¢ubuk ucuna ¢esitli yiikler yiikleyerek,
cubuktaki sekil degistirmeleri deneysel olarak belirlemis, diferansiyel denklemlerden ¢ikan
sonugclar ile karsilastirmislardir. Hazirladiklart deney diizenegi Sekil 4 de verilmistir.
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Sekil 4. Hazirlanan deney diizenegi (Belendez 2003).

Yapilan ¢alismada Young Modiili 194,3 GPa, ¢ubuk agirlig1 0,3032 N ¢ubuk boyu 40
cm, b=25 mm ve d=4 mm’dir. Cubuk agirhigr yayili yik olarak diisiiniilmis,
q=0,3032/0,4=0,758 N/m olarak hesaplanmig, Onerilen yontem esitliklerine gore — isaretle
hesaplanmig, Cizelge 1°‘de karsilastirmali olarak verilmistir. Calismada bulunan sonuglar
gergek sonuglara oldukga yakin deger olarak goriilmektedir.

Cizelge 1. Deneysel ve sayisal sonuglarin karsilastiriimast.

Serbest U¢ Diisey Yer Degistirmesi (m)
W(N) Caﬁgma DI:ne;Iendlez 2003 F(z;lrk Belendez 2003 F(z;lrk
Sonucu ysel Sonuglar | (%) | Sayisal Sonuglar | (%)
0.000 0.0886 0.089 0.4 0.0898 1.3
-0.098 0.1495 0.149 0 0.1516 1.4
-0.196 0.1933 0.195 0.9 0.1960 1.4
-0.294 | 0.2240 0.227 14 0.2270 14

SAYISAL SONUCLAR

Yapilan calisma sonuglar1 boyutsuz olarak sunulmustur. Boyutsuzluk i¢in izleyen
denklemler kullanilmistir:

X L Y L
X:T : y:T , yer degistirmis serbest u¢ koordinatlari,
PL” . )
P= , serbest uctaki yatay yiik,
wL? o
W= e serbest uctaki diisey yiik,
QL’ N
q :? , dlizgiin yayih diisey yiik.
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Sekil 5. Yayili ve yatay yiiklerle yiiklenmis kiris.

Sekil 4’te goriilen cesitli yiiklerin kiris tlizerinde olusturdugu cesitli sekil degistirme
analizleri izleyen kisimda sunulmustur. Burada ¢izilen grafikler kirisi 50 parcaya bolerek ve
20 iterasyon ile bulunmus sonuglardir (Sekil 6-8).
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Sekil 6. g= 1 i¢in farkl yatay yiikler altinda gercek kiris yer degistirmeleri.
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Sekil 7. g= 1,25 i¢in

p=5 P=3,75

P=1,25
P=0,75
P=0,25
P=0

0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

farkl yatay yiikler altinda gercek kiris yer degistirmeleri.
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Sekil 8. g= 1,5 icin farkl1 yatay yiikler altinda gercek kiris yer degistirmeleri.

SONUCLAR

Literatiirde arastirmacilar Elastika probleminin ¢éziimii i¢in pek ¢ok yontem onermislerdir.
Ancak Onerilen yontemler problemi yeteri kadar pratik ve hizla ¢dzememektedir. Ayrica
yapilmis ¢aligmalarda farkli yiik tiirlerinin ayni anda g¢ubuk iizerine yiiklendigi durumlar da
mevcut degildir. Onerilen yinelemeli yontemde ise Excel gibi oldukca basit bir yazilim
kullanmak yeterli olmaktadir. Cesitli yiikler ile yliklenmis ¢ubugun dogrusal olmayan sekil
degistirmelerini gercege cok yakim bir sekilde belirlenebilmektedir. Ozellikle farkli yiik
gruplan yiiklii cubuklar i¢in yineleme sayisi arttikca daha dogru sonuglar elde edilse de dogru
sonuca ulagmak i¢in fazla yinelemeye gerek duyulmamaktadir. Gelecekte yapilmasi planlanan
caligmalar ise elastik bir zemin iizerindeki cubuk ic¢in sekil degistirmelerin belirlenmesi ve
degisen kesitli gubuklarin sekil degistirmelerinin hesaplanmasidir.
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