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OZET

Bu ¢alismada, fonksiyonel olarak derecelendirilmis malzemelerden (FDM) yapilmis eksenel
simetrik yapilarin zorlanmis titresim ¢dziimlerinde yeni bir yaklagim ortaya konulmustur.
Heterojen olmasi bakimindan malzeme radyal dogrultuda fonksiyonel olarak
derecelendirilmistir.  Derecelendirme fonksiyonu radyal koordinatlarda keyfi siirekli bir
fonksiyon olabilir. I¢ sinirlara uygulanan dinamik basing fonksiyonlar: ise impulsif ya da
zamana bagl keyfi siirekli bir fonksiyon olabilir. Bu kosullar altinda cismin davranisin1 idare
eden diferansiyel denklemin degisken katsayili bir denklem olmasina neden olur. Bazi basit
derecelendirme fonksiyonlart ve i¢ basinglar1 disinda, bu tiir denklemlerin analitik
cozlimlerini bulmak miimkiin degildir. Bu durumda problemlerin ¢6zliimii ancak sayisal
yaklasimlarla bulunabilir. Bu ¢alismada sunulan yenilik, ¢oziimlerde Laplace doniisiimii ile
Tamamlayic1 Fonksiyonlar Yonteminin (TFY) birlikte kullanilmasidir. Laplace doniisiimii
uygulanarak, zamandan bagimsiz hale doniisen sinir defer problemi Tamamlayict
Fonksiyonlar Yontemi ile Laplace uzayinda c¢oziiliir. Sonuglarin zaman uzayma ters
dontistimleri ise, modifiye edilmis Durbin yontemi ile yapilmistir. Viskoelastisite durumunda
ise, Laplace uzayinda malzeme sabitlerinin basit bir sekilde degisimi ile kolayca
modellenmektedir. Sonuglarin dogrulugu ve sayisal ¢oziimlerin yakinsamalarinin kontrolii
literatiirde bulunan referans caligmalar ile kiyaslanarak yapilmigtir. Basit, etkili ve iyi
yapilandirilmis  olan ¢6ziim adimlart silindir, disk ve kiireler icin kolayca
uygulanabilmektedir.

GIRIS
Silindir, disk ve kiire gibi dairesel yapiya sahip elemanlar endiistride genis uygulama alanlari
bulmalar1 agisindan, bu yapilarin titresim analizleri giivenli tasarim ve isletim agisindan
biiyiilk 6nem arz eder. Konu iizerine yapilan ilk ¢aligmalar homojen izotropik ve ortotropik
elemanlarin analitik ¢6ztimlerini kapsamaktadir. Bu baglamda oncii ¢caligmalar olarak Tranter
[1], Mirsky [2], Klosner ve Dym [3], Ahmed [4], Ghosh [5] gosterilebilir. Eksenel simetriden

dolay1 olusan basitlestirmeler sayesinde silindirler i¢in gelistirilen ¢oziimlemeler kolayca
kiireler ve diskler i¢in de uygulanabilir.

Fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler (FDM) olarak adlandirilan heterojen malzemelerin
yapisal elemanlarda kullanimi son yillarda artis goOstermistir. Fonksiyonel olarak
derecelendirilmis malzemeler; siirekli fonksiyonel yapida konuma bagli olarak degisen
mekanik Ozelliklere sahip ve genellikle iki bilesenden olusan kompozit malzemelerdir.
Silindirlerin titresimi Loy ve ark. [6] ve Pradhan ve ark. [7] tarafindan Rayleigh-Ritz yontemi
kullanilarak ¢aligilmistir. Zhou ve ark. [8] Chebyshev-Ritz yontemi kullanarak i¢i bos ve dolu
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silindirler i¢in serbest titresim coziimlemeleri gergeklestirmistir. Hibrit sayisal yontemler
kullanilarak, fonksiyonel olarak derecelendirilmis silindirlerdeki siireksiz ~dalgalarin
¢oziimlenmesi Han ve ark. [9] tarafindan gergeklestirilmistir. Periyodik eksenel yiikleme
altindaki fonksiyonel derecelendirilmis silindirik kabuklarin dinamik stabilite ¢oziimlemeleri
Ng ve ark. [10] tarafindan Bolotin yaklagimi kullanilarak yapilmistir. Kalin cidarl i¢i bos
FDM silindirlerin sonlu eleman titresim ¢6ziimlemesi Shakeri ve ark. [11] tarafindan
silindirin, i¢ i¢e bir¢ok silindirden meydana gelerek FDM gibi davrandigi kabul edilerek
yapilmustir. Kiirelere iliskin olarak; fonksiyonel olarak derecelendirilmis piezoseramik igi bos
kiirelerin serbest titresim ¢dziimlemeleri Chen ve ark. [12] ve Chiroiu ve Munteanu [13]
tarafindan yapilmistir. Ding ve ark. [14]; anlik sabit radyal i¢ basing ve termal yiike maruz
kalan heterojen izotropik i¢i bos kiirenin dinamik davranisini, degiskenlere ayirma yontemini
kullanarak ve sonuglar1 ortagonal fonksiyonlar cinsinden genisleterek incelemistir. Wang ve
Ding [15] ani {iniform basinca maruz kalan fonksiyonel derecelendirilmis manyeto-elektro-
elastik ici bos kiirenin dinamik problemlerini ¢aligmigtir. Calismalarinda; sonug sonsuz seriler
sekline genisletilmis ve Volterra integral denklemlerine doniistiiriilmiistiir. Tornabene ve ark.
[16 ] birinci dereceden kayma sekil degistirme teorisini konik ve silindirik kabuklarin serbest
titresim davranislarini  incelemek i¢in kullanmustir. Belirtilen c¢alismada Diferansiyel
Quadrature yontemi, idare eden diferansiyel denklemlerin ayrigtirilmasinda kullanilmistir.
Sander kayma sekil degistirme kurami Hashemi ve ark. [17] tarafinda donen kabuklarin dogal
frekanslarini belirlemek i¢in kullanilmistir. Bodaghi ve ark. [18] da birinci dereceden kayma
sekil degistirme kuramini; Laplace doniisiimleri ve Fourier serileri agilim ile birlikte impulsif
yiikler altindaki fonksiyonel derecelendirilmis piezo-elektrik silindirik panellerin dinamik
davranislarini incelemede kullanmistir. Shariyat ve ark. [19] sok yiikleri altindaki kalin
cidarli fonksiyonel derecelendirilmis silindirlerin elasto-dinamik ¢oziimleri igin sonlu eleman
formiilasyonu kullanmistir. Setoodeh ve ark. [20] basit gii¢ yasasina gore derecelendirilmis
dinamik basing altindaki silindirik kabuklarin incelenmesinde tabakalanma teorisi ile
Diferansiyel Quadrature yontemini kullanmustir.

Gelencksel FDM yapisal elemanlarini modelleme yaklasimi, kabuk kuramlarmi veya
malzemeyi derecelendirilmis davranisa benzeterek farkli 6zellikli homojen alt elemanlara
bolmeyi igerir. Sonlu eleman ¢oziimlemesi ve seri agilim yontemleri literatiirde kullanilan
temel ¢O0ziim yontemleridir. Bu ¢alismada, sonsuz kiigiik diizlemsel elastisite kurami
uygulanmistir. Malzemenin derecelendirme fonksiyonuyla radyal yonde fonksiyonel olarak
derecelendirilmis oldugu varsayilir ki, en genel anlamda derecelendirme fonksiyonu, radyal
koordinatin rastgele siirekli bir fonksiyonudur. I¢ veya dis smirlara uygulanan yiik
fonksiyonlart harmonik veya impulsif dinamik basinglardir. Bu varsayimlar idare eden
denklemlerin degisken katsayili diferansiyel denklemler olmasini saglar. Bu sartlar altinda,
belli baz1 basit derecelendirme fonksiyonlar1 ve basinglari harig, analitik ¢oziimler elde
edilemez. Bu c¢alismada, i¢ smira uygulanan dinamik basinca tabi fonksiyonel
derecelendirilmis disklerin, silindirlerin ve kiirelerin eksenel simetrik elastik ve viskoelastik
davraniglarinin analizinde kullanilan, Laplace doniisiimii ve Tamamlayict Fonksiyonlar
Yontemini (TFM) birlestiren bir yaklasim kullanilmistir. Viskoelastik davranis, karsiliklilik
ilkesi kullanarak Laplace uzayinda kolaylikla modellenmistir. Zaman uzayinda elde edilen
sonuclar ise, Durbin’in ters doniisiim yontemi -ki bu yontemin etkin bir sayisal ters doniisiim
yontemi oldugu kanitlanmistir- ile elde edilmistir [21, 22]. Ayrica basit bir ters doniistimle
kolayca analiz edilebilen basit giig-yasas1 Ozelliklerine sahip FDM silindirleri i¢in de
kullanilmistir [23]. Konumsal koordinatlarda elde edilen diferansiyel denklemler genellikle
degisken katsayilara sahiptir. Bu denklemler iki-noktali sinir-deger problemi olustururlar.
TFY, mevcut literatiirde bulunan standart yontemlerle ¢oziilebilen bir sinir-deger problemini
baslangi¢-deger problemi olarak ¢oziimlemeye olanak saglar. Bu ¢alismada besinci derece
Runga-Kutta (RKS5) yontemi kullanilmistir. Bu ¢6ziim prosediirii, yazarlarin yakin zamanl
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mevcut ¢aligmalarinda statik basing ve zamandan bagimsiz duragan termal yiikler altindaki
FDM silindirlere, kiirelere ve disklere uygulanmistir [24, 25]. Sunulan bu ¢alisma, daha 6nce
yapilan statik c¢oziimlemelerinin Laplace uzaymdaki dinamik problemlerin ¢6ziimii igin
genisletilmis halidir. Burada gosteriliyor ki, Laplace doniisiimiiniin kullanilmas1 herhangi bir
karmasikliga sebep olmaksizin sayisal ¢Oziimlemelerde birlestirilmis bir prosediir sunar.
Coziimler oOncelikle silindirik yapilar i¢in ayrintili bigimde gelistirilmis ve sonuglari
dogrulamak igin literatiirde var olan referans ¢oziimler kullanilmistir. Serbest titresim analizi,
dogal frekanslarin belirlenmesi ve mod sekilleri gibi 6n ¢aligmalara ihtiya¢ olmadan ayrik
dinamik davranislar dogrudan elde edilebilir. Boyutsuz degiskenlerle ¢alisildigindan, sayisal
coziimlerin hizla yakinsadigi gézlemlenmistir. Basit, etkili ve iyi yapilandirilmig olan ¢6ziim
adimlar silindir, disk ve kiireler i¢in de kolayca uygulanabilmektedir.

IDARE EDEN DENKLEMLER

Burada, bir silindir i¢in idare eden denklemler ve ¢6ziim adimlar1 sunulacaktir. Bu sonuglarin
diskler ve kiirelere uyarlanmasi kolayca yapilabilir. Dig yarigap: 7, ve i¢ yarigapr 1; =7, /k

(burada k = 1.0) olan kalin cidarli igi bos bir silindiri ele alalim. Eksenel simetrik sekil
degistirme- yer degistirme iliskileri, normalize edilmis radyal yer degistirmeler V cinsinden;

dv Vv
= — £h=—

£ ve 5= 1)

Burada, u radyal yer degistirme ve r radyal koordinat olmak iizere, V =u/7, ve

x = r/7, seklinde tamimlanan boyutsuz degiskenlerdir. Normalizasyon islemi, radyal
koordinatin 1.0’den kiiclik ya da esit olmasini saglamak i¢in dnemlidir. Cilinkii bu durum
yapilacak olan sayisal ¢oziimlemelerin hizli yakinsamasini saglar. Gerilme-sekil degistirme
iligkileri;

Oy

=Cpe, +Cpug, )
o =Cpe, +Cy g, ©)
burada rijitlik terimleri Cy; ve Cy; su seklide verilmistir:

__ E@-v) _ E
Cu = @A+v)A-2v)’ Crz = 1+ v)(ZI\.)— 2v)

Fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler igin; elastisite modiilii E, Poisson orani v ve buna
bagli olarak rijitlik terimleri boyutsuz radyal koordinat olan X’in fonksiyonudur.

Tek asikar olmayan hareket denklemi;
o, — Oy, oV

oo, B s
OX X P )

Burada ayrica kiitlesel yogunluk p da radyal koordinatin bir fonksiyonudur. Denklem (1-3)
Denklem (4)’de yerine yazilirsa, radyal yer degistirme igin idare eden denklem elde edilir.

azv{ 1 dcn+1jav ( 1 dC, 1 p 0%V

——4 _— - - =
ox? (Cy dx  x)ox | xCp dx ij Cy ot? ®)

v
Denklem (5)’in Laplace doniisiimii, sifir baglangi¢ kosullari (V lizo =6tto=0j altinda alinirsa ve

katsayilar;
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1 dC 1 1 dC12 1 2 p
P(x,s) = — 3= = Q(x,s):( o 2|2 P )
( ) C11 dx " ve XC11 dx w2 Cll olmak tzere

V" +P(X SV +Q(X, )V =0 (6)

seklinde elde edilir. Burada ( ) X’e gore tiirevi, V =V(X,S) ifadesi V’nin Laplace
doniisiimiinii ve S de Laplace doniisiim parametresini temsil eder.

I¢ yiizeye (r = 7;) uygulanan iiniform dinamik i¢ basing i¢in smir kosullar1 su sekle gelir:
o r\xzi =—p(s) ve G|, =0 )

burada p(s) zaman uzayimdaki basincin, p(t)'nin Laplace doniisiimiidiir.

Rijitlik terimleri Cy;, Ci» ve yogunluk p’nun, X’in fonksiyonlar1 olacagi gbz Oniinde
bulundurulursa, denklem (6)’'nin genel formda kapali ¢6ziimii miimkiin degildir. Laplace
uzayindaki ¢oziimler TFY ile elde edilecektir. Co6ziim adimlarmin detaylart [26]’da
verilmistir.

MALZEME MODELI

Genel olmasi bakimindan, drnek olarak, Mori-Tanaka [27] malzeme modeli kullanilacaktir.
Sunulan prosediir i¢erisinde herhangi baska bir model de kullanilabilir. Izotropik bilesenler; i¢
kisimda tamamen metal ve igeriden disartya dogru diizgiince derecelendirilerek, dis kisimda

tamamen seramiktir. Malzeme 6zellikleri; metal (Aliminyum, Al) igin alt indis m ve seramik
(Silisyum karbiir, SiC) i¢in alt indis ¢:
E,, =67 GPa, p,, = 2702-%, v, =033, E, = 307 GPa, p, = 3100-%, v, =0.17.

Metal ve seramik bilesenlerin hacim ve kayma modiilleri, K ve G sirasiyla asagidaki gibi
verilmektedir:

Ei"". EIT Eﬂ‘l E|l'
lf{ﬁ: *KE: ’Gﬂ,: J|§[:
CO(1-2vy) J1-2v) ° Altw) 2(14v,)
(8)
FDM’nin etkin K ve G formiilasyonlari sdyle verilmistir:
E-KEq, H. =Gy H.
Fo—F.  qafq_pg aEle=Emlt e~ e s be-lbm
£ om 1+(1 HE::IEHm+4Gm e~Cm 1+l HE::IGm+f‘_ 9)

burada seramige ait hacim oran1 H,, inhomojenlik parametresi 8 olmak iizere, H,(x)= x#
olarak tanimlanmustir ve burada f;;

G, (9K, + 8G,,)

1 6(K,, +2G,)

Seramigin ve metalin hacim orani, sirasiyla H, ve H,,, oldugu goz dniine alinirsa,

H +H,=1 (10)

964 XIX. Ulusal Mekanik Kongresi



Temel*, Yildirim? ve Tittnci®

iliskisi saglanmalidir. Boylece etkin hacimsel ve kayma modiilleri belirlenerek, FDM’nin
elastisite modiilii ve Poisson orani alisagelmis bigimde;

9K 3K —2G
E(x)= (x) = ——
3K+G 2(3K +G) (11)
Karisimlar kuralina gore yogunluk p(x) su seklide ifade edilebilir:
F"(xj =H,p, +H.p, (12)
SONUM ETKIiSi

Miitekabiliyet (karsiliklilik) ilkesi yardimiyla ifade edilen viskoelastik i¢ soniimleme Boley ve
Weiner [28]’deki gibi tanimlanir. Kelvin viskoelastik modelinin biinye denklemi;

d 8
5y = 26 (e;+922) (13)
burada G kayma modiilii ve g soniim katsayisidir. Deviatorik gerilme ve sekil degistirme
tensorleri Sjj ve ejj, sirastyla, gerilme ve sekil degistirme bilesenleri oy ve &; cinsinden d&;
Kronecker deltay1 ve toplami ifade eden tekrarlanan indisler ile asagidaki gibi yazilir:

1 1

5;= gi}'_ﬁi}'ggkk’ Eij = Ei}'_ﬁi}'ggkk

(14)

Karsiliklilik ilkesi su seklide tanimlanir: viskoelastik ¢oziimlerin Laplace doniisiimleri; elastik
sabitler, E ve G’nin Laplace doniisiimlerinin alinmasiyla elde edilen asagidaki ifadeler ile
Laplace uzayinda degistirilerek bulunur:

E,=E(1+gs), G,=G(1+gs) (15)

burada s Laplace doniisiim parametresidir.
SONUCLAR VE TARTISMALAR

Coziimlemelerde li¢ cesit dinamik i¢ basin¢ kullanilacaktir: a) Adim tipi yiik (Sek. 1.a), b)
Siniisoidal impulsif yiik (Sek. 1.b), ¢) Zamanla degisen keyfi ylik (Sek. 1.c). Malzeme modeli
bir onceki bdliimde tanimlanmistir. Tim durumlarda, i¢ yaricapin dis yaricapa orant
1/k = 0.6 olarak alinmustir.

10 p(t) p(t)

Sin(rt/0.002) 067

t (sm)

t(sm) 0.002  Y(sn) B B
a) Adim tipi yiik b) Siniisoidal impulsif yiik ¢) Zamanla degisen keyfi yiik
(11=0.0014 1;=0.0024 t:=0.004 t:=0.006 ts=0.008 ts=0.01)

Sekil 1. Uygulanan yiik fonksiyonlari

Sunulan yontemin etkinligi ve dogrulugu, ilk olarak basit tistel malzeme modeli

E(x)=Ex®,p(x)= p,xf,v=103 ve adm tipi i¢ basing ig¢in analitik sonuglarla
karsilastirilacaktir [29]. Kalinlik boyunca 5 nokta (4 bélme) i¢in alti basamak hassasiyet elde
edilmistir. Ayni malzeme modeli i¢in, dinamik analizlerde Newmark y6nteminin kullanildig:
ANSYS [30] sonuglariyla da bir kiyaslama yapilmistir. Inhomojenlik, kalinlik boyunca
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Zaman(sn.)
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0.002

1.0 i¢in 10 homojen tabaka alinarak benzetilmistir. Sunulan modelden, islem siiresinden
0.020

degistirme genligi, f 'min artis1 ile artarken; cevresel gerilme azalmaktadir. Viskoelastik
davranis i¢in soniim etkisi ise, § = 2.0 i¢in Sekil (4-5)’de gosterilmistir. Sintisodial impulsif

sonuclar ile, 16 kat daha hassas zaman artis1 kullanilan Newmark yonteminden elde edilen
sonuglar tamamen aynidir. Ayrica dikkat edilmelidir ki; ANSYS ile aynmi1 hassasiyete 1.5 ve
2.0 gibi diger B degerleri i¢in de ulasilmak istenildiginde, ¢6ztimleme verimliginde ilave

kisitlamalara neden olan tabaka sayisinda kayda deger bir artis gerekmektedir.
i¢ basing altindaki elastik ve viskoelastik davranig f = 2.0 i¢in Sekil 6’da ve zamanla degisen

icin elastik boyutsuz radyal yer degistirmeyi ve cevresel gerilmeyi goOstermektedir. Yer
keyfi yiik i¢in ise Sekil 7°de verilmistir.

oldukca tasarruf elde edilmesini saglayan kaba zaman artislar1 kullanilarak elde edilen
Takip eden tiim ¢oziimlemelerde kalinlik dorde bolinecektir. Sekil (2-3), adim tipi i¢ basing
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Sekil 3. Adim tipi yiik i¢in boyutsuz gevresel gerilmenin zamana gore degisimi
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0.020

0.015

0.010

vx10°®

0.005

0.000

Elastik{B=2, g=0}
Viskoelastik(f=2,g=0.00002})

— — — Viskoelastik({B=2, g=0.00001)

Sekil 4.

4.5
3.5

2.5

Tolp

1.5

0.5

-0.5

0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
Zaman(sn.)

0.012

Adim tipi yiik i¢in boyutsuz radyal yer degistirmenin zamana gore degisimi

_2) =

Elastik(p=2, g=0)
Viskoelastik(B=2, g=0.00002)

— — — Viskoelastik(p=2, g=0.00001}

0.002 0.004 0.006

Zaman(sn.)

0.008 0.01 0.012

Sekil 5. Adim tipi yiik i¢in boyutsuz ¢evresel gerilmenin zamana gore degisimi

0.012
Elastik(p=2, g=0}
0.010 A — — —Viskoelastik{3=2, g=0.00001)
0.008 ~ v emmmaaa Viskoelastik{B=2, g=0.00002)
0.006 A
2 0.004 -
o
i
% 0.002 -
AR
0.000 - VAVAY A G AT R i A
* VUVV VYV
-0.002
-0.004 ‘ T T T T
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Sekil 7. Keyfi yiik i¢in boyutsuz radyal yer degistirmenin zamana gore degisimi
Radyal koordinatin dis yarigcapa boliinmesiyle yapilan normalizasyonda, boyutsuz konumsal
degiskenin 1.0°’den kiiclik ya da esit tutmak onemlidir. Bu sekilde, hizli yakinsama ve
dolayistyla yiiksek hassasiyet, problemin ¢ozliim araligi boyunca yalnizca birka¢ bdlme
yapmakla elde edilebilir. Boyle bir normalizasyon yapilmaksizin, problemin gergek
boyutlarina bagli olarak, konumsal degisken 1.0’dan biiyiik olabilir. Tamamen temsili olarak,

r; = 1.0m ve 7, = 1.67 m boyutlarinda bir silindir incelenmistir. Her ne kadar bu durum
statik problemlerde etkili bir bicimde uygulanabilmekte ise de (referans [24] ve [25]e
bakiniz.), dinamik durumlarda artan bolme sayisina karsilik, ne uygun bir dinamik davranis ne
de sonuclarda bir yakinsama elde edilmistir.

Bu c¢alisgmada sunulan birlestirilmis yaklagimla, malzeme &zelliklerinin fonksiyonel
sirekliliginde uzlasmak zorunda kalinmaz ve ylikleme tiirleri sadece 06zel formlarla
kisitlanmaz. Keyfi bir fonksiyon formunda olan ve dinamik i¢ basinca maruz kalan herhangi
bir malzeme modelinin ¢oziimlenmesi, TFY ve Laplace doniisiim yontemleri uygulanarak
yiiksek dogrulukta ve etkin olarak yapilmustir.
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