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Abstract: In this paper, we are interested in the question of separating two charac-
ters of the absolute Galois group of a number field K, by the Frobenius of a prime
ideal p of O. We first recall an upper bound for the norm N(p) of the smallest
such prime p, depending on the conductors and on the degrees. Then we give two
applications: (i) find a prime number p for which P (mod p) has a certain type of
factorization in Fp[X], where P € Z[X] is a monic, irreducible polynomial of square-
free discriminant; (ii) on the estimation of the maximal number of tamely ramified
extensions of Galois group A, over a fixed number field K. To finish, we discuss
some statistics in the quadratic number fields case (real and imaginary) concerning
the separation of two irreducible unramified characters of the alterning group A,
for n =5,7,13.
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1. Introduction

Le théoréme de Chebotarev affirme que pour une extension galoisienne
de corps de nombres F'/ K, les automorphismes de Frobenius sont répartis
dans I’ensemble des classes de conjugaison du groupe de Galois suivant
une densité proportionnelle a leurs tailles. Par conséquent, en fixant une
classe qui permet la séparation de deux caracteres distincts du groupe de
Galois en question, le théoreme de Chebotarev apporte I'existence d’une
infinité d’idéaux premiers p pour lesquels les automorphismes de Frobe-
nius o, sont dans cette classe, et donc séparent ces caracteres. L’effecti-
vité permet de donner une borne supérieure sur la plus petite norme d’un
tel idéal. Si comme il est souvent coutume pour ces questions, nous nous
placons dans le cadre ou ’hypothese de Riemann généralisée (GRH) et la
conjecture d’Artin aux fonctions L considérées sont satisfaites, la borne
donnée par le théoreme de Chebotarev est alors, & une constante absolue
pres, en In?|dg|, oit dp est le discriminant du corps F. En particulier,
quand P’extension F//K est non ramifiée, la borne est en |G|? In? |dg|, ot
|G| est ordre du groupe de Galois de l'extension F'/K.

La littérature pour ces questions est abondante; citons Lagarias et
Odlyzko [LO], Lagarias, Montgomery et Odlyzko [LMO)], Serre [Ser2],
Murty, Murty et Saradha [MMS], Oesterlé [Oes] ou plus récem-
ment Iwaniec et Kowalski [IK], Bellaiche [Bel], Winckler [Win]|, Za-
man [Zam)], etc.

Ici nous proposons de commencer par montrer le résultat suivant qui
est treés certainement bien connu par les spécialistes, mais par souci de
précision, nous en (re)donnons une preuve :

Théoréme 1.1. Soit K un corps de nombres de groupe de Galois ab-
solu G et soient x et x' deuz caractéres de G, de produit scalaire {x,x’)
nul. Supposons GRH et la conjecture d’Artin vraies aux fonctions L
associées aux caractéres de G . Il existe un idéal premier p de K de
norme N(p) plus petite que

1
6 x)?

[eox MY (WK Q] + e (ma(x @ 1) +na(x @) + s v)]

tel que x(op) # X'(0p), ot ici oy désigne l'automorphisme de Frobenius
associé a lidéal premier p et ou les réels ¢; sont des constantes absolues.
(Pour un caractére 8 de G, la quantité q(6) désigne son conducteur
arithmétique (cf. section 2 pour une définition précise).)
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Remarque 1.2. Quand y ou x’ sont ramifiés en I'idéal premier p, nous en-
tendons par Frobenius en p, la “moyenne” du Frobenius dans I’extension
associée (voir la sous-section 2.1).

Si l’on souhaite éviter un ensemble fini 7' de premiers de K (typique-
ment pour T I’ensemble des premiers ramifiés), la borne du théoréme 1.1
devient

1

(G x)?
ouInT =3 7 InN(p), ici N(p) est la norme absolue de p.

[clx(l)x’(l) [K: Ql+c2 (In g(x®X")+In g(x®X)) +c3(x, x)+2In T 2,

Le résultat présenté ici semble préciser un récent travail de Rouse et
Thorne dans lequel les auteurs donnent une borne pour la séparation
des ensembles des valeurs propres de deux représentations irréductibles
(proposition 4.1 de [RT]). Mais une lecture attentive de la preuve de leur
résultat montre qu’en fait la borne donnée par Rouse et Thorne permet
de séparer les caracteres irréductibles en jeu (a partir de I'inégalité (4.6)).
A noter qu’il est tres facile de produire des exemples de représentations
d’un groupe qui, évaluées en la méme classe, ont des ensembles de va-
leurs propres distincts mais une trace identique (penser au groupe cy-
clique d’ordre 4 ou au groupe diédral d’ordre 12 pour des représentations
irréductibles).

Ici nous présentons une preuve légerement différente (dans lesprit
de [LOJ) en nous effor¢ant d’éviter les majorations trop brutales, ce qui
nous permet de donner quelques situations qui nous semblent intéressan-
tes (voir le paragraphe 3.3.3).

Cela dit, si x(1) = x'(1) = r, et si ¢(x),q¢(x") < gaveclng > r[K : Q),
une majoration des quantités en jeu aboutit au résultat suivant (sous
GRH et sous la conjecture d’Artin) :

Corollaire 1.3 (Rouse-Thorne). Sous les conditions précédentes, les
paramétres locauz, {a; ,(p)}i, en p de L(s,x) (voir la section suivante
pour la définition) sont différents de ceuz de L(s,x') pour un idéal pre-
mier p de norme plus petite que cor?In® q.

Démonstration: En effet, en utilisant les propriétés des conducteurs, on
obtient :

(1) ax®Y) = alx®x) < (a0al)) <
et le résultat découle de théoreme 1.1. O

Remarque 1.4. En s’appuyant sur le livre d’Iwaniec et Kowalski [IK],
Euvrard dans [Euv] rend explicite la constante précédente ¢y pour des
familles de fonctions L en toute généralité.
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Corollaire 1.5. Dans le cas particulier ou les caractéres x et X' sont
non ramifiés et de degré r, il existe un idéal premier p de K de norme
inférieure a car® In® [d| tel que x(0p) # X' (0p), 0t ¢4 est une constante
absolue et ou di est le discriminant du corps K.

Démonstration: Puisque les caractéres y ®% et x ® x’ sont non ramifiés,
on a (cf. section 2) :

_— 2
qx@X) =qx®@x) = |dr|" .
La borne du théoreme 1.1 devient donc

1

W(Clr2[K : Q] + 2027‘2 In |dK‘ + 63<X,X>)2

2
< (clr2[K Q] + 2cor?In|dg| + 03) .

Pour obtenir la borne annoncée, il suffit de se rappeler que [K : Q] <
In|dg| (des que K # Q). O

Sinous regardons tout spécialement la restriction au groupe alterné A,
des caracteres irréductibles auto-conjugués du groupe symétrique S,,, on
obtient le corollaire suivant (sous GRH et sous la conjecture d’Artin) :

Corollaire 1.6. Soit P € Z[X] un polynéme de degré n, unitaire et Q-
wrréductible. Supposons son discriminant dp €gal au discriminant d’un
corps quadratique.

(i) Sin=2m+1 est impair, il existe un nombre premier p plus petit
que ¢4 b(n)*1n®|dp| tel que P soit irréductible dans F,[X] et ot

by — L(2m 3
(ii) Sin =0 (mod4), posons m =1+ n/4. Alors il existe un nombre
premier p plus petit que ¢y b(n)*1n® |dp| tel que P (modp) se fac-
torise sous la forme Qapm—_1Q2am—3, ot les polynomes Q; sont des
polynémes irréductibles de F,[X| de degré i et ou

wleo

n! 2

4TL
") = I - DB - DE T

™

NI
(S5

(iii) Supposons que l’entier n est un carré et écrivons n = m?2. Alors il
existe un nombre premier p plus petit que cq b(n)* In? |dp| tel que
P (modp) se factorise sous la forme Q1Qz - Qam—1, 0ot les Q;
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sont des polyndmes irréductibles de F,[X] de degré i et on

n! e i+

b(n) = oTT™ (2m—r)! Sm—oo "ot me1
Hr:l (m—r)! 2 2 T2

Ici, la constante cq4 est absolue.

Démonstration: Notons par F' le corps de décomposition de P; soit
K = Q(y/dp). L’extension F//K est une extension non ramifiée de groupe
de Galois isomorphe & A, (cf. théoréme 3.5). Soit la classe de conju-
gaison C des éléments de S, dont la décomposition s’écrit comme un
n-cycle (ou bien, pour (ii) : comme le produit & supports disjoints d’un
(2m — 1)-cycle et d'un (2m — 3)-cycle ou bien, pour (iii) : comme le
produit [1][3]--[2m — 1], ou [i] désigne un i-cycle, tous & supports dis-
joints). Dans A,,, cette classe C se décompose en deux classes de conjugai-
sons C; et Cy. A cette classe C on peut associer un caractére irréductible ¢
de S,, dont la restriction a A,, est la somme de deux caractéres conjugués
irréductibles x1 et xa. Les caractéres x; et x2 sont de méme degré b(n).
Cette correspondance a la particularité suivante : une classe C’ de A,
sépare les deux caractéres conjugués xi et xo de A, si et seulement si,
C' =C; pour i = 1 ou i = 2. (Voir la sous-section 3.1.) Ainsi un idéal
premier plp de Ok sépare x1 et x2 si et seulement si o, est dans I'une
des classes C;, i.e. si et seulement si le Frobenius de p est dans C (ici,
le nombre premier p est non ramifié dans F/Q, cf. paragraphes 3.2.1
et 3.2.3), ce qui équivaut au fait que P (modp) a la factorisation an-
noncée. On conclut ensuite avec le corollaire 1.5. O

Pour étre complet, discutons brievement de la “qualité” des bornes
obtenues. Tout d’abord, une application “classique” du théoreme de
Chebotarev donne une borne en O((n!)? In? |dp|). Ensuite, pour un po-
lynome P de degré impair n, notre méthode donne une borne en
O(% In? |dp|) garantissant ’existence d’un nombre premier p avec P
(mod p) irréductible sur Fp[X] (point (i) du corollaire 1.6). Dans un
récent travail, Bellaiche ([Bel, théoréme 17]) donne une borne en
O(4"(In|dp| 4+ nlnn)?) pour tout P polynome irréductible & coeffi-
cients dans Z. Dans le paragraphe 3.2.4, nous nous efforcons de com-
parer les deux approches. Avec un minutieux travail, il est probable
que la méthode de Bellaiche apporte une tres bonne borne pour la si-
tuation (ii) du corollaire 1.6 (en O(2™)7?); par contre, le point (iii) est
nettement plus compliqué. .. c’est le cas extréme; ici la borne que 'on
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obtient est légérement meilleure que (m?!)? :
2
b(n) e3m < 1
()2 T amaomigimiinil mil T pn’

ou encore

1\2
b(n) = O (“712 ) .

Comme noté dans [RT], une borne pour la séparation de caracteéres
associée au théoreme des nombres premiers permet de majorer, pour un
corps de nombres K, le nombre de caracteres de degré r et de conducteur
d’Artin borné par ga,tin- Ici, nous montrons qu’'une analyse classique
sur les conducteurs permet de baisser parfois cette borne : cela repose
sur le fait que dans certains cas la taille du conducteur d’un produit
tensoriel peut considérablement diminuer comparativement au produit
des conducteurs ; cela s’explique par un télescopage favorable des valeurs
propres des représentations en jeu.

Enongons un résultat. Soit un idéal premier p impair de K. Pour
n > 7, notons par N(A,,p,k) le nombre d’extensions du corps K de
groupe de Galois isomorphe & A,,, non ramifiées en dehors de p et dont
le groupe d’inertie en p est le produit de k transpositions a supports
disjoints (on choisit 'entier k pair). On obtient :

Corollaire 1.7. Sous les conditions précédentes, on a
2
N (An,p, k) < [K : Q] ((n —1)2In|dg| + 2k(n — 1 — k) lnN(p)) .

Le caractere irréductible sous-jacent est de degré n — 1 et de conduc-
teur d’Artin N(p)*. Le gain ici se fait sur le terme devant InN(p). En
particulier, si n est pair, pour k = n — 2, on passe de 2(n — 1)(n — 2)
a 2(n — 2). A noter ici que l'extension F/K correspondante de groupe
de Galois A, est de discriminant relatif dp g = p%! et de discriminant

absolu (N(p)dK)%.

Cet article est également consacré a des calculs dans le cadre du corol-
laire 1.5; nous cherchons a voir I’évolution de la borne par rapport a la
quantité In |dx|. Nous nous sommes alors concentrés sur des caractéres
non ramifiés irréductibles des groupes alternés As, A7 et A13 au-dessus
d’un corps quadratique imaginaire ou réel K. Pour ce faire, nous par-
tons d’une famille de polynémes P, de degré premier n (on prend n = 5,
n =7 et n = 13) paramétrés par un entier a dont on est assuré que le
groupe de Galois est le groupe symétrique .S,,. Par un bon choix de a,
il en ressort une extension non ramifiée de K := Q(v/d,) de groupe de
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Galois A,,, ou d, est le discriminant de P, (pour nos familles on aura
également d, = dg). En faisant varier a, on obtient alors une famille
d’extensions non ramifiées de corps quadratiques K de groupes de Ga-
lois A,,. Nous comparons la norme du plus petit idéal premier séparant
les caracteres irréductibles de degré 3 pour As (resp. de degré 10 et 14
pour A7) avec la borne en In? [dg|. Pour A;3, nous nous focalisons sur
les caracteres irréductibles conjugués venant d’un caractere irréductible
de 513.

Egalement, & la lumiére des récents travaux de Pollack [Pol], nous
avons fait des simulations de la moyenne

Jim pi((Pa)as Xa» X X),
—00

ou
Zd <X n(Xas Xo)
U((Pa)aXmX:zvX) = = 1 . )
Zdagx

et ot n(xa, X,) est la norme du plus petit idéal premier p dont le Fro-
benius o, sépare deux caracteres x, et x;, irréductibles, non ramifiés et
de méme degré r (ne dépendant pas de a; typiquement des caracteres
conjugués) du corps Q(v/d,) (associés aux polynémes P,). Nos calculs
semblent montrer que cette moyenne converge rapidement. Une question
naturelle se pose alors au sujet du lien entre cette valeur de convergence
et les caracteres choisis.

Donnons en quelques lignes le plan de ce travail. La partie 2 est
consacrée a la preuve du théoreme 1.1 : celle-ci est classique, elle s’ins-
pire de [LO], de [Bel] et de [IK]. Dans la section 3, nous donnons des
applications du théoreme 1.1 illustrées par les corollaires 1.6 et 1.7. La
section 4 est dédiée aux expérimentations numériques; elle se termine
par une observation sur les solutions d’une équation diophantienne en
relation avec des travaux de Rémond [Rém)] et de Bugeaud [Bug].

Les calculs de la derniere section ont été réalisés avec GP-Pari [PARI];
pour les caracteres les calculs ont été réalisés avec Magma [BCP).

Convention. Les réels ¢; qui apparaitront tout au long de ce travail
sont des constantes absolues.

Remerciements. La finalisation de ce travail a eu lieu pendant le séjour
a automne 2015 de C. Maire a 'UMI 3457 du CNRS - Centre de Re-
cherches Mathématiques de Montréal. Le second auteur remercie le CRM
pour les trés bonnes conditions de recherche mises a sa disposition.

Les auteurs remercient Georges Gras, Christophe Delaunay et le rap-
porteur pour leurs commentaires et pertinentes remarques.
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2. Preuve du théoréme 1.1

2.1. Rappels. Pour ce paragraphe, nous renvoyons par exemple vers
[Mar] ou vers [IK].

Soit (p, V') une représentation continue (complexe) de G de degré r
et de caractere y. Par un argument topologique, on rappelle que le noyau
ker(p) est un sous-groupe ouvert de Gk et donc que 'image Im(p) de p

—k
est finie. Soit le corps de nombres F = K () ; posons G = Gal(F/K).
La représentation p se factorise a travers G.

Pour p un idéal premier de K, notons par D, C Gal(F/K) le groupe
de décomposition d’un idéal premier B|p de F', par I, son groupe d’iner-
tie, posons

Vi ={veV:Vsel, p(s)(v) =v}

le sous-espace vectoriel de V' stable par I,. Notons (p, VIr) la repré-
sentation de p|p, : la représentation p se factorise a travers le quo-
tient Dy /I,. Soit o, € D, un relevement de I’automorphisme de Frobe-
nius, générateur privilégié du quotient D, /I,. Le déterminant det(Id —
N(p)~*p(0y); VI*) ne dépend pas du choix de I'idéal premier P au-dessus
de p (ni du choix du relevement).

La fonction L d’Artin associée & x est alors définie par :

1
Ho = 1 ey

Re(s) > 1,

ot N(p) := |Ok /p| désigne la norme absolue d’un idéal premier p.

Notons par «; ,(p), 1 < ¢ < r, les valeurs propres de p(o}) avec la con-
vention a; ,(p)=0si dim VI» =7, < i < r. Les complexes {a; ,(p) h1<i<r
sont les paramétres locaux en p de L(s, x).

Si p est non ramifié dans F/K et k € Z, la quantité X(U{j) est bien
définie et est égale & a1 ,(p)* + -+ + ., (p)*. Si p est ramifié dans F/K
de groupe d’inertie I, on pose

1 *
X)) = s S ) D, p)f a0
s€Dy

sEo‘ﬁ(mode)
— k k
=a,p(p)" + - +an,(p)"

Remarque 2.1. L’égalité (%) résulte de la généralisation du concept de
représentation induite : voir [Serl, chapitre VII, exercice 7.1].
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Pour toute puissance ¢ d’un nombre premier, notons :
S ={p C Ok, N(p) = t}.

Définissons alors la fonction A, de von Mangoldt par :

M= X (X wiah) )

t,k|n=tk “pED,

La fonction A, apparait dans la dérivée logarithmique de la fonction L
de la fagon suivante (voir par exemple [IK, p. 102]) :

Proposition 2.2. Avec les notations précédentes, on a pour Re(s) > 1 :

)= A(n)n~

n>1

Le conducteur d’Artin associé au caractere x est un idéal f(x) de lan-
neau des entiers Ok de K : f(x) = HMOO pr () ou le produit porte sur
les idéaux premiers p de K et out f,(x) est un entier naturel dépendant
des groupes de ramification dans F//K d’un idéal premier P de F' au-
dessus de l'idéal p. En particulier f,(x) = 0 si et seulement si, x| I,
est trivial. Soyons plus précis. Si M /K désigne une extension galoisienne

contenant ’extension F'/K, et si 'on note G; ,, les groupes de ramification

a numérotation inférieure de p, on a fy(x) = > ;5 ||G 2l codim VGir,

ici Go,p = I. Cette quantité ne dépend pas de l’extensmn M/K. (Pour
plus de détails voir par exemple [Neu, chapitre VII §11].)
Le conducteur analytique est quant a lui défini par :

(s, x) = ¢(X)9 (5, X);

o q(x) est le conducteur arithmétique :
a(x) = ldx|" - Ngo(f (X))

et oll qoo(s, x) = HT[KQ (Is + &4 + 3) avec k; € {0,1} (pour plus de
détails, voir [Neu, chapltre VII §12})
Donnons également la forme du facteur gamma d’une fonction L d’Ar-

tin :
a[K:Q) X
K 1 BlK:Q]
’YX(S):TFis [I;Q]F(S; > F(;) )

ona+p=r.

A ce stade, nous rappelons les conjectures utilisées dans ce travail.
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Conjecture 2.3 (Hypothese de Riemann Généralisée (GRH)). Soit une
fonction L d’Artin. Alors tous les zéros non-triviaur de L sont sur la
droite Re(s) = 3.

Conjecture 2.4 (Conjecture d’Artin). Toute fonction L d’Artin L(s, x)
se prolonge en une fonction holomorphe sur C sauf éventuellement en
s =1 ou iy aun pole d’ordre égal au nombre de fois ou intervient le
caractére trivial dans la décomposition de x.

2.2. La preuve.

2.2.1. Le cas général. Nous nous inspirons de 'article de Lagarias et
Odlyzko [LO], de Bellaiche [Bel] et du livre d’Iwaniec et Kowalski [IK].

Pour z € Ry et un caractere x de Gk, posons :

ZZ )(z —t)Int,

t<x peEX,
z) =Y Ay(n)(@—n).
n<x
Comme dans [Bel], nous allons comparer ces deux fonctions.

Soit la fonction x — p(x) qui donne le nombre de fois ou la représen-
tation triviale intervient dans la décomposition de p|r en représentations

irréductibles (ici, F = K ker(p))

Proposition 2.5. Soit x un caractére de Gg . Alors, en supposant vraie
GRH et la conjecture d’Artin pour L(s,x), on a pour z >3 :

0(x, ) — %u(x)sc2 <at (Csx(l)[K Q)+ ceIng(x) + cw(x)),

ot q(x) est le conducteur arithmétique du caractére x.

Démonstration: Commencons par estimer la différence entre 0 et 1) :

10(x, z) — Z Z x—tk)lnt

t,k>2peX,
tkgac

DY S Y

k22 tLpl/k peES:

M > [K:Qup,

k22 p<at/k

ici la derniére somme porte sur les nombres premiers p plus petit que z/%.
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En découpant l'intervalle de sommation, on obtient :

0062) = (. 2)] < ax(DIK : Q)(A@) +--+ Am) ).

Z In p,

p<al/t

ou

et ot m = [lnz/In2].
11 est ensuite bien connu (voir par exemple [Ten]) que

Zlnp < cgr

psT

et ainsi A(i) < cgzi. On obtient alors :
60x, %) = ¥(x,2)| < wesx (DK Q) (w + ¥ )
< 222 esx(1)[K : Q.

Pour conclure il nous suffit de rappeler le lemme suivant (voir par
exemple [Bel, lemme 6]) :

Lemme 2.6. Soit x un caractére de G . En supposant que L(s,x) satis-
fait Uhypothese de Riemann et la conjecture d’Artin, la fonction (x, x)
vérifie pour tout x > 3 :

Y(x, ) — %u(x)w2 <t (09x(1)[K 1 Q]+ ciolng(x) + cw(x))

Démonstration: L’ utilisatlon de la transformée de Mellin dans ’égalité
de la proposition 2.2, (s X) = D51 Ax(n)n™°, permet d’obtenir,
pourx e R,z > 3:

1 24ioco L/ 1'S+1
Bl P W
vien) = 5= [~

La preuve suit celle due a Lagarias et Odlyzko dans [LO]. On com-
mence par appliquer le théoreme de Cauchy en déplagant la droite d’in-
tégration vers la gauche (a I'infini). A la limite, sur les “trois” bords in-
troduits, seule l'intégrale sur 1a droite initiale est non nulle. Ainsi ¢ (x, )

est la somme des résidus de — (s X)F s(s+1) sur le demi-plan Re(s) < 2.
C’est le produit de Hadamard de la fonction L(s,x) qui va nous per-
mettre de faire le calcul. En dérivant le logarithme de ce produit, on
obtient (sous la conjecture d’Artin) :

/

-0 = a0+ X ) -p+ 0 L 50 (L 1Y

Yx s sl L \s—p p




486 C. EUVRARD, C. MAIRE

ol p varie parmi les zéros non-triviaux de L(s, x) différents de 0 et 1 et
o b(x) est une constante. Il reste alors a déterminer les résidus en jeu.
D’abord, il y a I’éventuel pole en s = 1 de la fonctior; Lf(s, x) d’ordre

x

dont le résidu vaut —1 et qui donne donc ici —u(x)% .

Ensuite, & chaque zéro p non trivial de L(s,x), la fonction %(s, X)
a un p61e d’ordre 1, de résidu 1, cela donne donc une contribution en
Zp p(p+1 . Or d’apres la proposition 5.7, p. 102 de [IK], le nombre de tels
zéros p de partie imaginaire bornée entre des réels T et T+ 1 est inférieur
(& une constante pres) & Inq(iT, x) < Ing(x) + x(1)[K : Q]In(4 + T).

Ainsi, on a (se rappeler que Re(p) = 1) :

< c1212 Zlnq X) +x(D[K :QIn(4+T)

T2
T=1

are

< eza? (Ing(y) + x(1)[K : Q)).

La fonction %(s, X) possede également des poles d’ordre 1 aux zéros
triviaux (de la fonction 7,) : ceux situés en s = —2m — 1 pour m € N
donnent un résidu égal & a[K : Q] et ceux situés en s = —2m pour m € N
donnent un résidu égal & B[K : Q] (avec a+ 8 =r = x(1)). On obtient
donc pour les résidus des zéros triviaux la majoration :

+o0 _ too
T 2m 1-2m

MK:Q]; omem 1 AU o e
<ceux(D[K : Qzlnz.

Les résidus restants sont ceux en s = 0 et s = —1. La fin est alors

classique, on écrit les développements en s = 0 et s = —1 de m et

/
de Lf(s, X) pour obtenir que la somme des résidus cherchés est bornée

par
Ci5T lnx(x(l)[K Q] +Ing(x) + u(x))-

Finalement,

$62) — a0

<zt <09x(1)[K 1 Q]+ ci0lng(x) + CllN(X))’

avec cg = €13 + €14 + C15, C10 = €13 + 15 €t ¢c11 = C15. O
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Terminons alors la preuve de la proposition 2.5.

2 2

$(62) — 500

0z, x) — %u(x)w

3

< 2cgz2 x(1)[K : Q]

wjw

+z (09x(1)[K : Q]+ crolng(x) + Cll#(X))

3
<a? (esx(DIK @+ cslng() + ernlx)),
ou 651208+Cg, ceg = C19 €t ¢y = c11. O

Démonstration du théoréme 1.1: La preuve repose donc sur le fait bien
connu suivant : pour deux caracteres distincts y et x’ de produit scalaire
nul, on a u(x ® X’) = 0 et u(x ® X) = u > 1. On applique alors la
proposition 2.5 aux caracteres Y ®x’ et x ®X pour obtenir, pour tout x >
3:

0(z,x®X)| <=

3
2

esx (DX (DK : Q)+ s Ing(x & X))

6 x @ %]~ e < o [esx (X (DK Q] + e ma(x @) + o

Il reste & montrer 'existence d’un réel z tel que 0(z, x®x’) # 0(z, x®
X); on aura alors bien 'existence d’un idéal premier p de K de norme
plus petite que z et vérifiant (x ® x’)(op) # (x ® X)(0p), c’est-a-dire
X'(op) # x(0p).

Notons

Zy = esx(DX' (DK : Q] + s Ing(x @ x')
et
Zy = esx(L)X' (1)[K : Q] + cgIng(x ® X) + crp.

Choisissons z assez grand tel que p’zg > 4(Z1 + Z»)? (ainsi 3p\/zo >
Z1+ Z5 donc %,u\/T— Z1 > Zs). Raisonnons par 'absurde et supposons
que A = (2o, x ® X') = O(x0,x ® X). Ainsi, on a : |A| < x§Zl et
|/§—%,ux(2)| < z§Z2 donc %uo:%—A > %,u:c%—xéZl = mé(%uﬁ—Zl) >
x¢ Z3, d’ou la contradiction. Ainsi, 0(zg, x ® x’) # 0(z0, x ®X)- O

2.2.2. En évitant un ensemble T donné. Fixons T un ensemble
fini d’idéaux premiers de K. Il est possible de donner une variante du
théoreme 1.1 en imposant que 'idéal premier p trouvé ne se trouve pas
dans ’ensemble T'.
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Pour cela, sur le modele de 6, introduisons

ZZ )z —t)Int.

t<x ped;
pgT

Posons InT':= >, .7 InN(p). On a alors

ZZ )z —t)Int

t<x ped:
peT

0(x.z) — 0(x, =

<zx(1)InT.

Il vient ainsi pour tout = > 3 :

0, x @ 3)| < 2# esx (DX (DK : Qes na(x & X + (X' (1) T,

dax ©%) ~ Spa?| < ot [esx (N (D[ - @

+esng(x @) + e+ x(DX' (D) InT|.
Le corollaire suivant s’en déduit (voir remarque 1.2).

Corollaire 2.7. Soit T un ensemble fini d’idéaux premiers de K. Alors,
sous les conditions du théoreme 1.1, il existe un idéal premier p de K,
p ¢ T, de norme N(p) plus petite que

1 _ 2

02 cix (D)X (1)K : Q42 (In g(x®X)+In g(x@X)) +e3(x, X)+2In T

tel que x(op) # X' (0p).

3. Deux applications

3.1. Rappels sur les caractéres de A,,. Pour cette partie, nous nous
référons a [FH, lecture 5].

Partons du groupe symétrique S,,. Les (classes des) représentations
irréductibles p de S, sont en correspondance bijective avec les parti-
tions A de n (et donc avec les tableaux de Young). Soit ¢ la restriction
de p a A,,. La représentation obtenue est : soit irréductible ; soit la somme
de deux représentations irréductibles de méme degré.
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Le premier cas a lieu i.e., p|4, est irréductible, si et seulement si I'une
des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

(i) le tableau de Young associé & p n’est pas auto-conjugué (i.e. sy-
métrique) ;

(ii) p 2 p ® po, oU po est la représentation non triviale du quo-
tient S, /A,.

Quand la restriction ¢ de p a A, se décompose en somme de deux
représentations irréductibles conjuguées ¢; et o, les représentations
de A, obtenues sont conjuguées, i.e., o := 1 0 fy, ou t est une trans-
position quelconque et ou f; est la conjugaison par t.

Rappelons que toute représentation irréductible de A,, s’obtient de
cette facon i.e., comme composante de la restriction & A, d’une repré-
sentation irréductible de S,,.

D’un autre coté, une classe de conjugaison C de S, se décompose
en deux classes de conjugaison de A,, si et seulement si C est la classe
de conjugaison d’un élément dont la décomposition en cycle ne fait ap-
paraitre que des cycles de longueurs impaires et toutes différentes.

Partons alors d’'un diagramme T de Young symétrique associée a la
partition A. Ce tableau donne une représentation irréductible pr de Sy,
de caractére @1 dont la restriction a A, se décompose en somme de
deux caracteres irréductibles xT et xp de A,. SiA = A > - > X
est la partition associée a pr, notons par I';, ¢ = 1,...,k, les crochets
symétriques du diagramme de Young T puis posons ¢; = |T';| le cardinal
de T';. On peut noter que ¢; = 2(\; — i) + 1 et que k est le plus grand
entier vérifiant A, —k > 0. A ce tableau symétrique T, on associe la classe
de conjugaison Ct dont la décomposition des éléments s’écrit comme le
produit de g;-cycles, i = 1,...,k (& supports disjoints) avec ). ¢q; = n.
Comme les éléments ¢; sont impairs et distincts (il est immédiat que
qi > ¢i—1), la classe de conjugaison Ct se scinde en deux classes de
conjugaison C(Tl) et CS?) de A,.

Réciproquement. Partons d’une classe de conjugaison C de S,, qui se
scinde en deux classes de conjugaison de A,. Alors C = [g1]- - [gx], o1t
[gi] désigne un g;-cycle (les supports sont disjoints), avec les ¢; impairs
(pouvant éventuellement prendre la valeur 1), ¢; > ¢i—1 et Y. ¢ = n.
Le diagramme de Young de la représentation p s’obtient simplement en
imbriquant les crochets symétriques de taille g1, ..., qx.

Résumons dans la proposition suivante la particularité du lien entre pr
et CT-



490 C. EUVRARD, C. MAIRE

Proposition 3.1. (i) Pour tout caractére irréductible 0 de A,, diffé-
rent de xt et x'r, on a Q(Cé})) = G(CQ(?)).

(i) Pour toute classe de conjugaison C' de A, différente de C(Ti), i=1,2,
on a x1(C")=x%(C"). De plus, XT(Cé})) zx’T(C(TQ)) et XT(Cé})) =
Xr(Cr))-

Ainsi, les seules classes de conjugaison séparant les caractéres xT
et X’ sont les classes C(Ti).

Passons a des rappels sur les valeurs des caracteres irréductibles de A,,.

Définition 3.2. Si x un caractere irréductible de A4,,, on note par a(x) =
{x(s), s € Ap}|. C’est le nombre de valeurs prises par le caractere x.

Rappelons que les caracteres de S, sont a valeurs entieres. Si p est
une représentation irréductible de S;, non auto-conjuguée, la restriction ¢
de p au groupe alterné A,, est irréductible. Notons par y son caractere et
par r son degré. Alors, comme pour tout s € A, |x(s)| < r (se rappeler
que x est de degré r et que les valeurs propres de la représentation
associée sont des racines de I'unité) et que les valeurs de y sont entiéres,
onaa(x) <2r+1.

Si maintenant p est auto-conjuguée, alors la restriction ¢ de p & A,, se
décompose en somme de deux représentations irréductibles conjuguées ¢
et 9. On rappelle que ¢s := @1 o f;, ou t est une transposition quel-
conque et ou f; est la conjugaison par t. Ainsi, si ¢ est une classe de
conjugaison non décomposée d'un élément s de A, i.e., fi(c) = ¢, on
obtient ¢;(c) = 3p(c) et par conséquent les caractéres 2 - x; des re-
présentations ¢; & ¢; prennent, sur ces classes, leurs valeurs dans 'en-
semble a(x), x étant le caractere de p. Il en est de méme pour les classes
de conjugaison ¢ décomposées non associées a p. Pour les deux dernieres
classes i.e., les classes décomposées associées a p, ces valeurs sortent de
I’ensemble a(x). En conclusion on a a(y;) < 2r + 3.

Exemple 3.3. Soit la représentation irréductible p associée a la par-
tition A = (n — 1,1). La représentation p est de degré n — 1 et sa res-
triction a A, est encore irréductible. Notons par y, le caractere de p.
Pour 1 < k < n — 2, si C, est la classe de conjugaison des cycles
de longueurs (n — k), la régle de Murnaghan—Nakayama indique que
X2(Cr) = k — 1, ce qui donne une minoration en O(n) pour a(y).

Si on s’intéresse a la classe de conjugaison C des produits de 2 trans-
positions (& supports disjoints), on obtient xx(C) = n — 5 pour n > 4.
Plus généralement on obtient que si Cj, est le produit de k transpositions
& supports disjoints (pour k < 251) alors x(C},) =n — 2k — 1.



CARACTERES ET FROBENIUS 491

Exemple 3.4. Prenons n pair et soit C la classe de conjugaison des
cycles de longueur (n — 1). Soit T un caractére irréductible de tableau
de Young T. La regle de Murnaghan—-Nakayma indique ici que

1 siT=(1,...,1) ouT = (n),
xT(C) = (—1)””“’1 siT=(k,2,1...,1),
0 sinon.

3.2. Polynéme a coefficients entiers modulo un nombre pre-
mier. Soit P € Z[X] un polynéme unitaire et irréductible de cléture
galoisienne F'. Supposons que Gal(F/Q) ~ S, ; soit K/Q I'unique sous-
extension quadratique de F//Q. On rappelle que K = Q(v/dp), ot dp
est le discriminant de P.

Soit p un nombre premier non ramifié dans F'/K ; notons par P un
idéal premier de F' au-dessus de p et posons p = Ok N*P. Nous allons

rappeler comment obtenir la classe de conjugaison du Frobenius o, de p
dans Gal(F/K) ~ A,.

3.2.1. Cycles et Frobenius. Soit Fip le complété de F' par rapport
a 'B. L’extension galoisienne Fiz /K, est une extension locale de groupe
de Galois isomorphe a un sous-groupe de A,,.

Soit P = P - - - P, la factorisation de P en polynomes irréductibles P;
distincts dans Q, de degré d; = e;f;. Soient (a;)j les racines de P;
dans @,. On rappelle que Fip = Qi = 1,...,9,5i = 1,...,d;)
et que pOp = p§? ~-pg’, ot M est un corps de rupture de P et ou
les p; sont des idéaux premiers de Op; deux a deux distincts de degré

résiduel f;.

Précisons donc la décomposition de o, en produit de cycles, le tout
en relation avec la sous-section 3.1.

Premier cas : le nombre premier p est non ramifié dans K/Q.

Commencons par noter que le corps Fip contient Qp(\/g).

Partons d’une racine af de P; : Pextension Q,(a!)/Q, étant cyclique,
son groupe de Galois est engendré par un cycle de longueur f; = deg(P;).
Maintenant, connaitre le groupe de Galois de Fi/Q), c’est connaitre son
action sur les différentes racines de P. Comme l'action de Gal(Fip/Qp)
sur o s’exprime comme un f;-cycle et que les différents cycles provenant
des racines de P sont & supports disjoints, le groupe de Galois de Fii/Q),,
qui est cyclique ici, est engendré par un produit de f;-cycles a sup-
ports disjoints que nous notons ¢. La conclusion dépend alors de ’exten-
sion Q,(v/dp)/Q, (ou de fagon équivalente, de savoir si o € S,, — A4,, ou
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sio € A,) : si l'extension n’est pas triviale, le groupe Gal(Fy/Q,(v/dp))
est engendré par ¢ ; sinon, le groupe de Galois de Fy/Q,(1/dp) est le
méme que celui de Fip/Qy, il est donc engendré par o.

Ainsi, si le nombre premier p est inerte dans K/Q, on a o, = a%,
avec o € S, — Ay, et par conséquent o, ne donne pas deux classes de
conjugaison sous l'action de A, (voir la sous-section 3.1).

Second cas : le nombre premier p est ramifié dans K/Q.

Dans la factorisation, P = P; - - - P, € Q,[X], supposons que pour i =
1,...,s, les polynémes P; sont non ramifiés et que pouri=s+1,...,g,
les polynomes P; sont ramifiés avec e; = 2. Par hypothese : s < g.

Pour 1 < i < s, le groupe de Galois de P; est simplement un cycle de
longueur f;.

Pour s+ 1 < i < g :si Qy(vdp) € Qu(ald), le polynome P; reste
irréductible sur Q,(v/dp) et donc le groupe de Galois de Q,(ad,/dp)/
Q,(v/dp) est engendré par un (2f;)-cycle; si Q,(v/dp) C Q,(}) alors le
polynéme P; se décompose en un produit de deux polynémes de degré f;
sur Q,(v/dp) et le groupe de Galois de 'extension Q, (i, /dp)/Q,(v/dp)
est engendré par un produit de deux f;-cycles.

En conclusion, o, va étre le produit de cycles a supports disjoints avec
au moins ou bien un cycle de longueur pair ou bien un couple de cycles
de méme longueur (éventuellement de longueur 1) : par conséquent o,
ne sépare aucune paire de caracteres conjugués (voir la sous-section 3.1).

3.2.2. Quand dp est le discriminant d’un corps quadratique.
Nous allons préciser le second cas de la section précédente (i.e. quand
p est ramifié dans K/Q) lorsque le discriminant dp est celui d’un corps
quadratique. Commencons par rappeler le résultat suivant de Kondo.

Théoreme 3.5 (Kondo [Kon]). Si le discriminant d’un polynéme P
de degré n sur Q est le discriminant d’un corps quadratique K, alors le
groupe de Galois de la cloture galoisienne F/Q de P est isomorphe au
groupe symétrique Sy, et lextension F/K est non ramifiée de groupe de
Galois isomorphe a A,.

La preuve utilise le fait que le groupe de Galois de F//Q est un sous-
groupe primitif de S, qui contient une transposition : c’est donc le
groupe S,.

Nous avons ensuite besoin du lemme suivant :

Lemme 3.6. Partons d’un polynéme P € Z[X] irréductible unitaire
dont le discriminant dp de P est le discriminant d’un corps quadratique.
Soit M = Q(0) un corps de rupture de P, ici 6 est une racine de P
dans Q. Alors Oy = Z[0).
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Démonstration: C’est immédiat, cela provient tout simplement du fait
que comme dp; = 0,1 (mod4), alors nécessairement dp; = dp. O

Rappelons maintenant le lemme bien connu suivant (voir par exem-
ple [Kon]).

Lemme 3.7. Sous les conditions de cette section, si le nombre pre-
mier p divise dp, on a pOp; = p1 -+ opg_lpg, avec fg = 1. Ou de fagon
équivalente, sur I, le polynome P se factorise de la fagon suivante :

P = Qfl "'Qfg—l(X - CC())2 € ]FP[X]v

ot les polynomes Qy, sont des polynémes irréductibles de degré f; et
premiers entre eut.

Soit donc un nombre premier p ramifié. Comme Oy ~ Z[X]/(P),
la réduction de la factorisation de P = P;--- P, dans Q,[X]| montre
que le polynome ramifié P, vérifie : P, = (X — z9)? € F,[X]. Soit «
une racine de P, dans Q,. Comme nous I'avons vu dans le précédent
paragraphe 3.2.1, nous cherchons a savoir si Q,(v/dp) = Q,(a). A ce
niveau, utilisons la globalité de la situation. En effet, si 'on note par
¥ le produit de f;-cycles & supports disjoints, ¢ = 1,...,9 — 1, alors
toujours d’apres le paragraphe 3.2.1, le Frobenius o, dans Gal(F'/K) est
soit (conjugué &) o, soit le produit ¥ - 7, ol 7 est une transposition &
support disjoint de . Sil'on se rappelle que o, € A,, on voit que c’est
la signature €(¢) de I’élément ¥ qui permet alors de conclure.

Corollaire 3.8. Sous les hypothéses de ce paragraphe, Q,(v/dp) =
Qp(a) si et seulement si e(9) = +1.

Exemple 3.9. Soit le polynéme P=X"4+X+123 de discriminant dp =
—{ avec ¢ = 226136492183729856858848250212539. Ici, ¢ est un nombre
premier. Ici P = ( (11))2 (12) Q(lg) Q7 € Fy[X], ou les polynomes Qgi)
sont des polyndémes de degré 1 et ot Q7 est un polynoéme irréductible de
degré 7. Ici ¥ est un 7-cycle et Q,(v/dp) = Q(a), olt a est une racine
de P dans Q, (selon les notations précédentes).

Notons alors que le groupe de décomposition de ¢ dans F/Q est cy-
clique, isomorphe & Z/147Z. Cet exemple donne une réponse pour Si; &
la Question arithmétique de Bubboloni et Sonn, §1 de [BS]. Nous re-
trouvons le méme phénomene pour le groupe S19 avec le polynéme P =
X194+ X 4191,

Exemple 3.10. Soit le polynéme P= X°+ X +5 de discriminant dp =
3-651127.
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Sur F3 la factorisation de P est de la forme (X —z¢)?Qs3 ; ainsi e(9) =
+1.

Sur Fgs51127 la factorisation de P est de la forme (X —z0)%2Q1 Q2 ; ainsi
e(¥) = —1. Pour ce second nombre premier £ = 651127, on remarque que
le groupe de décomposition de ¢ dans F'/Q est isomorphe au groupe de
Klein.

3.2.3. Frobenius et classes conjuguées. Revenons a notre contexte
en supposant que le discriminant du polynéme P est sans facteurs carrés.

Partons d’un couple de caractéres conjugués (x,x’) de S,. Soit le
tableau de Young symétrique T associé aux caracteres x et x’' (voir la
sous-section 3.1) ; notons Ct = [¢1] - - - [gx] sa classe associée. On rappelle
que les entiers ¢; sont impairs, deux a deux distincts et que ), ¢; = n.

D’autre part soit p un nombre premier et soit p|p un idéal premier de
K = Q(+/dp). Notons par g, € Gal(F/K) 'automorphisme de Frobe-
nius de 'idéal premier p.

Ecrivons ensuite la factorisation de P sur I, :

P = Py, --- P (mod pF, [X]),

ou les polynémes Py, € F,[X] sont irréductibles (distincts) de degré f;
avec eq > 2.

Proposition 3.11. L’automorphisme de Frobenius o, sépare les ca-
ractéres x et x' si et seulement si, eg = 1 et la famille des f; est égale
a la famille des q;. En particulier, les entiers f; sont impairs et deux a
deux distincts.

Démonstration: Supposons que o, sépare le couple de caractéres con-
jugués (x,x’). D’apres le paragraphe 3.2.1, le nombre premier p est
décomposé dans Q(v/dp)/Q et ainsi o, = oo (sans oublier que e, = 1).
Or d’apres la proposition 3.1, oy, est un produit de g;-cycles d’ol1 I'égalité
entre le famille des f; et celle des g;.

Réciproquement. Si ‘B est non ramifié et tel que oy s’écrit comme un
produit de g;-cycles & supports disjoints avec ¢; impairs. Alors o C A,
et p est donc décomposé dans K/Q. Ainsi op = 0, et o, sépare bien le

couple (x, x')- O

Exemple 3.12. Soit n impair. Partons du caractere irréductible ¢ as-
socié & la partition n = ((n 4+ 1)/2,1,...,1); le tableau de Young as-
socié est symétrique et la classe de conjugaison associée est la classe des
n-cycles. Le caractére ¢ est de degré by(n) ou

(n—1)! =3

P e T VAT
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Alors il existe deux caracteres irréductibles distincts y et x’ de A,, de
degré b(n) = bo(n) qui sont séparés uniquement par la classe de conju-
gaison d’un n- cycle Dans le cas ot ce n-cycle correspond a la classe de
conjugaison du Frobenius oy, p|p, le nombre premier p est décomposé
dans K/Q et N(p) = p. A noter que la proportion de nombres pre-

miers p dont le Frobenius appartient a la classe d’un n-cycle est égale
y (n=1)! n 1
& = =

n:

En conclus1on dans le cadre d'un polynome P de discriminant d p sans
facteurs carrés, les caractéres x et x’ sont séparés par les Frobenius o,
de plp si et seulement si P est irréductible dans F,[X].

Exemple 3.13. Le point (ii) du corollaire 1.6 correspond & la représen-
tation irréductible pr dont le tableau de Young a pour partition n =
(3+1,%+1,2,...,2); elle est associée a la classe Cp = [2 +1][2 —1].
En utilisant la “formule des crochets” (voir, par exemple, la formule 4.12,
p. 50 de [FH]), nous trouvons

(N
3

n! 2

_1 4
2B HDG-DEGG -V T

™

b(n)

S
Nl

Le point (iii) correspond au tableau de Young symétrique de partition

n=m?=(m,m,...,m) et ala classe Cr = [2m — 1][2m — 3] ---[1]. On
obtient :
1 n! e mmi 1
b(n) Sm—oo Ty

3.2.4. La méthode de Bellaiche. Revenons sur la borne donnée par

Bellaiche dans le contexte des groupes Sy,.

Théoréme 3.14 (Bellaiche [Bel, théoreme 3]). Soit F/Q une extension
galoisienne de groupe de Galois G isomorphe au groupe S, que l’on sup-
pose non ramifiée en dehors de 'ensemble ¥. Soit C une classe de conju-
gaison de Sy,. Le plus petit nombre premier p tel que le Frobenius o, € C
vérifie

p < c169(C)? In? (M),
ot M = [],ex, 0. Ici

ve)= Y Ok,

x€lrr(G)

Irr(G) désignant l’ensemble des caractéres irréductibles de G.
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Démonstration: C’est donc simplement une application du théoreme 3
de [Bel] : si I¢ désigne la fonction indicatrice de C, en suivant les nota-
tions de [Bel] et en s’apppuyant sur sa proposition 16, on a :

Me) G|
et
M) = 3 1o Tex(1) = |'CG'| 3 (@), O
xe€lrr G x€lrr G

Remarque 3.15. Comme noté par le rapporteur, le corollaire 1.5 peut
se déduire du théoreme 13 de [Bel] en prenant ’ensemble D = {g €

G, x(9) # X'(g)} et la fonction f = (x —x")(x — x)-

Prenons alors une classe de conjugaison C = [q1] - - - [gr] dont la res-
triction & A,, se décompose en deux classes de conjugaison. La méthode
que nous proposons ici, basée sur la séparation des caracteres, donne
linégalité p < 04[XTT(1)]41112 |[dp|, ot xT est le caractére irréductible
associé a la classe C de tableau de Young symétrique T formé par un
empilement des crochets symétriques de longueur ¢;, 1 =1,...,k.

On en arrive a la comparaison des quantités

Y O OKD = Y ha@ha) et [xm)y

2
xEIrr(G) A partition de S,,
Donnons quelques exemples.

Exemple 3.16. Pour n impair, prenons le tableau de Young T de

partition (”;rl,l7 e 1). Comme nous ’avons vu dans 'exemple 3.12,
XT(l) 2 2271—3
[ 2 ] ~ m(n—1)"
D’un autre c6té, en notant Cr la classe de conjugaison associée aux

cycles de longueur n, on a - oy, [X(Cr)[x(1) = 2n—1,

Exemple 3.17. Pour n pair, prenons le tableau de Young symétrique T
de partition (%, 2,1,..., 1) ;icl Cr = [n — 1][1].
On obtient
4(n —2)! nzon—3
xr(l) = ~
nl(3-20° VT
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N 1 2 2n—5 ~ s
d’onu [XTT()] ~ ”2? D’un autre c6té, avec les calculs de I’exemple 3.4,
on trouve :

> IO =X, @)X (1) + X (©)x ) (1)
x€lrr(G)

n—2
+ Z IX(k,2,1,....) (O X(k,2,1....1) (1)
k=2

2 n!
=2 kzzz (n = Dk(n— k) (k —2)l(n —k —2)]

=n2" "2 9" 4 92,

Exemple 3.18. Soit le groupe Sy et soit le tableau de Young associé a
la partition A = (3,3,3). C’est un tableau symétrique dont la classe de
conjugaison C' associée a pour décomposition [3][2][1]. Le caractere xr
est de degré 42. A I'aide de Magma, on a 1. [X(C)[x(1) = 1286.

Question 3.19. Pour certains diagrammes de Young symétriques, le
comportement asymptotique de la quantité introduite par Bellaiche est
meilleur. Est-ce que c¢’est vrai pour tous les diagrammes symétriques ?

3.3. Sur les extensions non ramifiées d’un corps de nombres.
On continue toujours a supposer GRH et la conjecture d’Artin vraies
pour les fonctions L considérées.

3.3.1. Un exemple de base : le p-rang du groupe des classes. La
version effective du théoreme de Chebotarev et un argument élémentaire
de dénombrement permettent de donner une borne supérieure pour le
nombre n(p) de caracteres abéliens non ramifiés d’ordre p de K et ainsi
de majorer le p-rang d, Clg du groupe des classes Clg de K. Cette
méthode ne donne pas la meilleure borne mais, néanmoins, d’une part,
conjecturalement, le résultat obtenu pour le p-rang n’est pas si mauvais
que ¢a et puis d’autre part, elle a le mérite de s’étendre a d’autres situa-
tions ce que nous ferons & la fin de cette section (en s’inspirant de [RT]).

Précisons cette méthode. Soit I'entier X qui, pour tout couple de
caracteres distincts de degré 1 (x,x’) non ramifiés et d’ordre p, assure
'existence d’un idéal premier p de K tel que N(p) < X et tel que x (o) #
X'(op). Notons que quand oy, varie, les valeurs de x(o,) et de x'(oy) se
trouvent dans un ensemble de cardinal p. Les caracteres x de degré 1 et
d’ordre p sont donc déterminés par les valeurs x(oy), avec N(p) < X : il
y a au plus p” caracteres de ce type. Le théoréme des nombres premiers
donne ensuite I'existence d’'une constante cq7 telle que

l{p € Ok, N(p) < X}| < c17[K : QI X/In X.
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En conclusion, on a :
In(n(p)) < ex7 I(P)[K : QJX/In(X).

Théoréme 3.20. Soit x un caractére de degré 1 mon ramifé et non
trivial de Gy . Il existe un idéal premier p de Ok de norme N(p) <
caIn? |d| tel que x(op) # 1.

On en déduit alors facilement :

Corollaire 3.21. Soient x et X' deux caractéres non ramifiés distincts
de K de degré 1 et d’ordre p. Alors il existe un idéal premier p de K de

norme N(p) < cgIn? [dg| tel que x(p) # x'(p).

Démonstration: En effet, il suffit d’appliquer le théoreme 3.20 & ¢ = xx’
puis de noter que ¢ est de degré 1. O

En conclusion, on obtient :
Corollaire 3.22. Pour tout corps de nombres K,

Cq 1112 |dK|
Incy +2Inln|dg|

d, Clg = In(n(p)) < c17[K : Q]

1
In(p)
Rappelons alors a ce niveau la question suivante :
Question 3.23 (Serre [Ser2, §2.5]). A-t-on N(p) <. In' "¢ |dg| 2

Dans le cadre du p-rang du groupe des classes, cette question est a
rapprocher de I'inégalité facile du théoreme de Brauer—Siegel (voir par
exemple le lemme 2 du chapitre XVI, p. 322 de [Lan]) qui aboutit au
résultat suivant :

Théoreme 3.24. Pour tout corps de nombres, on a :
1
dp CIK < Clg—— In |dK|
Inp

Remarque 3.25. En particulier a K fixé, le théoreme de Brauer—Siegel
indique bien que d, Clg = 0 pour p assez grand. Ce qui n’est pas le cas
de l'inégalité du corollaire 3.22.

Remarque 3.26. Par deux approches différentes, la théorie analytique des
nombres apporte deux estimations pour d, Clg. La premiere peut étre
adaptée a tout groupe simple S (ce sera 'objet de la section & venir).
Quant a la seconde, elle découle de la formule analytique du nombre de
classes et donc propre au groupe des classes.

Pour tenter d’étre complet, citons également les travaux plus récents
d’Ellenberg—Venkatesh [EV1], [EV2] et d’Ellenberg [Ell], pour une ap-
proche utilisant la géométrie des nombres.
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3.3.2. Caractéres de degré r > 1. Etant donné un groupe simple &
fixé, une question naturelle consiste a chercher un résultat sur le modele
du p-rang du groupe des classes.

Fixons donc un groupe simple S et soit x un caractére non trivial
de S (de plus petit degré r > 1).

Notons par k(S) le nombre de classes de conjugaison de S et soit a(x)
le nombre de valeurs prises par x (c’est une extension de la définition 3.2).
Commengons par la premiére estimation suivante pour a(x).

Lemme 3.27. On a :a(x) < k(S) <1+ ‘Si%l

Démonstration: Cela provient simplement de la formule )°, 4(1)* = |S],
la somme portant sur les caracteres irréductibles de S, et du fait que le
nombre de représentations irréductibles d’'un groupe fini est égal a son
nombre de classes de conjugaison. O

Rappelons maintenant le résultat de Collins qui précise le théoreme
de Jordan sur les sous-groupes simples de Gl,,(C).

Théoréeme 3.28 (Collins [Col]). Soit S — Gl,(C) un groupe simple.
Alors sin =271, on a |S| < (n+ 1)L

En d’autres termes, ce résultat donne une borne inférieure asympto-
tique (suivant |S|) sur le degré minimal r des représentations non triviales
des groupes simples. Associée au lemme 3.27, on obtient (pour r > 71)

(r+1)!
r
Revenons au contexte arithmétique. Soit un entier k& > 1. Suppo-

sons que le corps de nombres K admette une extension galoisienne

k
non ramifiée de groupe de Galois G vérifiant G ~ S x )« S*. Alors

G~ Hle S , isomorphisme en un sens évident. Considérons ensuite les
caracteres irréductibles de G de la forme v, =1®--- 1@ x®1---® 1,
ot 'on rappelle que x est un caractére non trivial de degré r (que l'on
peut supposer minimal) et ol 1 est le caractére trivial. Les caracteres @;
sont irréductibles de degré r et ils prennent les mémes valeurs que le
caractere .

Soient alors ¢ # j. Par le corollaire 1.5, on sait qu’il existe un idéal
premier p de norme plus petite que

X = cyr* In? |dg|

et tel que p;(0y) # @;(0p). En d’autres termes, I’idéal premier p sépare
les caracteres ¢; et ;. Posons N = card{p C Ok | N(p) < X}.
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La famille (¢;(op,),...,¢j(0py)), OU p; est le i-éme idéal premier
de norme plus petite que X, est donc représentative d’un caractere ¢;.
D’autre part, pour chaque ¢ € [1,N] et tout entier j € {1,...,k}, la
quantité ¢;(op,) peut prendre au maximum a(x) valeurs différentes.
Ainsi, on obtient :

k < a(x)
Souvenons nous ensuite que N < ¢17[K : Q] X/1In X, pour obtenir :

Théoréme 3.29. Sit K un corps de nombres. Soit S un groupe fini
simple, v le plus petit degré d’une représentation non-triviale de S, x
un tel caractére de degré v, a(x) le nombre de valeurs distinctes prises
par x. Soit k le plus grand entier tel qu’il existe une extension galoisienne
de K, ramifiée nulle-part, de groupe de Galois S*. Alors

1
In(k) < 04cl7nla7(x>r4[K : Q] In? |dg].
nr

Rouse et Thorne dans [RT] donne I'inégalité In(k) < r°[K : Q]In® |d]|

faisant donc apparaitre une puissance 7°.

Revenons a l'estimation issue de I'inégalité donnée par Collins : pour
r assez grand, Ina(x) < rlnr... ce qui redonne le résultat de Rouse et
Thorne. Mais comme le montre le cas du groupe alterné, cette majoration
peut étre nettement améliorée.

Exemple 3.30. Dans le cas du groupe alterné S = A, on a a(x) <
2r + 3 (voir page 490) et ainsi la borne du théoréme 3.29 est en r.
Plus précisément, si ’on prend le diagramme de Young T de partition
A = (n—1,1), alors le caracteére xr associé est de degré n—1 (pour n > 7,
c’est le caractére non trivial de plus petit degré) et a(xr) = O(n). Ainsi
on obtient ici : In(k) < n*.

Remarque 3.31. Lorsque r = 1, le corollaire 3.22 s’obtient avec une
approche légerement différente. En effet, soit le groupe simple S = Z/pZ.
On considere les caracteres ¢; de la forme ¢ = x1 ® -+ ® xk, ou les
caracteres x; sont de degré 1. Ces caracteres sont de degré 1¥ = 1. La
borne du corollaire 1.5 n’est pas impactée et cette démarche apporte
alors (p — 1)* caracteres d’ordre p.

3.3.3. Une variante : les extensions modérément ramifiées d’un

corps de nombres. Dans la section précédente, comme les représenta-

tions en jeu sont non ramifiées, les conducteurs sont réduits a leurs plus

simples expressions. Dans cette section, nous reprenons ces calculs pour

des situations ou les conducteurs de produit tensoriel se “simplifient”.
Commengons par donner une remarque.
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Remarque 3.32. Soit p une représentation de caractére y. L’ensemble
des valeurs prises par x(o,), quand p varie, peut différer de I’ensemble
des valeurs du caractere y : cette différence provient des places ramifiées
et de la définition de x(o,) dans ce cas particulier. Par contre, on a de
fagon évidente

[{x(op), p € Ok} < alx) + %],
ou ¥ est ensemble des idéaux premiers p ramifiés (a travers x).

Soit A une matrice carrée, de taille r X r, a coefficients complexes. Si A
est d’ordre 2, on définit la signature de A comme étant le couple (ro,r_),
ot r4 (respectivement r_) est le nombre de valeurs propres de A égales
a +1 (resp. & —1).

Soit p: Gxg — GI1,.(C) une représentation continue de caractere x.
Pour 7 € Gk tel que p(7) est d’ordre 2, la signature de 7 (relativement
A p) est la signature de p(7). Remarquons alors que p(7) et p~1(7) = p(7)
ont méme signature.

A présent, on s’intéresse aux représentations p (ou aux caracteres x)
un peu ramifiées dans le sens suivant : si la représentation p est ramifiée
en p alors le groupe d’inertie de p se factorise a travers un élément 7,
d’ordre 2. Si (ry,r_) est la signature de p(7y), on dit alors que la
représentation p est de p-signature (ro,r_).

Ainsi, si p est au-dessus d’un nombre premier impair, la ramification
en p est modérée.

Lemme 3.33. Soient p un idéal premier ne divisant pas 2. Soient p
et p' deux représentations (de caractéres x et X') peu ramifiées en p
ayant pour conducteur local : fo(x) =p* et fo(x') = p*'. Alors

fp(X ® X/) — pk'(r—k)—i-k(r/—k’),
ot r (respectivement ') est le degré de p (resp. de p).

Démonstration: C’est tres facile. Partons de p. Comme la ramification
est modérée, on a p(G, ) = {1}, pour ¢ > 1. L’action de Gy, se facto-
rise sur V & travers p(7,) et la codimension de VEo» est exactement le
nombre de valeurs propres de p valant —1. Ainsi ici p et p’ sont de p-si-
gnatures (r — k, k) et (' — k', k), et alors p ® p’ est une représentation
de p-signature (kk' + (r — k)(r' — k'), k(' — k') + K'(r — k)), d’ou le
résultat. 0

Les situations intéressantes pour nous sont celles ou la borne brutale :
Fo(x®x') <7 fo(X)+7fp(X') est trés mauvaise. Typiquement, supposons
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r = r/ puis que les représentations p et p’ sont de méme p-signature (0, r)
ou encore que fy(x) = fp(x’') =p". Alors, d’apres le lemme 3.33, f,(x ®
X') = 0.

Notons par N (p”) le nombre de caractéres de degré r peu ramifiés
en p (pf2) et ayant pour conducteur p”. Appliquant la stratégie de la
section précédente, on obtient

IV (p")) < r’[K : Q] In* [dk|.
Cette non dépendance en p n’est pas surprenante. .. en effet, comme

les représentations en jeu sont de p-conducteur p”, cela signifie que

p(1p) = —1I,, out I, est la matrice identité. Donc p(7,) est dans le centre de

—k
Tm(p) : le corps F := K er(e) est une extension quadratique totalement et

modérément ramifiée d’une extension non-ramifiée de Fy/K. La théorie
du corps de classes indique que, étant donnée Fy, l'extension F'/Fy est
unique.

Il faut donc aller un peu plus loin pour trouver une illustration non
triviale.

Corollaire 3.34. Sous les conditions précédentes,
2
In N (pF)) < r[K : Q] (r2 In |dg| + 2k(r — k) lnN(p)) .

Retournons de nouveau vers les groupes alternés A,,, pour n > 7.

Un élément 7 € S, est dit de longueur k si 7 est le produit de k trans-
positions (& supports disjoints). On remarque que tout élément d’ordre 2
de A, est le produit de k transpositions (& supports disjoints) pour un
certain entier pair k.

Soit alors p I'unique représentation de A, de degré n — 1 et de ca-
ractére y. D’apres lexemple 3.3, si 7 est de longueur k, alors x(7) =
n — 1 —2k. Comme x(7) est la somme de +1 et de —1, on a facilement
que p(7) est de signature (n — k — 1, k).

Notons par N'(A,,,p, k) le nombre d’extensions du corps K de groupe
de Galois isomorphe a A,, non ramifiée en dehors de p et dont le groupe
d’inertie en p est le produit de k transpositions a supports disjoints.

Une synthese de nos précédents résultats et discussions nous permet
d’obtenir le corollaire suivant :

Corollaire 3.35. Sous les conditions précédentes, on a
2
N (An,p, k) < [K : Q] ((n —1)2In|dg| + 2k(n — 1 — k) lnN(p)) .

Remarque 3.36. 1l est facile d’adapter un tel résultat au cas ou p|2.
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Remarque 3.37. 1l est possible de reprendre ces deux derniers corollaires
en prenant un ensemble ¥ d’idéaux premiers ramifiés non nécessairement
réduit & un élément. Typiquement soit N (3, k) le nombre de caracteres
de degré r non ramifiés en dehors de 3, peu ramifiés en p € X avec
pour conducteur local p*. Regardons I’évolution de N (X, k) suivant 3.
Quand la quantité |X| est bornée, les inégalités des corollaires 3.34 et 3.35
restent valables. Par contre, si on cherche a connaitre 1’évolution suivant
la croissance de |X|, on obtient la borne

Indg + 2k(r — k InN(p))? 2
1n(a(x)+l2|)( e 1n|)2|Epez (p)) Kok (ZlnN(p)>'

pex

4. Expérimentations numériques avec le groupe A,

Nous allons nous placer dans le contexte des extensions non ramifiées
de groupe de Galois le groupe alterné A, pour tester la borne du co-
rollaire 1.5 : déterminer 1'idéal premier de plus petite norme dont le
Frobenius sépare des caracteres irréductibles de méme degré. Selon le
théoreme 1.1, une borne est donnée en fonction du carré du logarithme
du discriminant du corps de base et des puissances quatriemes des degrés
des représentations. Rappelons que par la théorie du corps de classes,
les extensions abéliennes sont liées au groupe des classes (et leurs ca-
racteres irréductibles sont de degré 1). Pour les extensions non ramifiées
de groupes de Galois simples (non abéliens!), il n’y a plus la théorie du
corps de classes.

4.1. Familles et expérimentations. Nos calculs vont se faire dans
des familles de trinoémes irréductibles P € Q[X] : P = X" — uX + v,
avec u,v € Q. De telles familles ont été étudiées par de nombreux auteurs
(Yamamoto [Yam]|, Uchida [Uch], etc.).

Rappelons le critere d’Uchida :

Théoréme 4.1 (Uchida [Uch]). Soit P = X* — uX +v € Q[X] un
polynome irréductible de corps des racines F'. Si { est un nombre premier
et si (€ — 1)u,v) =1, alors le groupe de Galois de P est isomorphe au
groupe Sy et lextension F/Q(+/dp) est non ramifiée.

Soient aj,...,a, € C les racines de P. Notons par M = Q(ay) un
corps de rupture de P, par F' = Q(ay, ..., ay,) le corps de décomposition
de P et soit dp:=][,;_ (i — @;)? le discriminant de P. Pour un trinéme
P=X"—uX + v, u,v € Q, un calcul classique montre que :

dp = (_1)n(n—1)/2 (nnvn—l _ (TL _ 1)n—1un>.
Posons K = Q(v/dp).
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Nous nous concentrons sur des familles de trindémes P, de degré n
a un seul parametre, pour n = 5, 7 et 13, dont les groupes de Galois
sous-jacents sont isomorphes a S,,. Ici, a est un parametre qui va va-
rier dans ’ensemble des nombres naturels N. Pour un tel entier a, le
groupe de Galois de F//K est isomorphe & A,, et si par exemple d, est
sans facteurs carrés, alors F'/ K est non ramifiée. Nous ressortons ensuite
deux caracteéres x, et x, de méme degré (typiquement des caractéres
conjugués) et nous cherchons donc la plus petite norme n(xq,x,) de
I’idéal premier p dont le Frobenius sépare les caracteres étudiés.

Nous déterminerons également pour X assez grand la quantité

2d,<x M(Xas Xa)
(o), Xa» Xa» X) 1= oS
Zdagx

[43

Un point clef est de bien nous assurer que ces familles sont “ex-
haustives” en vérifiant que celles-ci contiennent une sous-famille de pa-
rametres (ay)x telle que : (i) le polynéme P,, est irréductible; (ii) le
groupe de Galois du corps des racines de P,, est S, ; (iii) la quan-
tité n(Xa,, X4, ) Peut étre aussi grande que possible.

Nos expérimentations consistent a faire varier a entre 1 et 300000
pour le groupe alterné A3 (jusqu’a 500000 pour les groupes alternés As
et A7). A chaque valeur de a permettant au polynéme P, de satisfaire
les conditions du théoreme 4.1, nous calculons le discriminant d, ainsi
que la norme du plus petit idéal premier dont le Frobenius sépare les
caracteres x, et x,. Pour des raisons de lisibilité, nous nous limitons a
laffichage de la plus grande norme lorsque a varie entre n et n + 100.

Le deuxieéme graphique obtenu correspond a ’évolution de p((P,), Xa,
X4, ) lorsque x varie entre 1 et 300000 pour le groupe alterné A;3 (jus-
qu’a 500000 pour les groupes alternés As et A7). Pour les mémes raisons,
nous utilisons un point par tranche de 1000.

4.1.1. Le groupe As. Commencons par le polynéme P, = X°+ X +a
de discriminant d, = 5%°a*+4%. On s’intéresse aux parametres a pour les-
quels d, est le discriminant d’un corps quadratique. Alors nécessairement
a est impair et la condition sur d, est équivalente au fait que d, est sans
facteurs carrés. Si tel est le cas, le groupe de Galois sous-jacent est S5, il
fournit ainsi une extension non ramifiée F, /K, de groupe de Galois As
au-dessus du corps quadratique réel K, = Q(v/d,).

Dans As, il y a cing classes de conjugaison C; = (1), Co = (123), C3 =
(12)(34), C4 = (12345) et C5 = (21345) et deux caracteres irréductibles



CARACTERES ET FROBENIUS 505

et conjugués x et x’ de degré 3 provenant d’un caractere irréductible
de S5 de degré 6.

On cherche I'idéal premier p C Ok de plus petite norme pour lequel
les caracteres x, et x/, de degré 3 de Gal(F,/K,) ~ As en le Frobenius o,
sont différents. Cela équivaut a déterminer le plus petit nombre premier p
pour lequel P, € F,[X] est irréductible.

Testons l'exhaustivité de la famille. Soient p; = 2,...,px les k pre-
miers nombres premiers et soit ap = —2 — py---pg. La factorisation
de P,, dans F7[X] indique que P,, est irréductible sur Q. Par le résultat
d’Uchida (théoreéme 4.1), Pextension sous-jacente est de groupe de Ga-
lois S5. D’autre part pour =2, ...,k,on a Py, (1)=0 (mod p;) et on peut
vérifier que P,, est également réductible dans F3[X]. Par conséquent, le
plus petit nombre premier p dont le Frobenius sépare les caracteres x,
et x/, est plus grand que py1. Comme In |dg, | ~k—oo Cte-lnpy -« pr ~g
Cte -pr la borne de séparation des caracteres xq, et x;, donnée par le
corollaire 1.5 est alors en pi (a une constante pres)... a comparer donc
avec l'idéal premier de plus petite norme qui sépare x, et x/,, de norme
au moins pPy41.

Notons & ce niveau que, sous GRH, pry1 < pg +p,1€/2+5 (cf. [Nic]).

Le plus grand nombre premier obtenu, dans les 183962 corps quadra-
tiques étudiés, est 313 pour le polyndéme X° + X + 180895 de discrimi-
nant 3 - 7 - 43 - 3705685202388396493027 ~ 3.4 - 10%4.

10

300

200

n(x,x")

100

0 1,000 2,000 3,000
In? |d,| r 10°

FI1GURE 1. Pour les caracteres de degré 3 de A5 définis
par P, = X° + X +a.
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De la méme facon, considérons la famille de polynémes P, = X° —
aX + 1 avec a tel que P, est irréductible et tel que d, est sans facteurs
carrés. Ici d, = 5° — 4%a® et les corps quadratiques K = Q(y/d,) sont
imaginaires.

En posant ap =2+ps . .. pg, la famille de polynémes P,, vérifie bien les
conditions d’exhaustivité voulues : comme ay, est premier & 5 (condition
nécessaire pour que d, soit sans facteurs carrés), le groupe de Galois
sous-jacent est Ss; la réduction dans F; donne l'irréductibilité ; comme
pour le cas précédent, P,, (1) =0 (modp;) pour i = 2,...,k et ainsi le
plus petit nombre premier p dont le Frobenius sépare les caracteres x,
et x!, associés aux 5-cycles est plus grand que pg1.

Quand 1 < a < 500000, nous obtenons une famille de 341266 corps a
étudier. Le plus grand nombre premier obtenu est 331 pour le polynome
X°-153032X+1, de discriminant —3-2129-3363987086007650773200841~
—2.2-10%8,

24.5
°
.
300 ;
24.4
= 200 o 5
= .
N
100 <242

0 2,000 4,000 0 1 2 3 4 5
In? |d,| z 10°

FIGURE 2. Pour les caracteres de degré 3 de As définis
par P, = X° —aX + 1.

4.1.2. Le groupe Ay. Dans A7, il y a deux caracteres irréductibles de
degré 10 et deux caracteres irréductibles de degré 14.

Les caracteres de degré 10. Comme pour les caracteres irréductibles
de degré 3 de As, les deux caracteéres irréductibles de degré 10 sont
conjugués et proviennent d’'un méme caractere irréductible de S;. Ils
sont séparés par le Frobenius o, lorsque celui-ci est un 7-cycle, ce qui
équivaut au fait que P € F,[X] est irréductible.

Pour 1 < a < 500000, considérons les polynomes irréductibles de la
forme P, = X7 —2X +a, dont les discriminants sont sans facteurs carrés
(cela implique (a,6) = 1) : on obtient une famille de 150072 corps.
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En posant ap = 1+ p1...pk, le polyndéme P,, vérifie bien les condi-
tions d’exhaustivité : sa réduction modulo 3 donne son irréductibilité,
le résultat d’Uchida montre que le groupe sous-jacent est S; et comme
P,, (1) =0 (modp;) pour i = 2,...,k, on obtient bien que le plus petit
nombre premier pour lequel P,, est irréductible dans F, est supérieur
A Prt1-

Dans la liste obtenue, on note que le plus grand nombre premier
obtenu est 461 pour le polyndéme X7 — 2X + 432131 de discriminant
—5-11-199- 26796293 - 138350621 - 132162187786326150319 == 5.4 - 1040,

400

n(x, x)

200

0 2,000 4,000 6,000 8,000 0 1 2 3 4 5
xT 5
In® |da| 10

FI1GURE 3. Pour les caracteres de degré 10 de A définis
par P, = X7 - 2X +a.

Les caractéres de degré 14. Les deux caracteres irréductibles de degré 14
proviennent des partitions (4,3) et (5,2), ils ne sont pas conjugués.
Les caracteres x et x’ ont les mémes polynoémes caractéristiques pour
6 classes de conjugaison mais n’ont pas les mémes pour 3 classes : ce sont
les classes ou intervient au moins un 3-cycle. (Il y a donc les 3-cycles,
les produits de deux 3-cycles et le produit d’un 3-cycle avec deux trans-
positions.) Ainsi le Frobenius o, sépare les caracteres de degré 14 si et
seulement si il est dans une classe contenant un 3-cycle.

Utilisons nos observations des paragraphes 3.2.1 et 3.2.2.

Si p est non ramifié i.e., si p ne divise pas dp, on a vu que ou bien
0p = o ou bien o, = 0;233. Dans le premier cas, o, contient un 3-cycle si
et seulement si, oz contient un 3-cycle, si et seulement si, la factorisation
de P dans F,[X] contient un facteur irréductible de degré 3. Dans le
second cas, o, contient un 3-cycle si et seulement si, oy contient un
3-cycle ou un 6-cycle, si et seulement si, la factorisation de P dans F,[X]
contient un facteur irréductible de degré 3 ou un facteur irréductible de
degré 6.



508 C. EUVRARD, C. MAIRE

Si p est ramifié, alors o, contient un 3-cycle si et seulement si, la
factorisation de P dans F,[X] contient un facteur irréductible de degré 3
(un facteur irréductible de degré 6 ne peut pas apparaitre).

En conclusion le nombre premier p sépare les caracteres de degré 14
si et seulement si, la factorisation de P € F,[X] contient un facteur
irréductible de degré 3 ou de degré 6 (sous la condition sur dp).

Soit la famille P, = X7 — X + a. En posant ax = ps...px, le po-
lynéme P,, vérifie bien les conditions voulues : P, est irréductible mo-
dulo 2; comme X” — X = X(X —1)(X +1)(X?2 - X +1)(X?2+ X + 1)
(mod p;), le plus petit nombre premier pour lequel on peut trouver un
3-cycle est supérieur a pgy1.

Sur les 162866 corps étudiés, la plus grande norme de nombre premier
obtenue est 832 = 6889 pour le polynome X7 — X + 254005, de discri-
minant —29 - 47 - 337 - 481519763744768140611173622940549 ~ 2.3 - 10%°.

6,000

< 4,000
>

(

[ ]

%

it
H

i

M(PMX,X,7SU)

8

e

2,000 o O% SAETTITTTS

0 2,000 4,000 6,000 8,000 0 1 2 3 4 5
In? |da| v 10°

FIGURE 4. Pour les caracteres de degré 14 de A; définis
par P, =X" - X +a.

4.1.3. Le groupe Ajz. Il y a 3 couples de caracteres irréductibles
provenant de tableaux de Young symétriques :
— un couple de caracteres de degré 462 séparés par les cycles de
longueur 13 et donc par les Frobenius des nombres premiers p
pour lesquels P est irréductible dans F,[X];
— un couple de caracteres de degré 8008 séparés par les Frobenius
des nombres premiers p pour lesquels P = Q9Q3Q1 € F,[X], ou
les polynomes @; sont irréductibles de degré i;



CARACTERES ET FROBENIUS 509

— un couple de caracteres de degré 4290 séparés par les Frobenius
des nombres premiers p pour lesquels P = Q7Q5Q1 € F,[X], ou
les polynomes @; sont irréductibles de degré 1.

Soit P, = X®¥ 4+ X +a.

En prenant ay, = —2 4 p3 - - - pg, le polyndome P,, vérifie la condition
d’exhaustivité pour les caracteres de degré 462 : la réduction modulo 43
donne l'irréductibilité et le résultat d’Uchida indique que le groupe de
Galois sous-jacent est S13. Comme P,, (1) = 0 (mod p;) pouri = 2,...,k,
le plus petit nombre premier pour lequel F,, est irréductible dans F,, est
bien supérieur a pgy1.

Soit la famille de parametres impairs (ay) tel que ax = 0 (mod3 -
5-11-13---pg) et tel que ap = 1 (mod 7). Le polynéme P,, vérifie
bien la condition d’exhaustivité : la factorisation modulo 7 donne son
irréductibilité et le résultat d’Uchida indique que le groupe de Galois
sous-jacent est Si3; la factorisation P,, = X3 + X = X(X* +1)(X® —
X%+ 1) montre qu'il ne peut apparaitre ni de 9-cycle ni de produit d'un
5-cycle avec un 7-cycle. Cette famille passe le test d’exhaustivité pour
les caracteres de degré 8008 et 4290.

Nous nous intéressons donc aux polynoémes P, = X3 + X + q, irré-
ductibles, pour lesquels les discriminants sont sans facteurs carrés. Cela
représente 84374 corps.

Pour les caracteres de degré 462, le plus grand nombre premier obtenu
est 929 pour le polynome X '3 + X + 247285.

[ ]
% 46
® ° .. L] Py ‘
2,000 . . . B
— [} <7
S . < 44
= =
N Q‘f y
1,000 N2 ]
3 42
»
40
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
In® |dg| 10* z 10°

FIGURE 5. Pour les caracteres de degré 462 de Ais
définis par P, = X1 + X +a.
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Pour la séparation des caracteres de degré 4290, le plus grand nombre
premier obtenu est 2741 pour le polynéme X '3 + X + 55355.

2,000

500

FIGURE 6. Pour les caracteres de degré 4290 de Ajs
définis par P, = X + X +a.

Pour les caracteres de degré 8008, le plus grand nombre premier ob-
tenu est alors 1993 pour le polyndéme X '3 + X + 54983.

1,000
[ ]
64
800 .
= 62
T 600 =
= = 60:
s
400 & 9
1
. 58
L]
200
56
0.5 3.5 0 05 1 15 2 25 3

FIGURE 7. Pour les caracteres de degré 8008 de Ais
définis par P, = X3 + X +a.

Remarque 4.2. Pour le groupe A;s, regardons la variation de la borne
du corollaire 1.5 en fonction du degré r lorsque In|dk| varie “peu”, en
lisant en parallele et “verticalement” les trois diagrammes. Par exemple,
le ratio entre r = 8008 et 7 = 462 est de 52; le carré de ce ratio, voire la
puissance 4-eme de ce ratio, est alors & comparer aux axes des ordonnées
des graphes associés aux caracteres en question.
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4.2. Sur une question diophantienne. Pour finir revenons a la fa-
mille de polynémes P, = X" — aX + 1 de discriminant d, = n"™ — (n —
1)"~!a™. Si I'on s’assure que le polynéme P, est irréductible, que n > 5
est premier (pour simplifier, on peut prendre n = 5) et que (a,n) = 1,
alors le résultat d’Uchida [Uch] évoqué précédemment, indique que le
corps de décomposition de P, est une extension non ramifiée de groupe
de Galois A,, au-dessus de Q(v/d,).

Soit d < 0 un entier négatif sans facteurs carrés et soit le corps qua-
dratique K = Q(v/d).

Intéressons nous a la problématique suivante : quand a varie, connaitre
le nombre de fois ou il apparait une extension non ramifiée au-dessus
de K de groupe de Galois A,, le tout donné par un polynéme P,. Ou
encore, d’apres le résultat d’Uchida, déterminer les entiers a tels d, =
db?, ot b est un entier. On tombe ainsi sur I’équation diophantienne
(hyperelliptique) suivante :

2) n" —(n—1)""1X" = dy?

et a ses solutions entieres. C’est une équation de genre g = (n—1)/2 > 1.
D’apres les travaux de Siegel, on sait que I’équation (2) n’a qu’un nombre
fini de solutions entieres. Se posent alors deux questions : (a) quel est le
nombre de solutions ?; (b) quelle est la taille des solutions ?

Commengons par regarder la question du nombre de solutions. Le
résultat principal de Rémond dans [Rém] sur Veffectivité du résulat
de Siegel montre pour notre situation que le nombre de couples N en-
tiers (X,Y) solutions de (2) est au plus exp(5”4nlnnln(n Inn)) et ainsi

InN <« 5" nlnn.

Supposons a présent que l'entier n = £ est un nombre premier. Si le
polynéme P, est irréductible, il donne lieu alors & une extension non
ramifiée de groupe de Galois A, au-dessus du corps Q(v/d,). D’autre
part, d’aprés 'exemple 3.30, si N (4,) désigne le nombre d’extensions
non ramifiées linéairement indépendantes de K de groupe de Galois A,
alors

InN(A,) < n*.

Les quantités N et N (A,) donnent chacune & leur fagon une borne
sur le nombre d’extensions de groupe de Galois A,, non ramifiées données
par la famille des polynémes (P, ), au-dessus d’un corps quadratique K
fixé.
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A ce stade, on peut voir apparaitre plusieurs questions. Typiquement :
(i) Peut-on abaisser la borne de Rémond dans notre contexte ? (ii) Soient
a # a' tels que d, = du/b?. Les corps de décomposition associés aux
polynémes P, et P, peuvent ils étre identiques ?

Une autre direction est d’aller vers la problématique de la taille des
solutions de ’équation (2), c’est & dire en direction de la question de
leffectivité de la méthode de Baker. Notre référence pour cette question
est le travail [Bug] de Bugeaud.

Trouver une borne sur la hauteur des solutions entieres de 1’équation
de départ (2) revient & trouver une borne sur la hauteur des solutions
de I’équation

(3) aX" =Y? 4B,
ot a=d(n—1)""1et g=dn"

En appliquant alors le résultat principal de [Bug], on trouve que
si (z,y) est solution de (3), alors

lyl < exp((48)"a"" (In4aB)*" ),

ce qui grossierement donne
In |y| < n(10+5)n2'

En pratique les formes linéaires montrent pour certaines équations
toute leur puissance et la question suivante doit étre lue dans ce cadre :

Question 4.3. FEst-il possible de baisser significativement la borne
sur |y| 2 Concrétement, prenons n = 5. Etant donné d (pas trop grand),
trouver toutes les solutions entiéres de l'équation (2) (en particulier
quand celle-ci en a au moins une).
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