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Параметрический синтез модели регулятора  
нелинейной системы управления модальным методом

А.П. Прокопьев,  
В.И. Иванчура, Р.Т. Емельянов

Сибирский федеральный университет 
Россия, 660041, Красноярск, пр. Свободный, 79

Рассмотрена методика синтеза ПИД-регулятора нелинейной системы управления. 
В качестве теоретической основы методики синтеза использован модальный метод. 
Получены соотношения, связывающие перерегулирование и время регулирования системы 
автоматического регулирования с расположением её нулей и полюсов. На основе этих 
соотношений разработана методика синтеза параметров ПИД-регулятора. Приводится 
числовой пример. 

Ключевые слова: система автоматического управления, синтез ПИД-регулятора, нелинейная 
система, модальный метод, перерегулирование, время регулирования, нули и полюсы 
системы.

Введение

Наибольшее распространение в автоматизированных системах управления технологиче-
скими процессами получили пропорционально-интегрально-дифференцирующие (ПИД) регу-
ляторы. 

Проблема синтеза регуляторов систем управления – одна из основных предметных задач 
теории автоматического управления. В области ПИД-регулирования уже более 60 лет актив-
но ведутся исследования. Было опубликовано огромное количество статей и отчетов, а также 
книг, в которых обоснована необходимость различных методов синтеза и приведены простые 
правила расчета параметров ПИД-регуляторов. Известны различные методы параметрическо-
го синтеза ПИД-регуляторов [1, 2].

Одним из эффективных методов с учетом накопленного практического опыта проектиро-
вания и эксплуатации систем управления является модальный метод. Существуют проблемы 
синтеза регуляторов реальных систем управления мобильными машинами, характеризующи-
мися нелинейностью динамических процессов.

Цель исследования – разработка методики параметрического синтеза ПИД-регулятора не-
линейной системы управления с применением модального метода.

Постановка задачи

Объект исследования – система управления динамическим объектом с обратной связью, 
представленная как скаляр (одномерная система – Single-Input-Single-Output, SISO). 

Изучим вначале процедуру синтеза параметров ПИД-регулятора с передаточной функци-
ей Wy(s) в линейной системе 
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К нелинейным системам относят все системы, которые не могут быть описаны 

линейными дифференциальными уравнениями В настоящей работе рассматриваются 

системы управления гидравлическим приводом, который относится к группе естественных 

нелинейных элементов, присутствующих в автоматических СУ. 

 . К существенным нелинейностям гидропривода относятся зона 

нечувствительности, люфты, насыщение по расходу и давлению, сухое (контактное) трение в 

гидродвигателе [3]. 

Принцип построения динамической нелинейной структуры зависит как от типа 

существенной нелинейной характеристики, так и от типа динамического процесса, который 

предполагается исследовать. 

Наиболее эффективным инженерным методом построения нелинейной динамической 

структуры является метод «обогащения» линейной модели гидропривода теми или иными 

нелинейными звеньями, обусловленными существенными нелинейностями. 

В этом случае нелинейную динамическую структуру можно разделить на две части: 

линейную (линейную динамическую модель) и нелинейную, которая формируется на основе 

учитываемой нелинейности. Такой подход позволяет сравнительно просто применить метод 

гармонической линеаризации и исследовать устойчивость следящей системы с помощью 

логарифмических частотных характеристик [3]. 

Ограничение энергетических возможностей насосной установки – давления рабочей 

жидкости и производительности насоса – приводит к нелинейности типа «насыщение» или 

«ограничение», выходных сигналов гидропривода. При увеличении амплитуды колебаний 

золотника выше некоторого значения рост амплитуды первых гармоник выходных сигналов 

начинает замедляться, а дальнейшее увеличение мощности выходных сигналов происходит 

за счет возрастания уровня гармонических составляющих более высокого порядка [4]. 

В системе MATLAB&Simulink имеется возможность ввода нелинейностей различного 

вида, которые позволяют описать процессы, не поддающиеся линеаризации. В модели насоса 

используются нелинейности, которые ограничивают выходную величину. 

Блок Saturation (звено с ограничением или насыщением) представляет собой 

нелинейное устройство, сигнал на выходе которого равен входному сигналу до тех пор, пока 

	 (1)
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К нелинейным системам относят все системы, которые не могут быть описаны линейными 
дифференциальными уравнениями. В настоящей работе рассматриваются системы управления 
гидравлическим приводом, который относится к группе естественных нелинейных элементов, 
присутствующих в автоматических СУ.

Типы нелинейностей. К существенным нелинейностям гидропривода относятся зона не-
чувствительности, люфты, насыщение по расходу и давлению, сухое (контактное) трение в 
гидродвигателе [3].

Принцип построения динамической нелинейной структуры зависит как от типа суще-
ственной нелинейной характеристики, так и от типа динамического процесса, который пред-
полагается исследовать.

Наиболее эффективным инженерным методом построения нелинейной динамической 
структуры является метод «обогащения» линейной модели гидропривода теми или иными не-
линейными звеньями, обусловленными существенными нелинейностями.

В этом случае нелинейную динамическую структуру можно разделить на две части: ли-
нейную (линейную динамическую модель) и нелинейную, которая формируется на основе 
учитываемой нелинейности. Такой подход позволяет сравнительно просто применить метод 
гармонической линеаризации и исследовать устойчивость следящей системы с помощью лога-
рифмических частотных характеристик [3].

Ограничение энергетических возможностей насосной установки – давления рабочей 
жидкости и производительности насоса  – приводит к нелинейности типа «насыщение» 
или «ограничение», выходных сигналов гидропривода. При увеличении амплитуды коле-
баний золотника выше некоторого значения рост амплитуды первых гармоник выходных 
сигналов начинает замедляться, а дальнейшее увеличение мощности выходных сигналов 
происходит за счет возрастания уровня гармонических составляющих более высокого по-
рядка [4].

В системе MATLAB&Simulink имеется возможность ввода нелинейностей раз-
личного вида, которые позволяют описать процессы, не поддающиеся линеаризации. 
В модели насоса используются нелинейности, которые ограничивают выходную вели- 
чину.

Блок Saturation (звено с ограничением или насыщением) представляет собой нелинейное 
устройство, сигнал на выходе которого равен входному сигналу до тех пор, пока не достигает 
порогов ограничения: верхнего Upper limit или нижнего Lower limit, после этого сигнал пере-
стает изменяться. 

Статическая характеристика этого блока приведена на рис. 1а для примера нереверсивно-
го ГП, на рис. 1б – реверсивного ГП.

Структурная схема системы управления с нелинейным звеном типа «ограничение» изо-
бражена на рис. 2. 

Здесь Wo(s) – передаточная функция объекта регулирования; Wy(s) – передаточная функция 
регулятора; g(s)  – задающее воздействие; ε(s)  – ошибка регулирования; u(s)  – управляющее 
воздействие; ( )u s  – управляющее воздействие с учетом влияния нелинейного звена; y(s) – вы-
ходная регулируемая величина.

Объект регулирования имеет передаточную функцию Wo(s) второго порядка
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не достигает порогов ограничения: верхнего Upper limit или нижнего Lower limit, после этого 

сигнал перестает изменяться.  

Статическая характеристика этого блока приведена на рис. 1  для примера 

нереверсивного ГП, на рис. 1  – реверсивного ГП. 
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Рис. 1. Статическая характеристика блока с ограничением Saturation 

 

Структурная схема системы управления с нелинейным звеном типа «ограничение» 

изображена на рис. 2.  

 

 
 

Рис. 2. Структурная схема нелинейной одномерной (SISO) системы управления  

 

Здесь Wo(s) – передаточная функция объекта регулирования; Wy(s) – передаточная 

функция регулятора; g(s) – задающее воздействие; (s) – ошибка регулирования; u(s) – 

управляющее воздействие; ( )u s  – управляющее воздействие с учетом влияния нелинейного 

звена; y(s) – выходная регулируемая величина. 

Объект регулирования имеет передаточную функцию Wo(s) второго порядка 

 

0

0
( 2)

1 2
.so

bW
a s a s a


   

 (2) 

 

+ 

– 
Wy(s) Wo(s)

Объект Регулятор 
( )g s  ε( )s ( )u s ( )u s ( )y s

B 

-B 

0 b 
-b X 

Y 

 
B 

 

0 b 
 X 

Y 

 

Нелинейное 
звено 

	 (2)

Передаточная функция разомкнутого контура с ПИД-регулятором имеет вид
Передаточная функция разомкнутого контура с ПИД-регулятором имеет вид 

 
2

0 0 0
3 2

0 2
( )

1
( ) ( ) .s

d p i
y o

K b s K b s K b
W W s W s

a s a s a s

      
  

    
 (3) 

 

        

 

Полюсы передаточной функции замкнутой системы с ПИД-регулятором в основном 

определяют характер ее переходной характеристики. Передаточная функция (ПФ) замкнутой 

системы с ПИД-регулятором в линейном варианте и единичной отрицательной обратной 

связью в соответствии с выражением (2) 

 
2

1 0 1 0 1 0
3 2

0 1 1 0 2 1 0 1 0
( ) .

( ) ( )
d p i

d p i

K b s K b s K b
K s

a s a K b s a K b s K b

      


          
 (4) 

 

Характеристическое уравнение замкнутой системы следует из выражения (4): 

 

3 2
0 1 1 0 2 1 0 1 0( ) ( ) ( ) .d p iD s a s a K b s a K b s K b             (5) 

 

Полюсы ПФ определяют численно по (5) при конкретных значениях Kp, Ki, Kd 

коэффициентов регулятора. Для системы третьего порядка возможны два варианта полюсов: 

комплексные и вещественные. 

  

Пусть корни уравнения D(s) = 0 имеют вид 

 

1 1 2 2 3 2η , η β, η β ,s s j s j            
 

где 1η  – степень устойчивости; 2η  – абсолютное значение действительной части полюса; β  – 

частота колебаний переходной характеристики, обусловленная полюсами. 

И соответствующее характеристическое уравнение примет вид 

 

3 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2( ) (η 2 η ) (β +η 2 η η ) η (β +η ).D s s s s             (6) 

 

В случае вещественных полюсов 

 

	 (3)

Определение параметров регулятора  
по полюсам передаточной функции замкнутой системы

Полюсы передаточной функции замкнутой системы с ПИД-регулятором в основном опре-
деляют характер ее переходной характеристики. Передаточная функция (ПФ) замкнутой си-
стемы с ПИД-регулятором в линейном варианте и единичной отрицательной обратной связью 
в соответствии с выражением (2)

Передаточная функция разомкнутого контура с ПИД-регулятором имеет вид 

 
2

0 0 0
3 2

0 2
( )

1
( ) ( ) .s

d p i
y o

K b s K b s K b
W W s W s

a s a s a s

      
  

    
 (3) 

 

        

 

Полюсы передаточной функции замкнутой системы с ПИД-регулятором в основном 

определяют характер ее переходной характеристики. Передаточная функция (ПФ) замкнутой 

системы с ПИД-регулятором в линейном варианте и единичной отрицательной обратной 

связью в соответствии с выражением (2) 

 
2

1 0 1 0 1 0
3 2

0 1 1 0 2 1 0 1 0
( ) .

( ) ( )
d p i

d p i

K b s K b s K b
K s

a s a K b s a K b s K b

      


          
 (4) 

 

Характеристическое уравнение замкнутой системы следует из выражения (4): 

 

3 2
0 1 1 0 2 1 0 1 0( ) ( ) ( ) .d p iD s a s a K b s a K b s K b             (5) 

 

Полюсы ПФ определяют численно по (5) при конкретных значениях Kp, Ki, Kd 

коэффициентов регулятора. Для системы третьего порядка возможны два варианта полюсов: 

комплексные и вещественные. 

  

Пусть корни уравнения D(s) = 0 имеют вид 

 

1 1 2 2 3 2η , η β, η β ,s s j s j            
 

где 1η  – степень устойчивости; 2η  – абсолютное значение действительной части полюса; β  – 

частота колебаний переходной характеристики, обусловленная полюсами. 

И соответствующее характеристическое уравнение примет вид 

 

3 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2( ) (η 2 η ) (β +η 2 η η ) η (β +η ).D s s s s             (6) 

 

В случае вещественных полюсов 

 

	 (4)

Характеристическое уравнение замкнутой системы следует из выражения (4):

Передаточная функция разомкнутого контура с ПИД-регулятором имеет вид 

 
2

0 0 0
3 2

0 2
( )

1
( ) ( ) .s

d p i
y o

K b s K b s K b
W W s W s

a s a s a s

      
  

    
 (3) 

 

        

 

Полюсы передаточной функции замкнутой системы с ПИД-регулятором в основном 

определяют характер ее переходной характеристики. Передаточная функция (ПФ) замкнутой 

системы с ПИД-регулятором в линейном варианте и единичной отрицательной обратной 

связью в соответствии с выражением (2) 

 
2

1 0 1 0 1 0
3 2

0 1 1 0 2 1 0 1 0
( ) .

( ) ( )
d p i

d p i

K b s K b s K b
K s

a s a K b s a K b s K b

      


          
 (4) 

 

Характеристическое уравнение замкнутой системы следует из выражения (4): 

 

3 2
0 1 1 0 2 1 0 1 0( ) ( ) ( ) .d p iD s a s a K b s a K b s K b             (5) 

 

Полюсы ПФ определяют численно по (5) при конкретных значениях Kp, Ki, Kd 

коэффициентов регулятора. Для системы третьего порядка возможны два варианта полюсов: 

комплексные и вещественные. 

  

Пусть корни уравнения D(s) = 0 имеют вид 

 

1 1 2 2 3 2η , η β, η β ,s s j s j            
 

где 1η  – степень устойчивости; 2η  – абсолютное значение действительной части полюса; β  – 

частота колебаний переходной характеристики, обусловленная полюсами. 

И соответствующее характеристическое уравнение примет вид 

 

3 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2( ) (η 2 η ) (β +η 2 η η ) η (β +η ).D s s s s             (6) 

 

В случае вещественных полюсов 

 

	 (5)

Полюсы ПФ определяют численно по (5) при конкретных значениях Kp, Ki, Kd коэффициен-
тов регулятора. Для системы третьего порядка возможны два варианта полюсов: комплексные 
и вещественные.

Рис. 2. Структурная схема нелинейной одномерной (SISO) системы управления 

не достигает порогов ограничения: верхнего Upper limit или нижнего Lower limit, после этого 

сигнал перестает изменяться.  

Статическая характеристика этого блока приведена на рис. 1  для примера 

нереверсивного ГП, на рис. 1  – реверсивного ГП. 

 

              

 а      б 

Рис. 1. Статическая характеристика блока с ограничением Saturation 

 

Структурная схема системы управления с нелинейным звеном типа «ограничение» 

изображена на рис. 2.  

 

 
 

Рис. 2. Структурная схема нелинейной одномерной (SISO) системы управления  

 

Здесь Wo(s) – передаточная функция объекта регулирования; Wy(s) – передаточная 

функция регулятора; g(s) – задающее воздействие; (s) – ошибка регулирования; u(s) – 

управляющее воздействие; ( )u s  – управляющее воздействие с учетом влияния нелинейного 

звена; y(s) – выходная регулируемая величина. 

Объект регулирования имеет передаточную функцию Wo(s) второго порядка 

 

0

0
( 2)

1 2
.so

bW
a s a s a


   

 (2) 

 

+ 

– 
Wy(s) Wo(s)

Объект Регулятор 
( )g s  ε( )s ( )u s ( )u s ( )y s

B 

-B 

0 b 
-b X 

Y 

 
B 

 

0 b 
 X 

Y 

 

Нелинейное 
звено 

а                                                                  б

Рис. 1. Статическая характеристика блока с ограничением Saturation

не достигает порогов ограничения: верхнего Upper limit или нижнего Lower limit, после этого 

сигнал перестает изменяться.  

Статическая характеристика этого блока приведена на рис. 1  для примера 

нереверсивного ГП, на рис. 1  – реверсивного ГП. 

 

              

 а      б 

Рис. 1. Статическая характеристика блока с ограничением Saturation 

 

Структурная схема системы управления с нелинейным звеном типа «ограничение» 

изображена на рис. 2.  

 

 
 

Рис. 2. Структурная схема нелинейной одномерной (SISO) системы управления  

 

Здесь Wo(s) – передаточная функция объекта регулирования; Wy(s) – передаточная 

функция регулятора; g(s) – задающее воздействие; (s) – ошибка регулирования; u(s) – 

управляющее воздействие; ( )u s  – управляющее воздействие с учетом влияния нелинейного 

звена; y(s) – выходная регулируемая величина. 

Объект регулирования имеет передаточную функцию Wo(s) второго порядка 

 

0

0
( 2)

1 2
.so

bW
a s a s a


   

 (2) 

 

+ 

– 
Wy(s) Wo(s)

Объект Регулятор 
( )g s  ε( )s ( )u s ( )u s ( )y s

B 

-B 

0 b 
-b X 

Y 

 
B 

 

0 b 
 X 

Y 

 

Нелинейное 
звено 



– 501 –

Andrey P. Prokopev, Vladimir I. Ivanchura… Parametric Synthesis Model Controller for Nonlinear System Modal Control…

Комплексные полюсы

Пусть корни уравнения D(s) = 0 имеют вид

Передаточная функция разомкнутого контура с ПИД-регулятором имеет вид 
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Полюсы передаточной функции замкнутой системы с ПИД-регулятором в основном 

определяют характер ее переходной характеристики. Передаточная функция (ПФ) замкнутой 
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Отсюда находим значения коэффициентов регулятора, выраженные через значения 
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Из выражений (8) и (9) следует очевидный вывод о том, что искомые коэффициенты 

ПИД-регулятора определяются как параметрами корректируемого объекта в соответствии с 

выражением (2), так и полюсами передаточной функции замкнутой системы с ПИД-

регулятором. 

Выражения (8) и (9) позволяют определить параметры ПИД-регулятора при заданном 

распределении полюсов. Задача определения параметров может быть решена таким образом, 

если сделать предположение, что введение нелинейного звена между регулятором и 

объектом управления не изменяет выражений (8) и (9). Следует также учитывать известные 

[5, 6] сведения по влиянию размещения полюсов на вид переходной характеристики и 

сведения о влиянии размещения полюсов на связь временных и частотных показателей 

качества синтезируемой системы, хотя бы без учета нелинейности, возможного 

запаздывания в системе и изменения ее параметров. Ниже приведена методика 

параметрического синтеза параметров регулятора в среде программирования Mathcad и 

MATLAB&Simulink для случая комплексного размещения полюсов. 
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1. Введем безразмерные коэффициенты, определяющие соотношение в размещении 

полюсов. Распределение полюсов при известном значении 1η  определяется 

коэффициентами ηk и βk : 
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1. Введем безразмерные коэффициенты, определяющие соотношение в размещении полю-
сов. Распределение полюсов при известном значении η1 определяется коэффициентами kη и kβ:
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Выбор конкретных значений этих коэффициентов определяется степенью влияния ком-
плексных полюсов на время и вид переходного процесса. Комплексные полюса с целью обе-
спечения малого перерегулирования необходимо располагать дальше от мнимой оси и веще-
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Для вещественных корней

Выбор конкретных значений этих коэффициентов определяется степенью влияния 

комплексных полюсов на время и вид переходного процесса. Комплексные полюса с целью 

обеспечения малого перерегулирования необходимо располагать дальше от мнимой оси и 

вещественного полюса. 

2. Определение коэффициентов ПИД-регулятора 

 

   

   

 

2 220 2
η β 1 1 β η η

0 0

2 230
η β 1 1 β η

0

0 1
η 1 1 η

0 0

( , , η ) η 2 ;

( , ,η ) η ;

( ,η ) η 1 2 .

p

i

d

a aK k k k k k
b b

aK k k k k
b

a aK k k
b b

            

     

     

  

 

Зададим параметры распределения на основе данных из практики синтеза регуляторов 

и получим значения коэффициентов ПИД-регуляторов: 

 

(30,6,0.5) 5.118; (30,6,0.5) 2.515; (30,0.5) 0.564.p i dK K K     
 

Для вещественных корней 

 

2 η η 1 3 η η 1 β β 1η ( ) η ; η ( ) η ; β( ) η ,k k k k k k        
 

получим коэффициенты ПИД-регулятора 

 

 3 1 2 1 2 0 2
1η 2β 1

0

η η η η η
( , ,η ) ;p

a a
K k k

b
          

 

 1 2 3 0

0

η η η
;i

a
K

b
  

   

 

 1 2 3 0 1

0

η η η
.d

a a
K

b
   

   

 

Принимаем вещественные полюса: 
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Принимаем вещественные полюса:
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. Зададим параметры распределения на основе данных из практики 
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Изменение распределения полюсов в комплексной плоскости в случае 

неудовлетворительных результатов. 
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Изменение распределения полюсов в комплексной плоскости в случае неудовлетворитель-
ных результатов.
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2. Определение коэффициентов ПИД-регулятора: 

	

2. Определение коэффициентов ПИД-регулятора: 
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Полюсы замкнутой линейной системы при найденных значениях параметров 

регулятора соответствуют заданному распределению. 

 

5. Определение запасов устойчивости в системе с ПИД-регулятором для вычисленных 
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Таким образом, параметры ПИД-регулятора в системе управления с гидравлическим при-
водом – нелинейным звеном типа «ограничение», должны выбираться так, чтобы в соответ-
ствующей линейной системе практически отсутствовало перерегулирование.

Заключение

На основе модального метода разработана методика синтеза ПИД-регулятора нели-
нейной системы управления. Получены соотношения, связывающие перерегулирование и 
время регулирования системы автоматического регулирования с расположением её нулей 
и полюсов. Определено, что параметры ПИД-регулятора в системе управления с гидрав-
лическим приводом – нелинейным звеном типа «ограничение», должны выбираться так, 
чтобы в соответствующей линейной системе практически отсутствовало перерегулиро-
вание.
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