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Capítulo 1 – Introducción 

1.1 Redes de Difracción en Fibra Óptica y sus Aplicaciones 

Desde su descubrimiento fortuito por parte de Ken Hill y colaboradores en un 
experimento con un láser de argón introducido a una fibra óptica, se ha descubierto una 
amplísima gama de aplicaciones para las redes de difracción en fibra óptica, con un 
profundo impacto tecnológico en telecomunicaciones, tecnología láser y teledetección [1]. 
Estas redes consisten en una modulación periódica y controlada del índice efectivo del 
núcleo de una fibra óptica, la cual permite el trasvase de energía entre los distintos modos 
de la fibra [2,3]. Una red de difracción con período uniforme Λg se ve ilustrada en la Figura 
1.1.1:  

 

Figura 1.1.1. Red de difracción de período uniforme grabada en una fibra óptica al modificar el índice de 
refracción del núcleo de la fibra. 

Las redes de difracción se clasifican en dos variantes principales en función de su 
período: redes de período corto, también llamadas redes de Bragg o FBGs, con períodos Λg 
de centenares de nanómetros (del orden de longitudes de onda ópticas), y redes de período 
largo o LPGs con períodos Λg de centenares de micrómetros. Respecto a su 
comportamiento, la diferencia más importante entre ambas es que las redes de Bragg se 
utilizan para el acoplo de la energía en el modo fundamental de la fibra a modos del núcleo 
o de la cubierta contrapropagantes, mientras que las redes de período largo se utilizan para 
trasvasar energía del modo fundamental a modos del núcleo o de la cubierta copropagantes, 
como se muestra en la Figura 1.1.2 [3].  
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Figura 1.1.2. a) Acoplo del modo fundamental del núcleo al mismo modo en dirección contrapropagante por una 
red de período corto. b) Acoplo copropagante a modos de la cubierta por una red de período largo. 

Una de las formas más efectivas de producir esta modulación de índice de refracción 
en la fibra es mediante radiación ultravioleta. Se aprovecha el contenido de óxido de 
germanio típicamente encontrado en las fibras de telecomunicaciones para inducir cambios 
en la estructura de la sílice del núcleo y así modular el índice de refracción [4-6]. En la 
Figura 1.1.3 se muestra el patrón de difracción producido por una técnica interferométrica 
para fabricar una red de Bragg con un láser ultravioleta (UV). 

 

Figura 1.1.3 Patrón de difracción de un haz láser al grabar una red de Bragg mediante la técnica de máscara de 
fase. Se utiliza un láser de argón a 488 nm con un cristal doblador para obtener radiación UV a 244 nm. 

 Por su estructura periódica, las redes de difracción se comportan como cristales 
fotónicos unidimensionales, teniendo así bandas prohibidas de transmisión en el espectro. 
La energía correspondiente a estas bandas se acopla a otros modos de la fibra, lo cual 
permite una gran variedad de formas de manipular estas regiones del espectro para distintos 
propósitos. En la banda C de telecomunicaciones (1530 nm-1560 nm), típicamente las redes 
de Bragg suelen tener anchos de banda menores a 1 nm, mientras que las redes de período 
largo poseen anchos de banda del orden de decenas de nanómetros. Los espectros de 
transmisión de una red de período largo y una red de período corto grabadas en el mismo 
tipo de fibra se muestran en la Figura 1.1.4. Es importante notar la diferencia en el ancho de 
banda de las resonancias por acoplo copropagante de las redes de período largo en 
comparación a las de acoplo contrapropagante de las redes de Bragg o de período corto.  
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Figura 1.1.4. Espectros de transmisión de una red de período largo y una red de período corto en fibra fotosensible. 

a) La red de período largo posee una periodicidad de 450 μm resultando en múltiples bandas prohibidas por 
acoplo copropagante. b) La red de período corto posee una periodicidad de 534,5 nm y produce bandas de 

transmisión prohibidas por acoplo contrapropagante. 

 Muchas de las aplicaciones de las redes de difracción en fibra óptica se encuentran en 
el área de telecomunicaciones, como lo son la compensación de dispersión de señales 
mediante FBGs con chirp [7,8], multiplexación en longitud de onda con redes de Bragg 
(Wavelength Division Multiplexing, WDM) [9,10] o con redes de período largo [11]. Las 
LPGs también encuentran aplicación como filtros pasabanda mediante acoplo a modos de 
la cubierta y reacoplo al modo fundamental utilizando fibras de núcleo hueco [12], o como 
ecualizadores de ganancia en fibras activas de erbio [13] para evitar errores de transmisión 
en esquemas de WDM. 

Uno de los usos más notables que se le han dado a las redes de período corto y de 
período largo es en la fabricación de láseres de fibra óptica. Desde la primera demostración 
de un láser hecho en una fibra activa de erbio mediante FBGs por R. Kashyap [14], estos 
láseres han atraído considerable atención por su inherente robustez al no incorporar 
elementos de óptica de espacio libre, la versatilidad en el manejo de las características del 
resonador óptico, la facilidad y el bajo coste de implementación, etc. 

Entre algunos diseños podemos mencionar un láser de fibra óptica operado en régimen 
Q-Switch mediante uso de acustoópticos [15], o un láser de fibra en configuración Fabry-
Perot utilizando dos FBGs y una LPG intracavidad para tener acción láser con un modo de 
la cubierta [16]. Un láser operando con estos modos de orden superior de la fibra resultaría 
muy útil para aplicaciones de alta potencia, ya que el área modal de los modos de la 
cubierta es más grande que el del modo fundamental, lo cual ayudaría a evitar la aparición 
de efectos no lineales [17]. 
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Otra área importante en la que se usan las redes de difracción es la de sensado de 
magnitudes físicas. Tanto las redes de período largo como las redes de Bragg son 
sumamente sensibles a tensiones mecánicas o a cambios de temperatura en su entorno [18] 
[19]. Además, gracias a que gran parte de la funcionalidad de las redes de período largo 
depende del índice externo a ésta, las LPGs también son empleadas como sensores de 
índice de refracción [20]. La respuesta al cambio de estas variables físicas consiste en 
variaciones en la posición espectral y la intensidad de las resonancias de la red. 

Una de las aplicaciones más prometedoras de las redes de difracción es en el 
procesamiento de señales sin necesidad de conversiones al dominio electrónico-digital; esto 
es, el manejo y procesamiento de datos directamente en el dominio fotónico. Esto permite 
no sólo el ahorro en sistemas costosos de conversión de las señales ópticas a señales 
eléctricas y viceversa, sino también la posibilidad de preservar el gran ancho de banda 
propio de las comunicaciones ópticas [21,22]. 

Para poder implementar el procesamiento de datos todo óptico, es necesario encontrar 
dispositivos que puedan realizar en el dominio fotónico las mismas operaciones básicas que 
se requieren en procesamiento de señales eléctricas, rutinariamente efectuadas por 
combinaciones de componentes electrónicos. Dos de las más importantes operaciones son 
las de derivación e integración, por lo que se han hecho múltiples propuestas en los últimos 
años para realizar ambas operaciones de forma todo óptica [23]. 

La primera propuesta teórica de un derivador fotónico fue hecha por Nam Quoc Ngo y 
colaboradores en 2004 [24]. En éste trabajo, se utilizó la teoría de filtros digitales para 
demostrar derivadores enteros todo ópticos mediante interferómetros. Posteriormente 
surgieron múltiples propuestas de diferenciadores de orden entero todo ópticos a partir de 
redes de período largo uniformes [25], interferómetros de tipo Mach-Zehnder o Michelson 
con óptica de espacio libre [26], interferómetros mediante dos LPGs en serie [27], redes de 
Bragg de acoplo cercano al 100% en transmisión [28], entre otras. 

Respecto a los integradores todo ópticos, los primeros trabajos fueron también 
realizados por el grupo de Ngo en el 2006, con aplicaciones en generación de solitones 
oscuros [29,30]. La primera demostración experimental de un integrador fotónico no se 
vería hasta el 2008 con el grupo de José Azaña, en donde se utilizó una cavidad Fabry-
Perot mediante dos FBGs grabadas en una fibra activa de Er-Yb [31]. Por su función de 
acumular el campo eléctrico de una señal óptica incidente, los integradores ópticos suelen 
ser resonadores ya sea activos o pasivos, éstos últimos con una ventana temporal de 
funcionamiento limitada. Algunas propuestas alternativas de integradores son la de una red 
de período corto en reflexión con un bajo nivel de acoplo [32], la de un resonador en anillo 
con ganancia [33], o la de una red de Bragg con un salto de fase operando en transmisión 
[34]. 
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De forma análoga al dominio electrónico, las posibles aplicaciones de estos 
dispositivos derivadores e integradores son muy numerosas. Algunas de ellas son el 
conformado de pulsos ópticos de perfil arbitrario [35,36], sensado y control ultrarrápido 
[24] y reconstrucción de fase de señales ópticas [37]. Las técnicas de reconstrucción de fase 
son especialmente importantes en telecomunicaciones, ya que para futuros esquemas de 
codificación de datos por fibra óptica será necesario utilizar modulación de fase (Phase-
Shift Keying) si se desea aprovechar al máximo la limitada banda del erbio que actualmente 
se utiliza para el envío y recepción de datos [38].  

Las técnicas de reconstrucción de fase también son muy relevantes en otros ámbitos, 
especialmente en aquellos donde se necesita caracterizar formas de onda no repetitivas, 
como en el estudio de transiciones de fase de materiales, reacciones químicas o en la 
observación de la dinámica de células vivas [39]. De hecho, en un artículo clásico escrito 
por Alan Oppenheim y Jae Lim se demuestra que bajo ciertas condiciones, una señal puede 
ser completamente reconstruida (con un factor de escala) utilizando solamente información 
sobre su fase [40]. 

Otra de las aplicaciones más interesantes de los operadores de cálculo todo ópticos es 
la solución de ecuaciones diferenciales en tiempo real. En un trabajo del año 2013 se logró 
resolver de forma totalmente analógica la siguiente ecuación diferencial utilizando un 
derivador fotónico [41]: 

)()(
)(

txtky
dt

tdy =+                                          (1.1.1) 

Donde x(t) representa la entrada al sistema, y(t) la solución de la ecuación y k es una 
constante positiva arbitraria. Para éste experimento se logró obtener correctamente la salida 
y(t) ante entradas de pulsos de picosegundos, lo cual significa la resolución en tiempo real 
de eventos de 3 órdenes de magnitud más rápidos que la velocidad máxima de reloj de los 
microprocesadores más veloces disponibles en el mercado (que operan en los GHz). Una de 
las posibles aplicaciones de la solución de ecuaciones diferenciales en forma todo óptica es 
en los lazos de realimentación de control automático en donde se necesiten tiempos de 
respuesta inalcanzables para la electrónica convencional. 

Es oportuno recalcar que la mayoría de los dispositivos derivadores o integradores 
propuestos se basan en redes de difracción, de forma que se aprovechan las ventajas de la 
compatibilidad con la tecnología de fibra óptica, entre las que se encuentran las bajas 
pérdidas de inserción, la inmunidad al ruido electromagnético y sobre todo su simplicidad 
de incorporación a redes todo ópticas [23]. Además, todos los avances hechos en estos 
dispositivos para fibra óptica son potencialmente extrapolables a estructuras en circuitos 
fotónicos integrados dedicados a computación óptica [42,43]. 
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Si bien el desarrollo de los operadores de cálculo todo óptico ha sido prolífico en los 
últimos años, todas las propuestas han sido de derivadores o integradores de orden entero. 
No fue hasta el año 2009 con el trabajo de C. Cuadrado-Laborde que se propuso un 
derivador todo óptico de orden fraccional [44]. La discusión acerca de qué significa lo 
anterior se presenta en el siguiente apartado. 

1.2 Introducción al Cálculo Fraccional 

1.2.1 Antecedentes Históricos 

¿Qué es una derivada fraccional? Para responder a esta interrogante, podemos 
hacernos la misma pregunta que se hizo el marqués de L’Hôpital en 1695, y que exteriorizó 
mediante una carta a Gottfried Leibniz, justo en la época donde el cálculo estaba dando sus 
primeros pasos. La pregunta es, si dada una función y(x), la siguiente expresión tiene algún 
sentido: 

2
1

2
1

dx

yd
                                                     (1.2.1) 

La contestación de Leibniz en una carta fechada el 30 de setiembre de 1695 fue la 
siguiente:  

“Puede usted ver que se puede expresar una cantidad como xyd 2
1

 o xyd 2:1 por una 

serie infinita. A pesar de que las series infinitas y la geometría están poco relacionadas, las 
primeras admiten solamente el uso de exponentes que sean enteros positivos o negativos, y 

no admiten, hasta donde sabemos, el uso de exponentes fraccionales.” 

 Más adelante en esta carta de respuesta continúa [45]:  

“Así, se obtiene que d1/2x es igual a xdxx : . Ésta es una aparente paradoja, de la 

cual algún día podrán ser obtenidas consecuencias útiles.” 

Se puede decir que esta carta marcó el nacimiento del cálculo fraccional. Desde 
entonces, este tema atrajo la atención de grandes matemáticos como Euler, Laplace, 
Fourier, Abel, Liouville, Riemann y Laurent [46]. En particular, una importante aportación 
realizada por Sylvestre Lacroix en un escrito suyo de 1819 fue generalizar a un orden 
fraccional la diferenciación de la siguiente función [47]: 

mxxy =)(                                                     (1.2.2) 
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Donde el exponente m es un número entero positivo. La derivada de orden n que todos 
conocemos del cálculo diferencial es: 

nmx
nm

m

dx

xd

dx

xyd nm
n

mn

n

n

≥
−

== − ,
)!(

!)(
                   (1.2.3) 

Al generalizar los factoriales de la ecuación (1.2.3) mediante la función Gamma, 
podemos reescribirla como: 

nm
n

mn

n

n

x
nm

m

dx

xd

dx

xyd −

+−Γ
+Γ==

)1(

)1()(
                         (1.2.4) 

En la ecuación (1.2.2), si tomamos m = 1, obtenemos el caso sencillo de y(x) = x. 
Luego, eligiendo de forma arbitraria n = ½ obtenemos lo siguiente: 

π
x

x
dx

xd

dx

xyd 2

)2/3(

)2()( 2/1

2
1

2
1

2
1

2
1

=
Γ

Γ==                         (1.2.5) 

Si bien esto fue efectuado por Lacroix a modo de ejercicio, el resultado que obtuvo 
coincide con la definición moderna de derivada fraccional. Tanto las derivadas como las 
integrales de orden fraccional se definen hoy en día partiendo de la llamada integral de 
Riemann-Liouville, de la cual hablaremos más adelante. 

Las derivadas e integrales de orden fraccional fueron vistas como meras curiosidades 
matemáticas hasta que en 1823, Niels Henrik Abel utilizó los incipientes resultados que se 
tenían hasta el momento en este tema para resolver el problema físico de la curva 
tautócrona, que consiste en averiguar la forma que debe tener una pendiente para que un 
objeto sin rozamiento se deslice hasta su punto más bajo en un tiempo fijo, 
independientemente de su sitio de partida [46]. 

Posteriormente, Bernhard Riemann y Joseph Liouville se dedicaron a formular 
definiciones para las derivadas e integrales de orden arbitrario, llegando a resultados que 
eran válidos solamente para casos particulares o que dependían de funciones auxiliares. No 
fue hasta 1884 con el trabajo de P.M. Laurent que se tuvieron las herramientas necesarias 
para tratar el tema con suficiente rigor matemático. Así, finalmente se llegó a entender el 
cálculo fraccional como una generalización de los conceptos de derivación e integración del 
cálculo clásico.  

De esta manera, para una función f(x) con ciertas restricciones, es posible definir un 
operador Dq que engloba tanto a la diferenciación (q > 0) como a la integración (q < 0) en 
una misma operación: 
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q

q
q

dx

xfd
xfD

)(
)( =                                             (1.2.6) 

Es interesante destacar que el orden q de este operador no solamente incluye a 
cualquier número real, sino que se extiende también a los números complejos. Así, el 
nombre “Cálculo Fraccional” en realidad es inadecuado, ya que engloba una operación 
mucho más general. Un término más correcto sería el de “Diferintegración de Orden 
Arbitrario”, de modo que se conserva el nombre de cálculo fraccional solamente por 
razones históricas. 

Aparte de las contribuciones hechas por Oliver Heaviside a finales del siglo XIX en el 
estudio de líneas de transmisión mediante técnicas de cálculo fraccional, esta rama de las 
matemáticas vio solamente modestos avances durante los años 1900-1970. En 1973 se 
publica la primera monografía dedicada exclusivamente al cálculo fraccional por Keith 
Oldham y Jerome Spanier [48], y el primer congreso relacionado a este tema fue 
organizado por Bertram Ross en New Haven, Estados Unidos en, 1974.  

1.2.2 Interpretación y Aplicaciones del Cálculo Fraccional 

Las derivadas e integrales de orden fraccional no poseen una interpretación geométrica 
o física sencilla como sí la tienen sus contrapartes de orden entero [46,48]. De hecho, ésta 
es una cuestión que fue debatida desde los primeros congresos sobre cálculo fraccional, 
tanto en New Haven (1974), en la Universidad de Strathclyde en el Reino Unido (1984) y 
en la Universidad de Nihon, en Japón (1989) sin llegar a ningún consenso. 

A pesar de ésto, es posible adquirir cierta noción del significado de una integral 
fraccional de orden q, para órdenes que se limiten a −1 ≤ q < 0. Dada una función causal 
f(t), donde t representa el tiempo, su integral fraccional de orden q se define como una 
convolución entre f(t) y una función de peso o “función de memoria” h(t): 

01,)()(
)(

1)(

0

<≤−−
−Γ

= ∫ qdfth
qdt

tfd t

q

q

τττ              (1.2.7) 

 Donde la función de memoria h(t) viene dada por: 

1

1
)( +=

qt
th                                                  (1.2.8) 

 Al representar gráficamente la función de memoria h(t) tal y como aparece en la 
ecuación (1.2.7), es decir, al ser integrada respecto a τ como h(t−τ) para un t arbitrario, 
podemos darnos cuenta del porqué de su nombre. 
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 q = -0,8
 q = -0,6
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Figura 1.2.1. Función de memoria h(t−τ) para distintos valores de q. Un orden de q = −1 es una función de 
memoria que le da igual peso a todos los eventos pasados previos a t. Al acercarse q a 0, la importancia a los 

eventos pasados es menor 

A partir de la Figura 1.2.1, vemos que cuando q = −1, la función de memoria se 
convierte en un escalón unitario, o lo que es lo mismo, una función de memoria que le da 
igual importancia a todos los eventos pasados desde τ = 0 hasta τ = t. Para valores 
crecientes de q, se le da cada vez menos importancia a los valores pasados cercanos a τ = 0, 
y se le da mayor peso a lo que esté cercano a τ = t. En el límite, cuando q es muy cercano a 
0, la función de memoria se convierte en una delta de Dirac, impidiendo recordar nada del 
pasado y dejando intacta la función original: 

∫ =−=
−→

t

q

q

q
tfdft

dt

tfd

0
0

)()()(
)(

lim τττδ                       (1.2.9) 

Así, la integral fraccional es básicamente una integral que da distintos pesos a eventos 
pasados de acuerdo con su orden de integración fraccional, donde q = −1 significa recordar 
todo el pasado de la función f(t) por igual, y q = 0 es equivalente a no recordar nada.  

Por otra parte, en un interesante artículo por I. Podlubny [49], se menciona otra posible 
interpretación física de la integral fraccional. Como acabamos de mencionar, una integral  
clásica (q = −1) se puede interpretar como la suma de todo el historial de comportamiento 
de una función f desde un tiempo τ = 0: 

∫=−

− t

df
dt

tfd

0
1

1

)(
)( ττ                                       (1.2.10) 

Luego, una integral fraccional para −1 < q < 0  se puede interpretar también como el 
historial del comportamiento de la función f(t), pero no respecto a un eje temporal 

uniforme, sino respecto a un eje temporal modificado por una función ),(qtgt  que depende 
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del tiempo original t y del orden q. En otras palabras, se sustituyen los diferenciales de 

tiempo uniforme dτ por diferenciales de “tiempo dilatado” ),(qdgt τ : 

∫=
t

tq

q

qdgf
dt

tfd

0

),()(
)( ττ                                    (1.2.11) 

El autor de dicho artículo menciona de forma explícita la forma que posee esta función 

),( qtgt  y establece un muy posible vínculo con la teoría de la relatividad general. De 

hecho, gracias a estas propiedades de variar el peso de eventos pasados, en otros trabajos se 
destaca el uso del cálculo fraccional para modelar fenómenos físicos como la viscosidad y 
la elasticidad de materiales, que requieren precisamente de funciones de memoria [50,51]. 
Otra de las grandes aportaciones del cálculo fraccional es la posibilidad de simplificar el 
modelado de fenómenos físicos mediante ecuaciones diferenciales fraccionales [46]. En 
particular, podemos encontrar soluciones a problemas en electroquímica [48], ondas y 
difusión en medios finitos [52], control de trayectorias de robots [53,54], estudio del efecto 
piel en electromagnetismo [55], entre muchos otros. 

En ámbitos más cercanos a lo que concierne a esta tesis, se han encontrado 
importantes aplicaciones de los derivadores de orden fraccional en óptica y microscopía, ya 
que éstos son capaces de introducir variaciones de intensidad directamente proporcionales a 
la fase de un objeto [56]. Para esta aplicación puntual, un filtro fraccional de orden ½ 
permite optimizar la relación señal-ruido a la hora de obtener la fase que se busca [57]. Es 
posible extender esta idea al campo de las fibras ópticas para recuperación de la 
información de fase de señales ultrarrápidas, lo cual será demostrado experimentalmente en 
el último capítulo experimental del presente trabajo [58]. 

Otra de las aplicaciones relevantes del cálculo fraccional en el área de la óptica es la 
implementación de la transformada fraccional de Fourier (Fractional Fourier Transform o 
FrFT) [59-61]. En analogía directa con los operadores diferintegrales, la FrFT es una 
generalización de la transformada de Fourier, y curiosamente se interpreta como la 
representación de la señal (para nuestros propósitos temporal) respecto a un eje rotado un 
ángulo α [62,63]. 

En el caso de la transformada de Fourier convencional el ángulo de rotación es π/2, lo 
cual resulta razonable dado que la transformada de Fourier representa eventos 
temporalmente cortos como espectros con componentes de alta frecuencia y viceversa: 
cualquier evento en el infinito del eje temporal es enviado al origen en su representación en 
el eje de frecuencias. Adicionalmente, por propiedades de la transformada de Fourier, la 
aplicación de ésta dos veces produce f(−t) (una rotación del eje de π), mientras que al 
aplicarla cuatro veces (una rotación del eje de 2π) es precisamente equivalente a la 
identidad [60]. 
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Una de las aplicaciones más atractivas en óptica de la FrFT se da en problemas de 
difracción de ondas electromagnéticas. Como sabemos, en régimen de campo lejano o zona 
de Fraunhofer, el campo es directamente proporcional a la transformada de Fourier de la 
transmitancia del objeto que difracta a la onda [64]. Normalmente es más difícil conocer el 
patrón de campo cercano, sin embargo, es posible mostrar que la difracción en la zona de 
Fresnel está dada por la transformada fraccional de Fourier, que va evolucionando (sólo en 
intensidad) hasta convertirse en la transformada de Fourier convencional al llegar a la zona 
de campo lejano [65,66]. 

Como vemos, en la última mitad del siglo XX el cálculo fraccional ha venido 
encontrando cada vez más aplicaciones en distintos campos de la ciencia. En el caso de la 
tecnología de fibra óptica, después de la primera propuesta de un derivador fraccional todo 
óptico mediante interferómetros [44], se han propuesto múltiples alternativas para 
derivadores de orden fraccional, como redes de Bragg asimétricas y con un salto de fase 
operadas en reflexión [67], derivadores a partir de anillos resonantes de silicio [68], redes 
de Bragg con inclinación respecto al eje de propagación en fibras activas [69] o redes de 
período largo subacopladas [70]. Respecto a los integradores de orden fraccional todo-
ópticos, la literatura disponible es bastante más limitada, ya que la única propuesta de un 
dispositivo físico realizable es mediante una red de Bragg apodizada [71]. 

Entre algunos de los potenciales usos para los operadores de cálculo fraccional 
fotónicos figuran la estimación de la magnitud de chirp de un pulso láser [72], recuperación 
de fase de señales no repetitivas [58], implementación de la transformada fraccional de 
Fourier [70,73], nuevos esquemas de codificación de señales variando el orden fraccional 
de la FrFT [74], etc. 

Otro ejemplo relevante de la aplicación de los operadores de cálculo fraccional es en la 
teoría de control automático. Normalmente para reducir el error entre el valor deseado o 
set-point y la salida real de un sistema, es necesario introducir un elemento integrador en un 
lazo de control. Sin embargo, los elementos integradores suelen introducir un tiempo de 
retardo considerable para llegar a un error cercano a cero [71]. Un integrador de orden 1/2 
en un lazo de control permitiría alcanzar un set-point adecuado en un tiempo breve en 
comparación a un integrador de orden entero, además de incrementar la estabilidad y 
robustez del sistema [75,76]. 
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Teniendo en mente la creciente relevancia que han adquirido los operadores de cálculo 
fraccional en la actualidad, así como el profundo impacto que han tenido y que siguen 
teniendo las tecnologías fotónicas, es el propósito de esta tesis el contribuir a obtener más 
“consecuencias útiles” de la aparente paradoja a la que se enfrentaron L’Hôpital y Leibniz 
hace ya más de 300 años [77-79]. 

1.3 Objetivos y Estructura de la Tesis 

Los principales objetivos de la tesis son los siguientes: 

1. Estudiar la teoría de cálculo fraccional, para poder diseñar y demostrar 
experimentalmente dispositivos fotónicos basados en LPGs que produzcan la 
derivada fraccional de pulsos láser de picosegundos. 

2. Estudiar la teoría de redes de difracción en fibra óptica, con especial énfasis en las 
redes de período largo uniformes (LPGs) y los factores que determinan su ancho de 
banda. 

3. Medir la sensibilidad de las redes de período largo ante variaciones en tensión 
mecánica axial, temperatura e índice de refracción. 

4. Demostrar experimentalmente una aplicación de los derivadores de orden fraccional 
en reconstrucción de fase de pulsos ópticos. 

Para lograr este objetivo, la tesis ha sido estructurada en 5 capítulos. Los contenidos 
de éstos son: 

Capítulo 1: Introducción 

El presente capítulo se ha dedicado a describir cualitativamente las redes de 
difracción en fibra óptica y sus usos. Posteriormente se ha introducido el tema del cálculo 
fraccional, y algunas razones del por qué se ha dado un interés de implementar operadores 
de derivadas e integrales fraccionales en el dominio fotónico. 

Capítulo 2: Marco Teórico 

 En este capítulo se describe la teoría del cálculo fraccional, y la representación 
matemática de un pulso óptico y de su derivada fraccional teórica. Posteriormente, se 
analiza la teoría de las redes de período corto (FBGs) y de período largo (LPGs), y se 
explica por qué éstas últimas pueden funcionar como derivadores fraccionales bajo ciertas 
circunstancias. 
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Capítulo 3: Grabación de Redes de Difracción en Fibra Óptica 

 El capítulo 3 está dedicado al diseño y fabricación de redes de difracción, enfocando 
el trabajo especialmente a la obtención de redes de período largo con ancho de banda 
reducido. Posteriormente, estas redes espectralmente estrechas son sometidas a pruebas de 
sensibilidad ante tensión axial, temperatura e índice de refracción. 

Capítulo 4: Derivación Fraccional – Implementación Experimental Usando 
Redes de Período Largo 

 Este capítulo está dedicado a los experimentos de derivación fraccional. Se inicia 
con la obtención experimental de la función de transferencia de una LPG para caracterizarla 
como derivador fraccional. Posteriormente, se obtiene experimentalmente la derivada de 
orden ½ de un pulso óptico mediante dos configuraciones: LPG uniforme e interferómetro 
Mach-Zehnder con dos LPGs en serie. Finalmente se muestra una aplicación de éstos 
dispositivos al recuperar la fase de un pulso óptico de picosegundos mediante un método 
basado en derivadas de orden ½, y es validado por un segundo método de reconstrucción de 
fase mediante un medio dispersivo. 

Capítulo 5: Conclusiones y Trabajo Futuro 

 El capítulo final recoge las conclusiones obtenidas en éste trabajo. Además, se 
discuten algunas de las líneas abiertas que deja la presente tesis, como lo son los 
integradores de orden fraccional todo ópticos y aplicaciones de las LPGs de ancho de banda 
estrecho en telecomunicaciones. 
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Capítulo 2 – Marco Teórico 

2.1 Cálculo Fraccional 

2.1.1 Definiciones Fundamentales 

 El primer objetivo del presente análisis teórico será presentar los operadores de 
derivación e integración fraccional como una extensión de los conceptos ya conocidos del 
cálculo convencional de orden entero. Se expondrá la manera en que es posible englobar 
tanto la operación de diferenciación como la de integración en un mismo operador 
matemático. Ésta operación matemática general se definirá como la “diferintegral” de una 
función. El desarrollo en este apartado es un resumen del que se presenta en el libro clásico 
de Oldham y Spanier [1]. 

 Para iniciar, denotaremos la n-ésima derivada de una función f(x) respecto a su 
variable independiente x de la forma usual: 

n

n

d f

dx
                                                           (2.1.1) 

donde n es un número entero positivo. 

 Debido a que la integración es la operación inversa a la derivación, es natural pensar 
que podamos definir la n-ésima integral de una función mediante la notación de la ecuación 
(2.1.2): 

n

n

d f

dx

−

−                                                          (2.1.2) 

 Para explicar el origen del operador “diferintegral”, tendremos que limitarnos sólo a 
las integrales definidas. Ahora, éste proceso de integración necesariamente incluirá límites 
de integración inferior y superior, por lo que es necesario tomarlos en cuenta de alguna 
manera. Definiremos la ecuación (2.1.2) como la integral n-ésima con un límite inferior de 
integración igual a cero: 

1 2 1

1 2 1 0 00 0 0 0
... ( )

n
n

x x x x

n nn

d f
dx dx dx f x dx

dx

−
−

− −− = ∫ ∫ ∫ ∫                       (2.1.3) 

 Como también será necesario integrar con un límite inferior a distinto de cero, se 
puede hacer la siguiente sustitución: 
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0
( ) ( )

x x a

a
f y dy f y a dy

−
= +∫ ∫                                    (2.1.4) 

 A partir de lo anterior, y utilizando la ecuación (2.1.3) la integral n-ésima de una 
función a partir de un límite inferior a arbitrario se escribirá como: 

[ ]
1 2 1

1 2 1 0 0... ( )
( )

n
n x x x x

n nn a a a a

d f
dx dx dx f x dx

d x a

−
−

− −− =
− ∫ ∫ ∫ ∫                      (2.1.5) 

Por su generalidad respecto a los límites de integración, se preferirá trabajar con la 
ecuación (2.1.5) para definir el operador diferintegral que se describirá más adelante.  

 Procederemos entonces a buscar las fórmulas que describen el proceso iterativo de 
diferenciar n veces una función, así como el de integrarla n veces. Al comparar ambas se 
llegará entonces a una sola ecuación que englobe ambos procesos, y a partir de allí se 
generalizará este operador no sólo para órdenes enteros n, sino también para órdenes reales 
q. 

 Empezaremos con la derivación. Las tres primeras derivadas de una función f son: 

[ ] [ ]{ }
1

1

1 0
lim ( ) ( )
x

d f
x f x f x x

dx δ
δ δ−

→
= − −                             (2.1.6) 

[ ] [ ]{ }
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2
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lim ( ) 2 ( ) ( 2 )
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d f
x f x f x x f x x
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δ δ δ−
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= − − + −                    (2.1.7) 
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3 0
lim ( ) 3 ( ) 3 ( 2 ) ( 3 )
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d f
x f x f x x f x x f x x

dx δ
δ δ δ δ−

→
= − − + − − −        (2.1.8) 

 Repitiendo este proceso, se deduce la fórmula para la derivada de orden n: 

[ ]
0

0

lim ( 1) ( )
n n

n k
n x

k

nd f
x f x k x

kdx δ
δ δ−

→ =

  
= − −  

  
∑                     (2.1.9) 

 Por conveniencia, y para luego comparar la ecuación (2.1.9) con la definición de 
integral definida por sumas de Riemann, definiremos los diferenciales δx de la siguiente 
manera: 

N

x a
x x

N
δ δ −= =                                           (2.1.10) 

donde N es un número natural arbitrariamente grande y a una constante menor a x. La 
constante a se convertirá en el límite inferior de integración a la hora de generalizar la 
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fórmula de derivada de orden n para incluir a las integrales. Sustituyendo el nuevo 
diferencial discretizado en la ecuación de la derivada de orden n, se obtiene: 

[ ]
0

0

lim ( 1) ( )
N

n n
n k

N Nn x
k

nd f
x f x k x

kdx δ
δ δ−

→ =

  
= − −  

  
∑                    (2.1.11) 

Ahora, el coeficiente binomial dentro del sumatorio se puede considerar como cero 
para valores de n < k, por lo que se pueden extender sin problemas los índices de la suma 
hasta un valor N − 1, siempre que N − 1 > n. Tenemos entonces: 
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n N
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∑                   (2.1.12) 

Para hacer los diferenciales arbitrariamente pequeños, debemos hacer que N tienda a 
infinito. Por lo tanto, la ecuación (2.1.12) se reescribe como: 
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lim ( 1)
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k
n N

k

nd f x a x a
f x k

kdx N N

− −

→∞ =

  −  −     = − −              
∑             (2.1.13) 

Teniendo así la fórmula de la derivada de orden n convenientemente escrita, 
procedemos a deducir la ecuación para las integrales definidas de orden n a partir de la 
definición por sumas de Riemann. 

La integral de orden 1, con límite de integración igual a una constante a es: 
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De forma similar, al integrar una vez más se llega a: 
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La integral de tercer orden viene a ser: 
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Finalmente, la ecuación para la n-ésima integral se puede escribir de la siguiente 
forma: 
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Haciendo tender los diferenciales a cero mediante la elección de N arbitrariamente 
grande, tenemos: 
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De esta forma, si se comparan las ecuaciones de la derivada (2.1.13) y de la integral 
de orden n (2.1.18), se observa una clara similitud. Para unificar ambas ecuaciones, se debe 
hacer uso de la función Gamma, que vendrá a servir entonces de piedra angular entre las 
operaciones de diferenciación e integración. En particular haremos uso de la siguiente 
propiedad: 

)1()(
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kn

nk
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nk
                               (2.1.19) 
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Mediante la ecuación (2.1.19), es posible resumir ambos operadores matemáticos en 
uno solo. Sustituyendo n por –q obtenemos: 

[ ]
1

0

( )
lim

( ) ( 1)( )

qq N

q N
k

d f x a k q x a
f x k

N q k Nd x a

− −

→∞ =

 − Γ −  −     = −     Γ − Γ +   −    
∑         (2.1.20) 

 La ecuación (2.1.20) será llamada de ahora en adelante la diferintegral de orden q de 
f, donde q no solamente puede ser un entero negativo o positivo, sino que puede ser 
cualquier número real. 

 Si bien la definición de diferintegral propuesta en la ecuación (2.1.20) es la más 
fundamental y se puede aplicar a una gran cantidad de funciones, es sólo útil a la hora de 
calcular diferintegrales de funciones muy simples. Existe una definición más manejable 
basada en una transformada integral. Ésta se conoce como integral de Riemann-Liouville. 

 Para conocer de dónde proviene dicha transformada integral, es necesario recurrir a 
la fórmula de una integral iterada de orden n pero no por sumas de Riemann como se hizo 
en la ecuación (2.1.18), sino más bien escrita como una integral simple acompañada de una 
función de peso. Dicha ecuación es: 

[ ]
( )1 1 1

1 2 0 0

1
( ) ( )

( 1)!( )

n
n x x x x n

n nn a a a a

d f
dx dx f x dx x y f y dy

nd x a

−
−

−
− −− = = −
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 Si se hace uso nuevamente de la función Gamma para generalizar la integración a 
órdenes no necesariamente enteros, se obtiene lo que se conoce como la integral de 
Riemann-Liouville, que viene a ser una definición alternativa de la diferintegral de orden q, 
con la salvedad de que ésta definición solo se aplica para órdenes q < 0 (integrales 
fraccionales), ya que de lo contrario la integral no converge. Nótese que de nuevo se 
sustituye n por –q: 

[ ]
11

( ) ( ) , 0
( )( )

q
x q
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d f
x y f y dy q

qd x a
− −= − <

Γ −− ∫                   (2.1.22) 

¿Qué sucede entonces con las derivadas? Para extender esta nueva (y más 
conveniente) definición de diferintegral para órdenes de q mayores o iguales a cero, o lo 
que es lo mismo, para derivadas fraccionales, es necesario recurrir a la propiedad de suma 
de índices de los operadores diferenciales: 

[ ] [ ]( ) ( )

q n q n

q q nn

d f d d f

dxd x a d x a

−

−
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                            (2.1.23) 
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De esta forma, para calcular una derivada fraccional de orden q, inicialmente se 
debe obtener la integral de Riemann-Liouville de orden q−n, donde n es un número natural 
tal que q−n sea negativo; esto último para asegurarnos de que la integral converja. Luego, 
al resultado se le calcula la n-ésima derivada respecto a su variable independiente. En otras 
palabras: 

[ ] 0,0,)()(
)(

1

)(
1 <−≥









−
−Γ

=
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−− nqqdyyfyx
qndx

d

axd

fd x

a

qn
nq

q

       (2.1.24) 

Las ecuaciones (2.1.22) y (2.1.24) serán entonces las definiciones de integral 
fraccional y derivada fraccional, respectivamente. Éstas poseen la ventaja de que son 
mucho más sencillas de manipular que la definida mediante sumas de Riemann. 

2.1.2 Diferintegrales de Funciones Simples 

 Para iniciar nuestro estudio de las diferintegrales, estudiaremos la diferintegral de 
orden q de la función constante f(x) = C. Al aplicar la definición de diferintegral por sumas 
de Riemann (2.1.20) y mediante propiedades de la función Gamma, se llega a: 

[ ]
( ) ( )

(1 )( )

q q

q

d C x a
C

qd x a

−−=
Γ −−

                                     (2.1.25) 

 A modo de ejemplo, se muestra en la Figura 2.1.1 las diferintegrales de orden q de 
la función constante C = 1 con el parámetro a igual a cero. Los valores de q fueron elegidos 
entre cero y uno. Los valores q = 0 y q = 1 no se representan, ya que corresponden a los 
casos triviales de la función f(x) = 1 y su primera derivada, respectivamente. 

0 1 2 3
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2

3
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 ( )
q

q

dx

d 1

 q = 0,1
 q = 0,3
 q = 0,5
 q = 0,7
 q = 0,9

 
Figura 2.1.1 Derivadas de orden fraccional para 0 < q < 1 de una función constante. 
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Nótese que las derivadas fraccionales de una constante dependen de la variable 
independiente x, y para x < 0 toman valores complejos. De forma análoga, se representan 
en la Figura 2.1.2 las diferintegrales de orden q menor a cero para la misma función 
constante C = 1.  
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 q = -0,1
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 q = -0,5
 q = -0,7
 q = -0,9

 
Figura 2.1.2 Integrales de orden fraccional −1 < q < 0 para una función constante. 

Cabe destacar que si la función constante es C = 0, la diferintegral también será 
igual a cero independientemente del orden q que se utilice. 

 Resulta interesante observar el comportamiento de las diferintegrales de la función 
constante si el orden de diferintegración es tal que |q| > 1. En el caso de las derivadas 
fraccionales, se tiene el resultado en la Figura 2.1.3. 
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Figura 2.1.3 Derivadas de orden fraccional de la función constante para q > 1. 

 El comportamiento asintótico al tender x a infinito es común para todos los órdenes, 
mas no así su signo, que alterna de valor debido a que la función Gamma también lo hace 
para argumentos negativos. El gráfico de la función Gamma se adjunta en la Figura 2.1.4. 
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Figura 2.1.4 Función Gamma para −5 < x < 3. 

 Teniendo en mente que la función Gamma es siempre mayor a cero para 
argumentos positivos, y recordando que las integrales fraccionales incluyen un factor 
Γ(1−q) es de esperar que las integrales fraccionales también sean positivas, como se 
muestra en la Figura 2.1.5. 
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Figura 2.1.5 Integrales de orden fraccional de la función constante para q < −1. 

  



  Capítulo 2 
 

29 
 

Pasando a analizar la función lineal, si trabajamos con: 

( )f x x a= −                                              (2.1.26) 

La diferintegral de orden q es: 

[ ]
1( ) ( )

(2 )( )

q q

q

d x a x a

qd x a

−− −=
Γ −−

                                  (2.1.27) 

Esta expresión es bastante similar a la ecuación de la diferintegral de una constante, 
salvo por un orden extra del numerador y un desplazamiento en los posibles cambios de 
signo de la función Gamma. 

Para funciones de tipo  

( ) ( ) pf x x a= −                                         (2.1.28) 

La definición de diferintegral sólo es válida para valores de p > −1, ya que una de 
las condiciones para que una función se considere como diferintegrable es que cumpla lo 
siguiente: 

{ }lim ( ) ( ) 0
x a

x a f x
→

− =                                   (2.1.29) 

Para concluir, se puede mostrar que la ecuación de la diferintegral de orden q para 
este tipo de funciones es: 

[ ]
( ) ( 1)

1,
( 1)( )

q p p q

q

d x a p x
p q

p qd x a

−− Γ += > − ∀
Γ − +−

                (2.1.30) 

En este apartado se han explorado las diferintegrales de funciones del tipo C(x−a)p. 
La importancia de funciones de este tipo radica en su uso para representaciones en series de 
potencias de funciones analíticas más complejas [1]. 
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2.1.3 Propiedades Generales de las Diferintegrales 

 A continuación se hará un listado de las principales propiedades de las 
diferintegrales utilizando la misma nomenclatura que en la referencia [1]: 

1. Linealidad 

[ ] [ ] [ ]
1 2 1 2( )

( ) ( ) ( )

q q q

q q q

d f f d f d f

d x a d x a d x a

+ = +
− − −

                          (2.1.31) 

2. Homogeneidad 

Para una constante C que acompañe a la función f tenemos: 

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]( ) ( )

q q

q q

d Cf d f
C

d x a d x a
=

− −
                                 (2.1.32) 

3. Diferintegral de una serie de potencias 

Sea una función analítica φ(x) con la siguiente representación en series de potencias: 

( )

0

( )
( ) ( )

!

k
k

k k
k

a a
x a x a a

k
ϕ

∞

=

= − =∑                              (2.1.33) 

La diferintegral de orden q se aplica a todos los términos de la serie infinita: 

[ ] [ ]0 0

( ) ( ) ( 1)( )

( 1)( ) ( )

q q k k q

k kq q
k k

d x d x a k x a
a a

k qd x a d x a

ϕ −∞ ∞

= =

− Γ + −= =
Γ − +− −

∑ ∑         (2.1.34) 

El intervalo de convergencia de la serie diferintegrada es el mismo que el de la serie 
original excepto en los extremos, donde puede que no converja.  

4. Cambio de Escala 

Para el caso de una función f(x) en donde se considera un límite inferior de 
diferintegración a y una constante β que sirva como factor de escala, queremos indagar en 
la forma que adopta la diferintegral de la siguiente expresión 

( ( ) )f x a aβ − +                                             (2.1.35) 
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Mediante la definición por integral de Riemann-Liouville se obtiene que: 

[ ] [ ]
( ( ) ) ( ( ) )

( ) ( ( ))

q q
q

q q

d d
f x a a f x a a

d x a d x a
β β β

β
− + = − +

− −
       (2.1.36) 

El caso más útil será cuando el límite inferior a sea igual a cero, ya que la ecuación 
anterior se simplifica a: 

( ) ( )

( )

q q
q

q q

d f x d f x

dx d x

β ββ
β

=                                    (2.1.37) 

5. Regla de Leibniz para productos 

La diferintegral de orden q de un producto de dos funciones f(x) y g(x) es de nuevo una 
generalización de las reglas del producto tanto para derivadas como para integrales de 
orden entero. Se tiene entonces que: 

[ ]
[ ] [ ] [ ]0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

q q k k

q q k k
k

qd f x g x d f x d g x

kd x a d x a d x a

−∞

−
=

 
=  

− − − 
∑                   (2.1.38) 

Donde para un valor q arbitrario, el coeficiente binomial generalizado en la 
ecuación anterior se define como: 

)1()1(

)1(

+−Γ+Γ
+Γ=









kqk

q

k

q
                                 (2.1.39) 

6. Regla de la Cadena 

Debido a la imposibilidad de encontrar una regla generalizada para integrar funciones 
compuestas, no es posible describir una fórmula que englobe tanto a la derivación como a 
la integración de orden generalizado. Si bien existe una fórmula para órdenes q positivos, 
su enorme complejidad la hace poco práctica, por lo que no será tomada en cuenta en este 
trabajo. 

7. Traslación  

Si se tiene una función con su argumento trasladado f(x+A), con A una constante 
positiva, entonces la fórmula para su diferintegral es: 

[ ] [ ] [ ] [ ]0

( ) ( ) (1) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

q q q k k

q q q k k
k

d f x A d f x A a d d f a A

d x a d x A a d x A a d a A a

+ −∞

+ −
=

+ + − += −
− + − + − + −

∑       (2.1.40) 
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Vale la pena destacar que la serie de potencias en la ecuación anterior usualmente se 
anula si se consideran las funciones que normalmente se utilizan en problemas físicos [1]. 

8. Diferintegral de la función exponencial 

Para nuestro análisis será fundamental conocer qué forma tiene la diferintegral de la 
función exponencial con un argumento lineal: 

)exp()( cxxf −=                                       (2.1.41) 

Con c una constante. Primero es necesario expresar la función f como una serie de 
potencias centrada en a, que será el límite inferior de la diferintegral: 

∑
∞

= +Γ
−−−=−

0 )1(

)()(
)exp()exp(

k

kk

k

axc
cacx                   (2.1.42) 

Tomando como variable de diferintegración c(x−a), introducimos el operador 
diferintegral dentro de la serie, y operamos  término a término para obtener: 

[ ] [ ] ∑
∞

= +−Γ
−−

−
−=

−
−

0 )1(

)()(

)(

)exp(

)(

)exp(

k

kk

qq

q

qk

axc

axc

ca

cacxd

cxd
              (2.1.43) 

Para manejar una expresión más sucinta que la anterior, es necesario recurrir a la 
definición de la función Gamma incompleta inferior γ*, la cual depende tanto de la variable 
independiente x como de una constante c. La definición es muy similar a la de la función 
Gamma, sólo que la constante c en esta ocasión juega el papel de límite superior de la 
integral. En series de potencias, la función Gamma incompleta inferior se escribe como: 

∑
∞

=

∗

++Γ
−=

0 )1(
)exp(),(

k

k

cx

x
xxcγ                         (2.1.44) 

Haciendo uso de la ecuación (2.1.44), y la propiedad de cambio de escala (2.1.37) 
para eliminar la dependencia respecto a (cx-ca) de la diferintegral, ésta se puede reescribir 
en términos de la función Gamma incompleta inferior de la siguiente forma: 

[ ] )exp(
)(

))(,(

)(

)exp(
cx

ax

axcq

axd

cxd
qq

q

−
−

−−−=
−

− ∗γ
                 (2.1.45) 

En el caso de que el límite inferior de integración a sea cero, la expresión se 
simplifica considerablemente. Por conveniencia de notación llamaremos a −c como jω. 
Luego, mediante propiedades de la función γ*(c,x) cuando x es grande, la ecuación (2.1.45) 
se puede simplificar a: 
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)exp()(
)exp(

xjj
dx

xjd q

q

q

ωωω =                              (2.1.46) 

Éste último resultado será clave para estudiar el comportamiento de un pulso óptico 
ante un operador diferintegral. En particular, nos interesará el caso en el que q=1/2, y al que 
llamaremos operador semiderivada. 

2.2 Diferintegral de un Pulso Óptico 

 En este apartado se pretende describir matemáticamente cómo las técnicas del 
cálculo fraccional se pueden aplicar en el procesamiento de señales; específicamente en el 
cálculo de la diferintegral de un pulso óptico. Posteriormente, estas técnicas técnicas de 
cálculo fraccional serán utilizadas para obtener la fase del campo eléctrico que compone al 
pulso. 

 La importancia de averiguar la fase radica en que gran parte de la información que 
puede contener una señal se encuentra contenida en ésta. En un experimento efectuado por 
Oppenheim y Lim [2], se demuestra que es posible reconstruir buena parte de una señal 
partiendo solamente de su fase original y utilizando una distribución de amplitud totalmente 
aleatoria. 

 Para iniciar nuestro análisis, el pulso óptico en cuestión será denominado f(t), y 
puede ser descrito mediante la siguiente ecuación 

)exp()()( 0tjtetf ω=                                      (2.2.1) 

 Donde e(t) es la envolvente compleja del pulso, y ω0 es la frecuencia óptica que 
contiene la portadora. Una representación gráfica de un pulso de picosegundos se muestra 
en la Figura 2.2.1, con la parte real del pulso en rojo y la envolvente compleja en línea 
discontinua. 
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Figura 2.2.1 Representación de la parte real de un pulso óptico de picosegundos. 

La envolvente compleja tendrá una amplitud |e(t)| y una fase φ(t): 

[ ])(exp)()( tjtete ϕ=                                         (2.2.2) 

Combinando la definición del pulso (2.2.1) junto con la de su envolvente compleja 
(2.2.2), encontramos que éste puede ser reescrito mediante un solo término de fase Θ(t): 

[ ] [ ])(exp)())((exp)()( 0 tjtettjtetf Θ=+= ωϕ                  (2.2.3) 

Es precisamente ésta función de fase Θ(t) la que va a contener la mayor parte de la 
información acerca del pulso óptico, y de ahí su gran relevancia. La primera derivada 
respecto al tiempo de ésta función de fase se denomina frecuencia instantánea, y es una 
forma de medir cómo cambia la frecuencia de la portadora ω0 a lo largo del pulso [3]: 

0

( ) ( )d t d t

dt dt

ϕωΘ = +                                          (2.2.4) 

 Nótese que la frecuencia instantánea depende en gran parte de la fase de la 
envolvente φ(t). Si la razón de cambio respecto al tiempo de φ(t) es nula o una constante, la 
frecuencia instantánea mantiene su valor inalterado a lo largo de todo el pulso, igual a como 
se observa en la Figura 2.2.1. 

 Sin embargo, si dφ(t)/dt es una función del tiempo, la frecuencia instantánea variará 
dentro del pulso. Si éste fuera el caso, diremos que el pulso tiene chirp. En el caso de que la 
frecuencia aumente con el tiempo, se dice que es un up-chirp, mientras que si disminuye, es 
un down-chirp. Un ejemplo de up-chirp se muestra en la Figura 2.2.2. 
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Figura 2.2.2 Representación de un pulso óptico con up-chirp. 

 Procederemos ahora a estudiar la representación del pulso en el dominio de la 
frecuencia. Haciendo uso de la ecuación (2.2.1), la transformada de Fourier del pulso óptico 
f(t) es: 

{ } 0( )
0( ) ( ) ( ) ( )j tj tf t f t e dt e t e dt Eω ωω ω ω

∞ ∞
− −−

−∞ −∞

ℑ = = = −∫ ∫                  (2.2.5) 

 Donde E(ω) es la transformada de la envolvente compleja e(t). La ecuación anterior 
nos indica que la transformada de Fourier del pulso consiste en la transformada de su 
envolvente compleja desplazada en frecuencia una cantidad ω0, que es la frecuencia de su 
portadora. 

 Debido a éste desplazamiento en frecuencia, las ecuaciones se simplifican si se 
trabaja en banda base. Esto es, usando una variable de frecuencia Ω centrada en ω0 y 
definida como: 

0ω ωΩ = −                                                   (2.2.6) 

 Valiéndose de la transformada de Fourier inversa, y de la nueva variable de banda 
base, se puede encontrar una expresión alternativa para el pulso óptico en el dominio 
temporal, que será útil para nuestros propósitos: 

1
( ) ( )

2
j tf t E e d

π

∞
Ω

−∞

= Ω Ω∫                                         (2.2.7) 

 Nótese que en la expresión anterior, la dependencia temporal se encuentra 
solamente en las exponenciales complejas dentro del integrando. Recurriendo entonces a la 
linealidad del operador diferintegral, y al resultado (2.1.46) acerca de la diferintegral de una 
función exponencial, podemos introducir dicho operador dentro de la integral: 
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( ) 1
( ) ( )

2

q
q j t

q

d f t
E j e d

dt π

∞
Ω

−∞

 = Ω Ω Ω ∫                            (2.2.8)  

 La integral anterior no tiene en general solución analítica. Por lo tanto, lo más 
conveniente es trabajar directamente en el dominio de la frecuencia realizando de nuevo 
una transformada de Fourier, ya que de esta forma la diferintegral de f(t) se simplifica a: 

{ }( )
( ) ( ) ( ) ( )

q
q q

q

d f t
j f t j E

dt

 
ℑ = Ω ℑ = Ω Ω 
 

                     (2.2.9) 

 De esta manera, nos damos cuenta de que la diferintegral de orden q de un pulso 
óptico en el tiempo es equivalente a filtrar la señal con una función de transferencia en el 
dominio de la frecuencia de la forma: 

( ) ( )qH jΩ = Ω                                         (2.2.10)              

 Así, dependiendo de si q es positivo o negativo, el filtro tendrá un comportamiento 
distinto. Para q positivo, se considerará una derivada fraccional, mientras que para un q 
negativo, será una integral fraccional [4,5]. 

2.3 Función de Transferencia de un Derivador Fraccional 

2.3.1 Respuesta del Derivador Fraccional en Amplitud y Fase 

 Como se mostró en el apartado anterior, una diferintegral puede representar en el 
dominio de la frecuencia a un filtro. Estudiaremos entonces el comportamiento de éste para 
valores de q positivos, o lo que es lo mismo, para un derivador fraccional. Reescribiendo la 
ecuación (2.2.10), un derivador fraccional en el dominio de la frecuencia es: 

0( ) [ ( )] 0qH j qω ω ω= − >                                (2.3.1) 

Es necesario estudiar con detenimiento la forma que tiene dicha función de 
transferencia tanto en amplitud como en fase. De ésta manera, estaremos en capacidad de 
comparar el comportamiento de un derivador fraccional ideal con el de dispositivos 
físicamente realizables que puedan llevar a cabo ésta función. En amplitud la función 
tendrá la siguiente forma para valores de q mayores a cero: 

0( ) 0
q

H qω ω ω= − >                              (2.3.2) 
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y centrándonos en la frecuencia de la portadora ω0, o equivalentemente, en Ω = 0, 
observamos la respuesta en amplitud en la Figura 2.3.1: 

 

0

 

 

 q

0ωω −
 

 
0ωω −

 q = 1
 q = 1/2

 
Figura 2.3.1 Respuesta en amplitud de derivadores de orden 1 y ½. 

El filtro en amplitud elimina la frecuencia de la portadora, y le da un peso 
importante a las frecuencias altas. Este comportamiento es general para cualquier orden q 
entre 0 y 1. Como ejemplos elegimos q = 1, que corresponde a la derivada de orden 1, y q = 
1/2 o semiderivada, ya que ambas jugarán un papel importante en la recuperación de fase 
de pulsos ópticos. Estas ideas ya se han explorado previamente en otros trabajos para 
detección de objetos de fase [6-8]. 

Por otro lado, para la respuesta en fase tenemos lo siguiente: 

0

0

,
2arg[ ( )]

,
2

q
H

q

π ω ω
ω

π ω ω

− <= 
+ >


                                 (2.3.4) 

El derivador fraccional introduce así dos fases distintas dependiendo de si la 
frecuencia óptica es menor o mayor a ω0. En otras palabras, tenemos una diferencia o salto 
de fase de qπ radianes centrado en la frecuencia de la portadora del pulso. Esto lo 
apreciamos gráficamente en la Figura 2.3.2. 
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Figura 2.3.2 Respuesta en fase de derivadores de orden 1 y 1/2. 

 En la Figura 2.3.2 se ha trabajado nuevamente en banda base al colocar la 
frecuencia de la portadora en el origen, y se ha normalizado la fase respecto a π. El salto de 
fase para un derivador de orden 1 es simplemente π, mientras que para uno fraccional de 
orden 1/2  es 1/2 π. 

 Físicamente, el introducir una fase para las frecuencias menores a ω0, y luego otra 
distinta para las que son mayores a ω0, implicará que el pulso en el dominio temporal se 
verá partido en dos pulsos con fases opuestas. Se explorará ésta consecuencia en la 
siguiente sección. 

2.3.2 Derivada Fraccional de un Pulso Gaussiano  

 Iniciaremos el estudio del efecto de una derivada fraccional sobre un pulso 
Gaussiano. En general, la envolvente compleja de un pulso de este tipo tiene la siguiente 
forma: 

2

(1 )

0( ) G

t
jC

e t E e τ
 

− +  
 =                                      (2.3.5) 

 Donde τG corresponde al ancho temporal a 1/e del máximo, y la constante C es el 
parámetro de chirp, que es adimensional, y es una forma de medir cuánto varía la 
frecuencia de la portadora a lo largo del pulso. Si la constante C es negativa, la frecuencia 
aumenta con el tiempo, dando paso a un up-chirp, mientras que si es positiva, sucede lo 
contrario, y se denomina un down-chirp. 
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 Su transformada de Fourier corresponde a: 

2 2
0

224
( ) exp ( )

4(1 )1
G GE

E j
CC

τ π ω τω ω 
= Φ − ++  

                    (2.3.6) 

 La función de fase Φ(ω) está definida como: 

2
2

2

1
( ) arctan( )

2 4(1 )
GC

C
C

τω ωΦ = − +
+

                        (2.3.7) 

 Iniciaremos entonces el estudio de la derivada fraccional con el caso sencillo en el 
cual el parámetro de chirp C es nulo, y con una duración de pulso τG = 1 ps. Además, 
tomaremos la amplitud E0 = 1 V/m. 

 Procederemos entonces a aplicar el filtro derivador al espectro del pulso Gaussiano, 
siempre tomando en cuenta el hecho de que se trabaja en banda base. Se muestra en la 
Figura 2.3.3 el espectro del pulso en amplitud y el resultado de aplicarle las derivadas de 
orden 1 y de orden 1/2. 
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 Derivada Orden 1
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Figura 2.3.3. Espectro del Pulso Gaussiano y sus derivadas de orden 1 y1/2 en el dominio frecuencial. 

 Como podemos observar, el pulso es dividido en dos partes por el filtro derivador, 
eliminando la frecuencia de la portadora ω0. Con respecto al comportamiento en fase, el 
derivador introducirá una fase distinta para ambas mitades del espectro del  pulso: +qπ/2 
para las frecuencias mayores a la portadora, y −qπ/2 para las frecuencias menores, como se 
representa esquemáticamente en la Figura 2.3.4. 



Marco Teórico 
 

40 
 

 

2

πq+
 

2

πq−

 
0ω

 

A
m

pl
itu

d 
(u

,a
.)

Frecuencia Angular (Trad/s)  
Figura 2.3.4 Representación de la fase introducida por un derivador de orden q sobre el espectro del 

pulso original. 

 Haciendo la transformada de Fourier inversa del espectro del pulso filtrado por el 
derivador se obtiene la forma temporal de la derivada, tanto de orden 1 como de orden 0.5. 
Se trabajó con las expresiones analíticas en los casos en que el software utilizado 
(Mathematica versión 9.0) pudiera hallarlas. Para los demás casos se optó por muestrear las 
señales en el tiempo y aplicar el algoritmo de Transformada Rápida de Fourier o FFT. En 
estos casos, se tuvo el cuidado de usar frecuencias de muestreo mayores a la frecuencia de 
Nyquist, deducida a partir del ancho de banda máximo del pulso. 
 

Como decíamos anteriormente, el salto de fase entre las dos mitades del espectro es 
físicamente equivalente a que en el dominio del tiempo, el pulso se vea separado en dos 
lóbulos con una fase distinta. La parte real de la envolvente compleja del pulso Gaussiano y 
su primera derivada se muestran normalizadas a 1 en la Figura 2.3.5. 
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Figura 2.3.5. Parte real de la envolvente compleja de un pulso Gaussiano y de su primera derivada. 
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 Observamos entonces que el pulso se separa en dos partes con una fase distinta. Sin 
embargo, para la derivada fraccional de orden 1/2, el pulso se vuelve asimétrico, como se 
ve en la Figura 2.3.6. 
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Figura 2.3.6 Parte real de la envolvente compleja de un pulso Gaussiano y de su derivada de orden 0.5. 

 Al representar en intensidad tanto la derivada de primer orden como la de orden 0.5, 
obtenemos el gráfico en la Figura 2.3.7. 
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Figura 2.3.7 Intensidad normalizada del pulso Gaussiano y sus derivadas de orden 1 y 1/2. 

 La derivada fraccional separa en dos partes el pulso gaussiano principalmente por la 
diferencia de fase entre ambas partes del espectro. Este comportamiento en fase es tan 
importante que incluso si la función de transferencia a considerar fuera la de un 
transformador de Hilbert: 

[ ] 0,)()( 0 >−= qjSgnH qωωω                                 (2.3.8) 
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donde Sgn( ) corresponde a la función signo, la diferencia de fase también divide al pulso 
en dos lóbulos, incluso cuando su respuesta en amplitud es unitaria [9,10]. 
 
 Por otro lado, la forma del pulso derivado cambia sustancialmente si se le agrega un 
chirp a la señal. Se muestra en la Figura 2.3.8 solamente el caso de la derivada de orden 1/2 
del mismo pulso gaussiano usado anteriormente, pero con parámetros de chirp de C = 0, C 
= 2 y C = 4. Al introducir una constante de chirp distinta de cero, las derivadas del pulso no 
tienen forma analítica, de modo que se utilizó la FFT para estudiarlas. 
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Figura 2.3.8 Chirp positivo en la derivada de orden 1/2 de un pulso Gaussiano (parte real de la 

envolvente). 

 El efecto es más claro al observar la intensidad del pulso. Conforme aumenta el 
valor de la constante de chirp, el pulso se vuelve más simétrico, como se muestra en la 
Figura 2.3.9. Además, nótese que con el aumento del chirp, la distancia temporal entre los 
máximos de ambos lóbulos se hace cada vez menor: 
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Figura 2.3.9 Chirp positivo en la derivada de orden ½ de un pulso Gaussiano (intensidad). 
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La decisión de sólo representar la derivada de orden fraccional es porque si la 
derivada es de orden 1, el chirp no tiene ninguna influencia en la forma de la intensidad del 
pulso derivado. Además, el signo del chirp es irrelevante a la hora de observar estas 
variaciones en intensidad si se hace con un derivador fraccional, tal y como se ha verificado 
en simulaciones numéricas [11]. 

Vale la pena destacar que la variación de la forma de la intensidad en función del 
chirp es una cualidad exclusiva de los operadores fraccionales, y que mediante un derivador 
o un integrador fraccional es posible estimar cuánto chirp posee un pulso (en magnitud), y 
realizar las acciones correctivas, ya que éste es usualmente un efecto indeseable [12]. 

2.4 Redes de Difracción en Fibra Óptica 

2.4.1 Descripción Cualitativa de las Redes de Difracción 

 De forma previa a la descripción del funcionamiento de las redes de difracción, es 
necesario hacer un breve comentario acerca de los modos que pueden existir en una fibra 
óptica. 
 
 Como sabemos, el guiado de la luz en una fibra se debe a que el índice de refracción 
del núcleo n1 es mayor al de la cubierta n2 para las longitudes de onda usadas. Además, si el 
diámetro del núcleo es lo suficientemente pequeño en comparación a las longitudes de 
onda, la luz termina siendo confinada dentro del núcleo y guiada mediante un único modo, 
llamado modo fundamental, como se ilustra en la Figura 2.4.1. 

 

Figura 2.4.1 Luz siendo guiada por el modo fundamental de la fibra. 

 Sin embargo, cuando la fibra es desprovista de su polímero plástico (que no se 
muestra en la figura anterior), y asumiendo que la fibra esté rodeada de aire o de un medio 
de índice menor que n2, la cubierta puede funcionar también como una guía de ondas. 

 Debido a que el diámetro de la cubierta es mucho mayor que el del núcleo, las 
mismas longitudes de onda que antes eran guiadas por un único modo en el núcleo, ahora 
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pueden ser guiadas a través de todo el diámetro de la cubierta mediante múltiples modos, 
llamados modos de la cubierta. De esta forma, una fibra óptica desprovista de su polímero 
protector puede funcionar como una guía multimodo si estos nuevos modos son excitados 
de forma adecuada, como se muestra en la Figura 2.4.2. 

 

Figura 2.4.2 Luz guiada por los múltiples modos de la cubierta. 

 Teniendo en mente la distinción entre el único modo del núcleo, y los numerosos 
modos de la cubierta, se procede a describir las propiedades ópticas de las redes de 
difracción, como dispositivo que puede generar el acoplo entre estos modos. 

 Las redes de difracción en fibra óptica consisten en un cambio periódico del índice 
de refracción de su núcleo. Denotaremos su longitud total como L y su periodicidad como 
Λg: 

 

Figura 2.4.3 Red de difracción uniforme en fibra óptica. 

 Debido a que estas redes son básicamente una perturbación controlada de la 
permitividad dieléctrica, permiten el trasvase de energía entre los distintos modos de la 
guía, tanto el del núcleo como los de la cubierta. Es precisamente esta propiedad la que 
hace que las redes de difracción sean un dispositivo fotónico de interés para una gran 
cantidad de aplicaciones. 

 Las redes se pueden clasificar en dos grupos: las redes de período corto o redes de 
Bragg (Fiber Bragg Gratings o FBGs), y las de período largo (Long Period Gratings o 
LPGs). Para operación en longitudes de onda del infrarrojo cercano, las redes de período 
corto suelen tener su periodicidad en el orden de los 500 nm (del mismo orden de magnitud 
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que la longitud de onda), mientras que para las de Período Largo su periodicidad suele ser 
cercana a las 500 μm. 

2.4.2 Redes de Período Corto 

 Las redes de período corto se utilizan básicamente como espejos de banda estrecha; 
típicamente menor a 1 nm. La luz dentro de ésta banda se acopla al mismo modo 
fundamental de la fibra pero en dirección contrapropagante, como muestra el esquema de la 
Figura 2.4.4. 

 

Figura 2.4.4 Acoplo en dirección contrapropagante del modo fundamental por una FBG. 

 En el espectro de transmisión de una FBG, se observa entonces una profunda 
atenuación de una banda específica de longitudes de onda, que son precisamente las que 
han sido reflejadas. A continuación se muestra un espectro de transmisión experimental de 
una red de período corto con longitud de onda de resonancia de 1061,6 nm, y con un ancho 
de banda a 3 dB de aproximadamente 250 pm: 
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Figura 2.4.5 Espectro en transmisión de una red de período corto centrado en la longitud de onda de 

Bragg. 

 Es muy importante mencionar que además del acoplo que se da en el modo 
fundamental, a longitudes de onda más cortas la red de Bragg acoplará luz también a cada 
uno de los modos de la cubierta, también de forma contrapropagante [13]. Esto se muestra 
en la Figura 2.4.6. 
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Figura 2.4.6 Acoplo contrapropagante a los modos de la cubierta por una FBG. 

 En el espectro de transmisión, ésto se observa como una serie de bandas estrechas 
de atenuación a longitudes de onda más cortas que la del modo fundamental del núcleo. Los 
modos de la cubierta de orden mayor presentan sus resonancias a longitudes más cortas. 
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Figura 2.4.7 Acoplo a modos de la cubierta por una FBG en su espectro de transmisión. 

 En la Figura 2.4.7. se distinguen dos familias distintas de modos de la cubierta. Las 
de un acoplo más intenso pertenecen a modos del tipo LP0,n contrapropagantes, que poseen 
la misma simetría azimutal que el modo fundamental del núcleo (el LP0,1). Sin embargo, 
también se distinguen (con menos intensidad) una familia de modos LP1,n que se ven 
excitados debido a que la fibra no es perfectamente simétrica en su sección transversal, y 
permite entonces el acoplo de energía a este tipo de modos azimutalmente asimétricos. 

El conocer la longitud de onda exacta en donde ocurren estos acoplos a los modos 
de la cubierta será primordial para el diseño de las redes de período largo, como se 
explicará más adelante. 

2.4.3 Redes de Período Largo 

 Por otro lado, las redes de período largo o LPGs tienen como función principal 
acoplar luz que viaja en el núcleo directamente a los modos de la cubierta, sólo que en 
dirección copropagante, como se muestra en la Figura 2.4.8: 
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Figura 2.4.8 Acoplo copropagante a los modos de la cubierta mediante una LPG. 

 El espectro de transmisión de una LPG presenta entonces una multitud de 
resonanacias, que corresponden a la luz que se ha acoplado a los distintos modos de la 
cubierta y que se muestran en la Figura 2.4.9. Los modos de la cubierta de orden más bajo 
presentarán sus resonancias a longitudes de onda más cortas, al contrario que en el acoplo 
contrapropagante. 
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Figura 2.4.9 Acoplo a modos copropagantes de la cubierta por una red de período largo. 

Normalmente, la luz que se ha acoplado a la cubierta se propaga por éste y nunca 
más regresa al núcleo de la fibra, ya que eventualmente la fibra tendrá su polímero 
protector en alguna zona cercana a donde se ha grabado la red, y la condición de 
confinamiento en la guía se pierde. Es importante destacar que la dependencia de los modos 
de la cubierta respecto al índice next permite una miríada de aplicaciones en sensores de 
variables físicas que se encuentren en el entorno de la fibra, como lo son temperatura, 
tensión mecánica, índice de refracción, etc. [14]. Incluso, han sido utilizadas como 
detectores de cadenas de ADN con una previa funcionalización de la superficie de la fibra 
para atrapar estos compuestos [15]. 
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2.4.4 Ecuaciones de Modos Acoplados Copropagantes para una Red de 
Período Largo (LPG) en Fibra Óptica 

 En este apartado desarrollaremos las ecuaciones necesarias para deducir 
matemáticamente el comportamiento de las redes de difracción antes descritas. Se hará el 
estudio de dos modos copropagantes en una red, donde el primero de ellos será el modo 
fundamental del núcleo y el segundo uno de los modos de la cubierta. Este desarrollo 
describe entonces la interacción de los modos en una red de período largo o LPG. 

El campo eléctrico en una fibra óptica para una excitación oscilante a frecuencia ω 
puede escribirse en la forma: 

( )( , ) cj t zc cE e x y e ω β−=
r r

                                     (2.4.1) 

Donde ),( yxecr  contiene la dependencia transversal del campo a la dirección de 

propagación z y βc es el factor de propagación. Las tres componentes del campo son 
soluciones de la ecuación de Helmholtz a la frecuencia ω. En una fibra monomodo el índice 
c hace referencia al modo fundamental del núcleo o core HE1,1 que en aproximación LP 
corresponde al modo LP0,1. 

 Tomaremos en cuenta ahora un solo modo de la cubierta con su constante de 
propagación. Debido a que estamos estudiando únicamente perturbaciones que tienen 
simetría de rotación alrededor de z, los modos de la cubierta con los que podrá interactuar 
el modo fundamental serán también de la forma LP0,n [16]. Así, podemos escribir el campo 
eléctrico del modo de la cubierta de forma similar a la del modo fundamental: 

( )( , ) lj t zl lE e x y e ω β−=
r r

                                      (2.4.2) 

donde el índice l hace referencia al modo de la cubierta. Las constantes de propagación 
tanto del núcleo como de la cubierta se suelen escribir también en términos de un índice 
efectivo por cada modo: 

,

2
c eff cn

πβ
λ

=                                            (2.4.3) 

,

2
l eff ln

πβ
λ

=                                             (2.4.4) 

donde para una longitud de onda dada, el índice efectivo del núcleo es siempre mayor al 
índice efectivo de cualquier modo de la cubierta. 
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De esta manera, ya una vez definidos los campos para ambos modos, el campo 
eléctrico total en cualquier punto de la fibra será simplemente la suma de ambos campos 
con coeficientes de peso ρ y σ: 

lc EEE
rrr

σρ +=                                                (2.4.5) 

Además, este campo total deberá cumplir con la ecuación de ondas, dada por: 

2
0 2

E
E

t
µ ε ∂∇ =

∂

r
r

                                                (2.4.6) 

En nuestro caso, debido a la simetría traslacional, el operador Laplaciano conviene 
ser escrito como: 

2 2 2
2 2 2

,T Tz x y

∂ ∂ ∂∇ = ∇ + ∇ = +
∂ ∂ ∂

                               (2.4.7) 

 Ahora, si introducimos en el núcleo de la guía una red de difracción uniforme con 
período Λg, el perfil de índice de refracción a lo largo de su longitud L se verá como en la 
Figura 2.4.10 (se representa un perfil cuadrado de forma ilustrativa). 

 
Figura 2.4.10 Cambio de índice del núcleo a lo largo de una red de difracción. 

 Gracias a esta perturbación del índice, tanto el campo eléctrico del modo del núcleo 
como del modo de la cubierta variarán en amplitud y fase al pasar a través de la red de 
difracción. Si la variación de índice es pequeña se puede asumir que los modos no varían su 
estructura, y el efecto de cambio de índice se modela añadiendo a los modos funciones de 
peso Ec(z) y El(z) que varían a lo largo de la dirección de propagación. Adaptando entonces 
las ecuaciones (2.4.1) y (2.4.2): 

( )( ) ( , ) cj t zc c cE E z e x y eω β−=
r r

                                   (2.4.8) 

( )( ) ( , ) lj t zl l lE E z e x y eω β−=
r r

                                    (2.4.9) 
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El campo eléctrico total viene a ser entonces la suma de ambas contribuciones: 

( ) ( )( ) ( , ) ( ) ( , )c lj t z j t zc c l lE E z e x y e E z e x y eω β ω β− −= +
r r r

              (2.4.10) 

 El campo total debe satisfacer la ecuación de ondas, que debe ser modificada 
también para tener en cuenta este cambio de índice de refracción. La modificación de 
índice se traduce como la introducción de una perturbación de la permitividad Δε a lo largo 
de z: 

[ ]2
0 2

( )
E

E z
t

µ ε ε ∂∇ = + ∆
∂

r
r

                                  (2.4.11) 

 La relación entre el cambio de índice Δn(z) y el cambio de permitividad Δε(z) es: 

0( ) 2 ( )z n n zε ε∆ = ∆                                       (2.4.12) 

 Así, al desarrollar la ecuación de ondas con las modificaciones antes descritas en las 

ecuaciones (2.4.10) y (2.4.11), para los componentes transversales del campo c
Te
r

 y l
Te
r

se 

obtiene: 

2 2

2 2

2 2
0 0

( ) ( )
( , ) ( , )

( ) ( )
2 ( , ) 2 ( , )

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

c

c l

c l

c l
j zc l j lz

T T

c l
j z j zc l

c T l T

j z j zc c l l
T T

d E z d E z
e x y e e x y e

dz dz

dE z dE z
j e x y e j e x y e

dz dz
z e x y E z e z e x y E z e

β β

β β

β β

β β

ω µ ε ω µ ε

− −

− −

− −

+ +

− −

= − ∆ − ∆

r r

r r

r r

   (2.4.13) 

 Podemos eliminar las derivadas de segundo orden en la ecuación anterior y así 
simplificarla, gracias a que la perturbación del índice de refracción es pequeña. Como 
consecuencia, el módulo del campo eléctrico variará muy poco al propagarse una longitud 
de onda: 

dz

zdE

dz

zEd c

c

c )(
2

)(
2

2

β<<                                  (2.4.14) 

dz

zdE

dz

zEd l

l

l )(
2

)(
2

2

β<<                                  (2.4.15) 

 Ahora, para poder implementar la perturbación periódica Δε(z) en la ecuación de 
ondas ya desarrollada, lo más conveniente es expresarla como serie de Fourier: 

2

( ) g

m
j z

m
m

z a e
π

ε
∞

Λ

=−∞

∆ = ∑                                      (2.4.16) 
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 Reescribiendo la ecuación (2.4.13) con el cambio de permitividad descrito como 
serie, y habiendo eliminado las derivadas de segundo orden, obtenemos: 

2
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0
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0
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dE z dE z
j e x y e j e x y e

dz dz

a e e x y E z e

a e e x y E z e

β β

π
β

π
β

β β

ω µ

ω µ

− −

∞
Λ −
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Λ −

=−∞

− −

= − +

−

∑

∑

r r
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r

                 (2.4.17) 

 Partiendo de la ecuación anterior, el siguiente paso es encontrar en cuáles de los 
términos la fase del campo eléctrico varía de forma suave. Para eso, se multiplica por el 
factor exp[+jβcz], y nos queda: 

( )

2

2
0

2

2
0

( ) ( )
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− −
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−
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∑

r r

r

r

                 (2.4.18) 

 De todos los anteriores términos, los únicos en los que el campo eléctrico varía su 
fase lentamente son: 

• En el lado izquierdo de la ecuación, el término que carece del factor de fase 
exp[j(βc− βl )z]. 

• En el primer sumatorio del lado derecho, el término con m = 0. 
• En el segundo sumatorio del lado derecho, los cualesquiera m términos de la 

serie que cumplan que el factor de fase sea casi nulo. Ésta condición se 
denomina condición de acoplo:  

0
2 ≈−+
Λ lc

g

m ββπ
                                         (2.4.19) 

Nótese que debido a que βc > βl, los m necesarios para cumplir esta condición son 
negativos. De esta manera, para cada uno de los m sumandos de la serie que cumplen 
(2.4.16), nos quedamos con (para m < 0): 
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               (2.4.20) 

 Ahora, si en la ecuación (2.4.17) se multiplica por exp[+jβlz] en vez de por 
exp[+jβcz], se puede llegar a una ecuación que complementa a la (2.4.20), y que permite 
obtener un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden. Ésta nueva ecuación, 
realizando consideraciones similares a las que fueron tomadas antes es: 
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0 0

2

2
0

( )
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π β β
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ω µ
 
 + − 
 Λ 

− = − +

−

r r

r

                 (2.4.21) 

 En esta ocasión los m necesarios para obtener la condición de acoplo son la 
contraparte positiva de los que fueron necesarios en la ecuación (2.4.20). Se debe realizar 
una normalización del campo del modo del núcleo en la ecuación (2.4.20) y del modo de la 
cubierta en la ecuación (2.4.21). Esto se logra multiplicando ambos lados de las ecuaciones 
por los conjugados de los campos respectivos, y definiendo que la integral de estos campos 
en todo el plano xy es 1. Esto nos permite despejar las derivadas de Ec(z) y El(z): 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

c
c l j z

cc cl

l
l c j z

ll lc

dE z
E z E z e

dz

dE z
E z E z e

dz

β

β

κ κ

κ κ

∆

− ∆

= +

= +
                          (2.4.22) 

donde Δβ se denomina factor de desintonía, y se define como: 

...3,2,1
2 =
Λ

−−=∆ m
m

g
lc

πβββ                         (2.4.23) 

Las constantes κcc y κll  son llamadas constantes de autoacoplo (núcleo-núcleo y 
cubierta-cubierta, respectivamente) y se representan como: 

2
2

0 0

2
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ω µκ
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ω µκ
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= −

= −

∫∫

∫∫

r

r

                                (2.4.24) 

Por otra parte, las otras dos constantes de acoplo se denominan constantes de acoplo 
mutuo (núcleo-cubierta y cubierta-núcleo), dadas por: 
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                             (2.4.25) 

El área de integración de las integrales en (2.4.24) y (2.4.25) quedará limitada 
exclusivamente al núcleo de la fibra, ya que los am que las acompañan son solamente 
distintos de cero en la zona donde se ha producido el cambio de índice. Finalmente, 
reescribiendo la ecuación (2.4.19) en términos de longitudes de onda e índices efectivos, la 
condición de acoplo se da cuando: 

, ,( ) 1,2,3...eff c eff l gm n n mλ ≈ − Λ =                       (2.4.26) 

 La longitud de onda de resonancia de la red se da cuando el factor de desintonía Δβ 
se anula, o lo que es lo mismo, cuando la diferencia de caminos ópticos entre los modos es 
exactamente cero: 

...3,2,1)( ,, =
Λ

−= m
m

nn g
leffceffLPGλ                      (2.4.27) 

 La solución general del sistema de ecuaciones (2.4.22) permite conocer las 
variaciones de amplitud y fase El(z) y Ec(z) del campo original: 
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κ
κ

β   (2.4.28) 

donde las constantes A y B dependen de las constantes de acoplo y el factor de desintonía, y 
C y D de las condiciones de contorno. Definiendo primero: 
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                         (2.4.29) 

las constantes A y B se obtienen de las ecuaciones (2.4.28) y (2.4.22): 
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 Finalmente, las constantes C y D dependerán de las condiciones iniciales que se le 
dan al sistema de ecuaciones. En general, se asumirán las siguientes condiciones iniciales 
de los campos del núcleo y de la cubierta en z = 0, que es donde se inyecta la luz a la red: 

0( 0) , ( 0) 0c c lE z E E z= = = =                           (2.4.31) 

 Haciendo esto, las ecuaciones (2.4.28) resultan: 
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 Al investigar cómo se comporta la energía transportada por cada uno de los modos, 
se observa un trasvase periódico de la energía conforme ambos modos se propagan a lo 
largo de la red de difracción: 
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                              (2.4.33) 

 Una simplificación importante de las ecuaciones de acoplo se puede hacer si el 
desarrollo en series de Fourier del cambio de índice Δn(z) se hace de forma que su valor 
medio a0 sea nulo. Esto es, centrando el desarrollo de la serie justo en el valor medio del 
índice, como se muestra en la Figura 2.4.11. 

 
Figura 2.4.11 Consideración para desarrollar la perturbación Δn(z) con valor medio nulo 

Si el desarrollo se hace de la forma descrita, ambas constantes de autoacoplo 
desaparecen y las ecuaciones se simplifican considerablemente, especialmente en la forma 
de los parámetros A y B. Al eliminar las constantes de autoacoplo, la B se reduce a la 
siguiente expresión, que denotaremos con la letra γ: 
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 ∆=                                      (2.4.34) 

De esta forma, las ecuaciones (2.4.30) simplificadas, y que serán usadas para las 
simulaciones son: 
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                      (2.4.35) 

Al hacer esta simplificación, es fácil determinar a partir de la ecuación (2.4.33) cuál 
es la longitud Lmax que tiene que tener la red de difracción para un acoplo del 100% de la 
energía al modo de la cubierta a la longitud de onda de la resonancia: 

κ
π

2max =L                                              (2.4.36) 

 Otro parámetro importante que se puede deducir a partir de la ecuación (2.4.33) es 
el ancho de banda a mitad de altura (3 dB) de la respuesta en intensidad. Recordando la 
definición de la longitud de onda de resonancia (2.4.27), el ancho de banda a 3 dB de una 
red de longitud L con un acoplo máximo cercano al 100% es aproximadamente: 

g

LPG

nL∆
≈∆

28,0 λλ                                           (2.4.37) 

 Donde Δng es la diferencia de índices de grupo del modo del núcleo respecto al 
modo de la cubierta, la cual está dada por la ecuación (2.4.38): 
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Esta consideración debe hacerse ya que para encontrar el ancho de banda, se deben 
utilizar dos longitudes de onda distintas, una a cada lado de la resonancia. El valor de Δng 

en (2.4.38)  debe evaluarse a LPGλ  al sustituirlo en (2.4.37).  

La ecuación (2.4.36) será de especial importancia, ya que el orden de derivación 
fraccional de una red de período largo dependerá del cociente de su longitud total L y la 
longitud de acoplo óptimo Lmax [17]. En las Figuras 2.4.12 y 2.4.13 se muestran las 
respuestas simuladas en amplitud y en fase de una red de período largo centrada a 1550 nm 



Marco Teórico 
 

56 
 

(193,54 THz), tal que sus constantes de acoplo y su longitud cumplan la condición de 
acoplo máximo de la ecuación (2.4.36). 
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Figura 2.4.12 Espectro de transmisión de una LPG con acoplo de 100% a 1550 nm (193,5 THz). 

Nótese la similitud que existe con la forma de “V” del módulo de la función de 
transferencia de un derivador ideal de orden 1 (Fig. 2.3.1) para un cierto ancho de banda 
alrededor de la resonancia. Al igual que un derivador ideal, la LPG elimina la frecuencia de 
resonancia a la cual está centrada, y le da un peso creciente a componentes frecuenciales 
que se encuentren a su alrededor. 

Estudiando ahora la forma de la fase introducida por esta misma LPG simulada, se 
obtiene lo siguiente: 
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Figura 2.4.13 Fase introducida por una LPG con acoplo de 100% a 1550 nm (193,5 THz) 

 Observamos entonces el inherente salto de fase de cualquier dispositivo que 
funcione como derivador; en nuestro caso centrado en la frecuencia de resonancia de la 
LPG. Como se observa en la figura, hay una transición brusca de fase de π radianes, aunque 
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en dirección contraria al salto de fase de un derivador de orden 1, por lo que la LPG se 
comporta como una función de transferencia H(ω) = −jω cerca de la resonancia. 

 Este hecho se puede corroborar comparando el desarrollo en serie de la función de 
transferencia de la LPG en torno a la frecuencia de resonancia. Partimos entonces de la 
ecuación simplificada de una LPG cercana a su acoplo máximo. Esto es, cuando su longitud 
total L cumple que 2/πγ ≈L . 

Para frecuencias cercanas a la resonancia, el valor del parámetro γ es de 
aproximadamente |κ|, ya que el factor de desintonía Δβ se vuelve casi cero. Por lo tanto, el 
argumento de las funciones seno y coseno en las ecuaciones de (2.4.35) será cercano a π/2, 
que es el valor alrededor del cual centraremos el desarrollo en serie. 

Como 2/πγ ≈L  y κγ ≈  por las razones ya expuestas, podemos realizar una 

aproximación de la función de transferencia de una LPG con un acoplo cercano al 100% 
para las frecuencias adyacentes a la resonancia ωLPG: 
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 En amplitud, la ecuación (2.4.39) tiende a cero, como esperamos. Sin embargo, es 
su comportamiento en fase lo que resulta verdaderamente interesante. Si realizamos algunas 
manipulaciones algebraicas, podemos reescribirla de la siguiente manera: 
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 Ahora, escribiremos el desarrollo en serie de la siguiente función de transferencia, y 
lo compararemos con el de la LPG: 

[ ]q
LPGjH )()( ωωω −−=                                    (2.4.41) 

 Para valores de q cercanos a 1. Ésta función de transferencia corresponde a un 
derivador fraccional ideal. Su desarrollo es: 
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 De esta forma, al comparar las ecuaciones (2.4.40) y (2.4.42) podemos concluir que 
ambas tienen básicamente la misma forma en cuanto a lo que se refiere a su fase. La parte 
imaginaria de ambas ecuaciones cambia de signo en torno a ω = ωLPG, y los parámetros 
constructivos de la LPG son los que determinan el orden de derivación fraccional q. Para el 
caso particular de q = 1, en donde L = Lmax, se obtiene un derivador de orden entero 1. Para 
otros valores de L, la LPG es un derivador fraccional. Finalmente, obsérvese que si L es 
elige suficientemente larga (sobreacoplada), se obtienen órdenes de derivación q mayores a 
1. 

Es oportuno recalcar que en una LPG el salto de fase es sólo apreciable para un 
estrecho ancho de banda alrededor de la resonancia, a diferencia de un derivador ideal que 
introduce este salto entre cualquier frecuencia menor y mayor a la central. El hecho de tener 
en cuenta la limitación de ancho de banda de la red de difracción será muy importante a la 
hora de desarrollar los experimentos en este trabajo. 

 
Hay que observar que la respuesta de una LPG (2.4.40) es la conjugada del 

derivador ideal (ecuación 2.3.1). Esto implica que en la actuación sobre un pulso (la LPG y 
el derivador ideal) actuarán de manera especular sobre el perfil temporal del pulso, como se 
verá en la sección 2.5. 

2.4.5 Ecuaciones de Modos Acoplados Contrapropagantes para una Red de 
Período Corto (FBG) en Fibra Óptica  

 El estudio de la interacción entre la onda propagante del núcleo y una 
contrapropagante de la cubierta (como se muestra en la Figura 2.4.6) se efectúa de forma 
muy similar al caso de las redes de período largo descrito en el apartado anterior. La 
diferencia fundamental será que se cambiará la dirección de propagación del modo de la 
cubierta utilizando en su término de fase el factor exp[+jβlz] en vez de exp[−jβlz] para 
indicar una propagación en dirección –z. 

 Denotaremos como antes a la onda que se propaga en dirección +z del modo 
fundamental como: 

)(),()( ztjccc ceyxezEE βω −= rr

                               (2.4.43) 

donde de nuevo βc es la constante de propagación del modo fundamental, y Ec(z) es la 
variación de la amplitud y fase del campo eléctrico producida por la modulación del índice 
a lo largo de la red de período corto. 

 La onda contrapropagante guiada por el modo de la cubierta, tendrá ahora la 
siguiente forma: 
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)(),()( ztjlll leyxezEE βω += rr

                              (2.4.44) 

El campo eléctrico en cualquier punto del interior de la fibra será entonces la suma 
de ambos campos. 

)()( ),()(),()( ztjllztjcc lc eyxezEeyxezEE βωβω +− += rrr

          (2.4.45) 

 Los campos deberán cumplir la ecuación de ondas perturbada (2.4.11), que al ser 
desarrollada de una forma similar a como se hizo en el apartado anterior, se llega a una 
ecuación diferencial de la misma forma que (2.4.22), sin más que sustituir –jβl por + jβl en 
las ecuaciones: 
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 En la ecuación (2.4.47) el factor de desintonía Δβ' es definido de forma distinta que 
en el caso copropagante para facilitar la escritura de la solución de esta nueva ecuación 
diferencial. Se hace de la siguiente manera: 

...3,2,1=
Λ

−+=′∆ m
m

g
lc

πβββ                       (2.4.47) 

 Las dos constantes de acoplo κcc y κcl son idénticas que las del caso copropagante, 
definidas ya en el apartado anterior. Sin embargo, debido a que las constantes de acoplo κll '' 
y κlc'' dependen del factor de propagación del modo de la cubierta, éstas son de signo 
opuesto a sus análogas del caso copropagante: 
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                                               (2.4.48) 

 A partir de la ecuación (2.4.47), la condición de acoplo en el caso contrapropagante, 
en términos de longitud de onda es: 

....3,2,1)( ,, =
Λ

+≈ m
m

nn g
leffceffλ                       (2.4.49) 

Realizando las mismas consideraciones respecto al valor promedio del cambio de 
índice Δn(z) que se hizo anteriormente para eliminar las constantes de autoacoplo, nos 
quedamos con el siguiente sistema de ecuaciones simplificado: 
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La solución general del sistema de ecuaciones anterior resulta en: 
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donde las constantes A y B dependen de las condiciones iniciales. En nuestro caso, estas 
condiciones serán dadas para las posiciones z = 0 y z = L de la red de difracción 
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De esta manera, a una longitud z dentro de la red, los campos tienen la siguiente 
forma: 
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          (2.4.53) 

 Es imprescindible enfocar ahora nuestra atención al caso en el cual el modo 
contrapropagante sea el mismo modo del núcleo, y no un modo de la cubierta, como se ha 
venido tratando hasta el momento. De hecho, la enorme mayoría de las aplicaciones de las 
FBGs se basan en su función como reflectores del modo fundamental del núcleo, tal y 
como se ilustró esquemáticamente en la Figura 2.4.4. 

Para ello, no hace falta más que sustituir la constante de propagación del modo de la 
cubierta βl por la constante de propagación βc del modo del núcleo. Las ecuaciones en este 
apartado serán igual de válidas a la hora de considerar este caso especial, con la salvedad de 
que la condición de acoplo (2.4.47), al hacer βl  = βc  nos queda: 
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Para la longitud de onda en que el factor de desintonía Δβ' se anula, la ecuación 
(2.4.47) se convierte en una igualdad, y se obtiene lo que llamamos la longitud de onda de 
Bragg de la red de período corto: 

....3,2,12 , =
Λ

= m
m

n g
ceffBraggλ                        (2.4.55) 

Intuitivamente, la longitud de onda de Bragg es aquella en la cual el camino óptico 
que ve la onda en un trayecto de ida y vuelta a lo largo de un período de la red es 
exactamente un número entero de longitudes de onda. Las ecuaciones de las FBGs (2.4.49) 
y (2.4.55) serán fundamentales para diseñar y fabricar las redes de período largo o LPGs. 
Éste hecho se pondrá en evidencia posteriormente en esta tesis. 

2.5 Redes de Período Largo como Derivadores Fraccionales 

 Como se mostró con anterioridad, el coeficiente de transmisión de una red de 
período largo en condición de acoplo óptimo se asemeja al comportamiento de un derivador 
ideal de orden 1, siempre y cuando se trabaje en un ancho de banda limitado alrededor de la 
frecuencia de resonancia [18,19]. Si se relaja la condición a simplemente cumplir 2/πγ ≈L

la LPG también puede funcionar como un derivador fraccional de orden q. 

 Procederemos a simular la salida de una LPG ante un pulso Gaussiano sin chirp y 
trabajando en banda base. Utilizando una LPG óptimamente acoplada, y con el mismo 
ancho de banda (FWHM) que el pulso Gaussiano, los espectros de amplitud del pulso y de 
la LPG se muestran en las Figuras 2.5.1 y 2.5.2. 
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Figura 2.5.1 Espectro de amplitud de un pulso Gaussiano y una LPG funcionando como derivador de 

orden 1. 
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 En la Figura 2.5.1 se ha añadido la respuesta de un derivador ideal de orden 1 a 
modo de comparación. Es importante mencionar que para realizarla, se debe agregar un 
factor de escala al derivador ideal, ya que su ámbito no se limita de 0 a 1, a diferencia de la 
LPG. Como se esperaba, tanto el derivador de orden 1 como la LPG presentan su forma 
característica de “V” centrada en la frecuencia de resonancia. 

Al igualar la resonancia de la red de difracción con la frecuencia central (o 
portadora) del pulso, ésta última se ve suprimida, mientras que los componentes de más alta 
frecuencia tienen un mayor peso. En amplitud, éste es el comportamiento esperado de un 
derivador. Por otro lado, la respuesta en fase es la que se muestra en la Figura 2.5.2. 
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Figura 2.5.2 Salto de fase introducido por una LPG como derivador de orden 1 y de un menos 

derivador de orden 1 ideal. 

 Nótese que con respecto a un derivador ideal, la respuesta en fase de una LPG posee 
dos diferencias fundamentales: la primera es la dirección en que se da el salto de fase, ya 
que la gráfica muestra la fase de –jω, y la segunda, que el salto no se da en forma de un 
escalón brusco, sino que se encuentra en medio de una pendiente de fase. El hecho de 
introducir una pendiente en el factor de fase se ve traducido en el dominio del tiempo como 
un retardo, debido a la propiedad de traslación de la transformada de Fourier que establece 
que: 

{ } τωωτ ∆=∆−ℑ jeFtf )()(                                  (2.5.1) 

 Este retardo se observa entonces en la forma del pulso una vez que ha sido 
procesada por la LPG. Si se corrige numéricamente este retardo, y se normaliza a 1, se 
obtienen las gráficas de la Figura 2.5.3, en donde se compara la salida de la LPG con la de 
un “menos” derivador ideal. 
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Figura 2.5.3 Parte real de la envolvente compleja de un pulso Gaussiano a la entrada (In) y a la salida 

(Out) de una LPG y de un menos derivador ideal –jω. 

Como se observa, la forma de la salida es muy similar a la de la derivada de orden 
1, aunque con un signo menos adicional. Por otro lado, en términos de intensidad, se 
obtiene lo siguiente: 
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Figura 2.5.4 Intensidad de un pulso Gaussiano a la entrada (In) y salida (Out) de una LPG como 

derivador de orden 1, junto con la de un menos derivador ideal –jω. 

De esta manera, y bajo las condiciones de ancho de banda antes mencionadas, 
podemos decir que una LPG en acoplo máximo es proporcional a un derivador de orden 1 
de un pulso. 

Ahora, según [17] una red de período largo también puede funcionar como un 
derivador de orden fraccional si se ajusta la longitud de la red tal que ésta sea una fracción 
de la longitud de acoplo máximo. Además, en [12], se establece una ecuación que relaciona 
el orden de derivación fraccional q con respecto a la longitud de acoplo óptimo Lmax de la 
red: 
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Así, para un derivador de orden 0,5, la longitud de la red deberá ser 
aproximadamente 0,87 veces la longitud de máximo acoplo. Como resultado, a la longitud 
de onda de resonancia el acoplo máximo de la LPG es de un 80%. Si se simula una red con 
estas características de forma que la parte central del pulso esté contenida en el FWHM de 
la red subacoplada, con un ancho Δω de 3,4 Trad/s para este caso particular, se obtienen los 
espectros de la Figura 2.5.5: 
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Figura 2.5.5 Espectro de Amplitud de un Pulso Gaussiano, de una LPG como menos derivador de 

orden 0,5 y de un menos derivador ideal de orden 0,5. 

En el caso de los derivadores fraccionales, la aproximación no es tan precisa como 
en el caso del derivador de orden 1, ya que a la frecuencia de resonancia, la red de período 
largo no acopla el 100% de la energía a la cubierta, lo cual sí realizaría un derivador de 
orden fraccional ideal. Además, el salto de fase proporcionado por la LPG subacoplada no 
se da de forma abrupta, sino que lo hace a lo largo de un cierto ancho frecuencial que es 
aproximadamente el mismo Δω de la respuesta en amplitud de la red, como se observa en 
la Figura 2.5.6: 
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Figura 2.5.6 Salto de fase introducido por una LPG como menos derivador de orden 0,5 y un menos 

derivador ideal de orden 0,5. El salto de fase por la LPG subacoplada no es abrupto, sino que se da a lo 
largo de un ancho de banda Δω. 

Nuevamente, el salto de fase de la LPG tiene la magnitud esperada y se encuentra 
en medio de una pendiente de fase que introduce un retardo en la señal, aunque se da en 
dirección contraria al caso ideal. Los gráficos de la parte real de la envolvente compleja del 
pulso derivado fraccionalmente y su intensidad son los de la Figura 2.5.7. 
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Figura 2.5.7 Parte real de la envolvente compleja a la entrada (In) y salida (Out) de una LPG como 

menos derivador de orden 0,5. 

 Existe entonces una desviación respecto al menos derivador ideal, debida 
principalmente a la transición suave de fase de la LPG en comparación al escalón del 
derivador fraccional ideal. De hecho, el ancho de banda Δω que necesita la LPG para 
cambiar de fase es el mínimo ancho de banda que se requiere que tenga la señal a procesar, 
mientras que el máximo ancho de banda está dado por los máximos de transmisión de la 
LPG [17,20]. Podemos decir entonces que mientras más se aproxime la respuesta en fase de 
la LPG a un escalón de magnitud qπ para el ancho de banda de la señal, más similar será la 
salida de la LPG a la del derivador fraccional ideal.  
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En intensidad, la salida del derivador fraccional se muestra en la Figura 2.5.8. 
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Figura 2.5.8 Intensidad de un pulso Gaussiano a la entrada (In) y salida (Out) de una LPG como menos 

derivador de orden 0,5. 

 Luego, si se le agrega un factor de chirp al pulso Gaussiano, la LPG tiene un 
comportamiento que se aproxima bien al del derivador fraccional ideal. Se muestra en la 
Figura 2.5.9 la gráfica de intensidad al añadir un chirp de C = +4 sin realizar variaciones al 
ancho de banda de la LPG o del derivador fraccional de las simulaciones anteriores. 
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Figura 2.5.9 Intensidad de un pulso Gaussiano con chirp a la entrada (In) y salida (Out) de una LPG 

como menos derivador de orden 0,5. 

Nuevamente, el efecto del chirp en la derivada fraccional será el de hacer ambos 
lóbulos más simétricos y reducir el intervalo temporal entre el máximo de ambos [11]. Esto 
será evidente al estudiar los resultados experimentales de derivación fraccional con un 

pulso dotado de un alto factor de chirp. 
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2.6 Interferómetro Mach-Zehnder en Fibra Óptica Como Derivador 
Fraccional 

 Existen múltiples alternativas para implementar un comportamiento similar al de un 
derivador fraccional. Además del método ya discutido mediante una red de período largo 
uniforme [12], existe la opción de utilizar una FBG asimétrica [4], o una FBG con tilt  o 
inclinación en fibra de Er-Yb [21]. Sin embargo, estas opciones se encuentran limitadas en 
lo que respecta a su ancho de banda, ya que por lo general son adecuadas para procesar 
señales de menos de 20 GHz en el caso de las FBGs, o de más de 1 THz para las LPGs 
[22]. 

Para poder procesar señales con anchos de banda intermedios entre los 20 GHz y 1 
THz, se optará por la opción de un interferómetro modal de tipo Mach-Zehnder o MZI, 
construido a partir de dos redes de período largo en serie. Definiremos entonces las 
distancias L1 y L2 como las longitudes de cada una de las LPGs, y L la distancia entre 
ambas, tal como lo muestra la Figura 2.6.1:  

 

Figura 2.6.1. Interferómetro Mach-Zehnder con dos LPGs en serie. 

El funcionamiento del interferómetro se basa en que hay una diferencia entre el 
camino óptico visto por el modo del núcleo y el que ve un modo de la cubierta, ya que sus 
constantes de propagación son distintas. El interferómetro se diseña de forma que la 
primera LPG acople la mitad de la energía a un modo de la cubierta, mientras que la otra 
mitad sigue en el núcleo. Luego de haber viajado una distancia L, ambos campos ya 
desfasados se recombinan con la ayuda de la segunda LPG, y se produce la interferencia: 

 

Figura 2.6.2 Funcionamiento del interferómetro basado en LPGs. 
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La forma más sencilla de estudiar el comportamiento de éste dispositivo será 
mediante matrices, ya que consiste de varios elementos en serie. A partir de las ecuaciones 
(2.4.32) que describen la variación del campo a la salida de una LPG, tanto para el modo 
del núcleo como el de la cubierta, es posible definir la siguiente ecuación matricial: 
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donde los elementos Mij describen a la red de período largo. Estos elementos son: 
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 Por otro lado, la propagación por la fibra óptica se puede modelar por medio de una 
matriz diagonal F, donde sus elementos no nulos son factores de fase que dependen de la 
propagación en z, junto con los índices del núcleo y de la cubierta: 
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Así, la salida del interferómetro se puede escribir como una multiplicación de las 
matrices de cada uno de los elementos que lo conforma, tomando en cuenta además las 
matrices de propagación para cada uno de ellos (LTotal=L1+ L+ L2): 
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 Tomando como condiciones iniciales las definidas en la ecuación (2.4.31), que 
consisten en un campo E0 en el núcleo de la fibra y nulo en la cubierta, se obtiene que la 
salida del dispositivo es: 
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El interferómetro presentará entonces múltiples bandas de atenuación a distintas 
frecuencias, con una banda intensa a la frecuencia de resonancia de la LPG. En la Figura 
2.6.3 se muestra una simulación de este comportamiento cuando se utilizan dos LPGs 
idénticas de 3 dB cada una. Esto es, que acoplan la mitad de la energía al modo de la 
cubierta correspondiente, y la otra mitad continúa por el modo fundamental. Al simular la 
ecuación anterior se obtiene, en amplitud la respuesta de la Figura 2.6.3. 
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Figura 2.6.3 Respuesta en amplitud del interferómetro modal con dos LPGs iguales. 

Por otro lado, la fase presenta múltiples saltos en cada una de las resonancias, como 
se observa en la Figura 2.6.4. 
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Figura 2.6.4 Respuesta en fase del interferómetro modal con dos LPGs iguales. 

Nótese que la franja central posee las mismas características de un derivador de 
orden 1, ya que presenta una atenuación del 100% en amplitud en la frecuencia central, y 
además un salto abrupto de fase de π. Al introducir el mismo pulso gaussiano utilizado 
anteriormente, y ajustando su FWHM para que coincida con el de la franja central se 
obtiene un pulso derivado, como se observa en la Figura 2.6.5. 
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Figura 2.6.5 Parte real de la envolvente de un pulso Gaussiano a la entrada (In) y salida (Out) del 

interferómetro, junto a la respuesta de un menos derivador ideal. 

Si bien este interferómetro se utilizó originalmente para estudios de cambios del 
índice efectivo del modo fundamental de la fibra mediante radiación ultravioleta [23], en el 
trabajo de B.H. Lee y J. Nishii [24], se deriva una ecuación que relaciona el espaciado entre 
las franjas del interferómetro con la distancia entre ambas redes de período largo, y es dada 
por: 
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De esta manera, diseñando la distancia entre ambas redes de manera adecuada, es 
bastante sencillo elegir el ancho de banda que se necesita y cumplir con el objetivo de 
superar los 20 GHz antes mencionado. La única restricción es que la longitud L debe ser 
mayor a las de las redes L1 y L2, ya que de lo contrario la ecuación (2.6.6)  pierde validez. 

 Por otro lado, para mostrar la capacidad como derivador fraccional de éste 
dispositivo, es necesario hacer que ambas LPGs tengan distinta longitud, y por lo tanto, 
posean un acoplo distinto. Para desarrollar esta idea, se hará uso de la referencia [21]. 

Se inicia definiendo el acoplo máximo de potencia 1χ  de la LPG 1 del núcleo a la 

cubierta, y 2χ como el acoplo de la LPG 2 de la cubierta al núcleo, ambas a la frecuencia de 

resonancia: 
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Claramente, iχ  deberá ser un valor entre cero y uno. Si se elige de forma arbitraria 

1χ  igual a 0.5, o lo que es lo mismo, que la primera LPG sea de 3 dB, se puede mostrar que 



  Capítulo 2 
 

71 
 

el orden fraccional q de derivación del interferómetro está relacionado al acoplo de la 
cubierta al nucleo de la segunda LPG mediante: 
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Tomando el orden de derivación de 0.5, el acoplo de la segunda red de período largo 

deberá ser de 2χ  = 0,67. Recordando que ambas redes tienen la misma constante de acoplo, 

y lo único que cambia es su longitud, se recurre a la ecuación (2.4.33) para determinar L2. 
La respuesta en frecuencia se muestra en las Figuras 2.6.6 y 2.6.7, junto con el derivador 
ideal de orden 0.5: 
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Figura 2.6.6 Amplitud del espectro de un pulso Gaussiano, un interferómetro como menos derivador de 

orden 0,5, y un menos derivador 0,5 ideal. 

La respuesta en fase presenta el salto de π/2 necesario en un derivador de orden 1/2. 
De nuevo observamos la transición suave en el MZI que limita el mínimo ancho de banda 
de las señales que podemos utilizar: 
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Figura 2.6.7 Fase del interferómetro modal respecto al menos derivador de orden 0,5 ideal. 
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 Finalmente, en el dominio del tiempo, la envolvente compleja del pulso Gaussiano 
toma la forma indicada en la Figura 2.6.8. 
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Figura 2.6.8 Parte real de la envolvente compleja de un pulso Gaussiano a la entrada (In) y salida (Out) 

del interferómetro como menos semiderivador. 

 En intensidad, la el pulso adquiere una forma similar a la salida de un menos 
semiderivador, como se observa en la Figura 2.6.9. 
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Figura 2.6.9 Intensidad del pulso Gaussiano a la entrada (In) y salida (Out) del interferómetro como 

menos semiderivador. 

 Teniendo estos dispositivos ya analizados, se explorarán en los siguientes capítulos 
los detalles del diseño y fabricación de las redes de difracción, así como los experimentos 
en donde se muestra la aplicabilidad del cálculo fraccional en problemas físicos. 
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Capítulo 3 – Grabación de Redes de Difracción en Fibra 
Óptica 

3.1 Fotosensitividad en Fibras Ópticas 

 Para fabricar las redes de difracción, ya sean LPGs o Redes de Bragg, es necesario 
inducir un cambio periódico en el índice de refracción efectivo de la fibra óptica. Para este 
propósito existen multitud de técnicas. Entre las más conocidas están las de irradiar la fibra 
con luz de longitudes de onda en el ultravioleta [1], aunque también existen otras opciones, 
como la de utilizar láseres de femtosegundos [2], pulsos de un láser de CO2 [3] o incluso se 
ha logrado fabricar redes de período largo mediante métodos mecánicos [4]. 

 En el caso de esta tesis, la forma en que se logrará inducir el cambio de índice en el 
núcleo de la fibra es mediante un láser ultravioleta de onda continua a 244 nm, tanto para 
redes de Bragg como para redes de período largo. La propiedad del vidrio que forma el 
núcleo de una fibra de modificar su índice de refracción por radiación UV se denomina 
fotosensitividad, y se debe a defectos en la matriz de óxido de germanio (GeO2) y sílice 
(SiO2) que lo forman. 

 Cuando la fibra es fabricada, se producen óxidos de germanio de la forma GeOx 
(con x = 1,2,3 o 4) [1]. Los átomos de germanio de estas nuevas moléculas tienden a formar 
enlaces covalentes con los átomos de silicio o con otros átomos de germanio, produciendo 
defectos en el vidrio. El defecto más común es la presencia de GeO. 

 Estos enlaces covalentes poseen bandas de absorción en el ultravioleta, de forma 
que cuando se irradia la fibra a estas longitudes de onda los enlaces se rompen, como se 
muestra en la Figura 3.1.1: 

 

Figura 3.1.1. Ruptura de un defecto Ge-Si por radiación ultravioleta. 
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El electrón liberado puede entonces recombinarse con el hueco en la molécula de 
GeOx o puede desplazarse a otro sitio de la matriz de vidrio para hacerlo en otro defecto 
similar. El efecto de esta ruptura de enlaces es que las moléculas reorganizan su geometría, 
cambiando así la polarizabilidad del material, y por ende su índice de refracción. De esta 
forma, mientras mayor sea la concentración de GeO2, mayor será la cantidad de defectos y 
por lo tanto la fibra tendrá una mayor fotosensitividad. El proceso puede revertirse 
térmicamente en mayor o menor grado, por temperaturas superiores a los 100 °C [1]. 

En una fibra óptica dada, existe un valor máximo de cambio de índice del núcleo 
δnsat que se alcanza cuando todos los defectos producidos por dopado se han consumido. 
Para una fibra estándar con un porcentaje de 4% mol. de GeO2, se han observado valores de 
δnsat de 3,4 x 10−5. Si se aumenta el dopado del vidrio a 20% mol., el δnsat llega a 2,5 x 10−4 
[5]. 

 Debido a que este efecto es relativamente pequeño en fibras ópticas convencionales 
(de apertura numérica baja), existen opciones para incrementar la fotosensitividad. Una de 
las más conocidas es la de introducir las fibras en cámaras con hidrógeno a alta presión por 
varios días. El hidrógeno se infiltra dentro de la fibra, y forma defectos Ge-OH y Si-OH por 
la radiación ultravioleta incrementando el índice de refracción [6,7]. 

Las fibras que han sido hidrogenadas para aumentar su fotosensitividad presentan 
dos desventajas importantes. La primera es el aumento de las pérdidas en las bandas de 
1390 nm y 1420 nm, que es donde los complejos OH formados por el hidrógeno poseen su 
resonancia [1], y la segunda, la inestabilidad de las redes de difracción en las horas 
posteriores a la grabación. Debido a la porosidad de la sílice, el hidrógeno que no se 
consume como defectos OH poco a poco sale de la fibra, haciendo que cambien los índices 
efectivos de los modos. Éste efecto es particularmente notable en las LPGs. Es posible 
acelerar el proceso de difusión del hidrógeno (y por lo tanto de estabilización) mediante un 
tratamiento térmico de la fibra en un horno [8].  

 Si bien es cierto que por medio del tratamiento de las fibras con hidrógeno a alta 
presión se obtienen excelentes niveles de fotosensitividad [1], el hecho de que el espectro 
de las redes sea tan inestable representa un obstáculo significativo. Otras alternativas para 
aumentar la fotosensitividad consisten en dopar el núcleo con óxido de boro [5], u óxido de 
estaño [9]. El objetivo de introducir el dopado en el núcleo es que se generen nuevos 
defectos con los átomos de germanio y de esta forma incrementar el índice al irradiar la 
fibra con un láser ultravioleta. 

Este tipo de fibras dopadas se encuentran comercialmente disponibles, y fueron 
utilizadas en este trabajo para fabricar la mayor parte de las redes de difracción. 
Específicamente se usaron las fibras Fibercore PS1250/1500, de núcleo dopado con boro y 
de N.A. = 0,13 para ser usada en la zona de 1550 nm, de modo que fuera compatible en 
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apertura numérica y diámetro modal con las fibras de telecomunicaciones. Se usó además la 
Fibercore PS980 (N.A. = 0,13) también dopada con boro para redes en la zona cercana a los 
1000 nm. Finalmente se usaron fibras SM1500(6.4/125) y SM1500(4.2/125) dopadas con 
germanio, y con aperturas numéricas 0,19 y 0,29 respectivamente, para fabricar redes de 
período largo espectralmente estrechas. 

3.2 Grabación de Redes de Período Corto (FBGs) 

 Antes de iniciar con el siguiente apartado, usaremos de ahora en adelante una 
nomenclatura distinta para las periodicidades de las redes de período corto y de período 
largo. Usaremos ΛBragg para denotar la periodicidad de una red de período corto o FBG, y 
ΛLPG para la periodicidad de una red de período largo o LPG. Se adoptará esta forma de 
representar las periodicidades para evitar confusiones, ya que se manejarán ambos tipos de 
redes simultáneamente. 

Para grabar las redes de período corto, se utilizó el método de máscara de fase. Esta 
es una técnica interferométrica, que se vale de una rejilla de difracción fabricada mediante 
un haz de electrones sobre un sustrato de vidrio. Se obtienen así surcos sobre la placa de 
vidrio espaciados una distancia Λmask. Al incidir un haz ultravioleta de longitud de onda λUV 
a un ángulo de incidencia θi, ésta rejilla difractará el haz en varios órdenes m, a ángulos θm 

dados por la ecuación (3.2.1). 

i
mask

UVm m θλθ
sin

2
sin +

Λ
=








                                   (3.2.1) 

En la Figura 3.2.1 se ilustra la difracción de un haz ultravioleta para un caso 
específico, en donde de Λmask = 2λUV y con un ángulo de incidencia de 30°. 

 

Figura 3.2.1 Haz ultravioleta con incidencia oblicua difractado por una máscara de fase. 
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 La configuración que se utilizará para nuestros propósitos es la de incidencia normal 
sobre la máscara de fase. Para éste caso (θi = 0), la energía del haz se distribuye entre los 
órdenes de difracción 0, +1 y −1. La máscara se diseña para que el orden 0, que tiene la 
misma dirección del haz incidente, se vea atenuado y que la mayor parte de la potencia del 
haz se concentre en los otros dos órdenes, que serán responsables de formar un patrón de 
interferencia justo frente a la máscara de fase, como se muestra en la Figura 3.2.2. La 
anulación del orden 0 se consigue dimensionando adecuadamente la profundidad h de los 
surcos a media longitud de onda de la radiación incidente. 

 

Figura 3.2.2. Grabación de una red de período corto mediante una máscara de fase. 

La fibra óptica donde se quiere grabar la red de Bragg se coloca desprovista de su 
polímero protector lo más cerca posible de la máscara de fase. De esta forma, las franjas del 
patrón de interferencia producidas por los órdenes +1 y −1 producirán un cambio de índice 
periódico en el núcleo. La periodicidad del patrón de interferencia será ΛBragg, y se 
relaciona con la periodicidad de los surcos de la máscara Λmask de la siguiente forma: 

2)2/sin(2
mask

m

UV
Bragg

Λ
==Λ

θ
λ

                                     (3.2.2) 

 Nótese que la relación entre la periodicidad de la máscara de fase y la del patrón de 
interferencia no depende de la longitud de onda del haz. Las máscaras de fase son diseñadas 
para operar solamente a una longitud de onda UV específica; si no se usa la longitud de 
onda correcta, el orden 0 del haz no es atenuado adecuadamente, y el patrón de 
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interferencia pierde su calidad [1]. Éste detalle se debe tener en cuenta a la hora de 
seleccionar qué tipo de máscara de fase se utilizará. 

 Para controlar la longitud física de la red, debemos barrer el haz UV a lo largo de la 
máscara de fase. El láser utilizado es un Coherent Innova 300C FRED (Frequency 
Doubled), que corresponde a un láser de argón con un cristal doblador para emitir en el 
ultravioleta. La potencia nominal de éste es de 100 mW (onda continua) con emisión a 244 
nm. El diámetro del haz a la salida del láser es de entre 0,6 mm y 0,8 mm, medido 
alrededor de su punto de potencia máxima cuando ésta decae en un factor de 1/e2.  

El haz ultravioleta se hace pasar por una lente cilíndrica de forma que es focalizado 
a lo largo de una línea sobre la máscara de fase. Posteriormente, con la ayuda de un motor 
DC de pasos (Physik Instrumente M-525.22), y de una plataforma móvil con un espejo, el 
haz láser focalizado se barre a lo largo de la máscara de fase. El motor DC posee una 
resolución de 34 nm. En la Figura 3.2.3 se muestra el montaje descrito. 

 

Figura 3.2.3 Montaje experimental para la grabación de las redes de período corto. 

Para fabricar una FBG se necesita además de los elementos de grabado 
mencionados, una forma de monitorizar en tiempo real la evolución de la red. Para ésto, se 
introduce a la fibra luz de alguna fuente de banda ancha (típicamente uno o varios LEDs) 
cuyo espectro cubra el rango de longitudes de onda en donde se espera obtener las 
resonancias de la red. La salida de la fibra se conecta entonces a un Analizador de 
Espectros Ópticos (OSA – Optical Spectrum Analyzer) durante el proceso de grabado. El 
OSA utilizado fue el Yokogawa AQ6370C (600 nm – 1700 nm) con resolución de 0,02 nm. 
Se muestra el esquema del montaje en la Figura 3.2.4. 
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Figura 3.2.4 Monitorización del grabado de una red de período corto mediante un LED y un Analizador de 

Espectros. 

De esta manera, antes de hacer incidir el láser sobre la fibra e iniciar la grabación, se 
debe tomar una captura del espectro de emisión de la fuente de banda ancha para ser 
tomada como referencia. Una vez hecho esto, se inicia la rutina del software que controla el 
motor para que el láser efectúe el barrido sobre la máscara de fase. Una velocidad típica de 
barrido para una red uniforme como las que se fabricaron para esta tesis es de alrededor de 
30 μm/s. 

 Típicamente nos encontraremos con la situación de querer fabricar una FBG para 
conseguir una longitud de onda de Bragg específica. Inicialmente se puede tomar neff,c = 
1.45, que es un valor aproximado del índice de refracción del sílice para el infrarrojo 
cercano. Luego, utilizamos la ecuación (2.4.55) con m = 1, para despejar la periodicidad 
ΛBragg que deberá tener la red, y así elegir la máscara de fase adecuada: 

ceff

Bragg
Bragg n ,2

λ
=Λ                                               (3.2.3) 

 Se muestra en la Figura 3.2.5 el espectro en transmisión de una red de período corto 
grabada sobre fibra Fibercore PS980. Esta fibra tiene una fotosensitividad mejorada gracias 
a un dopado con boro, y fue diseñada para operar a longitudes de onda cercanas a 1060 nm. 
Su longitud de onda de corte se encuentra a 940 nm y posee una apertura numérica de 0,13. 
La periodicidad ΛBragg de la red es de 365 nm, lo cual corresponde a una máscara de fase 
con Λmask = 730 nm. En este caso, longitud de onda de Bragg es de 1061,44 nm. La medida 
de λBragg en el analizador de espectros ópticos permite entonces conocer el índice efectivo 
del modo fundamental en la red grabada con una precisión de 0,002%. 
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Figura 3.2.5 Espectro en transmisión de una red de período corto de ΛBragg=365 nm para la zona de 1060 nm. Se 
indican las resonancias contrapropagantes para el modo del núcleo λBragg y para los modos de la cubierta λcubierta. 

Obsérvese que en el espectro no sólo aparece la resonancia a la longitud de onda de 
Bragg correspondiente al modo LP0,1, sino que además los picos a longitudes de onda más 
cortas λcubierta corresponden a acoplos contrapropagantes a modos de la cubierta del tipo 
LP0,n. Se ordenan los modos de acuerdo a su posición en el espectro; el orden n se 
incrementa conforme las longitudes de onda de las resonancias son más cortas. 

Se observa además en la Figura 3.2.5 una zona de pérdidas de 1058 nm a 1060 nm 
junto con las resonancias de los modos de la cubierta. Estas pérdidas son debido a acoplo a 
modos de radiación [1], que se producen si al fabricar la red de difracción, el haz UV no 
incide de forma totalmente perpendicular sobre la fibra. 

La fabricación de una red de Bragg para visualizar las resonancias a modos de la 
cubierta es un paso previo al diseño de las LPGs, ya que nos permite calcular 
experimentalmente los valores de los índices efectivos de los modos y así acoplar la 
longitud de onda que deseamos a un modo de la cubierta específico. 

3.3 Grabación de Redes de Período Largo (LPGs) 

3.3.1 Cálculo de los Índices Efectivos del Núcleo y de la Cubierta 

Para diseñar y fabricar redes de período largo a una longitud de onda λLPG deseada, 
es preciso conocer primero el índice efectivo del modo fundamental del núcleo neff,c y el 
índice efectivo de alguno de los modos de la cubierta neff,l al cual se desea acoplar la 
energía, tal y como se puede corroborar en la ecuación (2.4.27) para acoplos copropagantes. 
En todos los casos estaremos trabajando para el primer armónico (m = 1) de la resonancia. 
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En este trabajo, la información acerca de los índices efectivos se obtuvo de forma 
experimental mediante la grabación de una red de Bragg (FBG), ya que su espectro de 
transmisión proporciona los valores aproximados de los índices efectivos tanto del núcleo 
como de la cubierta. Es importante mencionar que la resonancia de la red de Bragg deberá 
ser cercana a la longitud de onda λLPG que se pretende obtener para así minimizar los 
problemas derivados de la dispersión de los modos. Debido a la dispersión cromática, los 
valores de los índices efectivos serán solamente válidos en la misma región del espectro a 
la que se encuentran las resonancias de la FBG. 

Comenzaremos entonces determinando el índice efectivo del núcleo. A partir de un 
espectro de transmisión de una FBG como el de la Figura 3.2.5, se utiliza la ecuación 
(2.4.55) para obtener neff,c. Debido a que que ΛBragg y λBragg son datos experimentales, 
podemos despejar el valor del índice efectivo del núcleo: 

Bragg

Bragg
ceffn

Λ
=

2,

λ
                                               (3.3.1) 

Una vez obtenido el índice efectivo del núcleo, se debe elegir a cuál de los modos 
de la cubierta se va a acoplar la energía a la longitud de onda deseada λLPG. Como se 
observa en la Figura 3.2.5, cada uno de los modos de la cubierta posee un acoplo distinto. 
Para el caso particular de ésta red de Bragg, el acoplo de cada uno de los modos de la 
cubierta se representa en la Figura 3.3.1: 
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Figura 3.3.1 Acoplo de los modos de la cubierta en una fibra PS980 para una red de Bragg en la zona de 1060 nm. 

 Típicamente se suele elegir alguno de los modos de más alto acoplo para la red de 
período largo; en particular para la el caso de la Figura 3.3.1, se seleccionarían alguno de 
los modos 8 al 14. Una vez seleccionado el modo de la cubierta al que se desea acoplar la 
energía, se mide la longitud de onda de resonancia λcubierta correspondiente a ése modo 
particular en el espectro de la red de Bragg de la Figura 3.2.5. Posteriormente, se utiliza la 
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ecuación (2.4.49), que es la ecuación de acoplo entre el modo del núcleo y uno de los 
modos de la cubierta en dirección contrapropagante para determinar el índice efectivo del 
modo de la cubierta elegido: 

ceff
Bragg

cubierta
leff nn ,, −

Λ
=

λ
                                        (3.3.2) 

 Obsérvese que todos los datos son conocidos, ya que previamente se había 
determinado el índice efectivo del núcleo también a partir del espectro de la FBG. 
Finalmente, conociendo ambos índices efectivos, podemos determinar la periodicidad de la 
red de período largo ΛLPG  que se debe fabricar para trasvasar la luz a longitud de onda λLPG 
desde el modo del núcleo al modo deseado de la cubierta mediante la ecuación (2.4.27) de 
acoplo copropagante: 

leffceff

LPG
LPG nn ,, −

=Λ
λ

                                          (3.3.3) 

Nótese que al aplicar las ecuaciones (3.3.2) y (3.3.3) en un caso práctico, se está 
asumiendo que el índice efectivo de los modos tiene dispersión cromática despreciable en 
el rango espectral de la red de Bragg utilizada como base (Figura 3.2.5 en este caso). Ésto 
en general es cierto para los modos de orden más bajo de la cubierta; típicamente para los 
primeros modos hasta llegar al de acoplo más alto, sin embargo, pierde validez para modos 
de orden más alto. 

En ocasiones, el criterio para elegir el modo de la cubierta no es la intensidad del 
acoplo, sino más bien el ancho de banda que se puede obtener en la LPG. Conforme mayor 
es el orden del modo, los anchos de banda que se pueden obtener son cada vez más 
estrechos, debido a que los índices efectivos neff,l decrecen al incrementar el orden del 
modo, pero sin pasar del modo de acoplo máximo, ya que las resonancias pueden llegar al 
punto de retorno por dispersión y producir un ensanchamiento indeseado. Un menor índice 
efectivo de la cubierta implica un ancho de banda más estrecho, tal y como lo muestra la 
ecuación (2.4.37). En la Figura 3.3.2 se representan los valores de los índices efectivos a 
partir del espectro de la red de Bragg en la zona de 1060 nm de la Figura 3.2.5. El índice 
efectivo del LP0,1 es el que tiene mayor magnitud por ser el índice del modo fundamental 
que viaja por el núcleo. 
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Figura 3.3.2 Índices efectivos de los modos LP0,n de la fibra calculados a partir de una red de Bragg en la zona de 
1060 nm en la fibra PS980 

 A modo de resumen, en la Tabla 3.3.1 se muestran los índices efectivos y el acoplo  
contrapropagante para los primeros 21 modos de la fibra óptica PS980 en la zona de 1060 
nm, siendo el LP0,1 el modo fundamental del núcleo, y los modos LP0,2 a LP0,21 
correspondientes a modos de la cubierta. Se calculan además por medio de la ecuación 
(3.3.3) las periodicidades que tendría que tener una red de período largo (LPG) para que la 
condición de acoplo copropagante se cumpla exactamente a 1060 nm. 
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Tabla 3.3.1 Índices efectivos de los modos de la cubierta para la fibra PS980 cercanos a 1060 nm, y cálculo de 
periodicidades para una LPG  con resonancia a λLPG = 1060 nm 

Modo Índice efectivo 
Acoplo 

(dB) 

ΛLPG para 
λLPG = 1060 nm 

(μm) 
LP0,1 1,454027 19,78 - 
LP0,2 1,450548 0,766 304,68 
LP0,3 1,450357 1,142 288,76 
LP0,4 1,450083 1,258 268,71 
LP0,5 1,449754 1,444 248,04 
LP0,6 1,449425 1,66 230,32 
LP0,7 1,449041 1,766 212,60 
LP0,8 1,448548 1,812 193,46 
LP0,9 1,448083 2,008 178,31 
LP0,10 1,447535 2,064 163,26 
LP0,11 1,446932 2,01 149,39 
LP0,12 1,446302 2,016 137,21 
LP0,13 1,445589 2,002 125,62 
LP0,14 1,444850 1,888 115,50 
LP0,15 1,444083 1,774 106,59 
LP0,16 1,443233 1,66 98,20 
LP0,17 1,442357 1,516 90,82 
LP0,18 1,441398 1,212 83,93 
LP0,19 1,440439 0,978 78,01 
LP0,20 1,439425 0,754 72,59 
LP0,21 1,438329 0,49 67,52 

 

 Obsérvese que para obtener una LPG que acople la longitud de onda deseada (1060 
nm) a modos altos, se necesitan periodicidades cada vez más pequeñas. Ésto trae toda clase 
de dificultades a la hora de la fabricación, ya que es necesario limitar el spot del haz láser 
usando rendijas micrométricas, además de que cualquier desajuste en la alineación del 
mismo afecta la uniformidad de la red y por ende el espectro del dispositivo. 

Otro detalle que vale la pena mencionar es que cada modo de la cubierta tiene un 
perfil de dispersión único, lo cual hace que sus los valores de los índices efectivos cambien 
de forma considerable entre sí para un mismo rango de longitudes de onda [10,11]. En la 
Figura 3.3.3, tomada de la referencia [11], se representan dos gráficos del período ΛLPG de 
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una red de período largo versus la longitud de onda resonante λLPG para los modos LP0,n de 
la cubierta. 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.3.3 Relación entre la periodicidad de una LPG y su longitud de onda de resonancia a) para los primeros 9 
modos de la cubierta y b) para los modos 18 a 27 en una fibra con longitud de onda de corte a 650 nm. Figura 

obtenida de [11] 

Obsérvese que conforme el modo es más alto, la sensibilidad de la longitud de onda 
resonante ante un cambio en el período se hace cada vez mayor (el valor de dΛLPG/dλLPG 
aumenta). Por lo tanto, la relación aproximadamente lineal entre periodicidad y longitud de 
resonancia se pierde para modos altos. Esto dificultará el ajuste del período ΛLPG a la hora 
de fabricar LPGs si se utilizan modos de la cubierta de orden superior. 

 Otro aspecto importante se evidencia en el cambio de pendiente de las curvas para 
los modos más altos (Figura 3.3.3-b). Algunas de estas curvas poseen un máximo, lo cual 
significa que para estos modos no se puede acoplar ciertas longitudes de onda por más que 
se aumente el período. Además, si trazamos una línea horizontal para un período fijo, 
observamos que ésta cruzaría la curva en dos puntos; esto quiere decir que el acoplo para 
ese modo se daría en dos longitudes de onda distintas, dando lugar a lo que se conoce como 
redes de período largo de doble resonancia, que se usan entre otras cosas, para fabricar 
LPGs de un gran ancho de banda, en caso de que las dos resonancias estén muy cerca la 
una de la otra [12,13]. 

3.3.2 Fabricación de las Redes de Período Largo 

Teniendo previamente seleccionado el modo de la cubierta que se desea usar y 
habiendo calculado el valor de la periodicidad ΛLPG correspondiente, se procede a la 
fabricación de la red. Para la grabación de las redes de período largo se utilizará el método 
de grabado punto a punto, que consiste básicamente en focalizar el haz UV sobre la fibra y 
hacer un barrido sobre ésta a dos velocidades distintas; una velocidad “lenta” y otra 
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“rápida”. Se debe programar una rutina en el software que controla el motor DC para que 
éste repita de forma indefinida dos pasos sencillos: 

• Desplazarse una distancia ΛLPG/2 con una velocidad “lenta”. De esta forma, el láser 
se moverá medio período sobre la fibra óptica, causando un incremento en el índice 
de refracción. Una velocidad típica sería de alrededor de 10 μm/s 

• Desplazarse una distancia ΛLPG/2 con una velocidad “rápida”. El paso siguiente es 
que el láser recorra la restante mitad del período ΛLPG lo más pronto posible para así 
tratar de inducir el mínimo cambio posible de índice de refracción. Típicamente, 
esta velocidad es de uno o dos órdenes de magnitud mayor a la velocidad lenta. Un 
valor utilizado de esta velocidad podría ser en torno a los 1500 μm/s. 

Esquemáticamente el proceso de grabado punto a punto sobre una fibra óptica se 
representa en la Figura 3.3.4: 

 

Figura 3.3.4 Grabación de una LPG sobre una fibra óptica por el método punto a punto 

Si se repiten los dos pasos mencionados, se puede tener un cambio de índice de 
refracción periódico a lo largo de un máximo de 20 cm, que es el recorrido total que puede 
desplazarse el motor. La velocidad “lenta” de grabación se elige en función de qué tan 
intensa se desea que sea la red. Si se requiere un mayor cambio de índice Δn en la LPG, la 
densidad de energía (J/cm2) sobre la fibra deberá ser también mayor en la primera mitad de 
cada período. Ésto se consigue reduciendo la velocidad lenta de forma que el tiempo de 
exposición sea mayor. La velocidad “rápida” se elige más libremente, siempre y cuando sea 
mucho mayor que la velocidad lenta. 

El spot del haz focalizado se ha estimado en unos 75 µm según la tesis doctoral de 
D. Sáez-Rodríguez utilizando el mismo montaje que en este trabajo [14], por lo que redes 
con periodicidades cercanas a ese valor serían imposibles de fabricar sin la utilización de 
rendijas que limiten su tamaño, de modo que para períodos ΛLPG menores a 150 μm (el 
doble de la anchura del spot) forzosamente se necesita hacer uso de éstas. En el laboratorio 
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se contaba con rendijas de 50 μm y 25 μm, lo que permitía fabricar LPGs de periodicidades 
inferiores a 100 μm y 50 μm, respectivamente. 

 La fabricación de las redes de período largo utilizando rendijas se ilustra en la 
Figura 3.3.5. Se debe fijar la rendija a un montaje que será desplazado por un motor 
secundario, y en todo momento debe estar en contacto directo con la fibra. El motor 
secundario es de marca Physik Instrumente, modelo M-125.10, con una resolución de 59 
nm y un recorrido total de 25 mm. 

 

Figura 3.3.5 Grabación punto a punto de una LPG utilizando rendijas. a) El haz láser y la rendija se desplazan una 
distancia ΛLPG/2 de forma sincronizada. b) El haz avanza el restante ΛLPG/2 a alta velocidad mientras que la 
rendija se detiene para bloquearlo durante éste desplazamiento. c) La rendija se mueve ΛLPG/2 para quedar 

centrada de nuevo respecto al haz y poder grabar el siguiente período 

Para la grabación con rendija, se debe utilizar una rutina de software que controle a 
ambos motores de forma que se muevan en sincronía, previa alineación del haz a través de 
la misma. Éste método ofrece la ventaja de que el haz no incide en la fibra en la segunda 
mitad de cada período, de forma que el contraste de índice de refracción Δn es mayor. 

Con respecto al cambio de índice de refracción Δn, si recordamos las ecuaciones 
(2.4.25) de las constantes de acoplo, observamos que éstas son directamente proporcionales 
a |am|, que corresponden a los coeficientes de la serie de Fourier que definen al cambio de 
índice Δn. Por ende, mientras mayor sea el cambio de índice (al hacer la velocidad de 
grabación más lenta), mayores serán también las constantes de acoplo.  

 El valor de |κ| tiene un efecto importante en la longitud de máximo acoplo de la 
LPG. Reescribiendo la ecuación (2.4.36), tenemos: 

κ
π

2max =L                                                    (3.3.4) 

Así, mientras mayor sea |κ|, la condición de acoplo óptimo se alcanzará con una longitud de 
la LPG menor. Esto tendrá una importante repercusión en el ancho de banda del 
dispositivo, como se discutirá en el siguiente apartado. 
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En el caso de las LPGs, es aún más importante monitorizar la evolución de la red 
conforme se van grabando períodos; el acoplo del modo del núcleo al modo de la cubierta 
es periódico con respecto a la longitud de la red (ecuación 2.4.33). Si se sobrepasa la 
longitud de acoplo máximo Lmax, la energía que viaja en el modo de la cubierta empieza a 
acoplarse de nuevo al modo del núcleo, produciendo lo que se conoce como una red 
sobreacoplada. 

Para monitorizar la red, se utiliza el mismo montaje que para hacerlo con una FBG: 
una fuente de banda ancha, y un Analizador de Espectros Ópticos para observar el acoplo 
en tiempo real (Figura 3.2.4). En la Figura 3.3.6 se muestra una simulación de la 
transmisión de una LPG centrada en 1550 nm, conforme su longitud va aumentando desde 
0,25Lmax hasta Lmax para una |κ| fija. De esta forma se ilustra la evolución de una LPG al 
grabar más y más períodos hasta alcanzar su condición de acoplo máximo, que es 
precisamente la situación que se presenta en el laboratorio. Una vez que se ha llegado al 
acoplo deseado, se bloquea el haz láser y se da por terminado el proceso. 
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Figura 3.3.6 Evolución de una LPG al aumentar su longitud desde 0,25Lmax hasta Lmax. Si se continuara el proceso 

de grabación, la red se sobreacoplaría y perdería intensidad 

3.3.3 Redes de Período Largo de Ancho de Banda Estrecho 

Como comentábamos anteriormente, el módulo de κ determina la longitud de la red 
para un acoplo máximo. A su vez, Lmax repercutirá en el ancho de banda de la red, ya que si 
recordamos la ecuación (2.4.37), el ancho de banda a 3 dB de una LPG estrecha (con 
dispersión despreciable) de longitud L y acoplo cercano al óptimo es: 

LnnLn leffceff

LPG

g

LPG

)(

8,08,0

,,

22

−
⋅

≈
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⋅
≈∆

λλλ                                  (3.3.5) 
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Podemos concluir entonces que cuanto mayor sea la constante de acoplo, menor 
será la longitud de una red óptimamente acoplada, haciendo que en general el ancho de 
banda aumente. Para el desarrollo de este trabajo, en muchas ocasiones se requirieron LPGs 
de ancho de banda estrecho, por lo que se utilizaron velocidades de grabación relativamente 
rápidas con el objetivo de no aumentar demasiado las constantes de acoplo.  

Estudiaremos entonces la variación del ancho de banda dado por la ecuación (3.3.5) 
ante cambios en sus distintos parámetros: la longitud física de la red L,  la longitud de onda 
de resonancia λLPG y finalmente la diferencia entre índices efectivos (dada 
fundamentalmente por la apertura numérica). Usaremos para ésto simulaciones de una LPG 
con los índices efectivos del núcleo y de la cubierta obtenidos experimentalmente de la 
fibra SM1500(4.2/125) para el modo LP0,18, dados por: 

429415,1

459170,1

,

,

=
=

leff

ceff

n

n
                                              (3.3.6) 

Variación del Ancho de Banda ante distintas longitudes L 

Se explorará primero la variación del ancho de banda ante distintas longitudes. 
Consideraremos 4 redes de distintas longitudes, en donde todas ellas cumplen la condición 
|κ|L=π/2. Esto significa  entonces que a cada una le corresponderá una distinta constante de 
acoplo y por ende un cambio de índice Δn distinto.  En la Figura 3.3.7 observamos lo que 
sucede con el ancho de banda cuando la longitud de óptimo acoplo se incrementa desde los 
25 mm hasta los 150 mm, el cual es un rango de longitudes de red perfectamente asequible 
con el equipo de laboratorio. El cálculo se hizo para un mismo modo y una resonancia λLPG 

fija en 1550 nm: 
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Figura 3.3.7. Variación del ancho de banda de una LPG ante distintas longitudes de acoplo máximo Lmax 



  Capítulo 3 
 

91 
 

 Resumimos los datos sobre ancho de banda y longitud de acoplo máxima para las 
LPGs simuladas de la Figura 3.3.7 en la Tabla 3.3.2. Se muestra también una estimación 
del cambio de índice que debe tener la LPG para cada longitud. Dicha estimación considera 
que el valor de un factor dependiente de las integrales de acoplo entre el modo del núcleo y 
el modo de la cubierta (que denotaremos como ξ)  es igual a 1, aunque normalmente éste 
valor siempre cumple que 0 < ξ <1, por lo que el valor calculado es una cota superior de 
Δn. 

Tabla 3.3.2. Ancho de banda y estimación de cambio de índice de refracción para distintas Lmax 

Lmax (mm) Δn*ξ Δλ a 3 dB (nm) 
25 6,13x10−5 2,58 
50 3,07x10−5 1,29 
100 1,53x10−5 0,65 
150 1,02x10−5 0,43 

 

Los datos calculados a partir de la simulación evidencian que al aumentar la 
longitud Lmax, necesariamente requeriremos de un cambio de índice más pequeño para así  
tener un acoplo óptimo y poder cumplir |κ|Lmax=π/2. Por lo tanto, en el laboratorio el 
camino a seguir para obtener LPGs espectralmente estrechas fue utilizar tiempos de 
exposición más cortos sobre las fibras, junto con una lente cilíndrica para distribuir la 
energía del haz en una línea y no en un sólo punto. De esta forma, se logra que el cambio de 
índice no sea tan intenso, por lo que el valor de |κ| disminuye y permite que la L sea mayor. 
Una mayor longitud de red es deseable ya que se logra reducir el ancho de banda según la 
ecuación 3.3.5. 

En la Figura 3.3.8 se muestran dos espectros obtenidos de LPGs fabricadas con 
distinta longitud en fibra SM1500(4.2/125) con acoplo al modo LP0,18 en una longitud de 
onda próxima a 1530 nm. Ambas cumplen una condición cercana al acoplo máximo, y 
fueron grabadas con una potencia del haz UV similar, con periodicidad de red de 51 μm. La 
diferencia está en la velocidad de grabado: la 3.3.8-a fue grabada a 1,68 μm/s (velocidad 
“lenta”) ante las 6,72 μm/s de la 3.3.8-b. Como consecuencia, la que fue grabada a mayor 
velocidad tendrá una mayor longitud (por la constante de acoplo reducida), y un menor 
ancho de banda. Las longitudes son de 110 mm y 197 mm, y un ancho de banda a 3 dB de 
1,41 nm y 1,08 nm respectivamente. La discrepancia entre los valores obtenidos 
experimentalmente y los de la Tabla 3.3.2 para longitudes mayores a 100 mm se debe 
probablemente a la introducción de chirp en el período de la LPG, el cual tiene un efecto de 
ensanchamiento del espectro. 
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Figura 3.3.8. Efecto de la longitud en el ancho de banda de una red de período largo a) LPG de 110 mm de longitud 

y b) LPG de 197 mm. 

Variación del Ancho de Banda ante distintas longitudes de onda λLPG 

 Por otro lado, el ancho de banda también depende de la longitud de onda λLPG a la 
que se ha diseñado el dispositivo. Supongamos que hemos fabricado una LPG de 10 mm de 
longitud para acoplo máximo a 1550 nm, y queremos fabricar otras LPGs de la misma 
longitud física, pero que tengan su resonancia a longitudes de onda más largas. Para 
lograrlo, lo que debemos hacer es incrementar el período de la red, según la ecuación 
(3.3.3). 

 Manteniendo una variación de índice de refracción constante (un mismo tiempo de 
exposición de la fibra al láser en cada período) y respetando la longitud de 10 mm, lo que 
obtendríamos al incrementar el período ΛLPG se representa en la Figura 3.3.9. Se ha 
utilizado escala logarítmica para visualizar mejor el efecto: 
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Figura 3.3.9. Variación del  acoplo y el ancho de banda ante un cambio en λLPG utilizando cambio de índice y 
longitud constantes 

Observamos entonces que las redes con resonancias a longitudes de onda más largas 
no llegan a su máximo acoplo debido a que se ha mantenido la longitud de la red constante 
sin cambiar la constante de acoplo, por lo que no se cumple |κ|Lmax=π/2. Además, el ancho 
de banda se va incrementando como consecuencia de no estar óptimamente acopladas. En 
la Tabla 3.3.3 se resumen los datos de la simulación de la Figura 3.3.9. Nótese que Δλ 
escala con el cuadrado de λLPG, como lo indica la ecuación (3.3.5). 

Tabla 3.3.3. Ancho de banda y variación de la periodicidad ante distintas λLPG para una longitud de red fija 

λLPG (nm) ΛLPG (μm) Transmisión (dB) Δλ a 3 dB (nm) 
1550 52,09 −∞ 6,46 
1575 52,93 −75 6,67 
1600 53,77 −60 6,88 
1625 54,61 −52 7,1 

 En numerosas ocasiones fue necesario ajustar ligeramente la periodicidad de la LPG 
para poder variar la longitud de onda de resonancia λLPG. Se verá con especial atención en 
los experimentos de derivación fraccional la importancia de obtener la resonancia en el sitio 
adecuado. Como un ejemplo de la variación de la longitud de onda con la periodicidad de la 
red, ponemos el caso de dos LPGs grabadas en fibra PS980 bajo  las mismas condiciones 
de potencia del haz UV y velocidad de grabado, pero variando únicamente el período de 
194 μm a 195 μm. En este caso se está acoplando la luz del modo fundamental al modo 
LP0,7. Los espectros de ambas LPGs se muestran en la Figura 3.3.10. Los anchos de banda 
son de 8,11 nm para la LPG centrada en 1030 nm, y de 9,66 nm para la que se encuentra en 
1046,51 nm. 
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Figura 3.3.10. Variación de la longitud de onda de resonancia de una LPG en fibra PS980 para el modo LP0,7. Una 
variación de 1 μm se traduce en un desplazamiento de 15,67 nm para este modo en particular 

Variación del Ancho de Banda ante la diferencia entre índices efectivos          
(neff,c  − neff,l) debido al tipo de fibra 

Finalmente exploraremos el efecto de variar la diferencia entre los índices efectivos 
del modo fundamental y del modo de la cubierta. Para eso, estudiaremos los índices 
efectivos de tres tipos distintos de fibras utilizadas para fabricar redes de período largo en la 
zona de 1550 nm: la Fibercore PS1250/1500, Fibercore SM1500(6.4/125) y 
SM1500(4.2/125). Las tres poseen distintos valores de apertura numérica (N.A.), dada por 
la siguiente ecuación [15]: 

2
2

2
1

0

1
.. nn

n
AN −=                                             (3.3.7) 

donde n1 es el índice de refracción de la sílice dopada del núcleo, n2 el índice de la sílice de 
la cubierta y n0 es el índice de refracción del medio alrededor de la fibra (generalmente 
aire). La apertura numérica nos permite conocer la medida del ángulo máximo de 
aceptación para que la luz incidente pueda ser guiada por el modo fundamental, así como 
del grado de confinamiento que ésta tendrá en el núcleo. 

 Debido a que estamos usando modos guiados, los índices efectivos deben cumplir 
con las siguientes desigualdades respecto a los índices de los materiales que conforman la 
fibra: 
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 En fibras de apertura numérica alta, habrá una mayor diferencia entre el índice 
efectivo del núcleo y los índices efectivos de la cubierta en comparación a las fibras con 
una N.A. baja, debido a una mayor cantidad de óxido de germanio con el que se dopa el 
núcleo. Por lo tanto, según la ecuación (3.3.5), mientras mayor sea la apertura numérica, el 
ancho de banda de las LPGs se verá reducido. La longitud de onda de corte tiene un efecto 
menos relevante en los índices efectivos para las fibras estudiadas. 

 De forma análoga a como se obtuvieron los índices efectivos de la fibra Fibercore 
PS980 para la zona de 1060 nm, se grabaron redes de Bragg intensas en los tres tipos de 
fibra diseñadas para 1550 nm. En esta ocasión se utilizó una máscara de fase con 
periodicidad de Λmask = 1067 nm para obtener la longitud de onda de Bragg en la vecindad 
de 1550 nm. Los espectros de las redes de Bragg se muestran en la Figura 3.3.11. 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.3.11.  Redes de Bragg grabadas con una máscara de fase de 1067 nm en las fibras PS1250/1500, 
SM1500(6.4/125) y SM1500(4.2/125). a-c) Observamos el desplazamiento de λBragg y la mayor distancia entre ésta y 

las resonancias de la cubierta debido al aumento de la N.A. d-f) Detalle de las resonancias de la cubierta y su 
mayor espaciamiento entre resonancias debido al incremento de la N.A. 
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Podemos observar entonces varias consecuencias en la estructura modal gracias al 
incremento de la apertura numérica. En los recuadros a-c de la Figura 3.3.11 se nota un 
desplazamiento de λBragg hacia longitudes de onda más largas como consecuencia del 
incremento del índice efectivo del modo fundamental. Además, en los recuadros d-f 
observamos un mayor espaciamiento entre las resonancias a modos de la cubierta, ya que la 
diferencia entre los índices efectivos de éstos se hace mayor. Esto indica que los índices 
efectivos crecen con la apertura numérica a pesar de que las fibras tienen longitudes de 
onda de corte progresivamente mayores de la gráfica a) hasta la c). Se pueden apreciar 
también unas pequeñas resonancias en medio de los acoplos a los modos LP0,n; estos son 
acoplos indeseados a modos asimétricos del tipo LP1,n que se producen debido a que el 
cambio de índice de refracción al fabricar la red no es uniforme en la sección transversal de 
la fibra. 

 En la Tabla 3.3.4. se indican los valores de los índices efectivos calculados tanto 
para el modo fundamental como para los modos de la cubierta que se visualizaron para las 
fibras PS1250/1500, SM1500(6.4/125) y SM1500(4.2/125). La cantidad de modos 
considerados en las fibras PS1250/1500 y SM1500(6.4/125) es menor debido a que a partir 
de cierto orden, el acoplo de éstos comenzaba a hacerse demasiado pequeño como para que 
fuera razonable tomarlos en cuenta. 
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Tabla 3.3.4 Índices efectivos de los modos LP0,n para fibras PS1250/1500, SM1500(6.4/125) y SM1500(4.2/125) en la 
zona de 1550 nm 

Orden del Modo 
Índice Efectivo 

PS1250/1500 
(N.A.=0,13) 

SM1500(6.4/125) 
(N.A.=0,19) 

SM1500(4.2/125) 
(N.A.=0,29) 

LP0,1 1,447722 1,450676 1,459170 
LP0,2 1,445091 1,444275 1,445108 
LP0,3 1,444889 1,443615 1,444943 
LP0,4 1,444611 1,443038 1,444658 
LP0,5 1,444199 1,442415 1,444283 
LP0,6 1,443659 1,441696 1,443780 
LP0,7 1,443029 1,440841 1,443173 
LP0,8 1,442287 1,439904 1,442461 
LP0,9 1,441425 1,438839 1,441629 
LP0,10 1,440473 1,437692 1,440699 
LP0,11 1,439408 1,436425 1,439657 
LP0,12 1,438238 1,435053 1,438510 
LP0,13 1,436971 1,433591 1,437257 
LP0,14 1,435607 1,432016 1,435893 
LP0,15 1,434137 1,430344 1,434431 
LP0,16 1,432585 1,428575 1,432864 
LP0,17 1,430921 1,426693 1,431184 
LP0,18 1,429174 1,424721 1,429415 
LP0,19 1,427314 -- 1,427533 
LP0,20 1,425380 -- 1,425554 
LP0,21 -- -- 1,423477 
LP0,22 -- -- 1,421302 
LP0,23 -- -- 1,419031 
LP0,24 -- -- 1,416654 
LP0,25 -- -- 1,414187 
LP0,26 -- -- 1,411623 
LP0,27 -- -- 1,408969 
LP0,28 -- -- 1,406232 
LP0,29 -- -- 1,403398 
LP0,30 -- -- 1,400481 
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Obsérvese en primera instancia los valores de las aperturas numéricas de cada fibra. 
Las fibras de telecomunicaciones estándar como la SMF-28 poseen una N.A. de 0,14, por 
lo que la única que posee un valor comparable es la fibra PS1250/1500. Conforme aumenta 
la apertura numérica, notamos un incremento del orden de 1x10−3 del índice efectivo del 
modo LP0,1 (es decir, el neff,c). En la Figura 3.3.12, representamos la diferencia entre el 
índice del modo neff,c con respecto a los demás modos LP, que corresponden a modos de la 
cubierta (índices neff,l), ya que es este dato es el que es verdaderamente relevante a la hora 
de estimar el ancho de banda de una LPG. 
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Figura 3.3.12 Diferencia entre el índice efectivo del modo fundamental neff,c y los modos de la cubierta neff,l para las 
fibras PS1250/1500, SM1500(6.4/125) y SM1500(4.2/125) 

 Tal y como observamos en la Figura 3.3.12, claramente la apertura numérica de la 
fibra influye en la diferencia entre índices efectivos. Esto tendrá entonces consecuencias en 
la periodicidad de la LPG necesaria para trasvasar la energía a una longitud de onda 
deseada (ecuación 3.3.3) y también en su ancho de banda (ecuación 3.3.5). En la Tabla 
3.3.5 se muestran los valores de la periodicidad en μm para obtener una red a λLPG = 1550 
nm, para los primeros modos de la cubierta de las fibras en cuestión. 
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Tabla 3.3.5. Periodicidades de una LPG capaz de acoplar la luz a 1550 nm del modo del núcleo a los modos de la 
cubierta para fibras PS1250/1500, SM1500(6.4/125) y SM1500(4.2/125) 

Orden del Modo 

Periodicidad ΛLPG para acoplar a 1550 nm (μm) 
 

PS1250/1500 
(N.A.=0,13) 

SM1500(6.4/125) 
(N.A.=0,19) 

SM1500(4.2/125) 
(N.A.=0,29) 

LP0,1    
LP0,2 589,179 242,142 110,222 
LP0,3 547,082 219,516 108,944 
LP0,4 498,292 202,924 106,806 
LP0,5 439,966 187,637 104,116 
LP0,6 381,507 172,598 100,718 
LP0,7 330,305 157,598 96,894 
LP0,8 285,194 143,887 92,766 
LP0,9 246,144 130,945 88,362 
LP0,10 213,813 119,376 83,915 
LP0,11 186,432 108,762 79,433 
LP0,12 163,439 99,211 75,023 
LP0,13 144,176 90,721 70,736 
LP0,14 127,937 83,066 66,589 
LP0,15 114,096 76,235 62,654 
LP0,16 102,399 70,132 58,922 
LP0,17 92,255 64,629 55,385 
LP0,18 83,566 59,719 52,092 
LP0,19 75,952 -- 48,993 
LP0,20 69,376 -- 46,109 
LP0,21 -- -- 43,426 
LP0,22 -- -- 40,932 
LP0,23 -- -- 38,616 
LP0,24 -- -- 36,457 
LP0,25 -- -- 34,458 
LP0,26 -- -- 32,599 
LP0,27 -- -- 30,876 
LP0,28 -- -- 29,280 
LP0,29 -- -- 27,792 
LP0,30 -- -- 26,410 
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 Podemos corroborar lo que se observó también para las periodicidades de las LPGs 
en fibra PS980: conforme elegimos modos de la cubierta de más alto orden, las 
periodicidades necesarias deben reducirse. Por este motivo, si se desea acoplar a modos 
altos, es usual que se deban emplear rendijas para limitar el spot del haz láser. Además, el 
efecto de la apertura numérica es evidente: para fibras de aperturas numéricas más altas, los 
períodos de las LPGs tenderán también a reducirse de forma considerable. 

 En la Figura 3.3.13 se muestra el espectro en transmisión de una LPG grabada en 
fibra PS980, con ΛLPG = 450,9 μm. Esta red fue fabricada para tener un acoplo óptimo en la 
zona de 1550 nm al modo LP0,6 de la cubierta. A longitudes de onda más cortas se observan 
acoplos de menor intensidad correspondientes a modos de menor orden. En el caso de las 
LPGs, los modos se enumeran de forma creciente conforme aumenta la longitud de onda; 
esto es, de forma inversa a como se hace en las redes de Bragg. Este cambio de orden se 
debe a que la dirección de la onda que se acopla al modo de la cubierta es copropagante en 
el caso de las LPGs. Debido a que los índices efectivos neff,l son cada vez menores al 
aumentar el orden del modo, la ecuación (3.3.3) predice que las resonancias estarán a 
longitudes de onda cada vez mayores.  
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Figura 3.3.13. Espectro de una LPG en fibra PS980 diseñada para un acoplo óptimo al modo LP0,6 en la zona de 
1550 nm. Se muestran además acoplos de menor intensidad a otros modos de más bajo orden 

Nótese también en la Figura 3.3.13 que el ancho de banda de las resonancias se 
estrecha conforme reducimos el orden del modo. Esto se debe a que la dependencia 
cuadrática del ancho de banda respecto a la longitud de onda de resonancia λLPG tiene 
mayor peso a la hora de determinar el ancho de banda (ecuación 3.3.5) que la diferencia 
entre los índices efectivos. 

 Continuaremos nuestro análisis estudiando el ancho de banda para los distintos 
modos, ante una longitud de la LPG constante, y con una longitud de onda de resonancia a 
1550 nm. En la Tabla 3.3.6 se muestran los anchos de banda a 3 dB calculados a partir de la 
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ecuación (3.3.5), con una longitud de red fija de 100 mm para los tres tipos de fibra 
diseñadas para operar en 1550 nm. 

Tabla 3.3.6. Ancho de banda a 3 dB para una LPG centrada a 1550 nm y con longitud fija de 100 mm, para 
distintos modos en fibras PS1250/1500, SM1500(6.4/125) y SM1500(4.2/125) 

Orden del Modo 

Ancho de Banda a 3 dB (nm) 
 

PS1250/1500 
(N.A.=0,13) 

SM1500(6.4/125) 
(N.A.=0,19) 

SM1500(4.2/125) 
(N.A.=0,29) 

LP0,1    
LP0,2 7,305 3,003 1,367 
LP0,3 6,784 2,722 1,351 
LP0,4 6,178 2,516 1,324 
LP0,5 5,456 2,327 1,291 
LP0,6 4,730 2,140 1,249 
LP0,7 4,095 1,954 1,201 
LP0,8 3,536 1,784 1,150 
LP0,9 3,052 1,624 1,096 
LP0,10 2,651 1,480 1,041 
LP0,11 2,312 1,349 0,985 
LP0,12 2,027 1,230 0,930 
LP0,13 1,788 1,125 0,877 
LP0,14 1,586 1,030 0,826 
LP0,15 1,415 0,945 0,777 
LP0,16 1,270 0,870 0,731 
LP0,17 1,144 0,801 0,687 
LP0,18 1,036 0,741 0,646 
LP0,19 0,942 -- 0,608 
LP0,20 0,860 -- 0,572 
LP0,21 -- -- 0,538 
LP0,22 -- -- 0,508 
LP0,23 -- -- 0,479 
LP0,24 -- -- 0,452 
LP0,25 -- -- 0,427 
LP0,26 -- -- 0,404 
LP0,27 -- -- 0,383 
LP0,28 -- -- 0,363 
LP0,29 -- -- 0,345 
LP0,30 -- -- 0,327 
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 Existe una discrepancia entre los valores del ancho de banda para el modo LP0,18 de 
la Tabla  3.3.6 respecto al de la Tabla 3.3.2 se debe al factor ξ de solapamiento de campos. 
Representamos de forma gráfica la información proporcionada en la Tabla 3.3.6 en la 
Figura 3.3.14 para los primeros 17 modos de las tres fibras:  
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Figura 3.3.14. Anchos de banda para acoplo a 1550 nm en distintos modos de la cubierta, usando una longitud de 
red constante para fibras PS1250/1500, SM1500(6.4/125) y SM1500(4.2/125) 

En los casos en que se pretendió obtener redes de período largo con anchos de 
banda muy estrechos (cercanos a 1 nm en la zona de 1550 nm), fue necesario hacer uso de 
las fibras ópticas con apertura numérica alta. En particular, la SM1500(4.2/125) fue la que 
dio los mejores resultados debido a su gran apertura numérica. Además, como bien lo 
muestra la Figura 3.3.14, mientras más alto sea el modo en una fibra determinada, más 
estrecho será el espectro de la red; ésto debido a que la diferencia entre índices efectivos se 
hace cada vez mayor. 

En la Figura 3.3.15 se muestra una representación del acoplo normalizado de los 
modos de la cubierta de las tres fibras que se han analizado, obtenido de los espectros de la 
Figura 3.3.11. 
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Figura 3.3.15 Acoplo normalizado de los modos de la cubierta para las fibras PS1250/1500, SM1500(6.4/125)y 
SM1500(4.2/125) en la zona de 1550 nm 

Obsérvese en la Figura 3.3.15 que conforme aumenta la apertura numérica de la 
fibra, los modos de la cubierta con mayor acoplo se van desplazando hacia órdenes más 
altos. En el caso de la Fibra PS1250/1500 y SM1500(6.4/125), los modos de mayor acoplo 
son del orden 8-10, mientras que en el caso de la SM1500(4.2/125), éstos se ven 
desplazados hasta órdenes cercanos al 18. Un mayor acoplo a modos de orden alto hacen a 
ésta última fibra la candidata ideal para fabricar redes de ancho espectral reducido. Por otro 
lado, en la referencia [14], se determina que para la fibra PS1250/1500 no es posible un 
acoplo en 1550 nm a modos de orden mayor a los de máximo acoplo, gracias a un 
comportamiento modal similar al ilustrado en la Figura 3.3.3-b. Debido al punto de retorno 
por dispersión, los modos útiles para fabricar LPGs de reducido ancho de banda a 1550 nm 
son los modos de orden menor a 10 para la PS1250/1500, menor a 12 para la 
SM1500(6.4/125) y menor a 20 para la SM1500(4.2/125) [16]. 

En la Figura 3.3.16 se muestran los espectros de las LPGs espectralmente más 
estrechas que fueron posibles de fabricar para las fibras PS1250/1500, SM1500(6.4/125) y 
SM1500(4.2/125), todas dentro de la banda C de telecomunicaciones. Se acopló la energía 
del modo fundamental al modo LP0,8 en el caso de la fibra PS1250/1500, al LP0,9 para la 
SM1500(6.4/125), y al LP0,18 en la SM1500(4.2/125). Dentro de cada recuadro se muestran 
además las periodicidades y las longitudes de las redes en cada caso. 
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Figura 3.3.16. Redes de período largo de ancho de banda estrecho construidas en la zona de 1550 nm. Las 
irregularidades en los espectros de las LPGs en las fibras de apertura numérica alta se deben a la mayor 

sensibilidad a las condiciones de fabricación. 
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Para fabricar las LPGs espectralmente estrechas acoplando a modos altos en las 
fibras SM1500(6.4/125) y la SM1500(4.2/125), se tuvo que utilizar el método de punto a 
punto mostrado en la Figura 3.3.4, eligiendo velocidades de grabado relativamente altas 
para no incrementar demasiado la constante de acoplo y consecuentemente lograr conseguir 
redes de mayor longitud. Las no uniformidades alrededor de la resonancia (Figura 3.3.16) 
son producto de problemas de alineación del haz UV al ser la longitud de barrido 
inusualmente grande, a variaciones de temperatura en el laboratorio y a las no 
uniformidades en la fibra [17]. 

 Se tuvo que realizar además una ligera modificación en el montaje de grabación de 
redes, ya que los períodos eran más pequeños que el spot del haz focalizado (75 μm), por lo 
que se tuvo que sujetar una rendija de 25 μm mediante una pieza metálica que estuviera 
atornillada a la plataforma que desplazaba el haz. Esto se ilustra en la Figura 3.3.17. 

 

Figura 3.3.17. Modificación del esquema de grabación de punto a punto para LPGs espectralmente estrechas. Se 
usa un soporte metálico atornillado a la plataforma móvil para que la rendija limite el spot del haz láser conforme 

éste se desplaza 

 En la Figura 3.3.8 se mostraron dos espectros de LPGs estrechas que precisamente 
fueron fabricadas con ésta modificación. En particular, el espectro en 3.3.8-b muestra la 
LPG de mejores características que fue posible construir, con un ancho de banda de 1,08 
nm a 3 dB, y fabricada sobre fibra SM1500(4.2/125). El período de la red es ΛLPG=51 μm y 
su longitud L=197 mm. El acoplo corresponde al modo LP0,18 de la cubierta, como 
anteriormente lo mencionamos.  

Un detalle de vital importancia a la hora de grabar una LPG estrecha es tener en 
cuenta la polarización de la fuente que se usa para monitorizarla. Debido a que las fibras 
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ópticas siempre tienen un cierto grado de asimetría en su núcleo, existen dos ejes de 
polarización con índices efectivos distintos, o lo que es lo mismo, la fibra posee 
birrefringencia. Por lo tanto, hay que asegurarse de que la fuente esté polarizada y que se 
controla la polarización de entrada a la red, tal y como lo muestra la Figura 3.3.18: 

 

Figura 3.3.18 Montaje experimental para grabar LPGs de ancho de banda estrecho. La polarización se debe 
ajustar para introducir la luz a un único eje de la fibra 

Como decíamos, debido a la birrefringencia residual de la fibra, existirán dos 
polarizaciones con índices efectivos ligeramente distintos, por lo que la longitud de onda de 
sus resonancias será también diferente. Si a la hora de grabar la LPG no se es cuidadoso y 
se usa luz que posea componentes de ambas polarizaciones, se verán dos resonancias al 
mismo tiempo, pero la evolución de ambas no se observará de forma correcta en el OSA. 
Ambas resonancias se diferencian solamente en su posición en longitud de onda, ya que el 
ancho de banda y el acoplo es muy semejante. 

A modo de ejemplo, en la Figura 3.3.19 se muestran las dos polarizaciones de una 
LPG grabada en fibra SM1500(4.2/125) con período de 51,3 μm y 1,31 nm de ancho de 
banda acoplando al modo LP0,18 de la cubierta. La diferencia de longitud de onda entre 
ambas resonancias es aproximadamente 1 nm, que es del mismo orden que el ancho de 
banda, por lo que recalcamos lo importante que resulta el manejo de la polarización en este 
tipo de fibras. 
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Figura 3.3.19. Efecto de la birrefringencia de la fibra óptica en una LPG en fibra SM1500(4.2/125). Se observan 
dos resonancias distintas, una para cada eje propio. 

Las aplicaciones de estas redes en experimentos concretos necesitan de un 
conocimiento de su estabilidad térmica y su respuesta ante tensiones mecánicas para 
tenerlas completamente caracterizadas. Por otro lado, el que dichas redes posean un 
estrecho ancho de banda permite que puedan ser empleadas como sensores de magnitudes 
físicas compatibles con WDM (Wavelength Division Multiplexing). En la siguiente sección 
se muestran los resultados de algunas de las pruebas hechas con LPGs espectralmente 
estrechas ante variaciones en temperatura, tensión mecánica e índice de refracción externo. 

3.4 Respuesta de LPGs de Ancho de Banda Estrecho ante 
Temperatura, Tensión Axial e Índice de Refracción 

Como es bien conocido, las redes de difracción pueden actuar como sensores de 
variables físicas. En particular, la sensibilidad de la redes de período largo (LPGs) ante 
variables de su entorno dependerá de su periodicidad, del modo de la cubierta con el cual se 
está trabajando y de los materiales utilizados para fabricar la fibra [11].  

Los sensores basados en redes de período largo ofrecen ciertas ventajas sobre 
aquellos que son basados en redes de Bragg. La primera es que dependiendo de la fibra 
óptica y del modo de la cubierta utilizado, los sensores a partir de LPGs pueden ofrecer 
sensibilidades de temperatura o de tensión axial mucho mayores [18]. 

 Otra de las áreas en donde los sensores basados en LPGs superan a los de FBGs es 
en la medición de índice de refracción. Como discutíamos anteriormente, los índices 
efectivos de los modos de la cubierta dependen del índice de refracción del entorno de la 
fibra, por lo que necesariamente un cambio en el índice externo de la LPG repercutirá no 
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sólo en la longitud de onda de las resonancias para cada modo de la cubierta, sino que 
además modificará su acoplo. 

 En este trabajo se estudió la respuesta de uno de los modos de la cubierta para las 
fibras SM1500(6.4/125) y SM1500(4.2/125), que son las que dieron mejores resultados a la 
hora de fabricar LPGs espectralmente estrechas en la banda de 1530 nm – 1560 nm. 
Iniciaremos con la respuesta ante temperatura. 

3.4.1 Respuesta ante Temperatura 

 El cambio de la longitud de onda de resonancia de una red de período largo ante la 
temperatura está gobernada por la siguiente ecuación [11]: 
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Siendo leffceffeff nnn ,, −=δ la diferencia de índices efectivos entre el modo fundamental y el 

modo de la cubierta en cuestión, y α es el coeficiente de expansión térmica de la sílice. 

 Observamos que la ecuación (3.4.1) posee dos términos. El primero depende de la 
composición de la fibra y de su guiado, de manera que el efecto termo-óptico es el 
responsable de modificar los índices efectivos tanto del núcleo como de la cubierta. El 
segundo término depende del cambio de la longitud de la red con la temperatura, y del 
cambio de la longitud de onda de resonancia ante un cambio en la longitud de la red debido 
a α. Un ejemplo de la variación de la longitud de onda de resonancia ante cambios en la 
periodicidad se mostró en la Figura 3.3.10. 

 Normalmente, para periodicidades altas (ΛLPG >100 μm) el efecto dominante es el 
de la temperatura en los índices efectivos, mientras que para periodicidades pequeñas  
(ΛLPG  < 100 μm), es el término de la variación de la periodicidad el que tiene un mayor 
peso [11]. Esto quiere decir que conforme se utilicen modos más altos (menor 
periodicidad), el efecto termo-óptico en la composición de los materiales que forman la 
fibra se hace menos notorio. 

 Resulta muy interesante el hecho de que tanto el término que depende del material 
como el de la periodicidad pueden ser positivos o negativos (ecuación 3.4.1). Si repasamos 
la Figura 3.3.3, existen modos (por ejemplo los modos 18 al 21) donde la razón de cambio 

LPGLPG dd Λ/λ  cambia de signo para distintas regiones del espectro. Esto indica que 

eligiendo un modo con un LPGLPG dd Λ/λ  del signo adecuado, y bajo un cierto diseño de los 

parámetros constructivos de la fibra, es perfectamente posible fabricar LPGs en donde los 
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dos términos de la ecuación (3.4.1) se anulen entre sí, y se obtenga una resonancia 
insensible a la temperatura [11]. De forma inversa, el diseño puede hacerse para que ambas 
contribuciones se refuercen y se obtenga una resonancia de gran sensibilidad. 

 Para los experimentos de temperatura, se utilizaron LPGs en dos tipos de fibra de 
alta apertura numérica. En la Tabla 3.4.1 se muestran sus características, y los espectros de 
ambas redes se muestran en la Figura 3.4.1. 

Tabla 3.4.1. Características de LPGs utilizadas para pruebas de temperatura 

Fibra Modo ΛLPG (μm) λLPG (nm) Δλ (nm) L (mm) 
SM1500(4.2/125) LP0,18 51 1545,93 2,48 53,7 
SM1500(6.4/125) LP0,9 130 1551,76 1,61 169,8 
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Figura 3.4.1. Redes de período largo en fibras SM1500(4.2/125) y SM1500(6.4/125) en la zona de 1550 nm grabadas 
para pruebas de temperatura 

 Para realizar los experimentos, se introdujeron las fibras en un horno de marca 
WTC Binder a 80°C durante aproximadamente 12 horas. Las fibras estaban montadas sobre 
una placa aluminio y sujetadas solamente por un extremo para evitar la influencia de la 
expansión térmica de la placa. Además, se colocó un termómetro de alcohol a la par de la 
LPG para medir la temperatura lo más cerca posible de ésta. Para monitorizar la red, se 
utilizó un LED a 1550 nm con un polarizador como fuente de luz, y un analizador de 
espectros a la salida de la LPG. 

Se realizaron mediciones cada 10°C de forma descendente hasta llegar a un mínimo 
de −20°C. En la Figura 3.4.2 se muestran los espectros obtenidos (en pasos de 20°C) de la 
calibración en temperatura para las fibras de apertura numérica alta. Observamos en ambas 
gráficas que el espectro se desplaza hacia longitudes de onda más largas al aumentar la 
temperatura, y una modificación del acoplo debido a la variación de la longitud de la LPG 
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con la temperatura. En el caso de la SM1500(6.4/125), el efecto de un acoplo reducido 
también es debido a un inadecuado ajuste de la polarización de la fuente. 
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Figura 3.4.2. Espectros de dos redes de período largo en fibras SM1500(6.4/125) y SM1500(4.2/125) sometidas a 

distintas temperaturas. La longitud de onda de resonancia se desplaza a mayores valores para temperaturas más 
altas para éstos modos en particular 

 Se realizó un ajuste lineal para la variación de la longitud de onda de resonancia 
respecto al cambio en la temperatura. La pendiente del ajuste es de 91,2 pm/°C para el 
modo LP0,18 de la fibra SM1500 (4.2/125), y de 50,64 pm/°C para el LP0,9 de la 
SM1500(6.4/125). Éstos valores se encuentran dentro del rango encontrado en la 
bibliografía de 30 pm/°C y 100 pm/°C [11]. Ambos valores experimentales son mayores a 
los que típicamente se pueden obtener con sensores a partir de FBGs. En la Figura 3.4.3 se 
muestra la que sería una respuesta de una red de Bragg a 1550 nm ante cambios de 
temperatura junto a los ajustes de los datos obtenidos con las dos LPGs estudiadas. La 
pendiente de la respuesta de la FBG es de 13 pm/°C. 
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Figura 3.4.3. Cambio de longitud de onda ante temperatura de LPGs en fibras SM1500(4.2/125) acoplando al 
modo LP0,18  y SM1500(6.4/125) acoplando al modo LP0,9, junto con la respuesta típica de una red de Bragg a modo 

de comparación 
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3.4.2 Respuesta ante Tensión Mecánica Axial 

 Así como la red varía al cambiar la temperatura, al aplicar tensión mecánica a una 
red de período largo, cambia su longitud de onda de resonancia. El cambio viene dado por: 
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Donde nuevamente leffceffeff nnn ,, −=δ  es la diferencia de índices efectivos, y ε es el 

estiramiento relativo de la fibra. Como observamos, la ecuación (3.4.2) posee también dos 
términos; el primero depende nuevamente de los materiales y del guiado de la fibra; en éste 
término tienen relevancia los coeficientes elasto-ópticos. El segundo término depende de la 

razón de cambio LPGLPG dd Λ/λ , es considerablemente distinta para cada modo. 

 De forma muy similar al caso de respuesta a temperatura, ambos términos de la 
ecuación (3.4.2) pueden ser positivos o negativos, de forma que es posible diseñar la LPG 
para permitir que ambas contribuciones se cancelen entre sí, y la red de período largo sea 
insensible ante estiramiento mecánico.  

 Para realizar las pruebas de tensión mecánica, se colocó la LPG totalmente estirada 
en un soporte con un extremo móvil acoplado a un tornillo micrométrico. La LPG se fijó al 
montaje utilizando pegamento de cianoacrilato (Loctite).  Para observar los cambios en la 
longitud de onda de resonancia, se usó el equipamiento usual de un LED con su respectivo 
polarizador y un Analizador de Espectros. 

 Los resultados de las pruebas de tensión mecánica se hicieron para LPGs grabadas 
en los dos mismos tipos de fibra utilizados en la sección anterior, y acoplando a los mismos 
modos.  No se utilizaron las mismas muestras debido a que en muchas ocasiones las redes 
se rompieron en la prueba de tensión, impidiendo reutilizarlas en las de temperatura. Las 
características de ambas se muestran en la Tabla 3.4.2 y en la Figura 3.4.4 se muestran sus 
espectros. 

Tabla 3.4.2.  Características de LPGs utilizadas para pruebas de tensión mecánica axial 

Fibra Modo ΛLPG (μm) λLPG (nm) Δλ (nm) L (mm) 
SM1500(4.2/125) LP0,18 51 1535,17 1,02 134,8 
SM1500(6.4/125) LP0,9 130 1552,01 1,43 169,1 
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Figura 3.4.4. Redes de período largo en fibras SM1500(4.2/125) y SM1500(6.4/125) en la zona de 1550 nm grabadas 
para pruebas de tensión mecánica axial 

 Se representa en la Figura 3.4.5 el desplazamiento en longitud de onda de las 
resonancias de ambas LPGs ante tensión axial. Se observa también una importante 
reducción del acoplo en la red fabricada en la fibra SM1500(6.4/125) debido a un 
inadecuado control de la polarización de la fuente. 

1550 1551 1552

-20

-15

-10

-5

0

 

T
ra

ns
m

is
io

n 
(d

B
)

Longitud de Onda (nm)

 0 µε
 789 µε
 1579 µε
 2369 µε
 3158 µε

SM1500(6.4/125) - LP
0,8

 

1530 1532 1534 1536 1538 1540

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

 

T
ra

ns
m

is
io

n 
(d

B
)

Longitud de Onda (nm)

 0 µε
 642 µε
 1285 µε
 1927 µε
 2569 µε

SM1500(4,2/125) - LP
0,18

 
Figura 3.4.5. Desplazamiento de la longitud de onda de resonancia de LPGs en fibras SM1500(6.4/125) y 

SM1500(4.2/125) ante tensión mecánica axial. 

 Al someter las redes a tensión mecánica, el desplazamiento en longitud de onda es 
lineal, tal y como se esperaba. Las pendientes de los ajustes son de 1,01 pm/με 
(pm/microstrain) para el modo usado en la SM1500(4.2/125) y de 0,15 pm/με para el de la 
LPG en fibra SM1500(6.4/125), lo cual se encuentra de nuevo dentro del rango típico de 
respuesta de este tipo de dispositivos [14]. Como en el caso de la temperatura, se añade la 
respuesta lineal típica de una FBG en este caso a 1550 nm, de 0,48 pm/με [11], que viene a 
ser una respuesta intermedia entre las de las LPGs estudiadas. Ésto se muestra en la Figura 
3.4.6.  
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Figura 3.4.6.  Cambio de longitud de onda ante tensión mecánica axial de LPGs en fibras SM1500(4.2/125) 
acoplando al modo LP0,18  y SM1500(6.4/125) acoplando al modo LP0,9. Se adjunta la respuesta típica de una FBG a 

1550 nm 

 Algo que resulta importante mencionar, es que en los sensores basados en redes de 
difracción existe una sensibilidad cruzada ante la temperatura y la tensión mecánica. Las 
LPGs ofrecen la posibilidad de elegir un modo de la cubierta tal que la sensibilidad sea casi 
nula ya sea para la temperatura o para la tensión, permitiendo así aislar el mesurando que se 
desea monitorizar [19]. 

3.4.3 Respuesta ante Índice de Refracción Externo 

La última variable física a estudiar es la variación del índice de refracción externo 
de la LPG. Como discutíamos antes, las propiedades de los modos de la cubierta dependen 
directamente del índice de refracción de su entorno. Por éste motivo, las redes de período 
largo son intrínsecamente sensibles a cualquier cambio de índice que pueda haber a su 
alrededor. La ecuación que determina el cambio de longitud de onda de resonancia de una 
LPG debido al índice externo está dada por [20]: 

0

,

,0 dn

dn

dn

d

dn

d leff

leff

LPGLPG λλ
=                                          (3.4.3) 

 Donde n0 es el índice del material externo a la fibra. Existen configuraciones en las 
que se puede utilizar redes de Bragg para medir índices de refracción, pero éstos métodos 
usualmente implican la reducción del diámetro de la cubierta mediante baños químicos o 
pulido de la fibra para tener acceso al campo evanescente del modo fundamental, haciendo 
que el dispositivo se vuelva mecánicamente frágil [21]. Una ventaja clave que poseen los 
sensores basados en LPGs sobre los de redes de Bragg es que éste tipo de modificaciones a 
la fibra no son necesarias. 
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 La sensibilidad al índice externo se manifiesta como un desplazamiento de la 
longitud de onda de resonancia y de la variación de su acoplo. Estos cambios son más 
abruptos conforme el índice externo n0 se acerca al de la sílice de la cubierta n2. En el 
momento en que ambos índices son iguales, se obtiene una situación similar a la de 
considerar una cubierta infinita, y los modos guiados por la cubierta dejan de existir, por lo 
que la resonancia desaparece. 

 En la Figura 3.4.7, obtenida de la referencia [20], se muestra el cambio en longitud 
de onda de la resonancia de 4 modos de la cubierta para una LPG grabada en fibra SMF-28 
de ΛLPG = 320 μm y con resonancias en la zona de 1200 nm – 1500 nm. Conforme se 
aumenta el orden del modo de la cubierta, el desplazamiento es mayor, por lo que para 
mayor sensibilidad se debe usar un modo alto: 

 

Figura 3.4.7. Variación de la longitud de onda de resonancia de distintos modos de la cubierta ante el índice de 
refracción externo. El modo de más alto orden es el A, y el de más bajo el D. Fuente: referencia [20] 

 Para las pruebas efectuadas en el laboratorio, se usaron dos redes de período largo 
similares a las utilizadas en las pruebas de temperatura y tensión mecánica. Sus 
características se resumen en la Tabla 3.4.3, y los espectros en la Figura 3.4.8: 

Tabla 3.4.3. Características de LPGs utilizadas para pruebas de índice de refracción externo 

Fibra Modo ΛLPG (μm) λLPG (nm) Δλ (nm) L (mm) 
SM1500(4.2/125) LP0,18 51 1532,55 1,57 136,9 
SM1500(6.4/125) LP0,9 130,9 1570,17 1,86 141,1 

 



  Capítulo 3 
 

115 
 

1520 1530 1540 1550 1560 1570 1580

-15

-10

-5

0

 

T
ra

ns
m

is
io

n 
(d

B
)

Longitud de Onda (nm)

 SM1500(4.2/125) - LP
0,18

 SM1500(6.4/125) - LP
0,8

 

Figura 3.4.8. Redes de período largo en fibras SM1500(4.2/125) y SM1500(6.4/125) en la zona de 1550 nm grabadas 
para pruebas de índice de refracción externo 

Para realizar las mediciones del cambio de longitud de onda ante distintos índices, 
se colocaron las redes de período largo totalmente estiradas y fijas a una placa metálica, y 
se aplicó sobre toda la superficie de la LPG líquidos de índice de refracción graduado 
(Cargille Laboratories), los cuales partían desde un n0 = 1,43, con incrementos de            
Δn0 = 1x10−3. Según el fabricante, los índices fueron obtenidos para una longitud de onda 
de 589,3 nm y a una temperatura de 25°C; por lo tanto, los índices se deben ajustar para las 
zonas en donde se encontraban centradas las LPGs; ésto es, 1530 nm para la 
SM1500(4.2/125) y 1570 nm para la SM1500(6.4/125). La modificación se realiza 
mediante las ecuaciones de Cauchy que se proporcionan en las hojas de especificaciones. 
Los valores corregidos se muestran en la Tabla 3.4.5: 

Tabla 3.4.5. Corrección de los índices de refracción de los líquidos utilizados según las curvas del fabricante para el 
infrarrojo cercano 

Índice de refracción a  
λ=589,3 nm 

Índice de refracción a  
λ=1530 nm 

SM1500(4.2/125) 

Índice de refracción a  
λ=1570 nm 

SM1500(6.4/125) 
1,430 1,420 1,420 
1,432 1,422 1,422 
1,434 1,424 1,424 
1,436 1,426 1,426 
1,438 1,428 1,428 
1,440 1,430 1,430 
1,442 1,432 1,432 
1,444 1,434 1,434 
1,446 1,436 1,436 
1,448 1,438 1,438 
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Posteriormente se monitorizó la LPG utilizando como fuente dos LEDs: uno 
centrado a 1550 nm y otro a 1440 nm, previendo el hecho de que los desplazamientos en 
longitud de onda son significativos. Después de tomar las medidas con el Analizador de 
Espectros, se procedía a limpiar la fibra y la base metálica con acetona y repetir con otro 
líquido de distinto índice. Los espectros obtenidos se muestran en la Figura 3.4.9 para 
ambas LPGs. 
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Figura 3.4.9. Desplazamiento de la longitud de onda de resonancia de LPGs en fibras SM1500(6.4/125) y 

SM1500(4.2/125) ante cambios de índice de refracción externos. Los índices de refracción fueron corregidos según 
las curvas proporcionadas por el fabricante 

En la Figura 3.4.10 se muestra un ajuste cuadrático para la SM1500(6.4/125) y un 
ajuste lineal para la SM1500(4.2/125) de los desplazamientos en longitud de onda que se 
midieron al aplicar distintos líquidos a ambas redes con respecto al índice externo en aire  
n0 = 1. 
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Figura 3.4.10 Desplazamiento de la resonancia de las LPGs ante cambios en el índice de refracción externo para 
fibras SM1500(4.2/125) y SM1500(6.4/125) 
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Obsérvese en la Figura 3.4.10 que para ambos casos, el desplazamiento es negativo 
tal y cómo se esperaba, ya que al incrementar el índice externo a la LPG, el índice efectivo 
del modo de la cubierta neff,l también se verá incrementado (ver la ecuación 3.3.8). El efecto 
neto es que la diferencia de índices efectivos leffceffeff nnn ,, −=δ se reduce, produciendo un 

acoplo a una longitud de onda más corta según la ecuación (3.3.3). 

Nótese que la cantidad de puntos tomados para ambas LPGs es distinto. Ésto se 
debió a que para índices de refracción mayores a 1,430 en la SM1500(4.2/125) la 
resonancia desaparecía por completo debido a la disminución de la constante de acoplo 
ocasionada por la expansión espacial de los campos al aumentar el índice externo. Lo 
mismo sucedió para la SM1500(6.4/125) al llegar al valor de 1,438, indicando esto que se 
había llegado a un valor muy cercano al de la sílice de la cubierta en cada una de las fibras. 

El hecho de que los puntos tengan una distribución tan irregular probablemente se 
deba a que dada la longitud de la red, haya podido haber irregularidades a la hora de 
distribuir el líquido a lo largo de toda su extensión. Otro problema es que gracias a que el 
modo utilizado en la fibra SM1500(4.2/125) era más sensible a la temperatura y a la 
tensión, éstas variables pudieron haber inducido un error considerable en las mediciones.  

Como se mencionaba anteriormente, las fibras utilizadas poseen birrefringencia 
residual, provocando en ocasiones dificultades para llegar a un correcto ajuste de la 
polarización. Esto es especialmente notorio para el caso del modo LP0,18 de la fibra 
SM1500(4.2/125), donde se observa en la Figura 3.4.9 un pronunciado decremento del 
acoplo. En el montaje experimental, el polarizador únicamente cubría el rango de 1500 nm 
- 1600 nm, por lo que cualquier intento de ajustar la polarización a longitudes de onda más 
cortas resultaba imposible. 

A partir de estos experimentos podemos poner en evidencia la propiedad inherente 
de las redes de período largo de interactuar con su medio, lo cual las hace candidatas 
ideales para toda una gama de aplicaciones en sensores. Por ejemplo, se han llevado a cabo 
experimentos de LPGs como sensores de concentración de cloruro de calcio y glicol de 
etileno en disoluciones [22], para detección de hidrocarburos [23], o incluso como 
biosensores en aplicaciones de detección de cadenas de ADN [24,25]. 

En el trabajo conjunto de la referencia [25], una red grabada en fibra 
SM1500(4.2/125) acoplando a los modos LP0,17 y LP0,18 de la cubierta fue usada como 
biosensor. Esta red tenía un ancho de banda de 0,86 nm para el modo LP0,17 centrado en 
1408 nm, mientras que para el modo LP0,18 tenía un ancho de 1,5 nm, centrado en 1534 nm.  

La superficie de la LPG recibió un tratamiento químico (llamado silanización) para 
que fuera capaz de capturar las cadenas de ADN. En el experimento, al ser expuesta a una 
solución con las cadenas adecuadas, se registró una variación de 0,32 nm para el modo 
LP0,17 y de 0,5 nm para el LP0,18 en sus resonancias respectivas.  
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A pesar del interés en aplicaciones de sensores, el objetivo principal de poder 
diseñar y construir redes de período largo de ancho de banda estrecho fue el de utilizarlas 
como operadores de cálculo fraccional. Como se mencionó en el desarrollo teórico, para 
poder implementar un derivador de pulsos, es necesario que el ancho de banda de éstos sea 
del mismo orden que el del dispositivo que los procesará. 

Podemos concluir a partir de este capítulo que si se desea fabricar LPGs para 
procesado de pulsos de estrecho ancho de banda, conviene trabajar en longitudes de onda 
cortas (aunque esto no siempre puede elegirse), con redes largas y modos de la cubierta de 
orden alto. Además, el utilizar fibras con apertura numérica alta ofrece también un 
estrechamiento de las LPGs fabricadas. 

 En el desarrollo experimental del siguiente capítulo, se utilizarán láseres de pocos 
nanómetros de ancho de banda como fuentes de pulsos ópticos a procesar, por lo que las 
técnicas de diseño y fabricación de LPGs estudiadas en este apartado serán imprescindibles. 
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Capítulo 4 –  Derivación Fraccional: Implementación 
Experimental Usando Redes de Período Largo 

Las redes difracción en fibra óptica, debido a sus características espectrales, pueden 
operar matemáticamente sobre la envolvente temporal (compleja) de una señal de luz, 
directamente en el dominio óptico. El interés en dichos operadores es que permiten 
procesar señales ultrarrápidas, sin tener que realizar conversiones al dominio electrónico, 
que necesariamente involucran sistemas de alto coste, pérdidas y además mayores tiempos 
de procesamiento [1-3]. Por lo tanto, son bloques básicos e imprescindibles para futuros 
sistemas de comunicaciones ópticas que manejen tasas de procesamiento de datos 
superiores a las que actualmente impone la electrónica convencional. 

Un dispositivo fotónico capaz de realizar operaciones de cálculo como la derivación 
o la integración sobre la envolvente temporal compleja de un pulso de luz, posee una 
enorme cantidad de posibles aplicaciones no sólo en telecomunicaciones, sino también en 
conformado de pulsos de forma arbitraria mediante funciones de Hermite-Gauss (obtenidas 
mediante derivadas sucesivas de pulsos gaussianos) [4,5], detección de solitones oscuros 
mediante dispositivos integradores [6], e incluso solución de ecuaciones diferenciales 
totalmente en el dominio óptico [7]. Ésta última aplicación permitiría implementar, por 
ejemplo, aplicaciones de control automático en sistemas que requieran tiempos de respuesta 
inalcanzables para esquemas de control basados en circuitos electrónicos digitales. 

Teniendo esto en mente, pretendemos mostrar de forma experimental cómo el 
concepto de derivada fraccional, que es una generalización del operador derivada de orden 
entero, puede ser aplicado para resolver problemas físicos [8]. Actualmente el cálculo 
fraccional ha encontrado aplicaciones para modelar viscosidad en mecánica de fluidos [9], 
en control de trayectorias de robots [10] y en óptica con la aplicación de la transformada de 
Fourier fraccional [11], por mencionar solo algunos de los muchos ejemplos que se pueden 
encontrar en la literatura[12]. 

En el presente capítulo se demostrará experimentalmente la posibilidad de utilizar 
las redes de período largo (Long Period Gratings o LPGs) como derivadores fraccionales 
de orden ½. Las señales a procesar serán pulsos ópticos de picosegundos mediante dos 
configuraciones distintas de derivación fraccional: LPG uniforme e interferómetro modal 
con dos LPGs concatenadas y grabadas en una misma fibra óptica [13,14]. Finalmente, 
demostraremos la utilidad de la derivación fraccional fotónica en la  reconstrucción del 
perfil de fase de un pulso de luz láser [15]. 
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4.1 Medida de Función de Transferencia de una LPG por Modulación 
a Radiofrecuencia 

 Una red de período largo uniforme, bajo las condiciones adecuadas de ancho de 
banda y longitud de onda, funciona como un dispositivo derivador de orden entero si se 
encuentra en acoplo máximo [16,17], mientras que si se utiliza un régimen de acoplo tal 
que |κ|L < π/2, el resultado es un dispositivo todo óptico que se comporta como un 
derivador de orden fraccional menor a la unidad [18].  

 La capacidad de una red de período largo para generar la derivada fraccional de un 
pulso óptico se puede estudiar al comparar su respuesta en frecuencia con respecto a la de 
un derivador ideal. Como se discutió en el marco teórico, un derivador posee dos 
características espectrales: en amplitud, suprime la frecuencia óptica de la portadora de la 
señal, y en fase, introduce una discontinuidad de qπ, donde q es el orden de derivación. 

 En este apartado se explica un método de medición de esta función de transferencia 
con el fin de corroborar que una LPG cumple con los criterios de amplitud y fase que se 
buscan en un dispositivo derivador. El método se basa en la modulación en amplitud de una 
señal óptica de onda continua mediante una señal de radiofrecuencia, y se denomina 
Modulation Phase Shifting (MPS). 

Originalmente éste método fue aplicado para estudiar la dispersión en fibras ópticas. 
Consiste en la modulación en amplitud de una señal óptica de onda continua con el fin de 
obtener el retardo de grupo del dispositivo en un cierto rango de longitudes de onda. 
Posteriormente, el cálculo de la razón de cambio del retardo de grupo con respecto a la 
longitud de onda, permite obtener el parámetro de dispersión D del dispositivo estudiado  
[19,20]. 

4.1.1 Principio de Funcionamiento 

 Una de las primeras tareas realizadas en el laboratorio fue comprobar el 
funcionamiento de una red de período largo como derivador fraccional. Para eso, es 
necesario medir de alguna manera su respuesta en frecuencia, tanto en amplitud como en 
fase. Se recurrió entonces al método MPS, que consiste en enviarle a la LPG una señal 
óptica de frecuencia ω0 modulada en amplitud por una señal de radiofrecuencia ΩRF y luego 
calcular la  función de transferencia mediante un analizador de redes. 

 Dicha modulación en amplitud se logra mediante un modulador electroóptico 
(EOM); éstos son dispositivos que modulan la amplitud de una señal óptica al aplicar un 
voltaje externo. El esquema del modulador se muestra en la Figura 4.1.1. 
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Figura 4.1.1. Modulador electróptico. La modulación se consigue al aplicar un voltaje DC y un voltaje sinusoidal 
de alta frecuencia a uno de los brazos de un interferómetro. 

 El modulador consiste en un interferómetro Mach-Zehnder fabricado en una guía de 
ondas de un material con alto coeficiente electro-óptico (típicamente niobato de litio, 
LiNbO3). El interferómetro hace uso del efecto Kerr, que consiste en la modificación del 
índice de refracción de un material ante un campo eléctrico aplicado.  

 Al introducir un voltaje en uno de los brazos y modificar el índice de refracción, se 
introduce un desfase con respecto a la luz que viaja por el otro brazo. Así, a la salida del 
dispositivo se produce una interferencia constructiva o destructiva en función del voltaje 
que se esté aplicando. Si llamamos V(t) al voltaje aplicado total, i.e., Vπ/2 + VRF, y a los 
campos eléctricos de la señal óptica de entrada Ei(t) y de salida Eo(t), la intensidad a la 
salida del dispositivo es la siguiente [21]: 
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                               (4.1.1) 

 La constante Vπ viene a ser la tensión necesaria para que la salida del modulador 
cambie de uno a cero. Para modular la señal óptica con una señal de radiofrecuencia, se 
debe entonces aplicar una tensión DC de la mitad del valor de Vπ, ya que así nos 
aseguramos de estar trabajando en la zona lineal de respuesta del dispositivo. Esto se ilustra 
en la Figura 4.1.2 
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Figura 4.1.2. Respuesta de un modulador electroóptico ante un voltaje aplicado. Se aplica un voltaje de 
radiofrecuencia alrededor de un voltaje de Vπ/2 para una máxima modulación. 

 Otro detalle importante a tomar en cuenta es que el modulador electroóptico posee 
una cierta dependencia de la polarización, por lo que se debe ajustar correctamente la 
polarización de la señal de entrada hasta conseguir una modulación óptima.  

 El interés en obtener una señal óptica modulada radica en el hecho de que nos será 
útil para determinar la respuesta de fase del dispositivo en cuestión. Si aplicamos una 
modulación de amplitud de frecuencia ΩRF a una señal óptica de frecuencia ω0 obtenemos: 

tjtjtjtj
RF

RFRF eeeet )()( 0000

2

1

2

1
)cos1( Ω+Ω− ++=Ω+ ωωωω                (4.1.2) 

 Si usamos la transformada de Fourier en la ecuación (4.1.2), obtenemos lo que se 
muestra en la Figura 4.1.3; una doble banda de frecuencias alrededor de la frecuencia 
óptica. 
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Figura 4.1.3. Modulación a doble banda. La modulación en intensidad de una señal monocromática produce dos 
bandas laterales en su espectro. 
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Debido a que la frecuencia de modulación es muy inferior a la frecuencia óptica 
principal, la diferencia entre ω0 y cualquiera de las bandas laterales de la Figura 4.1.3 se 
puede considerar como un diferencial de frecuencias dω. El ancho entre ambas bandas 
laterales es entonces 2dω. Nuestro objetivo será entonces barrer todo el ancho de banda del 
dispositivo que queremos analizar mediante estos diferenciales de frecuencia. Lo hacemos 
variando la frecuencia óptica (con un láser sintonizable) y manteniendo la anchura de estos 
diferenciales al fijar la frecuencia de modulación ΩRF. Esto se observa en la Figura 4.1.4, 
donde ilustramos el barrido de la señal óptica modulada en todo el ancho de banda de una 
LPG con máximo acoplo: 

 ωd2 ωd2
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Figura 4.1.4. Barrido de la señal modulada a lo largo del ancho de banda de una LPG. Se muestra la respuesta la 
respuesta en amplitud. 

 Recordemos que para conocer la función de transferencia del dispositivo, debemos 
determinar tanto la respuesta en amplitud como la respuesta en fase. La respuesta en 
amplitud es fácilmente determinada, ya que se observa simplemente como una variación en 
la intensidad de la señal a la salida del dispositivo. Este mismo procedimiento se puede 
realizar incluso sin necesidad de modular la señal óptica. El motivo por el cual se debe 
utilizar una doble banda es para poder medir el retardo de grupo de la red τg(ω). El barrido 
de la señal modulada a lo largo de la respuesta en fase de la LPG se muestra en la Figura 
4.1.5. 
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Figura 4.1.5. Barrido de la señal modulada a lo largo del ancho de banda de una LPG. Se muestra la respuesta en 
fase. 

 Obsérvese en la Figura 4.1.5 que en cada diferencial de frecuencias evaluado, a cada 
componente espectral le corresponde una fase distinta. Por lo tanto, a la salida del 
dispositivo habrá un desfase dφ entre ellas. Mediante un Analizador de Redes, es posible 
encontrar el desfase entre la frecuencia óptica ω0 y la frecuencia ω0+ΩRF (ver la Figura 
4.1.3) que forma la banda derecha. 

 El conocer estos diferenciales de fase a lo largo de todo el ancho de banda del 
dispositivo nos permite calcular el retardo de grupo, que es básicamente el tiempo de 
tránsito que una delgada banda espectral dω tarda en viajar por el mismo: 

ω
ωϕωτ

d

d
g

)(
)( −=                                                    (4.1.3) 

 A partir de la ecuación (4.1.3), y mediante una sencilla integración numérica, 
podemos entonces encontrar la respuesta de fase que nos hacía falta para encontrar la 
función de transferencia completa: 

∫−=
ω

ωωτωϕ ')'()( dg                                                (4.1.4) 

4.1.2 Montaje Experimental y Función de Transferencia de una LPG 

 Como comentábamos antes, el analizador de redes será fundamental en este 
montaje, ya que es un instrumento que permite medir el desfase de una señal de 
radiofrecuencia generada por él mismo con respecto a la que le llega por un segundo canal.. 

De esta forma, podemos conocer la respuesta en frecuencia de una LPG. 
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El experimento descrito en esta sección se realizó con una red de período largo en 
fibra óptica fotosensible (PS1250/1500, Fibercore) en la zona de 1550 nm con un ancho de 

banda a −3 dB de 2,87 nm, y un acoplo de 16,5 dB al modo LP0,9. En la Figura 4.1.6 se 
muestra el espectro de ésta LPG. 

1520 1530 1540 1550 1560

-15

-10

-5

0

 

 

T
ra

ns
m

is
io

n 
(d

B
)

Longitud de Onda (nm)
 

Figura 4.1.6. Red de período largo en fibra PS1250/1500, utilizada para medir su función de transferencia por 
medio del método de modulación a doble banda. 

 El montaje consistió en un láser sintonizable (1500 nm – 1570 nm), modelo 
Photonetics Tunics-BT, el cual efectuó un barrido a través de las longitudes de onda que 
abarcaban la resonancia de la LPG. La salida del láser, luego de pasar por un controlador de 
polarización, es llevada a un modulador electroóptico (JDS Uniphase 100-13001 Alpha 1). 
Éste último fue alimentado por una fuente de tensión DC y por una señal de radiofrecuencia 
que serviría de moduladora. La tensión DC que proporcionaba mayor modulación (Vπ/2) se 
determinó experimentalmente como 3,48 V. 

 La señal de RF fue generada por el analizador de redes marca Agilent Technologies, 
de modelo E8364B 10 MHz - 50 GHz PNA Series. Debido a que el analizador de redes no 
es un instrumento óptico, es necesario convertir la señal de salida de la LPG a una señal 
eléctrica. Por este motivo la señal modulada, luego de pasar a través de la LPG, estuvo 
monitorizada por un fotodiodo rápido de la compañía U2T, modelo XPDV2120R, el cual 
fue conectado a la segunda terminal del analizador de redes. El diagrama se muestra en la 
figura 4.1.7. 
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Figura 4.1.7. Montaje para medición de la función de transferencia de una LPG por medio del método de 
modulación a doble banda. En rojo se muestra la salida de la señal de referencia suministrada por el analizador de 
redes (RF Out), y en celeste la que éste recibe luego de atravesar la LPG (RF In ). Los controladores de polarización 

se denotan como PC. 

 Se hicieron las pruebas para dos señales de radiofrecuencia distintas: a 500 MHz y 1 
GHz. El barrido en longitudes de onda ópticas en todos los casos se hizo de los 1525 nm a 
los 1535 nm, ya que la LPG utilizada tiene su longitud de onda de acoplo cercana a los 
1531 nm. Los barridos del láser se hicieron en pasos de 2 pm. 

 Si bien es cierto que el analizador de redes puede operar a frecuencias de hasta 50 
GHz, mientras mayor sea la frecuencia de modulación, los diferenciales de frecuencia dω 
se hacen más anchos, por lo que los puntos de muestreo estarían más espaciados y se pierde 
resolución. Por otro lado, si se trabaja a frecuencias demasiado bajas, la relación señal-
ruido en la fase de radiofrecuencia tiende a empeorar, por lo que se debe llegar a un 
compromiso entre ruido y precisión a la hora de elegir la frecuencia de la moduladora. 

 Para tener un mejor resultado, se efectuaron medidas de referencia con un trozo de 
fibra PS1250/1500 del mismo tamaño que aquél que contenía la LPG, ya que de lo 
contrario, se estaría sumando el retardo de grupo de todos los componentes ópticos 
adicionales. Una vez obtenida la referencia, simplemente se resta de la medida con la LPG. 

 En la Figura 4.1.8 se muestra la respuesta en intensidad de la LPG para las dos 
diferentes frecuencias de modulación. Por conveniencia, se muestra en el eje de las abscisas 
la frecuencia en THz en vez de la longitud de onda, ya que es ésta la unidad requerida para 
realizar la integración con la que se obtiene el retardo de grupo. El rango de frecuencias 
considerado va de 195,44 THz (1535 nm) hasta 196,72 THz (1525 nm). 
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Figura 4.1.8. Respuesta en intensidad de la LPG para frecuencias de modulación de 500 MHz y 1 GHz. 

 Es necesario aclarar que el acoplo en decibeles eléctricos es en realidad el doble del 
acoplo que se da ópticamente, ya que la señal que mide el analizador de redes ha pasado 
por una conversión previa por medio del fotodiodo rápido a la salida de la LPG. Por lo 
tanto, 2 dB eléctricos equivalen a 1 dB óptico, y el acoplo de la LPG sería en realidad de 
unos 17,5 dB. La frecuencia óptica de mayor acoplo corresponde a 195,95 THz, o 1531 nm.   

 Las gráficas de fase de la LPG se muestran en la Figura 4.1.9. Para obtenerlas se 
hicieron barridos desde 1525 nm hasta 1535 nm con incrementos de longitud de onda de 2 
pm. Nótese que el cambio de fase a la longitud de onda de acoplo es inferior al grado, por 
lo que la medida se presta a errores por ruido. Se muestra la diferencia de fase medida con 
el Analizador de Redes para frecuencias de modulación de 500 MHz y 1 GHz. 
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Figura 4.1.9.Diferencia de fase introducida por la LPG para frecuencias de modulación de a) 500 MHz y b) 1 GHz. 

Se observa una evidente discontinuidad de fase en la función de transferencia, la 
cual es una característica necesaria para que el dispositivo pueda funcionar como un 
derivador fraccional. En este caso particular, el cambio es de 0,7° para la frecuencia de 500 
MHz mientras que para 1 GHz es de aproximadamente 1,34°. Comparando la Figura 4.1.9-
b con la 4.1.9-a, además de la clara disminución en el ruido, gracias a que el instrumento 
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opera de mejor manera a frecuencias de modulación más altas, se observa que la 
discontinuidad de fase es aproximadamente la mitad que para 500 MHz. 

 Este comportamiento es predecible a partir de la ecuación (4.1.3), ya que si se 
denota el cambio de fase medido por el analizador como dφ, y la frecuencia de modulación 
como ΩRF, al aumentar la frecuencia de modulación al doble, necesariamente el cambio de 
fase también deberá ser el doble para mantener constante la proporción dφ/dω, ya que el 
diferencial de frecuencia aumenta su anchura. 
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 Una vez obtenidos los saltos de fase que introduce la LPG, y debido a que éstos 
están medidos en grados, es posible calcular el retardo de grupo mediante la siguiente 
fórmula: 
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ωϕτ                                     (4.1.6) 

 Donde fRF es la frecuencia de modulación expresada en Hz. Los retardos de grupo 
para 500 MHz y 1 GHz calculados mediante la ecuación (4.1.6) se muestran en la Figura 
4.1.10. 
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Figura 4.1.10. Retardo de grupo de la LPG para frecuencias de modulación a 500 MHz y 1 GHz. 

 Se puede observar que existe concordancia entre las dos medidas, lo cual asegura su 
fiabilidad. Al realizar una integración en la frecuencia a las gráficas de la Figura 4.1.10, se 
obtiene finalmente la fase introducida por la LPG en cada uno de los casos. El resultado se 
muestra en la Figura 4.1.11. 
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Figura 4.1.11. Salto de fase normalizado a π producido por la LPG para frecuencias de modulación de 500 MHz y 

1 GHz. 

Como era de esperar, se observa el salto de fase centrado justamente a la frecuencia 
de máximo acoplo de la LPG. Si se presta atención a la Figura 4.1.11, entre el mínimo y el 
máximo de fase hay un intervalo de aproximadamente 0,28 THz, que corresponde en 
longitud de onda a un intervalo de 2,18 nm. El ancho de banda de la LPG medido con el 
analizador espectral óptico es de 2,87 nm, por lo que comprobamos que el salto de fase se 
da en un intervalo de longitudes de onda similar. 

 El salto de fase en la Figura 4.1.11 se encuentra normalizado en unidades de π. Por 
lo tanto, para la curva de 1 GHz, el salto es de 0,64π, y para la curva de 500 MHz resulta de 
0,7π. Si bien ambos valores deberían ser el mismo, la discrepancia se deba muy 
posiblemente al ruido presente en las medidas, sobre todo en la de 500 MHz.  

 Podemos concluir entonces que la LPG bajo prueba funciona como un derivador de 
un orden entre 0,6 y 0,7, para señales ópticas que tengan un ancho de banda cercano a los 2 
nm y centradas en 1531 nm, ya que de esta forma se asegura que el salto de fase cubra todo 
el espectro de la fuente y produzca la derivación fraccional. 

 Lamentablemente, en el momento en que fue caracterizada esta red de difracción, no 
disponíamos de ninguna fuente de pulsos ópticos en la longitud de onda adecuada para 
poder procesarlos. Se realizó un intento con el láser sintonizable Tunics-BT modulado por 
un generador de pulsos de centenares de picosegundos, sin embargo, el ancho de banda 
resultante no era lo suficiente amplio para abarcar todo el salto de fase proporcionado por la 
LPG. Como consecuencia, no se observaron cambios apreciables en el perfil temporal del 
pulso. 

 Se optó entonces por otra estrategia: utilizar un láser de picosegundos a otra 
longitud de onda pero con un mayor ancho de banda, y diseñar una LPG de similar anchura 
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espectral centrada en la longitud de onda del láser. Posteriormente, valiéndose de un 
método de reconstrucción de frecuencia instantánea, se comparó el perfil de fase del pulso 
antes y después de haber pasado por la LPG para verificar el proceso de derivación. 

 En la siguiente sección se exponen los principios de funcionamiento y la 
implementación del método de reconstrucción de frecuencia instantánea mencionado, el 
cual se basa en la propagación del pulso por un medio dispersivo. Este método nos ayudará 
entonces a validar los resultados obtenidos en los experimentos posteriores. 

4.2. Reconstrucción del Perfil de Frecuencia Instantánea de un Pulso 
Óptico Mediante un Medio Dispersivo 

 Actualmente, la investigación en técnicas de manipulación y detección de la fase de 
pulsos ópticos tiene una gran relevancia científica. El conocimiento exacto del campo 
eléctrico en pulsos de femtosegundos puede, por ejemplo, permitir estudiar procesos 
químicos a nivel atómico o molecular [22,23], caracterización de medios no lineales o en 
aplicaciones de telecomunicaciones [24]. 

 Si bien ha habido grandes avances en ésta área con técnicas de caracterización de 
pulsos ultracortos como SPIDER (Spectral Phase Interferometry for Direct Electric-field 
Reconstruction) [25] o FROG (Frequency Resolved Optical Gating) [26], estos métodos 
fueron concebidos para pulsos de femtosegundos de altas intensidades de pico, ya que 
ambos dependen de procesos no lineales. Los pulsos de picosegundos y nanosegundos, que 
son los que pueden ser encontrados de forma más común en comunicaciones ópticas, aún 
necesitan de técnicas no recursivas que permitan la extracción de su perfil de fase. 

 Con respecto a las comunicaciones por fibra óptica, es oportuno mencionar que con 
la creciente demanda de envío y recepción de datos, es necesario migrar a tecnologías de 
comunicaciones que vayan más allá de la simple modulación en amplitud. Esto es, que 
hagan uso de esquemas de modulación de fase de la portadora, o Phase-Shift Keying (PSK) 
[21]. De esta forma, es posible optimizar el limitado ancho de banda disponible para las 
telecomunicaciones por fibra óptica, con lo que las técnicas para recuperar la fase en este 
campo adquieren especial relevancia. 

Se expondrá entonces un método relativamente sencillo para obtener el perfil de 
frecuencia instantánea de un pulso óptico mediante la transformada de Fresnel [27]. El 
método aquí descrito posee la ventaja de que no es recursivo, y se realiza totalmente en 
fibra. Debido a que la frecuencia instantánea es la razón de cambio de la fase del pulso 
respecto al tiempo, a partir de la fase medida con esta técnica será fácil comprobar si se ha 
producido una derivación fraccional para las dos configuraciones de derivador que se 
analizarán en esta tesis. 
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4.2.1 Principio de Funcionamiento e Interpretación de la Transformada 
de Fresnel 

 Comenzaremos este apartado con la descripción matemática de un pulso óptico. 
Recordando la ecuación (2.2.3), un pulso f(t) centrado a la frecuencia óptica ω0 se puede 
escribir como: 

)(exp)())((exp)()( 0 tjtettjtetf Θ=+= ωϕ                     (4.2.1) 

donde e(t)=|e(t)|exp(jφ(t)) corresponde a la envolvente compleja del mismo. En un 
osciloscopio, lo que se puede detectar es sólo la intensidad o amplitud al cuadrado de e(t). 
En este caso, cualquier información sobre la fase se pierde. Pretendemos en este apartado 
describir un método para recuperar ésta información de fase Θ(t) del pulso. 

 La idea básica consiste en obtener el perfil de intensidad de la señal antes y después 
de pasar por un medio dispersivo. Dicho medio deberá tener una longitud tal que el campo 
propagado se encuentre en el régimen de campo cercano (zona de Fresnel), ya que en esta 
zona el perfil de intensidad conserva aún información sobre la fase del pulso original. 
Posteriormente, se obtiene la fase mediante un método numérico. Llamaremos al perfil de 
intensidad del pulso original como |f(t)|2 y al pulso dispersado como |fα(t)|

2. 
Esquemáticamente, las mediciones que se deben hacer en el laboratorio se muestran en la 
Figura 4.2.1 

 

Figura 4.2.1 Medición de perfiles de intensidad del pulso óptico antes y después de atravesar un medio dispersivo 
utilizando un osciloscopio (OSC) con un canal óptico. 

Como mencionábamos antes, el método aquí descrito se basa en la transformada de 
Fresnel. Para comprender la interpretación física de esta transformada, primero deberemos 
remitirnos a la expansión en series de Taylor de la constante de propagación en un medio. 
Trabajando en banda base, tenemos que alrededor de una frecuencia central (en este caso la 
del láser), la constante de propagación es: 
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En la ecuación (4.2.2), la derivada de segundo orden es la responsable de la 
dispersión de la velocidad de grupo. Para un medio de longitud L, el coeficiente de 
dispersión de primer orden, al cual convenientemente le llamaremos α, se define como: 

2

2 )0(

Ω
=

d

d
L

βα                                               (4.2.3) 

Para poder aplicar éste método, es de primordial importancia conocer la segunda 
derivada de la constante de propagación en la región del espectro donde estará la señal a 
analizar. En nuestro caso, el medio dispersivo será una fibra óptica, por lo que ésta 
información estará dada por el parámetro de dispersión D [ps/nm km], que viene a ser el 
equivalente en longitud de onda de d2

β(0)/dΩ2 [ps2/ km].  Siendo la relación entre ambos: 
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                                            (4.2.4) 

Ahora, para un rango de frecuencias limitado, un medio dispersivo puede ser 
modelado mediante una función de transferencia que tenga un retardo de grupo lineal. 
Recordemos que el retardo de grupo (ecuación 4.1.3) es la razón de cambio de la respuesta 
de fase con la frecuencia, por lo que si ésta es lineal, la fase introducida por el medio 
dispersivo es cuadrática.  

Al ser una fibra óptica un medio dispersivo con muy bajas pérdidas de señal por 
transmisión (típicamente ≤ 0,2 dB/Km), podemos modelarla mediante una función de 
transferencia sin pérdidas S(Ω) que sólo introduzca una fase cuadrática. 






 Ω=Ω 2

2
exp)(

αj
S                                           (4.2.5) 

Calculando la transformada inversa de Fourier de la ecuación (4.2.5) obtenemos la 
respuesta impulsiva s(t) de la fibra. 
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                                   (4.2.6) 

Teniendo en mente la ecuación (4.2.6) vayamos ahora a la definición de la 
transformada de Fresnel. Para una señal unidimensional f(t) como la que representa a 
nuestro pulso óptico, su transformada de Fresnel de orden α se define como: 
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 Obsérvese que la ecuación (4.2.7) es sencillamente una convolución entre la señal 
original y la respuesta impulsiva del medio dispersivo s(t). Dicho de otra forma: la 
transformada de Fresnel viene a ser la señal luego de que se ha propagado a través de un 
medio dispersivo con coeficiente de dispersión lineal α. 

Mediante manipulaciones algebraicas, es posible demostrar que la fase de la señal 
original Θ(t) se puede obtener haciendo uso del perfil de intensidad de la transformada de 
Fresnel |fα(t)|

2 y del pulso original |f(t)|2 [27]: 
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Donde Θ0 corresponde a una constante de fase arbitraria y u(t) es la función escalón 
unitario. Nótese que en la ecuación (4.2.8), se incluye la derivada de la intensidad de la 
transformada de Fresnel con respecto al parámetro α cuando éste es muy pequeño, o lo que 
es lo mismo, cuando se está en condición de campo cercano. Si bien el parámetro de 
dispersión lineal se puede hacer pequeño reduciendo la longitud del medio dispersivo, llega 
un punto en donde la señal dispersada es casi indistinguible de la señal original, por lo que 
tampoco conviene reducirlo demasiado. El criterio para elegir la longitud de forma que nos 
aseguremos de estar en la condición de campo cercano es [27]: 
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Donde Δt es el ancho temporal a mitad de altura en intensidad del pulso. Si α es 
pequeño, y con el fin de simplificar la ecuación (4.2.8), podemos realizar una aproximación 
de la derivada parcial de la transformada de Fresnel por una diferencia finita, de la siguiente 
forma: 
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 Un detalle importante es que tanto el perfil de intensidad del pulso original como el 
de la transformada de Fresnel deben tener la misma área: esto es, deben portar la misma 
energía, debido a que la transformada de Fresnel es un caso especial de la Transformada 
Lineal Canónica o LCT, la cual posee la propiedad de conservar la energía de la señal [28]. 
Para eso, numéricamente se deben normalizar las áreas de ambos pulsos. Además, para 
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aplicar el método de recuperación de fase con éxito, es necesario que ambas señales estén 
sincronizadas; esto se logra mediante la colocación de ambos máximos de intensidad en el 
mismo sitio de la escala de tiempo. Ambas operaciones se hacen de forma numérica luego 
de que se han adquiridos las trazas en el laboratorio. 

 Luego, con respecto al análisis numérico, resulta mucho más sencillo encontrar 
primero la derivada de la ecuación (4.2.8) y obtener así la frecuencia angular instantánea 
del pulso (en rad/s). Posteriormente se obtiene la fase mediante una integración. La 
frecuencia angular instantánea es: 
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Nótese que la ecuación (4.2.11) es una convolución con una función escalón. De 
menos infinito hasta un tiempo inicial T0 donde comienza la escala de tiempo de los datos 
adquiridos, la integral es cero, así como es cero para cualquier valor posterior a t. Por lo 
tanto, la ecuación (4.2.11), haciendo uso también de la aproximación de la derivada de la 
intensidad del pulso dispersado de la ecuación (4.2.10), queda: 
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 La ecuación (4.2.12) es la que se implementará en el procesado de datos para 
obtener la frecuencia angular instantánea del pulso óptico. 

4.2.2 Montaje Experimental y Reconstrucción de Fase de un Pulso Láser 
de picosegundos 

El láser utilizado en todos los experimentos tanto de recuperación de fase como de 
derivación fraccional es un láser de fibra óptica dopada con iterbio. Emite pulsos en 
régimen mode-locked, con una anchura temporal a media intensidad de aproximadamente 
24 ps y a una frecuencia de 23,15 MHz. Está centrado a 1039 nm y su ancho de banda a 3 
dB es de 0,45 nm. Las características temporales y espectrales de este láser pulsado se 
representan en la Figura 4.2.2. 
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Figura 4.2.2. Pulsos de picosegundos emitidos por el láser de fibra óptica utilizado para los experimentos. Se 

muestra su perfil de intensidad en el recuadro a) y su espectro en el recuadro b). 

Todos los espectros fueron adquiridos con un analizador espectral óptico  
Yokogawa AQ6370C (600 nm – 1700 nm) con resolución de 20 pm. El osciloscopio 
utilizado es un Agilent Infiniium DCA-J 86100C, que cuenta con tres canales eléctricos y 
uno óptico. El canal óptico posee una capacidad de hasta 63 GHz, y posee un fotodiodo 
capaz de procesar señales de hasta 50 GHz de ancho de banda. 

En la Figura 4.2.3 se muestran los perfiles de intensidad del pulso antes y luego de 
ser dispersado por 44 m de fibra óptica (SM980 de Fibercore, apertura numérica 0,15 y 

monomodo a partir de 930 nm), la cual posee −44 ps/(nm × Km) de dispersión a 1039 nm 
de longitud de onda [29]. Conociendo el parámetro de dispersión D y la longitud de la fibra, 
se puede calcular el orden de la transformada de Fresnel (ecuación 4.2.3) para la posterior 
reconstrucción de fase. Ambos pulsos deben ser numéricamente alineados en sus máximos 
y normalizados por área, como lo requiere el método aquí descrito. 
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Figura 4.2.3. Pulso a la salida del láser y dispersado por 44 m de fibra óptica SM980 de apertura numérica baja. 

La intensidad del pulso original tiene un ancho a mitad de altura de 24,6 ps, 
mientras que el propagado tiene un ancho a mitad de altura de 32,9 ps. Mediante un ajuste, 
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se determinó que la forma de la envolvente podía ser aproximada mediante un perfil de tipo 
secante hiperbólica. La envolvente compleja de esta función se puede escribir de la 
siguiente manera [22]: 
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                                (4.2.13) 

 El perfil de intensidad obtenido experimentalmente, se puede ajustar a la ecuación 
(4.2.13) usando el valor T0 = 13 ps, como se muestra en la Figura 4.2.4. 
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Figura 4.2.4 Ajuste del perfil de intensidad experimental mediante una envolvente de tipo secante hiperbólica. 

Luego de aplicar el método aquí descrito, se pudo recuperar el perfil de frecuencia 
instantánea y de fase del pulso láser; ambos se muestran en la Figura 4.2.5. Observamos 
que la frecuencia instantánea no es uniforme en el intervalo temporal que dura el pulso, 
sino que ésta se incrementa. Esto quiere decir que el pulso tiene un “up-chirp”, y por ende 
un factor de chirp C de signo negativo. El valor del parámetro de chirp fue estimado como 

C= −30 al hacer un ajuste lineal en la zona central del pulso. Posteriormente se reconstruye 
la fase mediante una integración numérica de los datos experimentales  de frecuencia 
instantánea y se obtiene el perfil parabólico de la Figura 4.2.5-b. Se muestra también la fase 
teórica de un pulso con un chirp de −30 (ver ecuación 4.2.13), y se observa que se ajusta 
bien a la fase reconstruida en la parte más energética del pulso.  
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Figura. 4.2.5. Perfiles de intensidad del pulso láser junto con sus perfiles de a) frecuencia instantánea y b) fase 
obtenidos mediante el método de transformada de Fresnel. Obsérvese que la frecuencia aumenta a lo largo del 

pulso, por lo que resulta un up-chirp y un perfil de fase cuadrático. 

Como una forma de corroborar si el valor del chirp era el adecuado, se realizó una 
simulación de la propagación de un pulso de perfil secante hiperbólica con chirp de −30 por 
una fibra, con la respuesta impulso s(t) dada por la ecuación (4.2.6), y con los mismos 
parámetros de dispersión y longitud antes mencionados. 

 La simulación y los valores experimentales del pulso dispersado se muestran en la 
Figura 4.2.6. 

60 80 100 120 140

 
 

In
te

ns
id

ad
 (

u.
a.

)

Tiempo (ps)

 Experimental
 Ajuste Dispersado

 

Figura 4.2.6. Perfil de intensidad del pulso láser dispersado por 44 m de fibra SMF980, y un ajuste teórico para un 
perfil con chirp de tipo secante hiperbólica con un parámetro de chirp de −30. 

De esta manera, podemos concluir que hemos reconstruido con éxito el perfil de 
frecuencia instantánea del pulso. Es importante destacar la simplicidad de éste método en 
comparación a otros algoritmos clásicos de recuperación de fase como el Gerchberg-Saxton 
[30], u otros de búsqueda de gradientes [31] que son inherentemente iterativos, lo cual 
implica un mayor tiempo de cálculo. A partir del método aquí utilizado estaremos en la 
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capacidad de estudiar la fase introducida por la función de transferencia de una red de 
período largo y verificar su comportamiento como un derivador de orden fraccional. 

4.3 Derivación Fraccional de Orden 1/2 Mediante una Red de 
Período Largo Uniforme 

 Existen actualmente varias maneras en las que se puede sintetizar la derivada de 
orden entero de una señal óptica. En todos los casos, el comportamiento del dispositivo 
debe emular el de un derivador ideal, que en el dominio de la frecuencia, y para el orden 1 
(derivación ordinaria) es de la forma H(ω) = −jω. La mayor parte de las propuestas 
experimentales de derivadores de orden entero en fibra óptica se puede clasificar en 
configuraciones con redes de Bragg o con redes de período largo [32]. Sin embargo, en 
ninguna de estas configuraciones se ha explorado la posibilidad de modificar el diseño para 
incluir derivadas de orden fraccional. 

 Los operadores de cálculo fraccional han atraído interés en el área de procesamiento 
de señales debido a su capacidad de realizar tareas que normalmente no son accesibles a 
derivadores de orden entero, como por ejemplo la  estimación de la magnitud del chirp en 
un pulso óptico [33], o la posibilidad de encriptar señales mediante transformada fraccional 
de Fourier [34]. 

  En ésta sección demostraremos de forma experimental cómo una red de período 
largo uniforme bajo las condiciones correctas de acoplo y ancho de banda puede producir la 
derivada fraccional de un pulso óptico [13,18]. Si bien existen otras maneras de realizar 
derivaciones de orden fraccional de forma toda óptica, como por ejemplo con una red de  
Bragg asimétrica con salto de fase o con micro resonadores de silicio [32,35], se eligió la 
opción de la LPG no sólo por su simplicidad de fabricación y compatibilidad con los 
sistemas de fibra óptica, sino también porque se tiene la flexibilidad de contar con muchos 
modos de la cubierta que se pueden elegir para ajustar el ancho de banda del dispositivo y 
su longitud de onda de acoplamiento. 

4.3.1 Características de Fabricación del Derivador Fraccional 

Para funcionar como derivador (sea este fraccional o entero), una LPG debe ser 
diseñada para que su resonancia coincida con la longitud de onda central del láser, además 
de poseer un ancho de banda similar. Se utilizó entonces fibra fotosensible dopada con boro 
(PS980 de Fibercore) para fabricar una red que cumpliera tres parámetros de diseño: una 
longitud de onda lo más cercana posible a la del láser, un acoplo máximo de 15 dB, y un 
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ancho espectral lo más reducido posible. El espectro de la red (con sus dos polarizaciones) 
se muestra en la Figura 4.3.1. 
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Figura 4.3.1. Espectro de transmisión de una LPG en fibra PS980 para ser utilizada como derivador fraccional, 
donde Pol. 1 y 2, indican los dos estados posibles de polarización. 

La periodicidad de la red era de 187,6 μm, lo cual significa un acoplamiento al 
modo LP0,8 de la cubierta para ésta longitud de onda (Tabla 3.3.1). Las resonancias de 
ambas polarizaciones están en 1042,59 nm y 1044,58 nm.. Además, se observó de forma 
empírica que las resonancias de las redes de período largo en fibra PS980 se desplazaban 
entre 2 nm y 3 nm hacia longitudes de onda más cortas debido a la reducción de la 
modulación de índice  Δn con el paso del tiempo, por lo que se diseñó la LPG para que en 
el momento de su grabación su resonancia estuviera más allá de 1040 nm, y así compensar 
el desplazamiento en longitud de onda al estabilizarse la red. El decaimiento del cambio de 
índice ha sido estudiado en varios trabajos, y se debe principalmente a efectos térmicos [36-
38]. 

 Respecto al acoplamiento, se eligió 15 dB como valor máximo debido a que éste es 
el valor que debe tener una LPG que funcione como derivador de orden 1/2. El orden 
fraccional q viene dado por [13]: 
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−−=
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q                                             (4.3.1) 

Para una longitud de la LPG de L=0,866Lmax se obtiene entonces un derivador de 
orden 0,5. Esto significa necesariamente que se busca una red de período largo sub-
acoplada. Sustituyendo éste valor en la ecuación de transmisión de una LPG, el resultado es 
una resonancia de aproximadamente 15 dB de acoplamiento. 

A la hora de la fabricación, se utilizó una focalización cilíndrica y una velocidad de 
grabado de un orden de magnitud mayor al que normalmente se utiliza para LPGs de ancho 
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espectral de decenas de nm. Ésto se hizo con el objetivo de reducir lo máximo posible la 
constante de acoplamiento y poder conseguir una mayor longitud, y como consecuencia un 
ancho de banda reducido. 

 El ancho de banda conseguido de la red es de 1,14 nm para ambas polarizaciones a 
−3 dB. Éste ancho espectral coincide aproximadamente con el del láser para un nivel de 6 
dB por debajo del máximo, con lo que nos aseguramos de que el salto de fase cubra la parte 
más energética del pulso. 

4.3.2 Montaje Experimental Para Derivación Fraccional de un Pulso y 
Reconstrucción de su Perfil de Fase  

El montaje experimental se muestra en la Figura 4.3.2. 

 

Figura 4.3.2. Montaje experimental para derivación fraccional de pulsos láser mediante una LPG uniforme y su 
posterior reconstrucción de fase mediante el método de transformada de Fresnel. Todos los acopladores ópticos 

(OFC) son de tipo 50:50. 

 Como observamos en el montaje de la Figura 4.3.2, la señal del láser se divide por 
medio de un acoplador 50:50, que desvía parte de la luz hacia una etapa en donde se 
registran la intensidad del mismo y de su transformada de Fresnel con el objetivo de 
reconstruir la fase del pulso original. El resto de la luz va hacia la LPG que se encargará de 
derivarlo fraccionalmente. A la salida de la red, el pulso ya derivado será dispersado y 
registrado para aplicar el mismo método de reconstrucción de fase y poder comparar los 
perfiles de frecuencia instantánea y de fase del pulso original y del pulso derivado. 
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 Es necesario añadir que los pulsos láser estaban polarizados, por lo que antes de la 
LPG se colocó un controlador de polarización (no mostrado en la figura 4.3.2) para poder 
elegir cualquiera de las dos polarizaciones de la misma (ver Figura 4.3.1). Además, para 
proporcionar la señal eléctrica de referencia al osciloscopio, a la salida del láser se había 
añadido un acoplador 90:10. Así, el 10% de la señal iba hacia un fotodetector Thorlabs de 
InGaAs, modelo DET01CFC, que se encargaba de proporcionar la señal de 23,15 MHz de 
referencia al osciloscopio para el disparo del mismo. 

 Otro detalle que vale la pena mencionar es que la LPG se colocó previamente sobre 
una base con un tornillo micrométrico, y se había adherido a ésta mediante pegamento de 
cianoacrilato con el fin de poder sintonizar las resonancias de forma fina mediante 
estiramiento mecánico, ya que es crucial que la resonancia de la LPG coincida con la 
portadora del pulso. 

 De hecho, uno de los mayores retos a la hora de realizar el experimento fue el 
sintonizar la resonancia de la red, ya que como mostramos en el capítulo anterior, las LPGs 
son inherentemente sensibles a perturbaciones físicas en su entorno. Por ese motivo, los 
cambios de temperatura e incluso pequeñas corrientes de aire en el laboratorio provocaban 
desplazamientos indeseables en la longitud de onda. Por ello, construimos una envoltura 
que cubría tanto la LPG como la base mecánica en la que estaba montada, para aislarla de 
influencias externas.   

 En la Figura 4.3.3-a se muestra el espectro del láser antes y después de pasar por la 
LPG una vez que se había sintonizado para suprimir la portadora del pulso (1038,56 nm). 
En la Figura 4.3.3-b se muestran los perfiles temporales correspondientes a ambos 
espectros obtenidos con el osciloscopio. El lóbulo izquierdo tiene un ancho a mitad de 
altura de 12,9 ps, mientras que el derecho posee 15,1 ps, y una separación entre ambos de 
22,4 ps. La anchura total del pulso derivado es de 36,9 ps en comparación al pulso original 
que posee un FWHM de 24,6 ps. 
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Figura 4.3.3.Derivación fraccional por LPG en a) dominio espectral b) dominio temporal. La separación del 

espectro en dos lóbulos con distinta fase produce una separación temporal del pulso original. 
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Una vez estabilizado el espectro tanto de la LPG como del láser, se procedió a 
realizar las capturas de los pulsos dispersados de la señal original y de su transformada de 
Fresnel. El pulso original y su transformada son los mismos que fueron expuestos en la 
Figura 4.2.3 de la sección anterior, utilizando 44 m de Fibra SM980 de apertura numérica 
baja. Los perfiles de intensidad capturados para el pulso y su derivada se muestran en la 
Figura 4.3.4-b. 
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Figura 4.3.4 Perfiles de intensidad obtenidos por dispersión en fibra SM980 para recuperación de fase de a) el 

pulso láser original y b) el pulso luego de ser filtrado por la LPG. 

 Luego de realizar el procedimiento numérico de recuperación del perfil de 
frecuencia instantánea tanto en el pulso original como en el de su derivada, se obtienen los 
perfiles mostrados en la Figura 4.3.5. Se observa claramente un pico en  la frecuencia 
instantánea recuperada experimentalmente del pulso derivado, siendo esto una señal 
inequívoca de derivación. Recordemos que la fase es la integral de la frecuencia instantánea 
en el tiempo, por lo que un pico en la frecuencia significará un escalón en la fase. Esto es, a 
un escalón de Heaviside en fase, le correspondería una delta de Dirac en frecuencia; ya que 
el segundo es la derivada del primero. Esto último evidentemente no es posible medirlo con 
la suficiente precisión, ya que el ancho de banda requerido sería infinito. Por ésta razón,en 
el perfil de frecuencia instantánea medido se observa un pico con una transición suave, que 
denota justamente este salto de fase. 
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Figura 4.3.5. Perfiles de intensidad y frecuencia instantánea reconstruidos para a) el pulso láser original y b) la 
semiderivada del pulso. La protuberancia en el perfil de frecuencia instantánea en el recuadro b) confirma el 

proceso de derivación fraccional. 

 Al reconstruir, por integración numérica de los perfiles de frecuencia instantánea de 
la figura 4.3.5, y comparar las fases de cada uno de los pulsos, se observa claramente un 
salto de fase a mitad del pulso derivado, como lo muestra la Figura 4.3.6.  
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Figura 4.3.6. Perfiles de intensidad y fase de a) el pulso láser original y b) el pulso láser derivado fraccionalmente. 

Se observa una discontinuidad en el perfil cuadrático de fase luego de que el pulso es derivado por la LPG. 

Debido al perfil cuadrático del pulso, es difícil saber exactamente en donde 
comienza y termina el salto de fase, por lo que la mejor opción para corroborar el orden 
fraccional del  derivador es mediante una simulación. Para realizarlo, se sintetizó un pulso 
con amplitud igual a la raíz cuadrada del perfil de intensidad del pulso obtenido 
experimentalmente, y una fase cuadrática con chirp de −30 y ancho temporal T0 = 13 ps. 
Éste pulso se procesó entonces utilizando un derivador ideal de orden 0,5. En la Figura 
4.3.7 se muestra el resultado de ésta simulación junto con la traza del pulso derivado 
obtenida en el laboratorio. 
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Figura 4.3.7. Perfil de intensidad de la derivada fraccional obtenida experimentalmente y de una simulación de 
derivada 0,5 ideal. 

 Una de las diferencias más notorias respecto a la traza experimental en la Figura 
4.3.7 es el rizado que se produce en el lóbulo izquierdo de la derivada. Esto es resultado del 
alto nivel de chirp en el pulso, y no fue posible detectarlo en el laboratorio debido a que las 
oscilaciones son demasiado rápidas para el limitado ancho de banda del osciloscopio. El 
insuficiente ancho de banda también permite explicar la caída hasta cero del nivel de 
intensidad en la simulación, mientras que en la traza experimental no hay suficiente 
resolución temporal para visualizarlo. 

 Además de la derivada de orden 0,5, se simularon sus análogos de orden fraccional 
0,2 y 0,8 como una manera adicional de corroborar el orden fraccional del derivador. 
Nuevamente se utilizó el pulso compuesto a partir de la intensidad del pulso original 
obtenido en el laboratorio y la fase cuadrática con parámetro de chirp de −30. Mostramos 
ambas derivadas fraccionales junto con la derivada 0,5 obtenida experimentalmente en la 
Figura 4.3.8. 



  Capítulo 4 
 

147 
 

60 70 80 90 100 110 120 130 140

 

In
te

ns
id

ad
 (

u.
a.

)

Tiempo (ps)  

Figura 4.3.8. Derivadas fraccionales simuladas de orden 0,2 (línea verde discontinua) y 0,8 (línea azul punteada) 
del pulso sintetizado, junto con la derivada de orden 0,5 experimental (línea negra continua). El intervalo temporal 

entre lóbulos aumenta con el orden fraccional. 

 Una de las cosas que se observa en la Figura 4.3.8. es el aumento de la separación 
entre los lóbulos del pulso derivado conforme aumenta el orden fraccional. Para la derivada 
de orden 0,2 la separación es de 13 ps, para el orden 0,5 es de 21 ps y para la derivada de 
orden 0,8 es de 26 ps. Se observa además un ligero ensanchamiento de cada uno de los 
lóbulos al aumentar el orden fraccional. Finalmente, el mínimo de intensidad también se ve 
afectado, ya que al aumentar el orden de derivación, éste se va acercando cada vez más a 
cero. 

Por otra parte, si fijamos el orden de derivación en 0,5 e intentamos variar el chirp 
del pulso, se obtienen las trazas mostradas en la Figura 4.3.9. 
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Figura 4.3.9. Derivación de orden 0,5 ante pulsos con distinto chirp: C = 0 (línea azul punteada), C = −30 (línea 
negra continua) y C = −60 (línea verde discontinua). La traza con un chirp de – 30 corresponde a la obtenida 

experimentalmente. 
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 En la Figura 4.3.9, podemos observar que claramente los perfiles temporales 
cambian de forma y de duración al aumentar la magnitud del chirp. Si el pulso no tiene 
chirp, su duración es de unos 46 ps, para el caso de C = −30 el ancho es de 35 ps y 
finalmente para el caso de C = −60 el ancho se reduce a 25 ps. Ésto es, la duración del 
pulso semiderivado se reduce conforme aumenta la magnitud del chirp. Como se mencionó 
en el marco teórico en base a simulaciones, el perfil de la semiderivada cambia con la 
magnitud del chirp, más no así con su signo. Para determinar el signo es necesario recurrir 
directamente a métodos de reconstrucción de fase. 

Resulta muy interesante notar que este cambio drástico del perfil temporal de la 
semiderivada con la presencia de chirp, es algo que sería imposible de observar si el 
derivador fuese de orden entero [33], ya que la introducción de chirp en una derivada de 
orden entero no modifica el perfil de intensidad de la señal. Ésta entonces es una ventaja 
exclusiva de un derivador de orden fraccional en potenciales aplicaciones para detección y 
corrección de chirp en un láser. 

En la siguiente sección se presentará un esquema de derivación fraccional 
alternativo mediante un interferómetro, que ofrece la ventaja de tener un ancho de banda 
más fácilmente ajustable en comparación a la LPG uniforme.  

4.4 Derivación Fraccional de Orden 1/2 Mediante un Interferómetro 
Modal Mach-Zehnder 

 A la hora de procesar señales ópticas mediante derivadores fraccionales, es 
fundamental utilizar un dispositivo con el ancho de banda adecuado. Esto se debe 
principalmente a que en el plano puramente experimental, y a diferencia de los derivadores 
enteros, los derivadores fraccionales no presentan una transición discontinua de fase. Por el 
contrario su transición de fase siempre es suave y en un dado ancho de banda  [32]. Por lo 
que, si pretendemos usar un dispositivo de este tipo, deberemos tener la precaución de que 
el ancho de banda del pulso a derivar, sea mucho mayor que el ancho de banda de esta 
transición suave de fase. 

Por otro lado, tampoco debemos olvidarnos que también existe un ancho de banda 
máximo, que en el caso de las LPGs está determinado por la zona espectral de 
transmitancia unitaria. Debido a todo esto, una LPG es especialmente apropiada para 
procesar pulsos desde 1 THz de ancho de banda, mientras que  los dispositivos basados en 
redes de Bragg usualmente son apropiados para señales de un estrecho ancho de banda; 
típicamente no más de 20 GHz. Intentar obtener un mayor ancho de banda implicaría 
obtener redes de Bragg demasiado cortas como para que sea asequible en el laboratorio 
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[32]. Por este motivo, señales con un ancho de banda en el orden del centenar de GHz 
resultan difíciles de procesar usando por si solas FBGs o LPGs. 

 Si bien es cierto que en el capítulo 2 se mostraron LPGs con anchos de banda sub-
nanométrico que corresponderían a anchos de banda de 125 GHz, al pensar en una 
aplicación como derivador fraccional en un entorno real existen dos limitaciones 
fundamentales para estas LPGs. La primera es el tamaño: mientras mayor sea la dimensión 
física del dispositivo, más difícil es de implementar en un sistema de telecomunicaciones, 
especialmente porque tanto las LPGs como las fibras son muy susceptibles a pérdidas de 
radiación por curvatura [39], la cual sería inevitable en casos de contar con un espacio 
limitado para la aplicación que se necesite. En segundo lugar, el acoplo a modos altos 
implica no solo una mayor dificultad de fabricación, sino que además el diámetro modal 
crece con el orden del modo, por lo que éste se vuelve más vulnerable a perturbaciones del 
medio.  

En la bibliografía se puede encontrar referencias a derivadores de orden entero por 
medio de interferómetros. En [40] se propone un interferómetro de Michelson en espacio 
libre para obtener derivadas de orden entero, mientras que en [41] se propone un 
interferómetro Mach-Zehnder con dos LPGs iguales que es capaz de producir la derivada 
de orden 1 de un pulso gaussiano de 17 ps. 

Mostraremos a continuación cómo el interferómetro modal puede extender su 
funcionalidad para obtener derivadas fraccionales al variar las longitudes de las LPGs [14]. 
Tal y como se discutía en el marco teórico, éste dispositivo posee la ventaja de que su 
ancho de banda se puede elegir mediante una adecuada elección de la distancia entre ambas 
LPGs y las longitudes de cada una de ellas (ecuación 2.6.6).  

4.4.1 Parámetros Constructivos del Interferómetro Modal 

Las LPGs se fabricaron nuevamente en fibra fotosensible PS980, con una 
periodicidad de 189,7 μm, lo cual significa de nuevo un acoplo del modo fundamental al 
modo LP0,8 de la cubierta. Como se mencionaba en el desarrollo teórico, la primera LPG 

debe tener coeficiente de transmisión 1χ = 0,5 (o 3 dB), por lo que se interrumpió el 

proceso a los pocos períodos; en este caso 28, lo cual da una longitud de 5,3 mm. Esta LPG 
estaba centrada en 1046,52 nm. 

 Para obtener la longitud de la segunda LPG, se recurre a la ecuación (2.6.8) y se 

calcula el valor del acoplamiento 2χ  si se desea un orden de derivación de 0,5. El resultado 

es que la segunda LPG debe tener un acoplamiento  de cubierta al núcleo de 0,67. Debido a 
que ambas LPGs son grabadas con la misma constante de acoplamiento, la longitud L2 debe 
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ser ligeramente más corta que la primera; debe tener una longitud de 25 períodos, o 4,7 mm 
para que la función de transferencia se aproxime a la de un derivador fraccional. Para 
ajustar el ancho de banda, se eligió una distancia entre ambas redes de 60 mm, lo que 
produce un ancho de banda de unos 3 nm, que es el ancho de banda del láser a −10 dB. 

 En la Figura 4.4.1 se muestra en línea punteada la primera LPG que fue grabada con 
la ayuda de una fuente de banda ancha. Se observa que posee el acoplamiento necesario de 
3 dB, y se encuentra centrada a una longitud de onda ligeramente por encima de la 
portadora del pulso láser que queremos derivar fraccionalmente. Posteriormente, se bloqueó 
y se desplazó el haz láser para grabar la segunda LPG a 60 mm de la primera (ver Figura 
2.6.1) con una longitud menor para obtener un interferómetro que actúe como derivador 
fraccional. El espectro de la segunda LPG (aislada de la primer LPG) es imposible de medir 
ya que al iniciar la grabación ya había luz viajando por los modos LP0,1 y LP0,8 que 
comenzaba a interferir inmediatamente al iniciar la grabación de la segunda red.  

La traza del interferómetro resultante se muestra también en la Figura 4.4.1. 
Recalcamos que la resonancia central de éste interferómetro es la única que posee la 
atenuación de 15 dB y el salto de fase necesario para derivar fraccionalmente el pulso. Las 
resonancias adyacentes también poseen saltos de fase, mas no de la magnitud requerida. 
Debido a la birrefringencia de la fibra, el interferómetro poseía también dos estados de 
polarización. Las resonancias centrales en el momento de la grabación estaban ubicadas en 
1042,17 nm y 1044,09 nm. 
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Figura 4.4.1 Medida experimental del espectro en transmisión de un  interferómetro modal Mach-Zehnder 
diseñado para realizar una derivación fraccional de orden 0,5. Se muestra además el espectro en transmisión de la 

primera de las LPGs que fue grabada. 

Como en el caso de la derivación por una LPG uniforme, se diseñó el interferómetro 
para que tuviera su resonancia central a una longitud de onda un poco más larga que la 
portadora del láser, para así compensar el desplazamiento espectral al estabilizarse el 
cambio de índice de las redes de período largo. Al igual que una LPG uniforme, éste 
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desplazamiento es de unos 2-3 nm para el acoplamiento LP0,8 de la fibra óptica PS980. 
Después de un período de 24 horas, las resonancias centrales se encontraban en 1039,49 nm 
y 1041,42 nm, lo que significa un desplazamiento de −2,68 nm para el primer estado de 
polarización y de −2,67 nm para el segundo estado de polarización. 

4.4.2 Montaje Experimental y Demostración de Derivación Fraccional 

Debido a que necesitaremos medir el perfil de frecuencia instantánea del pulso y de 
su derivada utilizando el método de transformada de Fresnel, el montaje será el mismo que 
en el apartado anterior (Figura 4.3.2), con la salvedad de que en lugar de una LPG sencilla, 
se colocará el interferómetro Mach-Zehnder (MZI) fabricado a partir de dos LPGs de 
distinta longitud, tal y como lo muestra la Figura 4.4.2. 

 

Figura 4.4.2. Montaje para derivación fraccional mediante un interferómetro modal Mach-Zehnder a partir de dos 
LPGs. 

Al igual que en el experimento de semiderivación de la sección 4.3, se colocó el 
interferómetro en una base metálica con un extremo móvil acoplado a un tornillo 
micrométrico, y se adhirieron ambos extremos de la fibra óptica mediante pegamento, con 
el fin de sintonizar mediante estiramiento mecánico con precisión la resonancia central del 
dispositivo derivador con la longitud de onda central del pulso a derivar (1039,43 nm). En 
la Figura 4.4.3-a se muestra el espectro del pulso de entrada antes y después de que se 
sintonizara la resonancia central del interferómetro con la portadora, mientras que en la 
Figura 4.4.3-b se observan los perfiles de intensidad temporales correspondientes a estos 
espectros. 
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Figura 4.4.3. Derivación de orden fraccional por el interferómetro Mach-Zehnder. a) Espectro del láser y la 

supresión de su portadora por el derivador b) perfiles temporales del pulso antes y después de ser filtrado por el 
dispositivo. 

 En la Figura 4.4.3-a observamos una atenuación de la portadora del pulso óptico de 
aproximadamente 10 dB, que es menor al acoplamento máximo observado previamente en 
la resonancia central del interferómetro. A pesar de eso, lo que es más relevante para 
obtener una derivación fraccional exitosa es la respuesta en fase del dispositivo  en 
comparación a la respuesta en amplitud [18,32].  

 Respecto a los perfiles temporales, el FWHM del pulso antes de ser derivado es de 
25,54 ps. Luego de ser derivado, posee un ancho total a media altura de 38,63 ps, con una 
separación entre lóbulos de 23,92 ps. El lóbulo derecho, con 16,1 ps es ligeramente más 
ancho que el izquierdo que posee 13,32 ps de duración; estos valores concuerdan con los 
valores obtenidos en la sección anterior. 

 Una vez más, se procedió a propagar tanto el pulso original como el pulso derivado 
por un carrete de 44 m de fibra óptica (Fibercore SM980), con un parámetro de dispersión 

D = −44 ps/(nm×Km) a 1038 nm. En la Figura 4.4.4 se muestran los perfiles de frecuencia 
instantánea del pulso antes y después de ser procesado por el interferómetro. Se observan el 
up-chirp del pulso original y el pico de frecuencia instantánea donde se produce el cambio 
de fase, entre los dos pulsos de la señal derivada. 
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Figura 4.4.4. Perfiles de intensidad y de frecuencia instantánea de a) el pulso láser y b) su derivada fraccional 

mediante el interferómetro Mach-Zehnder. 

  Una integración numérica nos produce el perfil de fase de ambos pulsos, mostrados 
en la Figura 4.4.5.  
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Figura 4.4.5. Perfiles de intensidad y de fase del pulso y su derivada por el MZI. a) El perfil cuadrático confirma 
un up-chirp del pulso láser. b) salto de fase en el pulso derivado como consecuencia de la derivación fraccional. 

 Como observamos en la Figura 4.4.5-b se tiene nuevamente el salto de fase 
característico de un proceso de derivación en el pulso a la salida del interferómetro Mach-
Zehnder. Se procedió entonces a realizar una simulación para confirmar nuevamente el 
funcionamiento como un semiderivador al comparar el perfil derivado experimentalmente 
con la derivada fraccional ideal de un pulso sintetizado de la misma manera que en el 
apartado anterior: su amplitud es la raíz cuadrada del perfil de intensidad del pulso a la 
entrada del interferómetro, y su fase es de perfil cuadrático con un factor de chirp de −30. 
La semiderivada experimental y la simulada se muestran en la Figura 4.4.6. 
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Figura 4.4.6. Perfil de intensidad de la semiderivada obtenida experimentalmente y la simulada con un pulso de 
perfil de fase cuadrático y chirp de −30. 

 Como se esperaba, y al igual que en la configuración de red de período largo 
uniforme, el perfil simulado de derivada de orden 0,5 se ajusta al que se obtuvo 
experimentalmente, con lo que demostramos así un derivador con un ancho de banda que, 
con la elección adecuada de la longitud entre ambas LPGs, puede procesar señales del 
rango de los 20 GHz hasta 1 THz [14]. 

 A modo de comentario final de la presente sección, presentaremos una posibilidad 
interesante que ofrece este dispositivo si tomamos en cuenta la opción de variar el índice de 
refracción externo n0. Uno de los primeros trabajos con interferómetros a partir de LPGs se 
presenta en [42], donde se sumerge el trozo de fibra entre las dos LPGs para sensar el 
índice de refracción de distintos líquidos.  

 Ahora, viendo el concepto de sensor de índice de refracción a la inversa, podemos 
aprovechar la modificación de las características espectrales del dispositivo mediante la 
aplicación de un índice de refracción externo de forma controlada. Por ejemplo, si 
utilizamos un líquido de índice igual al de la sílice de la cubierta en la segunda LPG, 
podemos sintonizar la longitud efectiva de la misma al controlarla longitud dliq que el 
líquido cubre a la red. Ésta propuesta se ilustra en la Figura 4.4.7: 

 

Figura 4.4.7 Propuesta de derivador Mach-Zehnder a partir de dos LPGs con orden fraccional variable. Mediante 
un control de la distancia que un líquido de alto índice cubre la segunda LPG, se varía su orden fraccional. 
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 Esta modificación al interferómetro permitiría variar la longitud efectiva con la que 
el modo de la cubierta va a interactuar en la segunda LPG, por lo que lograríamos un 
derivador fraccional de orden q sintonizable. La energía restante que viaja en el modo de la 
cubierta más allá de la longitud L2,eff se vería convertida en modos de radiación debido a 
que el líquido externo a la LPG coincide con el de la sílice, perdiéndose así la condición de 
guiado. 

4.5 Reconstrucción de Fase de un Pulso Óptico Mediante Derivación 
Fraccional 

Para concluir éste capítulo, se presenta una aplicación concreta de la derivada 
fraccional en la reconstrucción de la fase de un pulso óptico; para ello haremos uso de la 
particular forma de la respuesta en amplitud de un semiderivador en uno de sus flancos. 
Posteriormente, se comparará este método con el que se ha venido utilizando en las 
secciones anteriores.  

 Ya en otros trabajos [43,44] del campo de la óptica se ha explorado la capacidad 
que tienen los derivadores de orden fraccional para convertir las variaciones de fase de una 
señal en variaciones de intensidad fácilmente medibles. En [45] se estudia la calidad señal-
ruido de esta relación entre fase e intensidad para diferentes órdenes de derivación 
fraccional, y se concluye que un filtro de orden q = 1/2 es el que ofrece mejores resultados. 

 Existe un método de recuperación de fase basado en derivadores de orden 1 
desplazados frecuencialmente [46,47], denominado PROUD (Phase Reconstruction Using 
Optcial Ultrafast Differentiation). Sin embargo, éste método presenta la desventaja de que 
necesita del cálculo numérico de una derivada a partir de una traza experimental. Este 
procedimiento es entonces muy sensible al ruido en la señal, y limita su aplicabilidad a 
situaciones en donde se requiera medir fases de señales no repetitivas. Utilizando un 
derivador de orden 1/2, el perfil de frecuencia instantánea se puede obtener de forma 
inmediata mediante la división de dos trazas experimentales, por lo que resulta un método 
más apropiado para medir señales de este tipo [15]. 
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4.5.1 Obtención de la Información de Fase a Partir de la Derivada 
Fraccional Desplazada en Frecuencia  

En los dos experimentos que hemos realizado hasta el momento para derivar un 
pulso se requiere que su portadora sea eliminada por la resonancia del derivador (sea LPG o 
MZI) y que el ancho de banda del derivador sea tal que el salto de fase se produzca en un 
ancho espectral menor al de la señal. Para este método de recuperación de fase usaremos 
otro enfoque: en vez de utilizar las propiedades de la parte central de la resonancia del 
filtro, aprovecharemos más bien la forma de su respuesta en amplitud en sus flancos; esto 
es, centraremos el espectro de la señal a un lado de la resonancia, como se muestra en la 
Figura 4.5.1. El resultado es entonces una derivada fraccional desplazada en frecuencia. 
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Figura 4.5.1. a) Espectro de un pulso óptico (línea azul) y un filtro actuando como derivador de orden 1/2 (línea 
roja) en banda base. b) Espectro del pulso desplazado frecuencialmente por un valor conocido  ωs respecto a la 

resonancia del filtro semiderivador. 

Obsérvese en la Figura 4.5.1-b) que la amplitud del espectro E(Ω) del pulso se 
encuentra desplazado respecto a la resonancia del derivador una frecuencia ωs que debe ser 
conocida. Además, gracias a que no estamos utilizando la parte central del filtro, la 
respuesta de fase no es de relevancia en este caso [48]. Aprovecharemos solamente la 
forma que tiene la respuesta en amplitud del derivador. 

La idea básica consiste en que al centrar la portadora de un pulso en cualquiera de 
los dos flancos del derivador, la respuesta en forma de raíz cuadrática le dará un distinto 
peso a las frecuencias que componen al pulso, haciendo que el perfil de intensidad se vea 
modificado. Estas variaciones en intensidad serán directamente proporcionales a la 
derivada de la fase de la envolvente compleja, por lo que una posterior integración en el 
tiempo nos permitirá recuperar la fase del pulso. 

 A continuación se presenta el desarrollo matemático necesario para comprender de 
forma cuantitativa el porqué de esta relación entre la frecuencia instantánea y la intensidad 
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del pulso luego de ser procesado por uno de los flancos del derivador [49]. Necesitaremos 
la envolvente del pulso e(t) con su amplitud y su fase, y recordar la propiedad de la 
transformada de Fourier de desplazamiento en frecuencia, ya que un pulso desplazado 
espectralmente una cantidad ωs como el de la Figura 4.5.1-b), en el dominio temporal es: 

{ } )()exp()(1 tetjE ss ωω =−Ωℑ−                               (4.5.1) 

Procederemos ahora a averiguar qué le sucede a la expresión en el tiempo de la 
ecuación (4.5.1) si le aplicamos una derivada fraccional de orden 1/2 (que en el dominio 
espectral es equivalente a aplicar un filtro (−jω)1/2). Partiremos de la ecuación (2.1.38), que 
es la regla de Leibniz para la diferintegral del producto de dos funciones cualesquiera f(t) y 
g(t): 
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Con el coeficiente binomial generalizado definido en la ecuación (2.1.39), 
tomaremos el caso en el que el orden de la diferintegral es q = 1/2, de forma que la 
ecuación (4.5.2) nos queda de la siguiente forma: 
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 Ahora, sustituimos la función f(t) por la sinusoide compleja que desplaza el espectro 
del pulso, y g(t) por la envolvente del pulso con su amplitud y fase: 
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 De esta manera, recordando la ecuación (2.1.46) de la diferintegral de una función 
exponencial, tenemos que al desarrollar los primeros tres términos de la serie en la ecuación 
(4.5.3), se obtiene lo siguiente: 
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Al tomar el módulo al cuadrado de la expresión (4.5.5), obtenemos un término 
directamente proporcional a la frecuencia angular instantánea del pulso óptico, que es 
precisamente lo que estábamos buscando: 
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 Debido al factor ωs
-1 del tercer término de la ecuación (4.5.6), éste puede ser 

considerado despreciable. Despejamos entonces la razón de cambio de la fase de la 
envolvente y nos queda: 
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De esta forma, observamos que la intensidad de una derivada fraccional desplazada 
en frecuencia nos da información sobre la frecuencia angular instantánea del pulso. La 
ecuación (4.5.7) nos dice entonces que la razón de cambio temporal de la fase de la 
envolvente del pulso se puede obtener a partir de una sencilla proporción de dos perfiles de 
intensidad temporal: el de la derivada fraccional desplazada y el del pulso original. 
Además, hay que conocer el desplazamiento frecuencial  ωs de la derivada respecto al 
centro del filtro que la representa. 
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4.5.2 Montaje Experimental y Reconstrucción de Fase de un Pulso Óptico 
Mediante el Método de Derivada Fraccional 

Para efectuar el experimento, se utilizó el montaje mostrado en la Figura 4.5.2. 

 

Figura 4.5.2. Montaje para recuperación de fase por semiderivada desplazada en frecuencia de un pulso láser. 

Como en ocasiones anteriores, la fuente de pulsos ópticos es un láser de fibra 
dopada con iterbio con frecuencia central en 1038,5 nm. Un acoplador 90:10 (OFC 1) se 
utiliza a la salida para enviar parte de la señal a un fotodiodo que permitía darle una señal 
de referencia o disparo al osciloscopio. Se tiene además un diodo emisor de luz centrado en 
1060 nm para monitorizar la posición espectral de la resonancia de la LPG utilizando un 
acoplador 50:50 (OFC 2), así como un controlador de polarización (PC) para elegir entre 
las dos resonancias de la red como consecuencia de la birrefringencia de la fibra. La LPG 
utilizada en este experimento es la misma que fue usada en el apartado 4.2 cuando se 
demostró la derivación de orden 1/2. Nuevamente, la red estaba acoplada a un montaje con 
un tornillo micrométrico para poder ajustar la longitud de onda de resonancia. 

Ahora, según la ecuación (4.5.7), para recuperar la información de fase necesitamos 
dos perfiles de intensidad en el dominio del tiempo: el del pulso original sin ser procesado 
por la LPG, que llamaremos I1(t): 

( ) 2

1 ( )I t e t=                                                  (4.5.8) 

y un segundo perfil de intensidad I2(t) que corresponde a la derivada fraccional desplazada 
en frecuencia, la cual se obtiene centrando la frecuencia central del láser en alguno de los 
flancos de la LPG: 
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Además, tenemos que conocer la diferencia entre las frecuencias centrales del láser 
y de la resonancia de la LPG para obtener ωs. 

En la Figura 4.5.3 se muestra el espectro en transmisión (lineal) de la LPG 
representado en banda base, junto con las posiciones del espectro donde se centró el láser y 
se tomaron las capturas del pulso en el osciloscopio para tomar los perfiles de intensidad I1 
e I2. A modo de comparación se muestra también la respuesta en amplitud de un derivador 
fraccional ideal de orden 0,5. Para hacer este ajuste, es necesario considerar que la 
transmisión máxima del derivador ideal coincide con alguno de los máximos de la LPG, de 
forma que hay que agregar un factor de normalización. 
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Figura 4.5.3. Posiciones espectrales en donde se realizaron las mediciones de los dos perfiles de intensidad. I1 
corresponde a un máximo de transmisión, mientras que I2 se ubica en un flanco del derivador fraccional. 

 En la Figura 4.5.4. se muestran los espectros a la hora de hacer las mediciones de 
intensidad centrando el láser fuera de la LPG y en un flanco de ésta. El láser estaba 
centrado en 1036,04 nm, y la LPG se tensionó para que su resonancia se encontrase en 
1039,43 nm para la medición de intensidad I1. Posteriormente, se relajó la tensión mecánica 
para poder centrarla en 1037,71 nm, de forma que el flanco de longitudes de onda más 
cortas (que corresponden a frecuencias mayores) procesara el espectro del pulso. 
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Figura 4.5.4. Espectros utilizados para medir los perfiles de intensidad necesarios para la recuperación de fase. 
Obsérvese que en este caso se utiliza el flanco de longitudes de onda cortas de la resonancia. 

De esta manera, conociendo la longitud de onda central del láser y de la LPG a la 
hora de procesar el pulso, la diferencia de frecuencia angular ωs se calculó como 2,936 
THz. Los perfiles de intensidad correspondientes a I1 e I2 se muestran en la Figura 4.5.5. 
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Figura 4.5.5. Perfiles de intensidad normalizados del pulso y su derivada fraccional desplazada en frecuencia. El 
desplazamiento temporal es efecto del filtro derivador. 

Si tomamos de referencia el máximo de cada pulso, ambos están desplazados 
aproximadamente 6 ps. Como se menciona en [48], es de vital importancia que ambos 
pulsos estén sincronizados a la hora de llegar al osciloscopio, ya que el efecto de 
desplazamiento temporal debe ser producido únicamente por el derivador. Para ello, se 
debe asegurar que el tiempo de retardo respecto a la señal de trigger es el mismo en ambas 
mediciones.  

Aplicando la ecuación (4.5.7) se obtiene el perfil de frecuencia instantánea del 
pulso, así como su fase después de una integración numérica. Ambas se muestran en la 
Figura 4.5.6. 
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Figura 4.5.6. a) Perfil de frecuencia instantánea y b) perfil de fase reconstruidos a partir del método de 

semiderivación frecuencialmente desplazada con los correspondientes ajustes de C=−30. En ambas gráficas se 
muestran además los perfiles de intensidad del pulso original. 

Haciendo un ajuste con los puntos del centro del pulso, obtenemos de nuevo un up-
chirp con C=−30. En la Figura 4.5.7 se muestran los perfiles de frecuencia instantánea y de 
fase reconstruidos con el método de transformada de Fresnel y de semiderivada, junto con 
un ajuste lineal para la frecuencia instantánea, y uno cuadrático para la fase con el 
parámetro de chirp igual a -30. 
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Figura 4.5.7. Comparación entre los dos métodos de reconstrucción de fase. a) Perfil de frecuencia instantánea 
junto con el perfil de un pulso teórico con chirp de -30. b) perfil de fase reconstruido para ambos métodos junto 

con el de un pulso de C=−30. 

Como observamos en la Figura 4.5.7, ambos métodos se aproximan razonablemente 
bien al perfil de frecuencia instantánea y de fase de un pulso con el up-chirp descrito en su 
zona central.  

De esta manera hemos demostrado la viabilidad de utilizar operadores de cálculo 
fraccional para procesamiento de señales en fibra óptica [15]. 
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Capítulo 5 – Conclusiones  

Durante la estancia con el Grupo de Fibras Ópticas de la Universidad de Valencia se 
tuvo la oportunidad de trabajar y aprender acerca del funcionamiento de fibras ópticas y 
otros dispositivos relacionados con la tecnología fotónica. El trabajo se enfocó 
principalmente en el diseño y la fabricación de redes de difracción, con especial énfasis en 
las redes de período largo de anchos de banda de pocos nanómetros. 

El principal objetivo de obtener estas redes espectralmente estrechas fue 
caracterizarlas como derivadores de orden fraccional todo ópticos, y utilizar éstos 
derivadores en la solución de un problema físico concreto. Además, se realizaron pruebas 
de sensibilidad del espectro de éstas LPGs ante distintas variables físicas, con posibles 
aplicaciones en sensores. 

A continuación se mencionan las principales conclusiones a las que hemos llegado a 
partir de esta tesis. 

5.1 Conclusiones 

  Se describió la teoría de redes de difracción y de cálculo fraccional, con el objetivo 
de contar con las herramientas necesarias para simular el comportamiento espectral tanto de 
una LPG subacoplada como de un interferómetro Mach-Zehnder con dos LPGs asimétricas. 
Se verificó en las simulaciones que ambos dispositivos funcionan como derivadores de 
orden fraccional de un pulso de picosegundos si el ancho de banda del pulso es similar al 
del dispositivo analizado. 

 Mediante grabación de redes de Bragg, se obtuvieron de forma experimental los 
índices efectivos de los modos LP0,n de la cubierta para tres tipos de fibras ópticas. 
Mediante el acoplo a modos de orden superior, y el uso de bajas densidades de energía en el 
proceso de grabación, se obtuvieron redes de período largo espectralmente estrechas (~ 1 
nm) para dos de las fibras utilizadas: la SM1500(6.4/125) y la SM1500(4.2/125), ambas de 
apertura numérica alta. 

 Varias de las redes espectralmente estrechas fabricadas fueron sometidas a pruebas 
de tensión mecánica axial, temperatura e índice de refracción. El estrecho ancho de banda 
de estas redes representa una ventaja en posibles aplicaciones de sensores, ya que poseen 
flancos de mayor pendiente alrededor de la resonancia, permitiendo esto una mejor 
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resolución. Además, un conocimiento de la sensibilidad ante estas variables permite 
estabilizar y sintonizar las redes para otro tipo de aplicaciones. 

 El estudio ante variables físicas se realizó sólo con un modo para cada una de las 
dos fibras de apertura numérica alta. Las mejores sensibilidades fueron obtenidas para el 
modo LP0,18 de la fibra SM1500(4.2/125) en las tres pruebas. Los valores obtenidos fueron 
de 91,2 pm/°C para un rango de temperaturas de −20°C a 80°C, 1,01 pm/με en la de tensión 
mecánica para deformaciones de 0 με a 3000 με, y de -1645 nm/RIU en la prueba de índice 
de refracción para índices externos entre 1,420 a 1,430.  

 Respecto a los experimentos de cálculo fraccional, se caracterizó una red de período 
largo uniforme como derivador fraccional al medir su respuesta en fase mediante el 
esquema MPS (Modulation Phase Shift). Se determinó que el dispositivo presentaba el 
salto de fase característico de un derivador fraccional centrado en su frecuencia de 
resonancia. El salto de fase medido se daba en un intervalo de frecuencias que coincidía 
con el ancho de banda a 3 dB de la LPG. 

 Posteriormente, se logró obtener la derivada de orden 1/2 de un pulso láser de 24 ps 
mediante las dos configuraciones analizadas en la teoría: red de período largo uniforme y 
MZI asimétrico con dos LPGs en serie. La derivación fraccional fue confirmada al observar 
una discontinuidad en los perfiles de fase reconstruidos para los pulsos derivados, y el 
orden de derivación fue obtenido mediante un ajuste a los datos experimentales. 

 Para reconstruir la fase tanto de los pulsos derivados como de los pulsos obtenidos 
directamente del láser, se utilizó un método basado en la propagación por un medio 
dispersivo. Se determinó además que los pulsos presentaban un factor de chirp de −30, 
produciendo que los pulsos derivados fraccionalmente tuvieran un perfil de intensidad en 
forma de dos lóbulos simétricos. 

 Finalmente, se implementó de forma experimental un método de reconstrucción de 
fase de pulsos láser basado en derivación de orden 1/2, demostrando por primera vez la 
conveniencia de utilizar operadores de cálculo fraccional para resolver problemas en el 
campo de la fibra óptica. Este método se validó al comparar los resultados con el método 
antes descrito de obtención de fase a partir de un medio dispersivo. 

 Por otra parte, al comparar los dos métodos de reconstrucción de fase 
implementados, se puede decir que el más adecuado para reconstruir señales ultrarrápidas 
directamente en el laboratorio es el de derivación de orden fraccional, ya que requiere 
únicamente la comparación de dos trazas experimentales, sin necesidad de normalizaciones 
y de integraciones numéricas, como sí lo requiere el método alternativo mediante 
transformada de Fresnel. 
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5.2 Trabajo Futuro 

 La presente tesis deja varias líneas de investigación abiertas. La más obvia es la que 
concierne al integrador fotónico de orden fraccional. En la literatura se pueden encontrar 
múltiples referencias a integradores de orden entero, sin embargo, hasta donde el autor 
conoce, existe una única propuesta de un integrador de orden fraccional todo óptico [1]. 
Sería interesante lograr demostrar el funcionamiento de éste dispositivo (basado en una 
FBG apodizada) o bien proponer vías alternativas de obtener un integrador fraccional 
fotónico, preferiblemente compatible con fibra óptica. 

 Una vez caracterizados los elementos derivadores e integradores de orden fraccional 
todo ópticos, se estaría en la capacidad de resolver ecuaciones diferenciales fraccionales en 
tiempo real. Una posible aplicación que involucra a ambos dispositivos es el control 
automático mediante lazos de control de tipo PID (Proportional-Integral-Derivative) 
fraccional. El contar con elementos derivadores e integradores de orden arbitrario 
flexibilizaría el diseño, teniendo la posibilidad de alcanzar perfiles de respuesta inaccesibles 
a controladores PID de orden entero. Las estrategias de control que sustituyen un elemento 
integrador de orden entero por uno fraccional aumentan la estabilidad y disminuyen el 
retardo para llegar a un punto de operación deseado [2]. De hecho, para aplicaciones 
industriales más inmediatas, ni siquiera es necesario contar con sistemas fotónicos: es 
posible implementar derivadores o integradores fraccionales mediante redes de resistencias 
y capacitores [3,4]. 

 Aprovechando las propiedades de los modos de la cubierta, vale la pena estudiar 
también la posibilidad de variar el orden fraccional de un interferómetro Mach-Zehnder con 
dos LPGs tal y como se describe en la Figura 4.4.7; ésto es, variar la longitud efectiva de la 
segunda LPG del dispositivo mediante un líquido de índice externo mayor al de la cubierta 
y así sintonizar el orden de derivación. 

 También es posible vislumbrar algunas aplicaciones de sensores a partir de las 
LPGs espectralmente estrechas. Un estudio más detallado de los desplazamientos en 
longitud de onda de los acoplos a cada uno de los modos de la cubierta permitiría elegir el 
más sensible de todos ellos ante una variable física en particular. En conjunto con el 
estrecho ancho de banda, se podría alcanzar resoluciones similares o mejores a los sensores 
basados en fibra óptica actualmente disponibles. 

 En el campo de las telecomunicaciones, existe la posibilidad de utilizar las LPGs 
estrechas como selectores de canal en un esquema WDM. Mediante una posterior mejora 
del montaje de grabado de redes, sería posible llegar a fabricar LPGs con un ancho de 
banda de 100 GHz o 0,8 nm en la banda del erbio, que es precisamente el ancho de banda 
estándar que se utiliza actualmente para los canales de telecomunicaciones por fibra óptica 
[5]. Otra opción interesante para las LPGs estrechas es la supresión de una banda lateral de 
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una señal modulada para la generación de SSB (Single-Side Band) con el objetivo de 
ahorrar ancho de banda en un canal de información. 

 Respecto a las aplicaciones de conformado de pulsos ultrarrápidos, existe toda una 
gama de posibilidades si se cuenta con elementos integradores y derivadores. Por ejemplo, 
mediante un integrador es posible generar pulsos cuadrados a partir de pulsos gaussianos, 
los cuales son de gran interés en óptica no lineal. Por otro lado, la derivada de pulsos 
cuadrados permitiría producir trenes de pulsos temporalmente muy cortos, asumiendo que 
los tiempos de subida y bajada de los pulsos cuadrados sean suficientemente rápidos, y que 
se disponga de un dispositivo derivador con suficiente ancho de banda para procesar estos 
cambios bruscos de la señal de entrada. 

 Como comentario final, al autor le gustaría destacar el enorme potencial que ofrecen 
las herramientas de cálculo fraccional, que al igual que otras ramas de la matemática fueron 
vistas en sus inicios como meras curiosidades. Y ahora que tratamos el tema de las 
curiosidades, y dado el hecho que las diferintegrales se pueden definir para órdenes 
arbitrarios, es imposible no hacerse la pregunta: ¿Tiene significado físico o utilidad la 
siguiente expresión? 

1

1 )(
−

−

dx

xfd
                                                     (5.1.1) 

 Si bien existen investigaciones recientes acerca de propiedades matemáticas y  
posibles usos de las diferintegrales de orden complejo [6-8], este tema queda evidentemente 
fuera del alcance de esta tesis. Sin embargo, con algo de entusiasmo y un poco de suerte, tal 
vez podremos ver algunas respuestas a las cuestiones planteadas en este apartado en un 
futuro no muy lejano. 
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