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В статье с использованием теории циклоидальных кривых 
проведен анализ особенностей кинематики движения ко-
лес традиционной и перспективной (с возможностью не-
зависимого вращения гребня) конструктивной схемы. По-
лучено аналитическое выражение для определения длины 
пути трения гребня колеса по боковой грани головки рель-
са через геометрические параметры колеса с учетом ре-
альных условий контактирования колеса с рельсом. Ре-
зультаты анализа дают основания утверждать, что ис-
пользование таких колес в ходовой части рельсовых эки-
пажей может позволить существенно уменьшить диф-
ференциальное кинематическое сопротивление движению 
и износ контактирующих поверхностей колеса и рельса за 
счет снижения пути трения гребней колес по боковым 
граням головок рельсов. 
Ключевые слова: колесо, рельс, гребень, проскальзывание, 
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Введение. Рельсовый транспорт, совершая 

значительные объемы перевозочной работы, являет-
ся одним из крупнейших потребителей энергоресур-
сов как в нашей стране, так и во всем мире. Напри-
мер, по данным Госкомстата Украины только в 2014 
году железнодорожным транспортом было израсхо-
довано энергоносителей (в нефтяном эквиваленте) в 
общем количестве 675 тысяч тонн. С учетом доста-
точно высокой стоимости энергоносителей, сниже-
ние их потребления является важнейшей задачей 
для повышения конкурентоспособности и дальней-
шего развития этого вида транспорта.  

Постановка проблемы.  Большая часть ис-
пользуемой в работе железнодорожного транспорта  
энергии расходуется на тягу поездов. За счет преоб-
разования энергии потребляемых силовыми уста-
новками локомотива энергоносителей, при взаимо-
действии движущих его колес с рельсами осуществ-
ляется работа касательной силы тяги, которая пре-
имущественно затрачивается на преодоление пре-
пятствующих движению поезда неуправляемых 
внешних сил. Результирующая этих сил и представ-
ляет собой сопротивление движению поезда.  

Представляется очевидным, что для повыше-
ния энергоэффективности рельсового транспорта 
(снижения количества потребляемых энергоносите-
лей при том же или большем объеме перевозочной 
работы), целесообразно осуществлять мероприятия, 
направленные на снижение сопротивления движе-
нию поездов. Следует отметить, что составляющие 
общее сопротивление движению поезда внешние 
силы  различны по своей природе и причинам воз-
никновения, поэтому, для разработки указанных ме-
роприятий, необходимо определить их структуру и 
реальные возможности регулирования интенсивно-
сти их действия. 

Анализ последних исследований и публика-
ций. Полное сопротивление движению экипажа на 
рельсовом транспорте в общем случае включает в 
себя постоянно действующее основное сопротивле-
ние, и действующие временно дополнительные со-
противления (при трогании с места, от низкой тем-
пературы, от ветра, от уклона,  от кривых, от воз-
душной среды в тоннеле и т.п.) [2, 7, 16, 17]. 

Основное сопротивление представляет сум-
марную силу, которая препятствует движению по-
движного состава по прямому горизонтальному пу-
ти на открытой местности при нормальных метео-
рологических условиях (атмосферное давление 760 
мм.рт.ст., температура наружного воздуха 20 oС, 
скорость ветра 0 м/с). Его величину обычно опреде-
ляют как сумму следующих важнейших  составля-
ющих:  

 сопротивление от трения качения колес по 
рельсам,  

 сопротивление от трения скольжения колес 
по рельсам,  

 сопротивление от рассеяния энергии в пути, 
 аэродинамическое сопротивление,  
 сопротивление от рассеяния экипажем энер-

гии в окружающую среду. 
Для определения величины первых четырех 

составляющих основного сопротивления движению 
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традиционно используются полученные по резуль-
татам экспериментов эмпирические формулы, 
например [2, 7],  дающие приемлемые для практики 
результаты.  

На уровень рассеяния подвижным составом 
энергии в окружающую среду может существенно 
влиять значительное число факторов, поэтому ис-
пользование общих эмпирических формул в этом 
случае затруднительно [8, 17]. 

В различных странах используются также 
разнообразные эмпирические формулы для опреде-
ления и составляющих дополнительного сопротив-
ления движению. До настоящего времени использо-
вание эмпирических формул является основным 
расчетным методом оценки сопротивления движе-
нию рельсового экипажа.  

При анализе значимости составляющих со-
противления движению рельсовых экипажей многие 
исследователи приходят к выводу, что наибольший 
вклад в общее сопротивление движению вносят те 
из них, которые связаны с кинематикой и динами-
кой фрикционного взаимодействия колес и рельсо-
вого пути [12]. Возникающие в результате этого 
взаимодействия силы, в зависимости от условий 
движения рельсового экипажа, создают до 90 (а по-
рой и более) процентов сопротивления движению 
[4, 8, 12], поэтому, наиболее перспективными 
направлениями исследований по снижению сопро-
тивления движению являются работы, направлен-
ные на уменьшение  указанных составляющих. 

Подсчитать рассеиваемую при фрикционном 
взаимодействии колес и рельсов энергию достаточ-
но сложно из-за влияния на этот процесс многих 
факторов, основными из которых являются скорость 
движения и конструкция подвижного состава. Вли-
яние скорости сказывается как на проскальзывании 
колесных пар, так и на изменении коэффициента 
трения, который также зависит от скорости. На 
скольжение колес также оказывают влияние кон-
структивная схема ходовой части, износ бандажей и 
рельсов, разбеги колесных пар и т.д.  

Особый вклад в создание сопротивления 
движению рельсовых экипажей вносят процессы, 
связанные с взаимодействием гребня колеса с рель-
сом в случае двухточечного контактирования, когда 
в гребневом контакте возникает дополнительное па-
разитное проскальзывание. Некоторые исследовате-
ли утверждают, что «величина удельного сопротив-
ления в кривой пути, приходящаяся на трение греб-
ня составляет около 95% от общей его величины» 
[4]. 

В работах В.П.Ткаченко [12] вводится поня-
тие кинематического сопротивления движению, 
причиной которого является кинематическое несо-
ответствие геометрических параметров поверхно-
стей катания колес и кинематических параметров 
движения, вызывающее паразитные проскальзыва-
ния. При этом предложено выделять в кинематиче-
ском сопротивлении движению две составляющие: 
дифференциальное и циркуляционное сопротивле-

ние. Первое определяется пространственным рас-
пределением контактных сил и скоростей скольже-
ния в паре «колесо-рельс», а второе является резуль-
татом группового многоконтактного взаимодей-
ствия системы колес и колесных пар с рельсовым 
путем в процессе направляемого движения в рель-
совой колее при циркуляции паразитной мощности 
в пределах одной колесной пары или группы колес-
ных пар, объединенных одной рамой. Напрямую 
cвязанные с этими явлениями повышенные энерге-
тические затраты на преодоление дополнительного 
сопротивления движению подвижного состава а 
также сопутствующий износ контактирующих по-
верхностей колес и рельсов представляют серьезную 
техническую и экономическую проблему для рель-
сового транспорта. 

Известен ряд ресурсосберегающих техноло-
гий, направленных на снижение энергетических за-
трат на тягу поездов и износа контактирующих по-
верхностей. Наиболее проработанными и распро-
страненными из них являются лубрикация зон кон-
такта колеса с рельсом, улучшение динамических 
качеств рельсовых экипажей, оптимальный выбор 
соотношения твердости колеса и рельса,  подбор 
конформных профилей поверхностей катания коле-
са и рельса и др. [5, 8, 13, 19].  Однако, использова-
ние этих технологий позволяет пока лишь частично 
решить проблему снижения кинематического со-
противления. 

Важным направлением решения отмеченной 
проблемы может быть совершенствование кон-
струкции ходовых частей рельсовых экипажей, за-
ключающееся в оптимизации параметров рессорно-
го подвешивания, обеспечении радиальной установ-
ки в кривых тележек и колесных пар экипажа,  со-
вершенствовании конструктивных схем самих ко-
лесных пар, например, применение независимо 
вращающихся колес, чему посвящено достаточно 
большое количество работ отечественных и зару-
бежных исследователей, например [5, 6, 13, 14]. Од-
нако, вопросам  совершенствования конструкций 
самих колес рельсовых экипажей уделяется пока не-
достаточно внимания. А ведь без изменения тради-
ционной конструктивной схемы колеса (с монолит-
ным изготовлением его поверхности катания и 
гребня) избежать отмеченного выше паразитного 
дифференциального проскальзывания гребней по 
рельсам не представляется возможным. Поэтому, 
целесообразно рассмотреть возможные преимуще-
ства принципиального изменения конструктивной 
схемы колеса, например,  позволяющей гребню по-
ворачиваться относительно колеса вокруг их общей 
оси. Авторами предложено несколько вариантов 
конструктивного исполнения таких колес для рель-
совых экипажей [9, 10]. Не останавливаясь подроб-
но на  особенностях этих конструкций,  подчеркнем, 
что все они имеют целью снижение дифференци-
ального сопротивления движению при двухточеч-
ном контактировании колеса с рельсом за счет обес-
печения раздельного вращения гребня и поверхно-
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сти катания колеса вокруг общей оси. Для опреде-
ления эффективности использования на рельсовом 
транспорте колес перспективной конструктивной 
схемы необходимо определить возможности сниже-
ния дифференциального сопротивления движению 
колес при их движении по рельсу. 

Целью работы является определение пути 
трения гребня колеса по рельсу и возможностей 
снижения дифференциального сопротивления дви-
жению колеса рельсового экипажа за счет измене-
ния конструктивной схемы колеса. 

Результаты исследований. Движение колеса 
по рельсу приближенно можно описывать уравне-
ниями плоскопараллельного движения тела, в кото-
ром  всякое его перемещение в бесконечно малый 
промежуток времени может быть разложено на по-
ступательное движение со скоростью некоторой 
точки тела и вращательное движение вокруг мгно-
венной оси, проходящей через эту точку. 

Примем следующие допущения: 
- колесо катится по рельсу с постоянной 

скоростью V ; 
- продольное проскальзывание в точке А его 

контакта с рельсом  А отсутствует; 
- при движении колеса по рельсу угол 

набегания  0 ; 

- гребень колеса прижат к боковой грани 
головки рельса постоянной поперечной силой F ; 

- площадки контакта поверхности катания 
колеса и головки рельса, а также гребня колеса и 
боковой грани головки рельса представляют собой 
геометрические точки. 

Мгновенным центром поворота любой точки 
колеса при таком движении является точка 
контакта колеса с рельсом А. При качении колеса по 
рельсу без проскальзывания,  расположенная на 
поверхности катания колеса точка А будет 
совершать движение по траектории обыкновенной 
циклоиды (рис.1), а расположенная на гребне колеса 
точка Б – по  траектории удлиненной циклоиды [3]. 
Траектория точки Б на удлиненной циклоиде не 
имеет точек замирания (точек возврата). При этом 
на траектории удлиненной циклоиды имеются 
«петли», часть периметра которых (как это видно из 
рис.1) приходится на путь трения гребня по боковой 
грани головки рельса. 

 
Рис.1. Траектории движения точек колеса традиционной 

конструктивной схемы: 
1- циклоида, 2 – удлиненная циклоида 

 
В случае использования колеса перспектив-

ной конструктивной схемы (с возможностью раз-
дельного вращения гребня и поверхности катания 

колеса вокруг общей оси) [9, 10, 18], точка Б на 
гребне колеса при его качении по рельсу в идеаль-
ном случае может перекатываться по боковой грани 
головки рельса без проскальзывания, перемещаясь 
по траектории обыкновенной циклоиды (рис.2).  

 

 
Рис.2. Траектория движения точки Б на гребне колеса  

перспективной конструктивной схемы 
 

Снижение паразитного проскальзывания в 
гребневом контакте определяет соответствующее 
снижение работы сил трения,  что позволит суще-
ственно уменьшить дифференциальное кинематиче-
ское сопротивление движению такого колеса. 

Теория циклоидальных кривых, в основу ко-
торой положены фундаментальные законы движе-
ния круга без проскальзывания, получила математи-
ческое обоснование в работах Е. Торичелли, Б. Пас-
каля, Р. Декарта, П. Ферма еще в 18-19 веках. При-
менение математических свойств циклоиды в обла-
сти практической и прикладной механики также 
встречается в работах Х. Гюйгенса, И. Ньютона, Г. 
Лейбница, Л. Эйлера, Ж. Лагранжа [1, 3]. В настоя-
щее время ряд исследователей [11, 14] также пыта-
ется адаптировать эту теорию для исследования ки-
нематических особенностей движения колеса по-
движного состава по рельсовому пути. 

Вычислим при помощи этой теории путь тре-
ния гребня колеса по боковой грани головки рельса, 
величина которого и определяет дифференциальное 
кинематическое сопротивление движению. 

Из рис.3 видно, что путь трения точки кон-
такта гребня по боковой грани головки рельса соот-
ветствует части периметра 

321 БББ  петли 321 ББCБ  

удлиненной циклоиды. 
 

 
Рис.3. Петля удлиненной циклоиды 

 
Уравнения удлиненной циклоиды в парамет-

рическом виде записываются следующим образом: 
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б)Дr)(r(бrxБ sin , 

          б)Дr)(r(ryБ cos1           (1) 

 
Длина дуги плоской кривой при ее парамет-

рическом задании в общем случае вычисляется по 
формуле 
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Интеграл вида (2) при подстановке производ-

ных от уравнений (1) будет представлять собой эл-
липтический интеграл второго рода, который через 
элементарные функции не решается. Для его вычис-
ления необходимо использовать приближенные ме-
тоды решения. 

Из рис.3 видно, что периметр петли 321 ББCБ  

удлиненной циклоиды достаточно хорошо аппрок-
симируется эллипсом 

4321 ББББ . Часть периметра 

321 БББ  эллипса и представляет собой интересующий 

нас путь трения точки Б  гребня по боковой грани 
головки рельса. 

Очевидно, что длина полуоси a  эллипса 

4321 ББББ  равна величине Дr . Для определения 

длины полуоси b  эллипса рассмотрим расчетную 
схему, представленную на рис.4. При качении коле-
са по рельсу в некий момент времени t , при пово-
роте колеса расположенная на гребне колеса точка 

1Б  достигает уровня горизонтальной линии РР, про-

ходящей через точку контакта колеса с рельсом А , 
и вступает в контакт с боковой гранью головки 
рельса. При этом, для того, чтобы лежащая на одном 
радиусе 

1ОБ  с точкой 
1Б  точка 1А  на поверхности 

катания колеса также вступила в контакт  с рельсом 
в точке 2А , колесо должно повернуться в направле-

нии своего вращения на некоторый угол  . 
 

 
 

Рис.4. Расчетная схема 
 
 
 
 

Величина этого угла составит 
 

Дr)(r/(rб  arccos .                (3) 

 
Тогда величина отрезка БА2

, которая и будет 

равна длине полуоси b эллипса (с учетом того, что 


 12 АААА ) определится так 

 

бб-rДr)(rАААББА  sin22 .  (4) 

 
Таким образом, в первом приближении путь 

трения точки контакта гребня с рельсом по боковой 
грани его головки составит половину периметра 

321 БББ  эллипса 
4321 ББББ . 

Параметрические уравнения эллипса записы-
ваются в виде 

 
 sin)(  by ; ббx cos)(  , 20  б . (5) 

 
С учетом (2) и (5) выражение для определе-

ния длины дуги эллипса  может быть записано в 
следующем виде 

 

 
2

1

22 cos1
б

б

dбб)
б

b
(aL .           (6) 

 
Интеграл вида (6) также представляет собой 

эллиптический интеграл второго рода и аналитиче-
ски не решается. Поэтому, для определения длины 
части периметра 

321 БББ  эллипса воспользуемся из-

вестными приближенными формулами для опреде-
ления длины периметра эллипса 

ЭL . Наибольшую 

точность в диапазоне 20/05,0  bб  по данным 

литературных источников обеспечивает формула   
Рамануджана [1,  15]: 

 

 )3()3()(3 bababaLЭ   .   (7) 

 
Так, при эксцентриситете эллипса ~0,980 (со-

отношение осей ~1/5) погрешность вычислений со-
ставляет ~0,02 %. Погрешность всегда отрицатель-
ная. 

В нашем случае длина 
ГL  пути трения точки 

Б гребня по боковой грани головки рельса по эле-
ментарному периметру петли удлиненной циклоиды 
(длина дуги 

321 БББ ) будет равна 

 

 )3()3()(3
2

bababaLГ 


.   (8) 

 
В общем случае длина 

ГL  пути трения точки 

Б гребня по боковой грани головки рельса будет 
меньше вычисленной по выражению (8), так как, в 
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зависимости от геометрии контактирования, а также 
степени износа гребней колес и рельсов, точка Б 
гребня вступает в контакт с рельсом не при дости-
жении ею уровня  линии РР  а несколько ниже (ли-
ния **РР  см. рис.5). 

 

 
 

Рис. 5. Схема контактирования колеса 
с изношенным рельсом 

 
Таким образом, значение длины пути трения 

гребня колеса по боковой грани головки рельса 
ГL  

по элементарному периметру петли удлиненной 
циклоиды может быть выражено через геометриче-
ские параметры колеса с учетом реальных условий 
контактирования гребня колеса и рельса  

 

),10)(3)(3(
2

))3()3()(3(
2

22*

*

bДrbДrbДrK

bДrbДrbДrKLГ








   

                                    (10) 
где     

      
Дr)(r/(rr

Дr))-(r/(r(Дr)(rb




arccos

arccossin
     (11) 

 
Для того, чтобы точка Б гребня прошла по 

боковой грани головки рельса путь трения 
ГL , коле-

со должно повернуться на угол 2 . Тогда, суммар-
ный путь трения гребня по боковой грани головки 
рельса за один оборот колеса составит 

 

ГГ
У
Г L

Дr)(r/(r
LL 




arccos
1 




.     (12) 

 
Работа сил трения в гребневом контакте, 

определяющая величину дифференциального сопро-
тивления движению колеса и износа контактирую-
щих поверхностей, будет пропорциональна пути 
трения гребня по боковой грани головки рельса 

 

ГГ LмFА  ,                     (13) 

 
где м  -  коэффициент трения в гребневом контакте, 

     F  - величина направляющего усилия в гребне-
вом контакте. 
 

На рис.6 для примера показан график зависи-

мости величины суммарной работы ГА  сил трения 

в гребневом контакте за один оборот колеса от ве-

личин Дr и *K при фиксированных значениях 
F =50 кН, м=0,25, r =0,475 м. 

 

 
Рис. 6. График зависимости ГА ( Дr ,

*K ) 

при значениях F =50 кН, м=0,25, r =0,475 м 

 
Так, согласно графику, для значений 

Дr =0,01 и *K =0,9 величина ГА  составит около 4 

кДж. С учетом того, что за один оборот колесо про-
ходит путь около 3 метров, соответствующее значе-
ние величины суммарной работы  сил трения в 
гребневом контакте на 1 километр пройденного пу-
ти при рассматриваемых условиях движения соста-
вит уже около 1300 кДж. Для случая движения ко-
леса перспективной конструктивной схемы, вслед-
ствие отмеченных выше особенностей его кинема-
тики, эта величина может быть существенно меньше 
(полного устранения трения в гребневом контакте 
добиться не удастся вследствие действия инерцион-
ных моментов и сопротивления в узле сопряжения 
гребня с колесом). Таким образом, использование в 
ходовой части рельсовых экипажей колес перспек-
тивной конструктивной схемы может позволить су-
щественно снизить путь трения гребней колес по 
боковым граням головок рельсов и, тем самым, 
уменьшит дифференциальное кинематическое со-
противление движению и износ контактирующих 
поверхностей колеса и рельса. 

Следует отметить, что вышеизложенные вы-
кладки справедливы для условий движения колеса, 
когда угол его набегания на рельс равен нулю. При 
ненулевом угле набегания приведенные соотноше-
ния изменятся, и уточнение их характера требует 
дополнительных исследований. 

 
Выводы.  
В работе с использованием теории циклои-

дальных кривых получено аналитическое выраже-
ние для определения длины пути трения гребня ко-
леса по боковой грани головки рельса через геомет-
рические параметры колеса с учетом реальных 
условий контактирования.  

Результаты анализа особенностей кинематики 
колеса перспективной конструктивной схемы дают 
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основания утверждать, что использование таких ко-
лес в ходовой части рельсовых экипажей может 
позволить существенно уменьшить дифференциаль-
ное кинематическое сопротивление движению и из-
нос контактирующих поверхностей колеса и рельса 
за счет снижения пути трения гребней колес по бо-
ковым граням головок рельсов. 
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Михайлов Є.В., Семенов С.О. Визначення шляху 

тертя гребеня колеса по рейці. 
У статті з використанням теорії циклоїдних кривих 

проведений аналіз особливостей кінематики руху коліс 
традиційної і перспективної (з можливістю незалежного 
обертання гребеня) конструктивної схеми. Отримано 
аналітичне вираження для визначення довжини шляху 
тертя гребеня колеса по бічній грані голівки рейки через 
геометричні параметри колеса з урахуванням реальних 
умов контакту колеса з рейкою. Результати аналізу да-
ють підстави стверджувати, що використання коліс 
перспективної конструктивної схеми в ходовій частині 
рейкових екіпажів може дозволити істотно зменшити 
диференціальний кінематичний опір руху і знос контак-
туючих поверхонь колеса і рейки за рахунок зниження 
шляху тертя гребенів коліс по бічних гранях голівок рейок. 

Ключові слова: колесо, рейка, гребінь, прослизання, 
циклоїда подовжена, еліпс, опір руху. 

 
Мikhaylov Е.V., Semenov S.A. Determination of way 

of  friction of comb of wheel on rail. 
In the article with the use of theory of cycloidal curves 

the analysis of features of kinematics of motion of wheels of 

traditional and perspective (with possibility of independent ro-
tation of comb) structural chart is conducted. Analytical ex-
pression is got for determination of pathlength of friction of 
comb of wheel on the lateral surface of railhead through the 
geometrical parameters of wheel taking into account the real 
terms of contact of wheel with a rail. The results of analysis 
ground to assert that the use of wheels of perspective structur-
al chart in working part of railway vehicle can allow substan-
tially to decrease differential kinematics resistance to motion 
and wear of contacting surfaces of wheel and rail due to the 
decline of way of friction of combs of wheels on the lateral 
surface of heads of rails. 

Keywords: wheel, rail, comb, slipping, cycloid extended, 
ellipse, resistance to motion. 
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