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BEVEZETES

A fiiggvényegyenletekkel mind a tiszta matematikdban, mind alkalmazdsaiban —
kozgazdasag, fizika — gyakran taldlkozhatunk. Megolddsuk a matematikai igen régi és
nehéz kihivédsai koz¢€ tartozik. A teriilet igazdn 6nall6 diszciplindvé csak a XX. sza-
zadban valt, az els6 nagy 0sszegzés Aczél Janos [5]-ben miivében tortént meg. Olyan
atfogo6 elmélettel, mind példaul a kozonséges differencidlegyenletek elmélete, mind a
mai napig nem rendelkezik. Emellett elvétve taldlunk csak olyan miveket, amelyek
egy bevezetd egyetemi kurzus alapjat képezhetnék, kivételek talan a Efthimiou [22],
vagy a Small [38] miivek. Ennek legfontosabb oka a teriilet Osszetettsége, az alkal-
mazott médszerek sok esetben jelentds matematikai apparatust igényelnek, 6tvozik az
analizis elemi és haladd moddszereit, a mértékelméletet, funkcionalanalizis, valamint az
absztrakt algebra sok eszkozét. Tagabb értelemben fliggvényegyenletnek tekinthetjiik
a differencial- és integralegyenleteket, rekurziv sorozatokat is, a diszciplina szokdsos
konvencidja azonban ezeket az egyenleteket kizarja a fliggvényegyenletek korébdl. Az
irodalomban taldlhatunk definidlasi és kategorizdlasi kisérleteket (Aczél [5], Kuczma
[31]), ezek azonban tobbnyire nem alkalmasak arra, hogy gyakorlatban hasznosithas-
suk Oket, 1asd Dardczy [21] cikkét. A nehézség egyik oka magdban a fiiggvény fo-
galmdban taldlhat6; mar az als6éves egyetemistdk szdmdra is természetes a fliggvény
halmazelméleti definidldsa, azaz egy f : A — B fliggvény olyan részhalmaza az Ax B
halmaznak, melyre (z,y;) € f és (x,y2) € f esetén y; = yo. A fiiggvényegyenletek
esetén azonban gyakran vigy tekintiink a fiiggvényekre, mint formalis szabalyokra (Igy
taldlkozik a fiiggvény fogalmaval példaul a kozépiskolds is). Ez a fiiggvényfogalom
a szamitogépes felfogdshoz is kozelebb all. A fiiggvényegyenletekkel kapcsolatban

azonban nem tdl sok szdmitégéppel timogatott megoldds, alkalmazas létezik.

A dolgozat elsé részében megvizsgaljuk a jelenlegi szamitégépes alkalmazdsokat,
lehetdségeket, azokat példakkal is illusztrdlva. Ismertetiink egy egyszerii egyenletosz-
talyra alkalmazhatd, dltalunk kifejlesztett algoritmust is.

A fiiggvényegyenletek kezelését, megolddsat bonyolitja, hogy sok esetben az édltaldnos
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megoldasok illetve a valamilyen analitikus feltételnek eleget tevd ,,reguldris” megol-
dasok (mérhetd, folytonos, differencidlhatd, stb.) kozott éridsi kiillonbség van. Erre az
additiv Cauchy egyenlet a legegyszeriibb példa. A dolgozat masodik részében a regu-
laritds elméleti hatterével foglalkozunk. EbbSIl a szempontbdl részletesen vizsgéljuk

tipusd egyenleteket, ahol h, g1, ..., g, ismert fliggvények, f az ismeretlen fiiggvény,
x,y pedig valamilyen (nem feltétleniil azonos) euklideszi térbdl vald, az el6z6 fiiggvé-
nyek értékkészlete szintén valamilyen euklideszi tér nyilt részhalmaza. Ezt a témakort

részletesen targyalja és majdnem teljes elméleti megoldast nyujt Jarai [29].

A dolgozat harmadik fejezete a szimbolikus intervallum aritmetikaval foglalkozik,
mely kifejlesztésével az egyik célunk az, hogy a fiiggvényegyenletek algebrai 4tala-
kitdsa kozben kiszamoljuk a médositott fiiggvények értelmezési tartoményét illetve
értékkészletét. Ezen kiviil a tovdbbiakban ezt a mddszert szeretnénk hasznalni a nehe-
zebb regularitdsi problémdk vizsgdlatdra is. (Itt elsGsorban kompakt halmazok készité-
sére gondolunk.)

A dolgozat negyedik fejezete a regularitds szamitégépes vizsgalataval foglalkozik,
egyrészt a kvazi-linedris egyenletekkel foglalkozunk, illetve a Jacobi-maétrixok rang-
jéra vonatkoz¢ feltétel geometriai interpretdldsaval foglalkozunk. Ebben a fejezetben
szoba keriil még az el6bb emlitett kompakt halmaz készités is. A moédszerek kidolgo-
zasdban a MAPLE (15. verzid) illetve a SAGE (tobb verzid) komputeralgebra rendszert
hasznéltuk. A komputeralgebra rendszerek alkalmazdsa nem jelent erds informatikai
korlatozast, a feladatok dont6 része nem kiillonosebben iddigényes, emellett az ala-
csony szintli szdmitasok algoritmikus kérdései helyett azonnal a matematikai problé-
maval foglalkozhatunk.

Maga Acz€l Janos tobb magyarorszagi egyetemnek volt a kutatdja, valdszinileg ez is
oka annak hogy hazdnkban jelenleg is komoly kutatdsok folynak e fiiggvényegyenle-
tek teriiletén. Ezért 1s taldlhaté az irodalomjegyzékben igen sok magyar vonatkozasu

hivatkozas.



1. A SZAMITOGEPES ALKALMAZASOK ATTEKIN-
TESE

Ebben a fejezetben attekintjiik, milyen megoldasok 1éteznek az irodalomban, illet-
ve emellett milyen egyszeri médon tudjuk a komputeralgebra rendszereket alkalmazni
a fliggvényegyenletek vizsgalata kozben. Ezek nagy része elsGsorban nem algoritmi-
kus megkozelités, inkdbb a rendszerekbe épitett preciz szimbolikus szamitdsi mecha-

nizmusokat haszndljuk, tgy mintha egy nagyon okos kalkulatorral lenne dolgunk.

1.1. Algebrai manipulaciok

Az esetek tobbségében a fiiggvényegyenletek megoldasa kdzben sziikségiink van
valamilyen specidlis helyettesitési értékkel szamolni, vagy 1j valtozok bevezetésére.
Ezek lehetnek természetesen igen trividlisak, de lehetnek triikkkdsebbek is, amikor jol

jon egy kis segitség, kivédendd az elszamoldsokat.

1.1.1. Egy egyszerii egyenlet

Tekintsiik a kovetkezd egyenletet:

11—z

f($)+f< ! ):x, (1.1)

ahol x € R és x # 0,1. MAPLE -ben a szdmolds nagyon egyszerd, mint ahogy
az alabbi kodrészletben latni fogjuk. Nyilvdnvalé azonban, hogy itt ténylegesen csak
okos kalkuldtorként hasznaljuk a programot, a 1€pések természetesen a mi dontésiink-

tol fiiggenek. A kovetkezd rovid kédrészletben ezt a szamoldst mutatjuk meg:
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Az f(x)+ f ( ) = z egyenlet megoldésa

(ﬂ)+f<1iw)

cql - (

>eql

>eq2 := 51mp11fy(subs =12 eql));
1+ 1
2: =-
oo 1(5) < ) ==
>eq3 := 51mp11fy(subs( = \dfrac{( 1+x) }{x}, eql));

eq3 (

>simplify (eql-eg2+eqg3);

2 —x+1
2f@) =T

) —1%—x

Ezt az egyszerl egyenletet a tovdbbiakban mds mddszerrel is megvizsgaljuk.

1.1.2. A 2,2 additivitasi egyenlet

A kovetkezd egyenlet az informaciéelméletbdl eredeztethetd, az entrépia karak-
terizdldsaban van fontos szerepe. A példa Jarai [29]-bSl szdrmazik, ott azonban tobb

sajtéhiba szerepel a megolddsban.

flay) + fx(1 = y) + F(A = 2)y) + F(A = 2)(1 —y)) =

(1.2)
fl@)+ fl—2)+ f(y),

ahol 0 < x,y < 1. A célunk az, hogy olyan alakra hozzuk az egyenletet, hogy a ko-
vetkez$ fejezetben targyalt regularitdsi tételek alkalmazhatdak legyenek. Ehhez most

at = xy helyettesitésre van sziikségiink, majd ki kell fejezniink f(¢)-t.

A 2,2 additivitdsi egyenlet I

>eql = f(x*y)+f(x*(1-y))+£((1-x)*y)+£ ((1-x)*(1-y))
= f(x)+£(1-x)+E£(y)+E£(1-y)
>eq2 := f(t) = solve(subs(x = t/y, algsubs(x*y = t, eql)), f(t))
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Eredményiil az
o= () +f(1-2) 4w
T\ y Y

0o (21 ((-9) - (-2

7z 2

egyenletet kapjuk. A kés6bb ismertetend6 regularitdsi tételek segitségével belathato,
hogy ha az f fiiggvény mérhetd, dgy C'™° is.

Szokdsos megoldasi mddszer az, hogy differencidlhaté fiiggvény esetén annak vala-
mely kifejezését egymdsutani derivdldsokkal megprébaljuk ,.eltiintetni”. Mindkét val-

toz6 szerint differencidlva az eredeti egyenletet az eredmény a kovetkezd formé;ju:

zy - f (wy) + f (2y) —x (1 —y)- M (x(1—=y) = f(x(1-y))
—xy(L—y) - f"y(1—y)—f (1 —y)
+(1=2)(1-y)- f(A-2)A-y) = f(1-2)(1—-y).

Jarai [29]-ben ezt az egyenletet részletesen megvizsgalta és megoldotta MAPLE -ben;
itt csak arra szeretnénk ramutatni, hogy a fenti egyenletben lathaté mintat a jelenlegi
szimbolikus rendszerek segitségével nem tudjuk kozvetleniil kezelni. A benne lathatd
g(t) = f'(t) + tf"(t) hdromszor is eléfordulé mintdzatot egyszerd helyettesitések-
kel nem lehet dtalakitani. Példdul MAPLE -ben a hdttérben, az f”(zy) részkifejezés

taroldsa a kovetkezOképp torténik:

FUNCTION (3)
FUNCTION (3)
FUNCTION (3)
NAME (4) : ‘@@ #[protected, _syslib]
EXPSEQ (3)
NAME (4) : D #[protected, _syslib]
INTPOS (2): 2
EXPSEQ (2)
NAME (4) : £
EXPSEQ (2)
PROD (5)
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NAME (4) : x
INTPOS (2) : 1
NAME (4) : vy
INTPOS (2): 1

(Ehhez a dismantle) fiiggvényt hasznéltuk.) Az ilyen adatszerkezetek rendszeren be-
liili kezelése - ha megoldhato is - tdl specidlis és az adott programcsomaghoz kotddik,

konnyebb, ha konvertaljuk sztringgé és azon végezziik az atalakitdsokat. A késébbiek

sordn ezt az utat vélasztottuk példaul a belso fliggvények kezelésére.

1.2. Differencialegyenletek megoldasa

A fiiggvényegyenletek megolddsanak igen hatékony médszere az, hogy atalakitjuk
differencidlegyenletté, majd az igy keletkez$ egyenleteket oldjuk meg. A komputeral-
gebra rendszerek koziil taldin a MAPLE a ,,legfelkésziiltebb”, mind szimbolikus mind

numerikus differencidlegyenlet megoldasban.

1.2.1. Az additiv Cauchy egyenlet

Ha az egyenletben az ismeretlen f fliggvény egyszer differencidlhaté akkor az is-
mert médon differencidlva az egyenletet y szerint, majd az y = 0 helyettesitést végre-

hajtva meg tudjuk oldani a kapott differencidlegyenletet. Az eljards SAGE -ben:

f = function('£f’)
y =var('y’)
eql = f(xt+ty)==f(x)+f(y); print eqgl

eg2=diff (eql,y); print eqg2
eg3 = eqg2.subs(y=0); print eqg3

f(x) = desolve(eq3, f(x),y); f(x)
f(x +y) == £(x) + £(y)
D[O] (f) (x + y) == D[O] (f) (y)
D[O] (f) (x) == D[O] (£) (0)

x+xD[0] (£) (0) + c
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Megjegyezziik, hogy meglep6 mddon ezt ilyen egyszerien MAPLE -ben nem tudjuk
megoldani. Ennek oka az, hogy a SAGE fiiggvényfelfogésa éll kozelebb a matematikai
gondolkoddshoz. Amennyiben az egyenletben az ismeretlen f fiiggvény kétszer dif-
ferencidlhatd, akkor az ismert médon egymadsutdn differencidlva az egyenletet a két
valtozo szerint, majd az y = 0 helyettesitést végrehajtva meg tudjuk oldani a kapott
differencidlegyenletet. Ez mar MAPLE -ben is konny(, de tovdbbra is sziikségiink van

egy fiiggvénnyé konvertdlé unapply utasitasra.

> eq := f(xty) = £(x)+f(y);
fx +y) ==1f(x) + £(y)
> dl := diff(eq, x);
d
D(f) (x + y) = —— £(x)
dx
> d2 := diff(dl, vy);
@e(p, 2)(f) (x +y) =0
> d3 := subs(y = 0, d2);
@e (b, 2)(f) (x) =0
> sol := dsolve(d3, f(x));
f(x) = _Cl x + _C2
> f := unapply(rhs(sol), x);

x => _Cl x + _C2

> solve(eq, _C2);

1.2.2. Az informaciéelmélet alapegyenlete

Tekintsiik az

rora-of () =rwra-ns () ad

1—=x

egyenletet ahol 0 < x,y,x +y < 1. A Jarai [29]-ben irt manudlis megoldas 1épésrdl
1épésre megvaldsithatd MAPLE -ben, rdadasul latszik, mennyivel egyszeriibb a regula-

ritasi tétel segitségével levezetett differencidlegyenlet kezelése.
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> eq 1= £(x)+(1-x)*f£(y/(1-x)) = £(y)+(1l-y)+£(x/(1-y));
cqi=f @) +(1-0)f (%) =f @+ -0 ()
> eq2 := diff(eq, x, Vy);

eq2i= (D) () (5 )y (1 —2)* = (D) (1) (75 ) 2 (1 = 9)

> sl := g(t) = tx(D(D(f))) (t);
> eg3 := g(y/(1-x)
y
> sol := solve

sol =z =2 =
T = Tw—1 YT w1

> assign(sol);

> eg4 := simplify (subs(sol, eg3));
uw)(uv—1 v)(uv—1
eqd = g( ¥_1 ) ::g(lg+u )
> eq5 := egdxdenom(lhs (egd)) xdenom(rhs (eqd) )/ (uxv-1);
eg5 = (~1+u)g(u) = (v—1)g(v)
> eqgb := g(t) = c/(1-t);
eqb =g (t) = 15
> de := subs(egb, sl);

% =1 (DP) () (t)
> dsol:=dsolve(de, f£(t));

dsol == f(t)=ctln(t)+cln(—-1+1t)—cln(-14+t)t—c+_Ci1t+_C2
> collect (dsol, {c, 1ln});

F@) =) —1+1—=t)In(=1+8)c+_Clt+_C2

A differencidlegyenlet megoldés 2-3 masodpercet vesz igénybe, az utolsénak alkalma-
zott collect parancs arra szolgal, hogy olvashatobb formara alakitsuk a megoldaést.

Hasonl6an tudjuk kezelni az informdacidelmélet dltalanositott alapegyenletét:

(e y (e x
folz)+ (1 —2)" fi =Ly+A-y) " fol—). (1.4)
Itt fo, f1, f2, f3 : ]0,1] — R az ismeretlenek, & € R tetszSleges konstans, tovdbba
0 <z 4y < 1. A kétszeri derivdldssal ,,megszabadulhatunk™ az f, f3 fliggvényektol.
Atfl'(t)+(1—a)f'(t),i = 1,2 mintét itt is manudlisan kell behelyettesiteniink, innen
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ugyanugy folytathatjuk, mint az (1.3) esetén.

1.2.3. Linearis fiiggvényegyenlet megoldasa szamitogéppel

Legyen fiiggvényegyenletiink valds, kétvéltozds, linearis, azaz

ho(z,y) fo(go(x,y)) + - + hal2,y) fulgn(z, ) = F(2,9) (1.5)

alakd, ahol go, . .., gn, ho, . . ., hy, és I ismert valés értéki fiiggvények az 2 C R? hal-
mazon, az f, ..., f, fliggvények pedig ismeretlenek. A 1 fejezetben ismertetett regu-
laritasi tételekbdl kovetkezik az, hogy ha az ismert fiiggvények k-ad rendben differen-
cidlhaték (1 = k < o0), akkor az ismeretlen fiiggvények mérhetGségébdl kovetkezik
ugyanilyen rendd differencidlhatésaguk. Ezen tipusu fiiggvényegyenletek megolddsa-
ra Pales [37]-ben fejlesztett ki egy mddszert, mellyel beldthatd, hogy ha az ismeret-
len fiiggvények analitikusak, akkor az ismeretlen fiiggvény mérhet6ségébdl kovetkezik
azok analitikussdga. Erre a médszerre alapozva kidolgozott, egy algoritmust, mellyel
1épésenként egy kivételével egy differencidloperator segitségével kilithetdk az ismeret-
len fiiggvények, a megmaraddra pedig egy differencidl-fiiggvényegyenletet kapunk.

Legyen C*({2) az (2 halmazon értelmezett k-szor folytonosan derivalhat6 valds értéki

fiiggvények halmaza. Legyen tovabba D*(2) a

0,420
itj<=k
alaku parcialis differencidloperatorok halmaza, ahol «;; € C(§2). Azt mondjuk, hogy
aDi,...,D, € D¥(§2) differencidloperatorok fiiggetlenek, ha

i ai(z,y)D;y =0
i=1

pontosan akkor teljesiil, ha az a;-k azonosan nulldk az (2 halmazon. (Példa: fiiggetlen

rendszerre a standard {id, 0,, ..., 95", 9,,0, "'} halmaz). Ha uy, . .., u, a £2-n értel-

mezett R™-beli értéki folytonos fiiggvények, akkor azt mondjuk, hogy ezen fiiggvény-

rendszer rangja r, ha létezik olyan vy, ..., v, részrendszere, hogy valamely 2* C (?
stiri részhalmaz minden (z,y) pontjdban a (vi(z,y),...,v.(z,y)) matrix rangja r.
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Nyilvanval6, hogy nem minden R"*-beli értéki fiiggvényrendszernek van rangja, azon-
ban ha a fiiggvények analitikusak, és (2 0sszefiiggd nyilt halmaz, akkor a rang 1éte-

zik. Ennek bizonyitdsa Péles [37]-ben taldlhaté. Ha adott differencidloperatorok egy

Dy, ..., D, rendszere D*(§2)-bol, akkor a ldncszabaly alkalmazasaval
k .
Dy (hi (,9) fi (9: (2,9))) = Y hiy (.9) 17 (91 (2.9)) (2.9) € 2,
=0

ahol0 <7 < n,0 < j <k, 1 <1 < m. Definidljuk most a kovetkez6 matrixokat:

hij = (hij,...,hi)", i=0,1,...,n, j =0,1,.. k;
Hi:(hi0;~--ahik)7 ’L:O,]_,TL,
H=(H,... H,);

H* = (Ho, Hy, ..., H,) .

A fenti jelolések segitségével kimondhat6 az aldbbi tétel:

1.2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy { D1, ..., Dy} fiiggetlen operdtorok és a H mdtrixnak,

azaz a

{h10y -+ s hagy -y Ppos oo Bk (1.6)

rendszernek a rangja létezik és legfeljebb m — 1. Ekkor létezik egy nem azonosan zérus

D € D¥($2) operdtor; hogy
D [h; (x,y) fi (g; (x,y))] =0, (r,y) € 2 i=1,...,n. (1.7)

Ha még H*-nak is van rangja és az nagyobb H rangjdndl, akkor létezik olyan D €
D*(£2), hogy (1.7) teljesiil, de az (1.5) baloldaldn elsé tagjdra

D [ho (20, y0) fo (90 (z0,%0))] # O

valamilyen fo € C*(02) és (xg,y0) € §2 esetén.

Havy = (V1,5 0m) %, 0 = (Up1, .., Upm) T generdtorrendszere az (1.6)-nek,

10



1.1.3.Sorfejtések

akkor a D operdtor a kovetkezd formdban irhato:
Ull(‘ra y) T U(m—l)l(xv y) D,
D = det : : o
Ulm($7 y) s U(m—l)m<$’ y) Dy,

ahol a v;j,r <1i < m,1 < j < m egyiitthatok tetszdlegesen vdlasztatok.

A bizonyitast 14sd Pales [37]. A tétel alapjan a kovetkezd algoritmus épithet6 fel:

(A) Input adatok: n, hg, ..., hn, go, - -5 Gn, Fs

B) k + 0

C) k+—k+1;

D) m m(m+1)/2,D = {id,d,,...,057",0,,..., 05 '}
(E) A Hy, Hy, ..., H, matrixok meghatdrozésa;

(F) H és H* rangjdnak meghatdrozasa;

(G) Ham — 1 < rank(H), akkor (C);

(H) Harank(H) = rank(H*), akkor (C);

(I) D meghatarozasa;

(J) Differencidl-fiiggvényegyenlet feldllitasa fj-ra.

Az eljarast Hazy Attila fejlesztette tovdbb Héazy [25]-ban, amelyben az eredményiil ka-

pott k-ad rendd linedris differencidl-fiiggvényegyenletet 1épésenként kozonséges dif-

ferencidlegyenletté alakitja.

1.3. Sorfejtések

1.3.1. Az additiv Cauchy egyenlet

Ha feltételezziik, hogy az f ismeretlen fiiggvény analitikus, akkor az origd koriili

sorfejtéssel meg tudjuk oldani az egyenletet.

11
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>eq0 := f(x+ty) = f(x)+f(y):

>eql := subs(y = x, eq0):

>pl := convert (taylor(lhs(eql), x), polynom):
>p2 := convert (taylor(rhs(egl), x), polynom):
>P := pl-p2:

P = —f(0) + DI(f)(0) x2® + DO(f)(0) 2 + £+ DD (f)(0) 2 + L » DO(£)(0) 27

Innen leolvashat6é a megoldés: az els6foku egyiitthaté tetszdleges lehet, mivel kiesik a

kivondssal, viszont az egyenldség miatt az 9sszes tobbinek zérusnak kell lennie, tehat

f(z) = cx.

1.3.2. Kozepek invarianciaegyenlete

A kozepek és a fliggvényegyenletek kapcsolatdnak a referencidban felsoroltakon
kiviil is igen szertedgaz6 irodalma van. Itt csak a Bajak, Pales szerz6paros Bajak and
Péles [7, 8, 9] cikkeit emlitjiik meg, melyben a MAPLE komputeralgebra rendszert
haszndljdk Taylor-sorfejtés végrehajtasara. Kozépen egy olyan M : R — R, fiigg-

vényt értiink, melyre z,y € R, esetén
min{z, y} = M(z,y) = max{z, y}

teljesiil. Ha az el6z6 formuldban csak x = y esetén all fenn egyenlség, igy a ko-
zepet szigorunak nevezziik. Az M kozép homogén, ha M (\x, \y) = AM (z,y). Ha

7z

x1,y1 € R adott kezd6értékek, akkor az
Tpy1 = M(an, yn): Yn+1 = N(l’n, yn)a ahol (n € N)

iteraciot Gauss-iteracionak nevezziik, ez a jol ismert aritmetikai — geometria ko-
z€p iterédcio dltalanositdsa. Ismert, hogy Osszehasonlithato, szigord kozepek esetében
a fenti két sorozat minden kezd6értékre kozos hatarértékhez konvergal, [1asd Borwein
és Borwein 14]. A kapott hatarérték egy kozepet definidl, ez a két kozép K = M @ N
Gauss kompozicidja. Az igy definidlt kozép a kovetkez$ invariancia egyenlettel ka-
rakterizalhato:

K(M(%,y),N(SE,y)) :K(;E,’y) x?]JGRJr'

12



1.1.4.Altaldnos megoldé

A fent emlitett cikkek azt az esetet vizsgaljak, amikor a fenti egyenletben a kdzepek
Gini- illetve Stolarsky-kozepek. A megolddsok er6sen tdimaszkodnak a homogenitésra,
illetve a Gini-kozepek esetén azok szimmetrikus voltidra. A szdmitégép segitsége 1¢-
nyegében Taylor-egyiitthatok kiszamitdsit és bizonyos algebrai manipuldcidkat jelent.
A szamitdst tartalmazo viszonylag hosszabb MAPLE -kdd a mellékletben talalhato: ();
a szamitasok az eredeti cikkbdl vannak. A pdratlan renddi Taylor-sorfejtés eredménye
z€rus, a kéd péros rendlieket szdmolja 2 €s 12 rend kozott. A szamolds eredménye egy
hatvaltozés 11-ed foku polinomidlis egyenletrendszer lenne, ennek megolddsa nem tul
sok reménnyel kecsegtet. Az sbl := a = w + v + /7 + s; alakd helyettesitésekkel
egy valtozo kikiiszobolhets. A cikk a Taylor-sorok kiszamitdsa utdn rezultdns szami-
tasaval keresi meg a megoldast. Az itt kozolt kddban kiszamoltuk a Taylor-polinomok

Grobner-bazisat, ami némileg lerdviditi az egyenletrendszer megoldésat.

1.4. Altalanos megoldé

A mai komputeralgebra rendszerek az egyenletek rendkiviil széles skéldjat képe-
sek megoldani: a polinomidlis-, transzcendens-, differencial-, diofantikus egyenleteket,
kongruencidkat, rekurziv osszefliggéseket. Ezek mogott jol kidolgozott elméleti és al-
goritmikus metédusok dllnak, a fliggvényegyenletekre ez azonban tavolrél sem mond-
hat6 el, nincs is olyan programcsomag, ami fiiggvényegyenleteket tudna megoldani.
Ennek tobb oka is van. Nincs egységes metodoldgia a fiiggvényegyenletek megolda-
sdra, az alkalmazott médszerek jelent8s része heurisztikus. A problémakor igen nehéz,
a megoldasok er6sen fiiggenek a konkrét egyenlet értelmezési tartomanyatdl, emel-
lett a diszciplina sem igazadn ismert mads teriiletek kutatéi szaméra. A szakirodalomban
egyetlen olyan kisérletet ismeriink, amely megprébalt ezzel a problémakorrel dtfogéan
foglalkozni. El8szor ezt ismertetjiik, majd vdzolunk néhdny mds lehetséges megkoze-

litést megolddprogram(ok) felépitéséhez.

1.4.1. Castillo és Iglesias programcsomagja

Castillo és Iglesias 1995-ben a ,,Mathematics with Vision: Proceedings of the First

International Mathematica Symposium” konferencian mutattdk be, késébb cikk for-

madjaban is ismertették egy a MATHEMATICA komputeralgebra rendszerben irott prog-

13
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ramcsomagjukat, 1lasd [4, 17]. A célkitlizésiik igen ambicidzus, a kovetkez8képp fog-

lalhat6 Ossze:

e kidolgozni egy adatbdzist, mely tartalmazza a fliggvényegyenleteket, kiillonb6z6

tartomdnyokat €s a hozzdjuk tartalmazé megoldast;
e olyan rendszert kidolgozni, amely hatékonyan hasznélja ezt az adatbdzis;
e néhany algoritmust implementélni fiiggvényegyenletek megoldasara.

Ez a kisérlet ma mar csak torténelmi érdekességli, a MATHEMATICA internetes archi-
vumaéaban lelhet6 fel némi informécid réla, a rendszerbe valé integrdldsa nem tortént
meg. A kitlizott célok csak részben valdsultak meg, a forrdskéd elemzése alapjan azt

mondhatjuk, az ,,adatbazis” és az ,,algoritmusok’ fixen be vannak égetve a kodba.

1.4.2. Megjegyzés

Nagy biztonsdggal mondhatjuk, hogy a fiiggvényegyenletekre univerzélis megol-
dé6 algoritmus nem létezik. Felsorolunk néhany okot, mely szerintiink ezt lehetetlenné

teszi.

2299

e Gyakran igen ,egyszerl” és ,,sz€p” fiiggvényegyenletek ,,vad” fiiggvények is
lehetnek a megoldasai, ilyen példaul a kovetkezd fejezetben targyalt altaldnos

megolddsa a Cauchy additiv egyenletnek.

e Gyakran ugy oldunk meg egyenleteket, hogy egy egyenletrdl beldtjuk, ekviva-
lens a masikkal (azaz ugyanazok a fiiggvények a megoldésaik), az ekvivalen-
cia bizonyitdsa azonban gyakran ugyanolyan bonyolult, mint a megoldas. P¢él-

da ekvivalens fiiggvényegyenletekre: a Cauchy additiv egyenlet ekvivalens az
flx+y+uzy) = f(x) + f(x) + f(xy) egyenlettel.

e A megolddsokat mindig ellenSrizniink kell, mivel nincs til sok eszkoziink kizaro
kritérium feldllitdsara. Példaképpen a 2f(z+y) +6y> = f(x+2y) +23 Ve, y €
R egyenletbe y = 0-t helyettesitve kapjuk, hogy f(z) = x*, de kdnnyen meg-
gy6z6dhetiink réla, hogy ez nem elégiti ki az eredeti egyenletet.

14



1.1.4.Altaldnos megoldé

e Gyakran a megoldés tetszleges konstansok vagy tetszéleges fiiggvények beve-
zetését igényli. Ha tekintjilkk példaul az f(z, f(y,2)) = f(f(z,y), z) asszociati-
vitdsi egyenletet, ennek 4ltaldnos megolddsa f(z,y) = g~ '(g(z) + g(y)), ahol g
tetsz6leges invertdlhato fliggvény.

Bizonyos teriileteket azonban természetesen erdteljesen lehet tdmogatni szadmito-

gépes megoldasokkal.

1.5. Megoldas helyettesitések véges csoportjaval

Térjiink vissza a 1.1 egyenletre. Ebben az f ismeretlen fiiggvényt a kovetkezd belsd

fliggvényeken hajtjuk végre:

golz) =2, gi(z) =
és x € Rés x # 0,1. Kénnyen ellendrizhetS, hogy ¢i(z) = (g1 © g1)(z) = £+ és
gi(x) = go(x) = . Vagyis az gy, g1, g° fiiggvények a kompozicié miiveletére csopor-
tot alkotnak, itt gy az egységelem. A példa megolddsaban rendre az x-et helyettesitettiik
ag1(x), g3 (x) kifejezésekkel, majd a keletkezd egyenletrendszert f(x)-re megoldottuk.
A problémat dltalanosabban is megfogalmazhatjuk: haa G = {g1(¢), g2(t), ..., gn(t)}

leképezések a kompozicié miiveletére csoportot alkotnak, akkor a

n

S it fgi(#) = h(t)

=1

fliggvényegyenlet, ahol a; és b ismert fiiggvények konnyen megoldhatd, ha ¢ helyére
rendre behelyettesitjiik g;(¢)-t, majd a keletkezd linedris egyenletrendszert megoldjuk.

Az ezen tipusd, vagy éltalanosabban, az

F(foq(t),...,fogu(t),t) = h(t)

alakd egyenletek megoldhatdsdagét részletesen targyalja Besssenyei szerzGtarsaival a
[10, 11, 12, 13] cikkekben. Mi itt most azt vizsgdljuk meg, hogyan lehet a fenti tipusu

egyenleteket komputeralgebra rendszerek segitségével megoldani.

15



1.FEJEZET

1.5.1. A probléma megfogalmazasa

Tekintsiik a
F(fogi(x),..., fog(r)) = h(z)

fliggvényegyenletet, ahol a gy, . . ., gi bels fiiggvények véges csoportot alkotnak illet-
ve generdlnak a fliggvénykompozicié miiveletével. [’ és h ismertek, minden fliggvény
a H C R halmazt képezi R-be. Feltételezve F’ linearitasat, egyenletiink a kovetkezd

alaku lesz

ar(x) - f((g1(@)) + ...+ olx) - fg(k(2))) = h(z) (k € N). (1.8)

Ezen tipusu fiiggvényegyenletekkel mar Babagge is foglalkozott munkdiban. Kénnyen
kezelhetdsége miatt nagy népszertiségnek orvend a matematika versenyeken is, a Brods-
kii and Slipenko [15], Small [38] konyvek egy-egy fejezetet szenteltek ennek a téma-
kornek. Az itt kifejtett modszerben a linedris egyenletekre korldtoz6dds nem jelent
erds megszoritast, a kiilonbség két ponton jelentkezik. El6szor is a fliggvényegyenletet
megoldhatdsagi feltételek més a nemlinedris esetben. Ennek kovetkeztében az egyen-
letrendszer feldllitdsa nem lesz olyan egyszer(, az eddig targyalt esetben. Masrészt,
mivel ekkor nemlinedris egyenletrendszert kapunk, annak megolddsa més technikakat

igényel.

1.5.2. A hattér

A tovéabbiakban tekintsiik az (1.8) egyenletet, ahol f az ismeretlen fiiggvény,
g1, 9k, hésaq, ... ap

az ismert fiiggvények, melyek R valamely részhalmazat R-be képezik. Tegyiik fel to-
vabba fel, hogy a g; fiiggvények csoportot alkotnak a fiiggvénykompozicié miveleté-
vel. Tekintsiik 4t el6szor a manudlis megoldds menetét ebben az dltaldnosabb forma-

ban.
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1.1.4.Altaldnos megoldé

1.5.2.1. A manualis megoldas

Legyen G = {g1,...,9n} abelsd fiiggvények csoportja. Készitsiik el az egyenlet
kompozicidjit az Osszes csoportelemmel! Ekkor a kovetkezd egyenletrendszert kap-
juk:

ar-fogrogi+...an-fogrogi=hog, (1.9)

ahol 1 < ¢ < n. Természetesen, ha k < n, azaz a csoport elemszdma nagyobb, mint a
szerepl§ belss fiiggvények szdma, akkor minden k < ¢ < n esetén «; = 0.

(G, o) csoport, ezért minden 1 < ¢,j < n esetén van olyan [, hogy ¢; o g; = g, te-
hat a fenti rendszer j6l definidlt. A fenti behelyettesitésekkel tehét kaptuk egy linedris
egyenletrendszert, melyben az ismeretlenek az f o g; fliggvénykompoziciok.

Az eldz6ekben kifejtett Iépések 1ényegében egy algoritmust vazolnak ezen tipusu fiigg-
vényegyenletek megolddsara. Ezért természetesen adédik komputeres mddszer alkal-
mazdsa a megolddsra. A kapott linedris egyenletrendszer a komputeralgebra rendsze-
rek mindegyikében jol kezelhetd, mind a linedris egyenletek megolddsdra, mind a
matrix- és determindns miveletek tdmogatasdra hatékony €s magas szintli algoritmu-
sok allnak rendelkezésre.

A kovetkezokben éttekintiink néhdny csoportelméleti fogalmat, melyekre sziikségiink

van az algoritmus kidolgozaséhoz.

1.5.2.2. Egy Kkis csoportelmélet

Legyen N,, = {1,2,...,n} az els6 n pozitiv egész szim halmaza. Legyen tovabba
H C Rés G = {g; : i € N,,} fiiggvények egy véges halmaza, melyek H-t R-be
képezik. tegyiik fel, hogy a g; fliggvények csoportot alkotnak a fliggvénykompoziciora.
Jelolje G(H) = (G, o)-vel ezt a csoportot. Az N,, halmazon definidljuk a * miveletet
a kovetkez6képp:

i * j = k pontosan akkor, ha g; o g; = gi.

Ekkor (N,,, ) egy véges permutdciécsoport, mely izomorf G(H )-vel. Ez egy hii repre-
zentacidja G(H)-nek, a fenti mtiveleti szabaly definidlja a permutdcidcsoport hatasat a
fliggvényhalmazon. Jelolje o; a permutédcidcsoport azon elemét, mely a *¢ hatdsa a G

halmazon, legyen tovébba m; = o; '
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Ebbdl a definiciobol kovetkezik, hogy az (1.9) egyenletrendszer egyenletei nem mdsok,
mint a 7;-k hatdsanak eredményei az eredeti (1.8) egyenleten. Igy a csoport elemeit
ismerve az egyenletrendszer el6allitdsahoz nincsen sziikség a kompozicidk végrehaj-
tasdra, elegendd a permutaciokat végrehajtani.

Természetesen meriil fel a kérdést, az (1.9) egyenlet milyen feltételek teljesiilése mel-

lett oldhat6 meg? Erre a kérdésre a vdlasz a kovetkezd tétel:

1.5.1. Tétel. Legyen H C R egy nem iires halmaz, o, ..., o, é€s g1, ..., g, pedig H-t
R-be képezo fiiggvények és a g;-k csoportot alkotnak a fiiggvénykompoziciora. Tegyiik
fel, hogy a
O‘m(” °gr - Qr (n> °n
D— ) ) .

Qi (n) ©Gn -+ COn (n) O gn

determindns nem tiinik el H-n. Ekkor egyértelmiien létezik olyan f : H — R fiiggvény,
amelyik megolddsa az (1.8) fiiggvényegyenleteknek.

A tétel bizonyitdsa megtaldlhaté Bessenyei and Kézi [12] cikkében. A [10, 11,
13] cikkekben taldlhatunk tovabbi eredményeket a nemlinedris eset megoldhatdsdgara,

£~

ezek valamilyen analitikus ,,regularitas” (differencidlhat6sag, folytonosan differencial-
hatdsag, stb.) meglétét tételezik fel a fiiggvényekre, valamint intenziven haszndljak a

kombinatorikus csoportelmélet eszkoztarat.

1.5.3. A szamitogépes megoldas

Az implementicié a SAGE komputeralgebra rendszerben késziilt. Mindegyik alkal-
mazott rendszerrdl elmondhatjuk, hogy a csoportok kezelésé vagy permutdcidcsopor-
tok segitségével, vagy matrixcsoportokkal torténik. Az a kérdés azonban megoldatlan,
hogyan épitiink fel egy halmazbdl és az elemei kozt értelmezett miiveletbdl egy cso-

portot.

1.5.3.1. Az implementacio 1épései

A komputeralgebra rendszerek fiiggvény kezelése nem teljesen azonos a matemati-

kai fiiggvényfogalommal, mivel a matematikai fogalommal szemben inkdbb a szabdly
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alapu megkozelitést hasznaljak. Emellett tobbféle megaddsi mod is a rendelkezésiinkre
all. A SAGE -ben a kovetkezdk a lehetdségek:

e A def kulcsszdval definidlt fiiggvények. Ez a programozasi nyelvekbdl jol is-
mert dltalanos fiiggvény- illetve procedira definidlasi médszer. Fontos kiilonb-
ség azonban az, hogy az igy definidlt fliggvénnyel most tudunk szimbolikus ki-

fejezéseket is kezelni.

e A lambda fiiggvények. Ezeket tobbnyire rovid, in-line definiciokra hasznaljuk,
gyakran nevet sem adunk nekik. A technikat a funkciondlis nyelvekbdl kolcso-

nozték, alapja pedig — amint a nevébdl is latszik — a lambda kalkulus.

e Definialt fiiggvények A SAGE -ben a function szdval a valtozot deklardlnunk
kell. Ez a megadasi médszer nem igényel kddolast, tobbnyire igy lehet értékadas

segitségével a beépitett matematikai fiiggvényeket mas néven eltarolni.

Céljainknak a harmadik mdédszer felel meg leginkdbb, mivel viszonylag konnyen ke-
zelhetdvé teszi a szimbolikus fliggvényeket. Megjegyezziik, hogy a fiiggvényegyenlet
el6feldolgozdsa sordn — ezen a belsd fiiggvény kinyerését értjiilk — az egyenletet egy-
szerl szoveggé konvertdlt formédban hasznaljuk.

A realizéci6 a kovetkezd 1épésekbdl 4ll:
1. Technikai el6készités, vagyis a belsd fiiggvények kinyerése az egyenletbdl.

2. A csoport megkonstrudldsa és/vagy annak ellen6rzése, hogy a belsd fiiggvények

csoportot alkotnak-e.
3. A létrehozott csoporttal izomorf permutéacidcsoport 1étrehozésa.
4. Az egyenletrendszer megkonstrudlasa.

5. Az egyenletrendszer megoldasa.

1.5.4. A csoport létrehozasa

Az a feladatunk, hogy a megadott ¢, ..., g, fliggvényekrdl eldontsiik, csoportot
alkotnak-e, vagy ujabb elemekkel ki kell egésziteniink. Megjegyezziik, hogy ez a két
kérdés 1ényegében ugyanaz: mindenképpen képezni kell az elemek szorzatit, majd
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1.FEJEZET

keresni az alaphalmazban. Igy azt az utat valasztjuk, hogy a megadott elemekbdl fel-
épitjiik a csoportot. A naiv modszer azonnal adodik: képezziik a halmaz Osszes parjat,
szorozzuk 6ssze Oket, majd keressiik meg a halmazban. Ez azonban nem elég okos
megoldas, rdadasul mar viszonylag kis k-k esetén is koltséges, k? szorzast és k? kere-
sést igényel. Ehelyett a Dimino-algoritmust hasznaljuk, ami a naiv médszer nyilvan-

valé javitdsa, felhaszndljuk kozben az elemi csoportelméleti ismereteket.

Egyszerti Dimino Algoritmus Nyilvanvald, hogy a csoportnak kell egységelemet
tartalmaznia, ezért legelsd 1épésként ezt mindenképpen belerakjuk a a csoportba. A
kovetkezd 1épésben a legelsd nem redundans generdtor elem 4ltal generdlt ciklikus
részcsoporttal bovitjiik a késziilé csoportot. Ezek utan indukciéval haladunk, minden
1épésben a kdvetkezd nem-redundans generdator dltal képezhetd mellékosztalyokkal bo-
vitlink, ez jelentss keresési id6t fog megtakaritani. Egy kicsit részletesebben leirjuk ezt
az induktiv 1épést:

Legyen S = {s1, s9,..., Sk} a generatorok halmaza. Az S halmaz részhalmazaira ve-
zessik be a Sp = 0 és 1 < i < kesetén S; = {s1,59,...,s;} jeloléseket. Legyen
tovabba H; = (S;) az S; dltal generalt részcsoport. Az algoritmus elGszor 1étrehozza
a Hy = {e} trividlis részcsoportot, ahol e az egységelem. Feltéve, hogy s; nem az
egységelem, generilja a H, = {e,s1,s2,...,s}" '} részcsoportot, ahol n; az s, elem
rendje. Az elsé induktiv Iépésben bovitjiik a csoportot a H; - so mellékosztallyal, azaz
az {e,51,5%,...,5,518,5252,...,5" ‘s, } halmazzal.(Itt feltettiik, hogy s, ¢ H,.)
Ezutan megkeresi a tovabbi mellékosztaly-reprezentdnsokat, amik a g - s elemek, ahol
g € Hy - s9és s € 95, majd a megfelel6 mellékosztalyokat is hozzaadja az eddig elké-
sziilt halmazhoz. Majd ezt folytatja az S még hatralévé elemeivel.

Az algoritmus SAGE kodjat adjuk meg a (Dimino Algoritmus) programlistiban. Az
algoritmust l1dsd példaul Butler [ 16]-ben.

s

A legjobb futdsi idot akkor érjiik el, amikor két 1épésben kell a csoportbdvitést el-
végezni, ekkor 1.5 - k — 2 szorzdsra és k keresésre van sziikség.
Ezt az algoritmust lehet javitani, ha minden egyes lépésben ellendrizziik, hogy a 1étre-
hozott H részcsoport normdlis részcsoport-e ( H, s) részcsoportban, ahol s a kovetkezd
nem-redunddns generdtor elem. A normalitds ellendrzése ugy torténik, hogy minden

h € H-ra megnézziik, hogy s 'hs € H teljesiil-e.
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1.1.4.Altaldnos megoldé

A permutacidcsoport elkészitése A kovetkezd 1€pésben a kapott csoportot kell per-
mutaciokka ,.konvertalni”. Ezt két egyszer( 1€pésben tessziik meg, némi reprezentacio-
elmélet felhaszndlasaval. Az eljaras ismertetése eltt 6sszefoglaljuk a reprezentacioel-
méletbdl sziikséges tudnivaldkat.

Legyen G egy véges csoport, g € GG egy eleme. A g egy n-dimenziés matrixrepre-
zentaciéjan egy M (g) linedris transzformdaciot értiink, mely egy n-dimenzids V" vek-
toreret onmagaba képez. Nyilvanvald, ha rogzitiink egy bazist VV"-ben, akkor ismerjiik
a reprezentacié matrixat. A regularis reprezentacié fogalma szoros kapcsolatban all
a g elemnek a csoporton valé hatdséval: ebben az esetben a vektortér dimenzidja meg-
egyezik a csoport rendjével.

Legyene;,i = 1,...,negy ortonormalt bazis V'"-ben. Ekkor a reguldris reprezentaciot

a kovetkez6képp tudjuk megadni:

c|
M(gr)e; =Y 6(gng;, gi)es
=1

ahol

5(grs, 91) = 1 if grg; = gi
0 if grg; # i

a ,,Kronecker-delta” fiiggvény. Ennek kodolésa a fenti definici6 alapjan nagyon konny{i.

Maisodik 1épésiink a permutaciok elallitdsa a matrix-reprezentacidobol.

A megvalodsitas képes a permutdcidkat mind a kétsoros alakban, mind a ciklikus for-

maban el6allitani, alapértelmezett a kétsoros. Ez ugyanis a matrix segitségével igen

konny(i, mivel a matrix minden sora pontosan egy darab egyest tartalmaz, a tobbi

zérus. Igy az i-edik sorban a megkeressiik azt a j.-edik oszlopot, ahol ez az egyes

van. A ciklikus permuticié generdldsa sem nehéz, az els6 sorban megkeressiik az

egyetlen egyes j oszlopindexét, majd a j-edik sorban folytatjuk és igy tovdbb. Lisd

a (Csoportreprezentaciok) SAGE -kodot.

Megjegyezziik, hogy a ciklikus forma alkalmas arra, hogy a csoport tovabbi tu-
lajdonsagait megvizsgéljuk, mivel a komputeralgebra rendszerekben ezek segitségével

tudunk csoportokat definidlni.
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1.FEJEZET

Az egyenletrendszer konstrualdsa és megoldasa Ez leginkdbb a haszndlt rendszer
képességeihez kot6do technikai jellegii feladat, nagymértékben fiigg a szimbolikus ké-
pességektdl. Osszehasonlitva a MAPLE hasonlé képességeivel a SAGE ugyan ebben
nem tdl erds, de mostani igényiinknek megfeleld a tuddsa. Két szimbolikus helyettesi-
tési 1épést haszndlunk, el6szor a csoportelemeket helyettesitjiik egy ciklusban egyszer(
valtozokkal, majd djabb vdltozokkal a kovetkezd ciklusban az f(...) alakd részkife-
jezéseket. Egyetlen apr6 technikai problémat kell megoldani, véltoz6 szamu szimboli-
kus valtozo kell generdlnunk a SAGE -ben. Ennek egy megoldésa a (Valtozogenerator)

programlistdban taldlhat6. (A megoldas az [1] AskSage honlap alapjén.)

1.1 Program: Viltozégenerator

class VariableGenerator (object) :
def _ init_ (self, prefix):
self. prefix = prefix
@cached_method
def _ getitem_ (self, key):
return SR.var ("%$s%s"$(self.__prefix,key))

g = VariableGenerator(’'g’)

Egy példa ha az

x"2*xf(x) + £((x - 1)/x) == x"2,

egyenletet akarjuk megoldani, akkor a generalt egyenletrendszer

X0xg0”2 + X1 == g0~2
X2%g272 + X0 == g2°2
X1xgl”2 + X2 == gl*2

Most mar haszndlhatjuk a SAGE beépitett megoldéjat,ami a kovetkezd megoldast pro-
dukalja:

[[X0 == (g072+gl”2%g2°2 — (gl”2 — 1)%g272)/(g072xgl*2xg2~2 + 1),
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1.1.4.Altaldnos megoldé

X1 == ((gl”2 - 1)*g2”2 + 1)%g072/(g0"2xgl”2xg2™2 + 1),
X2 == ((gl"2%g2"2 - gl”2)*g0"2 + gl”2)/(g0"2+gl"2+g2"2 + 1)1].

(Megoldhatnank a Cramer-szabdly segitségével is a feladatot)
Annyi dolgunk maradt, hogy a megoldast olvashatébb formara hozzuk, ezt az eredmé-

nyek visszahelyettesitésével végezhetjiik, utdna ellendrizziik a megoldast.

Néhany megjegyzés Ezt a részt néhdny olyan megjegyzéssel zarjuk, melyek a mas
komputeralgebra rendszerben valé implementaldst, a megoldhatdsag ellenérzését, és

az altalanosithat6sagot érintik.

Mas komputeralgebra rendszerek Az egyenletrendszer generalasat kivéve az
eljards lényegében fiiggetlen — a programnyelvi differencidktol eltekintve — az al-
kalmazott CAS-tdl, ez is inkdbb csak technikai jellegli kérdés. Mindegyik komputer-
algebra rendszer tartalmaz magas szinti lista- és matrixkezelési miiveleteket, hasonl6

érvényes a csoportok kezelésére is.

A megoldhatosag ellenorzése A linedris esetben nem foglalkoztunk a megold-
hat6sdg ellendrzésével, a determindns kiszamitdsa egyenértékli a megolddssal, amit
megtesz helyettiink a rendszer megolddja. A nemlinedris esetben ez a 1€pés azon-
ban nem hagyhaté6 el. Ezekkel kapcsolatban a [10, 11, 13] cikkében taldlunk ,,regu-
laritasi” tételeket, melyeket feltételei vizsgdlhatok komputerrel, ugyanis ezek Jacobi-
determindnsok vizsgélatét jelentik. Ennek kovetkezménye tjabb nemlineéris egyenlet

megoldasa lehet.

Altalanosithatésag A nem-linedris eset annyiban tér el a most vizsgalttél, hogy
egyrészrodl invertdlnunk kell a kiilsé fliggvényt, masrészrol viszont a kapott egyenlet-
rendszer mar nem lesz linedris, ez azonban lényegesen nehezebb kérdés, itt a SAGE

tuddsa mar elégtelennek bizonyulhat (szemben a MAPLE -el).
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2. A REGULARITAS PROBLEMAKORE

2.1. A nem-kompozit egyenletek

regularitasi problémaja

2.1.1. A probléma megfogalmazasa

A fliggvényegyenletek megolddsanak szokdsos mddszere az, hogy az egyenletet
olyan alakra hozzuk, ami az analizis eszkdzeivel mar konnyebben kezelhetd, vagy-
is megprobaljuk differencidlegyenletté, parcidlis differencidlegyenletté vagy integral-
egyenletté alakitani. Ehhez az 4talakitishoz azonban bizonyos ,,er6s” regularitasi tu-
lajdonsagokat kell beldtnunk az ismeretlen fiiggvény(ek)re, amit az ismert fiiggvények
tulajdonsdgaibdl és az ismeretlenre feltételezett ,,gyenge” regularitdsi tulajdonsagok-
bdl tudunk levezetni. Gyakori az a szitudcio, amikor egy fiiggvényegyenlet ,,sz€p” re-
guldris megoldéssal rendelkezik, mig altaldnos megolddsa igen kiilonds fiiggvény is

lehet. A legkozismertebb példa erre az
f+y) = flx)+ fy)

additiv Cauchy egyenlet. Ennek madr igen gyenge analitikus feltételek (mérhet6ség)
mellett is f(z) = cz,¢ € R a megoldédsa, ami C*°, tehdt erGsen reguldris. Az dlta-
lanos megoldasokhoz tekintsiik R-et mint QQ feletti vektorteret. A kivalasztasi axioma
segitségével beldthatd, hogy ennek van bazisa, amit Hamel-bazisnak neveziink. Ha
H C R Hamel-bazis, akkor Vo € R-re teljesiil, hogy Jry,rs,...,r, € Q, amikkel
x =Y. rhih; € H. Az additiv Cauchy egyenlet dltaldnos megolddsat dgy kapjuk,
hogy egy H Hamel-bazison tetszSlegesen definidljuk az f fiiggvényt, majd Vx € R—

Ire:
n

flz) = Zﬁﬁuxi cH.

=1

24



A nemlinedris megoldésok talan legmeglep6bb tulajdonsdga az, hogy az

{(z, f(z))r € R}

7

halmaz s(irti R?-ben.
Jelen dolgozatban a kdvetkezd specidlis mégis elegendGen dltaldnos formdju fiiggvény-

egyenletek regularitasi kérdését vizsgaljuk:

F@) = (9. (o @ 9)e s Flga @) ) @

ahol h, g1, ..., g, az ismert fiiggvények, f az ismeretlen fiiggvény, =, y pedig valami-
lyen (nem feltétleniil azonos) véges dimenzids euklideszi térbdl valok. Az er6s regula-

ritasi tulajdonsdgok bizonyitdsa tobblépcsds folyamat:
(I) a mérhetdségbdl kovetkezik a folytonossag;
(I) a Baire tulajdonsagbdl kovetkezik a folytonossag;
(IIT) a folytonossdgbdl kovetkezik a majdnem mindenhol differencidlhatosag;

(IV) amajdnem mindenhol differencidlhatésagbdl kovetkezik a folytonosan differen-

cidlhat6sag;
(V) a p-szer differencidlhatdsagbol kovetkezik a p + 1-szer differencidlhatosag;
(VI) a végtelen sokszor differencidlhatdsdgbodl kovetkezik az analitikussag.
A fentiek alapjan regularitdsi problémékrol kell beszélniink. Jarai [29] alapjan

2.1.1. Probléma (Alapprobléma). Legyenek X,Y és Z megfelelen az R", RS és R*
nyilt részhalmazai (r, s, t természetes szamok), és legyen D az X xY nyilt részhalmaza,
W pedig D x Z" nyilt részhalmaz.

Legyenek f : X — Z,g; : D — X (i = 1,2,...,n),és h : W — Z fiiggvények.
Tegyiik fel, hogy

1. ha (z,y) € D, akkor (x,y, f(g1(x,y), ..., f(gn(x,y))) € W és

f(x) =h<x,y,f(gl (w,y)),m,f(gn(x,y))),nEN;
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2. A REGULARITAS PROBLEMAKORE

2. h analitikus;

3. g; analitikus és minden x € X esetén van olyan y, melyre (x,y) € D és %9; (x,y)

rangjar (i=1,2,...,n).

Igaz-e, hogy minden olyan f,mely mérhetd (vagy rendelkezik a Baire-tulajdonsdggal)

analitikus?

A tovébbiakban is f, h, és g fogja jelolni az ismeretlen fiiggvény(eke)t, a kiilsd
fliggvény(eke)t és a belso fiiggvény(eke)t. A fenti problémdnak szdmtalan varidnsa
1étezik, melyekben a regularitasi feltételek valtoznak, példaul el6szor mérhetdséget,
folytonossdgot, monotonitast tételeziink fel vagy C? simasagot tételeziink fel valamely
p € N vagy p = 400 vagy p € w esetén és a folytonossagot, differencidlhatésagot,

C* differencidlhat6sagot, analitikussagot varunk el.

2.1.2. Eredmények

A teljes valasz a fenti problémdara nem ismert. A fenti hat pontnak megfelel6en
lehet a regularitds részkérdéseit vizsgalni. Jarai [29]-ben (I),(II),(IV) és (V)-re a va-
lasz teljes kord, a (II) és (VI) kérdésekre tovabbi feltételek mellett 1étezik valasz. A

kovetkezSkben bizonyitas nélkiil osszefoglaljuk ezeket az eredményeket.

2.1.1. Tétel. A (2.1.1) jeloléseivel ha h folytonos és a g; fiiggvények folytonosan dif-
ferencidlhatok, akkor minden Lebesgue mérhetd vagy Baire-tulajdonsdgii f megoldds

egyben folytonos is.

2.1.2. Tétel. A (2.1.1) jeloléseivel ha a h és a g; fiiggvények p-szer folytonosan dif-
ferencidlhatok, akkor minden majdnem mindeniitt differencidlhato f megoldds egyben

p-szer folytonosan differencidlhaté (1 < p < 00).

2.1.3. Tétel. A (2.1.1) jeloléseivel ha a h és a g; fiiggvények p-szer folytonosan dif-
ferencidlhatok, akkor minden lokdlisan korldtos vdltozdsi f megoldds egyben p-szer

folytonosan differencidlhato (1 < p < 00).

2.1.4. Tétel. A (2.1.1) jeloléseivel ha a h és a g; fiiggvények max{2, p}-szer folytono-
san differencidlhatok, valamint létezik olyan C' C X kompakt halmaz, hogy minden
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x € X-hez létezik olyan y € Y, hogy g;(x) € C, tovdbbd teljesiilnek a 2.1.1 (3) pont-
Jjdnak feltételei, akkor minden Lebesgue mérhetd vagy Baire-tulajdonsdgii f megoldds

egyben p-szer folytonosan differencidlhato (1 < p < o0).

2.1.5. Tétel. A (2.1.1) jeloléseivel hat = 1,n = 2, g1(x,y) = y és a h fiiggvény p-szer,
a g; fiiggvények max{2, p}-szer folytonosan differencidlhatok, akkor minden Lebesgue
mérhetd vagy Baire-tulajdonsdgii f megoldds egyben p-szer folytonosan differencidl-
haté (1 < p < 00). pedig

2.1.6. Tétel. Ha a (2.1.1) jelolései mellett az egyenlet

flo) = hi(z,y, f (g (x,9))) (2.2)

=1

specidlis formdji, ahol h; : D x Z — R' p-szer, a g; fiiggvények pedig max{2, p}-
szer folytonosan differencidlhatok, akkor akkor minden Lebesgue mérhetd vagy Baire-

tulajdonsdgii f megoldds egyben p-szer folytonosan differencidlhato (1 < p < 00).
2.1.7. Tétel. Ha a (2.1.1) jelolései mellettt = 1, D = |a, b[ X |a, b| és az egyenlet a

n

f(z) = Z cif (gi(x,y)), amikor (x,y) € D (2.3)
i=1
specidlis alaku, ahol c; rr, (1 =1,2,...,n),
gi: D — ]aa b[

az ismert fiiggvények tovdabbd a kovetkezd feltételek teljesiilnek:
1. x,y € la, b esetén g;(x,y) az x és y kozé esik;

2. g; analitikus és valamilyen 0 < A < 1 konstanssal x,y € |a, b esetén

g < APl s
m(my) SAPplésp=1,2,...;,...;
3. Minden z € |a,b[ ési = 1,2,...,n esetén azy — g;(x,y) leképezés |a, b[-rdl

|a, b[-ra szigoriian monoton és ezen leképezés g; inverze folytonosan differenci-

dlhato értelmezési tartomdnydn.
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Ekkor minden Lebesgue mérhetd vagy Baire-tulajdonsdgii f megoldds analitikus.

A fenti tételek bizonyitdsa megtaldlhaté Jarai [29]-ben.

2.2. Kompozit egyenletek regularitasa

Egy fliggvényegyenletet kompozit egyenletnek neveziink, ha az ismeretlen fiigg-
vény vagy fliggvények el6fordulnak ismeretlen fiiggvény vagy fiiggvények argumen-
tumaként. Ezt a teriiletet csak a teljesség kedvéért emlitjiik, mivel nem tartozik szo-
rosan témankhoz. Az ilyen tipusu fiiggvényegyenletekre, amennyiben az ismeretlen

figgvények monotonak, Jarai [29] dolgozott ki egy metddust:

(I) a monotonitdsbdl és magabdl a fiiggvényegyenletbdl kovetkezik a belso fiiggvé-

nyek Jensen-konvexitasa;

(I1) a Bernstein-Doetsch tétel miatt a Jensen-konvexitdsbol kovetkezik a konvexitas,
igy a belsd fiiggvények egy megszamldlhaté halmaztdl eltekintve differencidlha-
tok;

(ITI) A majdnem mindenhol differencidlhaté monoton fiiggvényekre vonatkozo6 Lebesgue-
tétel miatt a kiilsé fiiggvények derivalhatok, minek kovetkeztében a belso fiigg-

vények folytonosan derivélhatok;

(IV) differencidlva az egyenletet, a kompozit rész kikiiszobolhetd, a belso fliggvények

derivaltjaira kapunk egy nem-kompozit egyenletet.
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3. SZIMBOLIKUS INTERVALLUM ARITMETIKA

Mielétt megvizsgaljuk az el6z6 fejezetben szerepld regularitdsi tételek algoritmi-
kus megkozelitésének lehetdségeit, elStte egy olyan problémat targyalunk, ami egy

igen hasznos segédeszkoz lehet a fliggvényegyenletek dtalakitdsaban.

3.1. Szimbolikus intervallum aritmetika

A fiiggvényegyenletek algebrai 4talakitdsandl gyakran taldlkozzunk azzal a feladat-
tal, hogy moédositanunk kell a fiiggvények értelmezési tartomdnyat és értékkészletét.
Az 4altalunk vizsgalt esetekben az alapul szolgédld terek véges dimenzids euklideszi
terek, a tartomanyok topoldgiailag ,.egyszertiek”, zart, nyilt, kompakt halmazok. Egy
dimenzids esetben ezek a tartomanyok tobbnyire intervallumok. A numerikus szamita-
sokban ma mdr klasszikusnak tekinthetd mddszer az intervallum analizis vagy interval-
lum aritmetika haszndlata. Ez az alkalmazds azonban csak zért intervallumokat haszndl
€s a numerikus pontossdg a fontos. A mi esetiinkben altaldban nyilt intervallumokkal
dolgozunk és a numerikus pontossdg nem tul lényeges. Ebben a részben tetszdleges

intervallumok szimbolikus kezelésére alkalmas szdmitégépes megoldast ismertetiink.

3.1.1. A klasszikus intervallum analizisrol roviden

3.1.1.1. Aritmetika

A klasszikus intervallum analizis a numerikus analizis hatékony mddszere. 1966-
ban Ramon E. Moore publikélta [33] -m{ivét, ami maig sztenderd referencidja ennek
a teriiletnek. Azo6ta szamtalan konyv sziiletett a témdban, 1asd [23, 24, 26, 27, 32,
34, 36]. Az itt szerepld tételek, allitdsok bizonyitdsa majd mindegyikben megtaldl-
hat6. A klasszikus megkozelités 1ényegében alkalmas szdmunkra, nincsen sziikségiink
olyan éltaldnosabb mddszerekre, mint az irdnyitott intervallumok, modalis intervallu-
mok vagy affin aritmetika. A klasszikus értelemben intervallumon a valds szamegye-

nes egy 0sszefiiggd kompakt részhalmazat értjiilk. Mi a végpont—jelolést hasznaljuk,
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3. SZIMBOLIKUS INTERVALLUM ARITMETIKA

X = [X, X], ahol X < X valés szamok. Ha egyenl&ség 4ll fonn, akkor degeneralt
intervallumrdl beszéliink. Ebben az esetben nyilvanval6 az intervallum azonositdsa az
X = X val6s szdmmal.
Eldszor is sziikségiink van az alapvetd aritmetikai miiveletekre. Ha X, Y intervallu-
mok, akkor

XoY={z0y:ze X,ycY}, 3.1)

ahol ® € {—,+,-,/}. Az osztashoz pillanatnyilag feltételezziik, hogy 0 ¢ Y. A ké-
s6bbiekben targyaljuk majd azt az esetet is, amikor az oszt6 tartalmazhatja a 0 szdmot.

Ezen definici6 alapjan tudunk beszélni péld4ul egy intervallum reciprokarol:
/Y ={1/y:yeY},
vagy definidlhatunk egyvaltozods intervallumfiiggvényeket is:

fX) ={f(x):ze X},

ahol f : R — R egy fliggvény. Mivel az intervallumok a szamegyenes részhalmazai,
a halmazelméleti miiveletek is értelmezhetjiik az intervallumokon. Az természetesen
nyilvdnval6, hogy két intervallum uniéja nem lesz intervallum, ha metszetiik iires. Ehe-

lyett gyakran az intervallum—burkét hasznaljuk inkdbb:

XUY = [min (X,Y), max (X,Y)] )

Az intervallumok Osszeaddsa €s szorzdsa kommutativ, asszociativ, a [0, 0] és [1, 1] de-
generdlt intervallum az additiv illetve multiplikativ semleges elem. Inverzek 4ltaldban
nem léteznek, viszont az 0sszeaddsra érvényes az egyszerlsitési szabdly. A disztribu-

tivitas helyett viszont csak az szubdisztributivitasi tulajdonsag teljesiil, vagyis:
XY+2)cXY+XZ, (3.2)

ahol XY, Z intervallumok. Ez a tulajdonsag kiemelt fontossagu, ez az alapja az inter-
vallum analizis fundamentélis tételének, amit késdbb részletesebben targyalunk.
Most roviden Osszefoglaljuk, hogyan szamithatjuk ki a miiveletek eredmény interval-

lumit. Jelolje X = [X, X] és Y = [Y, Y] azt a két intervallumot, amelyekkel a miive-
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leteket végezziik. Konnyen ellendrizhetd, hogy

X+Y=[X+Y,X+VY],

~Y =[-Y,-Y],
X-Y=X+(-Y)=[X-Y,X-Y],

X .Y = [min S, max S], ahol S = {XY, XY , XY XY},
1Y =[1/Y,1)Y],if0¢ Y.

s

Az osztdst a reciprokkal val6 szorzdsként értelmezziik, ha 0 ¢ Y. Késdbb ezt dltalano-
sitani fogjuk.

Szokdsos még az intervallumok kézéppont—sugar reprezentacidja. Ehhez sziikségiink
van néhany egyszer(i fogalomra: az X intervallum m(X) kozéppontja az 1 (X + X)),
w(X) szélessége az X — X, | X| abszolit értéke pedig az max(|.X|, | X| valés szdm.
Ebben a reprezentdcidban a kozéppontot és a sugarat hasznaljuk, ez utébbi a szélesség

fele.

3.1.1.2. Analizis

Mint azt az (3.1) egyenlet utdan emlitettiik, ez a definici6 alkalmas arra, hogy fiigg-
vényeket definidljunk intervallumokon. Természetes mdédon tudjuk a definiciét tobb-
véltozos esetre is dltaldnositani, nevezetesen, ha f egy fiiggvény R"-en, valamint
Xi,..., X, (n € N) intervallumok, akkor

f(le---aXn) :{f(.ﬁlfl,...,l'n)il’l EXl,,ZL’nEXn}

Ez specidlis esete a fiiggvénykiterjesztésnek. Az igy kapott intervallumfiiggvényt gyak-
ran egyesitett Kiterjesztés-nek hivjuk, mivel képe az eredeti fiiggvény képpontjai
egyesitése. Ezt a kiterjesztést dltaldban nem trividlis megtaldlni, de néhany specialis

esetben nem okoz problémat. Példaul, ha f : R — R monoton, igy az X intervallum

képe [min(f(X), f(X)), max(f(X), f(X))].
Azt gondolhatnank, hogy ha definidltunk egy fiiggvényt valamilyen formuléval, akkor

a természetes Kiterjesztés, azaz a val6s véltoz6 intervallumvaltozéra valé formalis
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3. SZIMBOLIKUS INTERVALLUM ARITMETIKA

cseréjével készitjilk az 4j fiiggvényt, az egyesitett kiterjesztést kapjuk. Ez azonban
nem igy van, st a helyzet még rosszabb, amir6l az f(z) = z(1 — x) egyszeri va-
16s fiiggvény vizsgdlataval nagyon konnyen meggy6zddhetiink, lasd Moore et al. [35].
A kifejezés kiértékelési modjatdl fiiggden kiillonbozd eredményez juthatunk. Helyet-
tesitsik be az X = [0, 1] intervallumvdltozét az = helyett! Ha az eredeti formulat
értékeljiik ki, az X - (1 — X)) mvelet eredménye a [0, 1] intervallum lesz. Ha viszont
elGszor elvégezzik a beszorzdst és a X — X? kifejezést értékeljiik ki, akkor a [—1, 1]
intervallumot kapjuk. Tehét az eredményiil kapott intervallumfiiggvények — ha a valds
valtozot intervallumra cseréljiik — kiilonboznek. Itt jegyezziik meg, hogy még az inter-
vallum négyzetre emelése is kiilonbozik az Snmagdval vett szorzattol.

Azt mondjuk, hogy az F fiiggvény az f valds fiiggvény egy intervallum kiterjesztése,
ha minden x esetén F'([x, z|) = f(z), vagy éltaldnosabban tobb valtozéra, ha

F(lx1,z1], .. [2n, x0]) = fz1, .0 20) .

Az el6z6ek alapjan azt mondhatjuk, hogy egy valds fiiggvénynek nincs egyértelmi
intervallum kiterjesztése. Nagyon konnyen l4thatd, hogy Y; C X;,7 = 1,2 esetén
Y1 ©Y, C X7 ® X,. Ez motivilja a kovetkez6 definiciot:

3.1.1. Definici6. Az F' intervallum fiiggvényt tartalmazas invaridans-nak nevezziik,
haV; C X;,i=1,...,n,n € Nesetén F(Y1,...,Y,) C F(X1,..., X,,).

Egy fontos fiiggvényosztaly kielégiti a fenti definicié feltételeit, a racionalis interval-
lumfiiggvények, ezek azok a fiiggvények melyek véges sok intervallum aritmetikai
miivelet segitségével kiszamithatok.

A kovetkezd tétel ravildgit az egyesitett kiterjesztés kozponti szerepére az intervallum

aritmetikaban.

3.1.1. Tétel (Az intervallum analizis alaptétele). Ha F' az f fiiggvény tartalmazds in-

varidnskiterjesztése, akkor
f(Xq,...,X,) C F(Xyq,...,X,).

A tétel bizonyitdsat lasd példaul Moore et al. [35]. Ezen tétel alapjdn az egyesitett
kiterjesztésre ugy gondolhatunk, mint a ,,legkisebb” kiterjesztésre.
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Intervallumok tavolsdgat a kovetkez8képp tudjuk definidlni:
d(X,Y) =max(|X - Y|,|X -Y]). (3.3)

Ez valoéban metrika, a bizonyitds egyszerli szdmolds. Néha ezt a metrikdt Moore—
metrikanak is nevezziik. nyilvanvald, hogy ez a szokdsos Hausdorff-tavolsag inter-
vallumokra. A kapott metrikus tér ezért teljes, a valés szimoknak a degeneralt inter-
vallumokkal valé azonositdsa pedig egy izometrikus bedgyazds. A definici6é alapjan
konnyen bizonyithaté az is, hogy egy X, intervallumsorozat pontosan akkor konvergal

egy X intervallumhoz, ha az X;-k végpontjai az X végpontjaihoz konvergalnak.

3.1.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy F’ intervallumfiiggvény Lipschitz tulajdon-

sdgu az X intervallumon, ha létezik egy L nemnegativ valos szam, melyre

w(F(z)) £ Lw(X), (3.4)

aho w az intervallum szélessége.
Konnyen lathatok az alabbi
Tények.
1 Val6s raciondlis fiiggvény természetes kitejesztése Lipschitz.

2 Haaz f val6s fliggvény Lipschitz az X intervallumon, akkor a egyesitett kiterjesz-

tés Lipschitz az X,-on-

3.1.2. Implementaciok

Nagyszamu szamitogépes megvaldsitdsa 1étezik az intervallum aritmetikdnak, ezek
mindegyike numerikus célu. A Interval and Related Software honlapon ( 14sd [18]) egy
rendkiviil atfogd listat taldlhatunk ezekrdl az implementéaciokrdl, szamos konyv €s cikk
is foglalkozik veliik, igy példdul az Moore et al. [35] példai a MatLab IntPak csomag-
jéban lettek leprogramozva. Mivel benniinket a szimbolikus szamitdsok érdekelnek,

sz6lunk néhany sz6t a MAPLE és a SAGE implemetacioirdl.

33



3. SZIMBOLIKUS INTERVALLUM ARITMETIKA

Intervallumok a MAPLE -ben

A Maple hivatalos kiadasaiban taldlhaté megoldas nem igazan kielégits, rdadasul

egyszerre tobb megkozelitést is alkalmaztak.

Az INTERVAL objektum: Taldlhatunk egy INTERVAL() objektumot, ami lényegé-
ben dokumentélatlan sajatossdga a MAPLE -nek. A rendszer hagyomanyaihoz
hiven természetesen ez egy polimorf objektum. Segitségével intervallumok soro-
zatat definidlhatjuk a INTERVAL(a..b,c..d, . ..) szintaxis segitségével, vagy pe-
dig intervallum-valtozot készithetiink a INTERVAL(x, a..b) formaban. Itt a ha-
tarok mindegyike lehet végtelen is. Az els6 alak alkalmas arra, hogy az evalr()
va: a evalr (sin (INTERVAL (2..7))) , kifejezés értéke [—1.. sin (2)]. Masik pél-
daként értékeljiikk ki MAPLE -ben az evalr(|z|) kifejezést. Az eredmény

INTERVAL (INTERVAL (z,0..00) , —INTERVAL (2, —0..0)) .

Sajnos, a masodik szintaxisra nem taldltunk m{ikod6 példat. Ehhez az objektum-
hoz tartozik még a shake() fiiggvény, ami egy adott értékhez megadott pontos-
sdgii befoglalé intervallumot general. Igy példaul a shake(e,5) értéke INTER-
VAL(2.718010..2.718554) lesz. Fontos megjegyezni, hogy ezekkel az objektu-

mokkal tudunk aritmetikai miiveleteket végezni.

7 7z

A range objektum: Az el6z6 részben is megtaldlhaté a MAPLE egy ,.rejtett” konst-
rukcidja, a ,,..” tipus, amire a MAPLE ,,range” objektumként hivatkozik. Szinta-
xisa: a..b, ahol a, b tetsz6leges valds szamok. Ezt akér egy intervallum-konstansnak
is tekinthetnénk, alkalmazasa azonban er6sen korlatozott. Alapvetéen két bevalt
alkalmazasa van. Ha a végpontok egészek, akkor a seq(), sum() jellegti fiiggvé-
nyekben mint iterdtort hasznéljuk. A masik felhasznéldsa pedig a plot() tipusu

grafikus fiiggvényben a megjelenités intervallumanak megadésa.

A RealRange() fiiggvény: Els6 pillanatban ez tlinik céljainkhoz legkozelebb 4llo-
nak, mivel ezzel nem csak zart intervallumok adhaték meg, ugyanis a végpont
megaddsanal hasznalhatunk egy Open() fliggvényt is. Ez a MAPLE ,,assume”

rendszerének bels6 fliggvénye, 1ényegében teljesen dokumentdlatlan. Ehhez a
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konstrukciéhoz nem léteznek operdtorok, a belsd automatikus egyszerisitések

pedig néha meghokkentd eredményre vezetnek.

az intpakX csomag: Ez egy a Wuppertali Egyetemen készitett igen kival6 csomag,
azonban csak zart intervallumokkal dolgozik és kifejezetten numerikus célokra
hasznalhat6. BGvebben lasd [30].

Intervallumok a SAGE -ben

A SAGE numerikus szdmitdsokhoz tdmogatja a tetszdleges pontossigu valds- és
komplex intervallum analizist. Ez az MPFI szabad szoftver implementdldsa. Meglepd
modon a kdzéppont—sugér reprezentdciot haszndlja; ez a SAGE -terminoldgia szerinti
,kérddjeles” dbrazolds, a 1.4142135623730957 jelolés azt jelenti, hogy az utolsé szam-

jegyben valdszintileg hiba van. B6vebben [2, 3].

3.1.3. Tetszoleges intervallumok kezelése

v

Attekintve az el6zGeket, a zart intervallumokra torténd korlatozds tobbnyire nem
sziikséges. Ha attériink tetszéleges intervallumokra, a kovetkezd kritikus pontokkal

talalkozunk:
Problémak.

1 A degenerdilt nyilt illetve félig zdrt intervallumok azonositdsa a valos szamokkal nem

lehetséges.

2 A Moore-tdvolsdag csak kvdazimetrika lesz, igy tetszolges intervallumokbol ezzel nem

tudunk teljes metrikus teret késziteni.
3 A végpontok konvergencidja problematikus.

4 A Lipschitz-feltétel oroklodése nem garantdlt.

Ezek a problémdk nem veszélyesek célkitlizéseinkre. F6 célunk a raciondlis fiigg-
vények kezelése, ebben az esetben a (2)-(4) problémék nem jelentdsek. A legérdeke-
sebb az elsd probléma. Mivel ebben az esetben iires halmazt kapunk, ezt nem tudjuk
azonositani valds szdmmal. A legkényelmesebb megoldas az, ha az intervallumokat a

tovdbbiakban rendezett szimparoknak tekintjiik.
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A miveletek

Ha visszatekintiink 3.1 definicidra, lathatjuk, hogy ez nem fiigg az intervallum ti-
pusatol, ezek algebrai miiveletek a valos szdmegyenes részhalmazaival. Hasonl6 hal-
mazmiveletek jol ismertek a matematika mas teriiletein is, igy példaul a konvex geo-
metridban vagy a csoportelméletben, a gytirlielméletben is. Intervallumok esetében a
miiveleteket egyszerlien elvégezhetjiik a végpontok segitségével. Ha csak tisztan nyilt
vagy tisztan zart intervallumokkal dolgozunk nincs sziikségiink semmilyen egyéb meg-
fontol4sra, de nem til nehéz kombindlni a kiilonb6zd intervallum tipusokat. Egyetlen
megoldandé feladatunk van, el kell donteniink, az eredmény intervallum végpontjai
milyenek lesznek. A nyilt végpontok ,,mohdk”, 1ényegében ,.elnyelik” a zart interval-
lumokat. Errdl a kérdésrdl precizebben és részletesebben fogunk a késdbbiekben be-
sz€Ini.

A tovédbbiakban azt fogjuk mondani, hogy egy intervallum végpont nyilt vagy zart,
aszerint, hogy hozzdtartozik-e az intervallumhoz vagy nem. A kovetkez&kben részle-
tesebben foglalkozunk az intervallum aritmetikai miiveletekkel. Ha x € R egy inter-
vallum végpontja, akkor Open(x) = true, ha x nyilt, Open(z) = false, ha z zért

végpont. A tovabbiakban leirt miiveletek kezelik a nemkorlédtos intervallumokat is.

Osszeadas Mint az el6zGekben lattuk, az X, Y intervallumok osszeaddsakor az ered-
mény végpontjai X + Y illetve X + Y. Természetesen, ha valamelyik végpont nyilt,
az eredmény végpont is az. Precizebben: ha Z = X + Y, akkor

Open(Z) = O

(X) V Open(Y)
Open(Z) = Open(X

pen Y

pen(X) V Open(Y),

ahol V a logikai vagy miivelet.

A nem korlatos intervallumok esete a 3.1 tdbldzatban taldlhat6 a 37 lapon. Itt a, b tet-

szOleges bovitett valds szamok.
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+‘—OO a o0

—00 | —00 —o0 undef.
b -0 a+b 00
oo | undef. 00 00

3.1. tablazat: Osszeadds végtelen értékekkel

Kivonas Ebben az esetben a miiveletet az ellentétes végpontokkal kell végrahajta-
nunk, ijgyha Z = X —Y,akkor X —Y = X + (-Y)=[X -V, X - Y] és

(

)V Open(Y)
( Y

A pen(X
Z pen(X) V Open(Y) .

A végtelen értékekkel valo szdmoldst a 3.2 tablazatban taldljuk a 37 lapon.

- \ -00 a 00
—o0 | undef. —o00 —0o0
b 00 b—a —o0
00 00 oo undef.

3.2. tablazat: Kivonds végtelen értékekkel

Szorzas A Z = X -Y = [min S, max S|, definici6 alapjéan, ahol

S ={XY, XY, XY, XV},

a szorzds viszonylag egyszerlien végrehajthatd. Bar az dltalunk targyalt komputeres
alkalmazdsok nem tdl id6igényesek, mégis illend6 a szorzds esetét megvizsgalnunk.
Jol ismert tény, ldsd Kulisch and Karlsruhe [32], Moore et al. [35], hogy nincs négy
szorzasra sziikségiink, a legrosszabb esetben is elegendé harom. Abban az esetben, ha
a nullat legaldbb az egyik intervallum nem tartalmazza, elegendd két szorzds, amint a
3.3 tablazatbol lathatjuk.

Ebben az esetben az Open() fiiggvény €rtékeét konnyl szamolni, mivel ért€ke az

aktudlis szdmoldsban hasznalt végpontok Open() értékének logikai vagy-ja.
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N
N

Case
0<Xand0 <Y
X<0<Xand0<ZY
X <<0and0 <Y
0SXandY <0<Y
X<0andY <0<Y
0<XandY <0
X<0<XandY £0
X<0<XandY £0
X<0andY £0
X<0<XandY <0<Y See later

Slelolsiotelotalall
I T
shslokstolsisisls
e R IS

3.3. tablazat: Intervallumszorzds 1

Abban az esetben, ha mindkét intervallum tartalmazza a 0-t, valoban sziikségiink van

harom szorzdsra. A szamitdsi folyamat a 3.4 tdbldzatban taldlhat6. Az Open() értékek

Case A4 A
0S[X[EXand0OZ[Y|SY min{X Y, X Y} XY
0SX S [X|and0SY S Y| min{X-Y, X Y} Xy
0S|X[SXand0SY S [Y] XY max{X -Y, X .Y}
0SX S |X[and0SY Y] XY max{X Y, X -Y}

3.4. tablazat: Intervallumszorzas 2

szamitdsa magatol értet6dd, mindazondltal jobban attekintheté programkéd forméja-
ban, mint matematikai kifejezésként, igy arrra realizalasnél visszatériink. Hatra van

még a végtelen értékek kezelése, ez a 3.5 tabldzatban lathaté.

Megjegyezziik, hogy itt eltériink az IEEE 754 standardt6l. A standard javaslata
szerint a zéro és a végtelen értékek szorzata definidlatlan (not a numnber, NaN), sz4-

munkra azonban célszer{ibb ha zérusnak tekintjiik.
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| -0 b<0 0 b>0 o0

—00 00 00 0 —o0o —
a<0] o classical —00
0 0 computing with 0
a>0|—o0 finite values 00
00 —o0 —oo 0 00 00

3.5. tablazat: Multiplying infinite values

Osztas Ha az 3.1 definici6t alkalmazzuk az intervallumok osztasara, akkor a kovet-

kez6 kifejezést kapjuk:
XY ={z/y:ze XNyeY},

hacsak 0 ¢ Y. Mint kordbban emlitettiik, ebben az esetben a miivelet nagyon egyszerd,

csak az Y intervallum reciprokéval kell szoroznunk. Atalakithatjuk az elz6 kifejezést

ugy, hogy ne tartalmazzon osztést:
X)Y={z:z-y=xANzxeXANyeY}. (3.5)

Nyilvanval6, ha 0 ¢ Y, akkor ez ekvivalens az els6 megfogalmazéssal. Két trivialis
esetet gyorsan 4t tudunk tekinteni. El6szor is, ha 0 € X, akkor a fenti 3.5 atfogal-
mazasbol kovetkezik, hogy az eredmény az egész szamegyenes (mert x, z - 0 is 0). A
masik trivialitds az, amikor 0 ¢ X és Y = [0, 0]. Ekkor nincs olyan nemzérus a valds
szam, amivel 0-x = a, igy az eredmény az iires halmaz. A tobbi eset hasonl6 a szorzds
eseteihez, azt kell megvizsgalnunk, a két intervallum hogyan helyezkedik el a nulldhoz
képest. A részletek a 3.6 tabldzatban taldlhatok. Itt a kipos zardjelek tetszdleges tipusu
intervallum végpontot jelolnek. Tisztdznunk kell azokat az eseteket, amikor a tabla-
zat elsd oszlopdban végtelen értékek szerepelnek. A szabdly egyszer(i: ha nullat vagy
végtelen értéket végtelen értékkel osztunk, akkor az eredmény definidlatlan, kiilonben

nulla.
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3.6. tablazat: Intervallum osztés

Case Result set
X <0andY <Y =0 (XY, 00)
X<0andY <0<Y (=00, X/Y)U(X/Y, 00)
X<0and0=Y <Y (—00,X/Y)
X>0andY <Y =0 (=00, X/Y)
X>0andY <0<Y (—00,X/Y)U(X/Y, 0)
X>0and0=Y <Y (XY, )

A topologiarol

Megjegyezziik, hogy a klasszikus intervallum analizis emlitett fogalmai fliggetle-
nek az intervallum tipusatol. Ez azt jelenti, hogy az olyan fogalmakat, mint egyesitett
kiterjesztés, természetes kiterjesztés, intervallum kiterjesztés, tartalmazds invaridns,
raciondlis fiiggvény, valtoztatds nélkiil haszndlhatjuk. A fundamentalis tétel is igaz
marad, mivel bizonyitdsa csakis egyszerlibb halmazelméleti megfontoldsokat tartal-
maz. A Moore—-tavolsag a tovdbbiakban is hasznélhatd, bar csak kvazimetrikus térben
gondolkodhatunk. A Lipschitz feltétel az érdekesebb szdmunkra, de ez raciondlis fligg-

vényekre nyilvanvalo.

3.1.4. Realizacio

A Czirbusz [20]-ben késziilt egy egyszer(ibb implementacié a MAPLE RealRange()
konstrukcidja segitségével. Azonban, mint az el6z6ekben emlitettiik, ez egy szinte do-
kumentalatlan tulajdonsag. Masrészt teljesen MAPLE -specifikus, ezért ezt ebben a
megvaldsitasban elvetettiik. Ehelyett olyan megoldast valasztottunk, amely mas kor-
nyezetekben is konnyen implementalhat6. [gy a MAPLE modul-technikéjat valasztot-
tuk, ami a modern nyelvek objektum orientélt technoldgidjara hasonlit. Megjegyezziik,
hogy a MAPLE legdjabb verzi6i mar tartalmaznak objektumokat, ez azonban nem 4ll
rendelkezésiinkre. Az intervallumok struktirgjat a (Az intervallum objektum) prog-

ramlistaban definidltuk.
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Itt definidltuk a kordbban emlitett aritmetikai fiiggvényeket is. A ModulePrint és
ModuleApply fiiggvények segitségével valdsithaté meg a MAPLE -ben megszokott ek-
hézas: az intervallumot a szokdsos jelolésmddban irja vissza az output sorba. A islnter-
val valtoz6 segitségével jelezziik més procedirdk felé, hogy intervallum objektumrdl
van sz0.

Magét az intervallum tipust a kdvetkezdképp definidljuk:

Az intervallum tipus

isInterval := proc (x::anything)
try
x:—-isInterval
catch:
false
end try

end proc

TypeTools:—-AddType (Interval, IsInterval)

Az intervallumok szorzasa a (Intervallumszorzdas) programlistdban talalhato.
A szokdsos szorzast az override konstrukcidval feliilirtuk, ezért gy szorozhatunk in-
tervallumokat, mint kozonséges szamokat. A kod megvaldsitja a vegyes miiveletet is,
vagyis intervallum és szdm szorzatat is. (Ugyanez a fliggelékben SAGE -nyelven is
megtaldlhat6: ( ??))

3.1.5. Alkalmazasok

i

Emlitettiik mér az el6z6ekben, hogy az intervallum kiterjesztés nem egyértelmd.
Az X - (1 — X) kifejezést kétféleképpen szamithatjuk. MAPLE -ben:

The Interval Function X - (1 — X)

with (IntervalOperators);

[\*\, \_I_\’ \_\, \/\’ \<\, \>\, Hull,
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3. SZIMBOLIKUS INTERVALLUM ARITMETIKA

Intersect, Reciprocial, Union, ‘*V]
X := Interval(0,1, false, false);

X := "[0,1]"
X -(1-X);
"[o,1]"
X - X?;
"-1,1]"

unwith (IntervalOperators);

Példa az alapmiiveletekre:

Alapmiiveletek

A := Interval(1,2, false, false); B := Interval(5,4);

A := "[1,2]"
B oi= "(4,5)"
A-B;
"(4,10)"
4,
2,
"[1/2,11"
10
B’
"(1/5,1/2)"
4,
B’
"(1/5,1/2)"
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4. A REGULARITAS VIZSGALATA

A kovetkezGkben tehat az

f(x) =h<$,y,f(gl (2,9)),-- - f(9n (fﬂ,y))> (4.1)

specidlis alaku fliggvényegyenleteket vizsgaljuk. Ez a tipusd egyenlet mindazonaltal
eléggé altalanos, sok ismert fiiggvényegyenlet ezt a sémat koveti. Megjegyezziik, hogy
az esetek tobbségében a h kiilsé fliggvény nem igazdn bonyolult, tobbnyire valamilyen
aritmetikai kifejezés, igy simasdaga a priori adott. Sokszor igaz ez a g; bels6 fiiggvé-
nyekre is. Emiatt a legfontosabb feladat a parcidlis derivdltak matrixai rangjanak meg-
allapitasa. Eloszor a 2.1.6 tétel feltételeit kielégits egyenletekkel foglalkozunk. Ezutan
a 2.1.1 parcidlis derivéltakra kirétt feltétel geometriai interpretacidjaval foglalkozunk,
majd egy nem kvazi-linedris egyenletnél megkeressiik a regularitdshoz sziikséges kom-
pakt tartomanyt.

4.1. Kvazi-linearis egyenletek

Az
flx) = Z hi (z,y, f (9 (2,9))) 4.2)

fliggvényegyenlet regularitdsi problémdjat a 2.1.6 tétel alapjan tudjuk vizsgalni. Az
ottani dltaldnos megfogalmazdshoz képest egy egyszerlibb problémat vizsgalunk, fel-
tételezziik, hogy » = s = t = 1. Ez er0s korlatozasnak tiinik, de sok érdekes egyenlet
tartozik ebbe a csoportba. Az ebben a szakaszban bemutatottak Czirbusz [19]-ben je-
lentek meg cikk formajaban

A szamitogépes megvaldsitashoz a MAPLE komputeralgebra rendszer 15-0s verzidjat
hasznaltuk, de a kéd lefut a legaldbb tizes folotti verzi6ja rendszerek mindegyikén,
a procedura paraméterezésben innentdl van lehetdségiink a poziciondlis paraméterek
hasznélatdra, programoz6i kényelembdl van ra sziikségiink. A program teljes forrds-

kédja letolthetd a dolgozat iréjanak honlapjardl.

43



4. A REGULARITAS VIZSGALATA

A megval6sitott program inputja a 2.1.1 probléma szerinti vizsgdland¢ fiiggvényegyen-
let, illetve opciondlisan a D értelmezési tartomdny, amit egyenl6tlenségek formdjdban
adhatunk meg. Az output a ,,rossz helyek” listdja, azaz az értelmezési tartoméany azon
részhalmaza, ahol a rang-kritérium nem teljesiil. A hasznalt jeloléseket (belsd, kiil-
s fliggvény, valtozok nevei) globdlis véltozékkal tehetjiik meg, amennyiben a 2.1.1

jeloléseitdl eltériink. A kovetkezdkben a program l1épéseit ismertetjiik.

4.1.1. A foprogram

A féprogram kddja (A rangkritérium ellendrzésének foGprogramja) programlistdban
talalhatd. A fOprogram egy inicializalo részben a Newtask() procedura meghivasaval
végzi el a paraméterbedllitdsokat, és definidlja a kés6bb haszndlandé CNT tablat, amit
majd az Elimf() procedura tolt fel az intervallumokkd konvertalt tartomény definicidk-
kal. Ezutdn egy ciklusban el6szor az Elimf() fliggvényt hivja meg, majd egy ,,parser’-t
és ellendrzi, hogy ennek eredménye fiigg-e az y valtozotdl. Az Elimf() procedira 1é-

nyegében egy egyszerl pszeudo-megoldd, amit réviden a kdvetkezOkben ismertetiink.

4.1.2. A pszeudo-megoldé

Az (A pszeudo-megold6 kodja) eljards megprobélja az egyenletet (4.1) formé-
ra alakitani. Nem kozvetlen elimindcidt alkalmaz, hanem a heurisztikus fliggvény-
egyenlet megolddsokhoz hasonlé egyszeri helyettesitéseket hajt végre. Jelen verzi
azx ty,x-y,x/y, Is y/x alaki kifejezéseket kezeli. Az eredetileg egyenlGtlenségek
segitségével megadott értelmezési tartomanyt djraszamolja, ezt a 3 fejezetben ismerte-

tett szimbolikus intervallumkezeléssel végzi.

4.1.3. A parser

A parser feladata a fliggvénybdl egy listaba 0sszegydjteni a belso fiiggvényeket. A
mar (4.1) formdjuiva alakitott egyenletet sztringgé konvertdlja és ,kiszedi” a g; fligg-
vényeket a zardjelekbdl. A szoveggé konvertdlds oka az, hogy a fliggvények kezelése
minden komputeralgebra rendszer ,,beliigyének” szdmit, a szovegek feldolgozasa vi-

szont minden rendszeren megvaldsithatd. A kdd itt (A parser kodja) taldlhato.
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4.1.4. A rangkritérium ellenorzése

A harmadik 1épésben a g¢;-k derivéltjaibol felépitjiik a Jacobi-matrixokat és kisza-
mitjuk a rangjukat. A szimbolikus intervallumkezelést leszamitva ez az a rész, ahol
ténylegesen sziikségiink van a komputeralgebrai rendszerek matematikai képességeire,
hasznéljuk a MAPLE diff és solve utasitasait. A kéd itt (A rang ellendrzése) taldlhato.

Néhany segédprogramot is haszndlunk, példdul azon egyenl6tlenségek megoldésa-

ra, melyeket a beépitett solve nem kezel.

4.1.5. A vizsgalt fiiggvényegyenletek

A vizsgélt fiiggvényegyenletek tobbnyire a Aczél [5], Jarai [29] konyvekbdl szar-
maznak. A D értelmezési tartomdny , ha nincs feltiintetve, akkor az R? valés szamsik.
Az additiv Cauchy egyenlet f (z +y) = f (z) + f (y). A program el6szor f (z) =

f (z +vy) — f (y)alakra konvertdlja, nyilvanvalé a rangkritérium teljesiilése.
A Cauchy-féle hatvanyegyenlet [ (xy) = f () f (y). A segédprocediirdk hivdsa csak

az illusztracid kedvéért torténik:

NewTask () ;
>FE = f(xxy) = £(x)*x£(y);
f(xy) = £(x) £(y)
>Elimf (FE) [1]1[1];
f(x) = £(x/y)*£(y)
>FECheck (FE) ;
{{x =0, v = v}}

El6szor toroljiik a valtozokat, majd atalakitjuk a megfeleld formatumra az egyenletet,
aztan ellendrizziik a rangot; a vdlasz szerint = 0 esetén minden y rossz.

Néhany nevezetes fiiggvényegyenletre a rang mindenhol maximalis:

A Jensen egyenlet f ((x +y) /2) = (f (z) + [ (y)) /2.

Altalanositott Cauchy egyenlet f (z +y) = h (z,y, f (z), f ().

Az informéacidelmélet alapegyenletet (Ldsd: Aczél and Daréezy [6])

f(x)+(1—a:)f<1gx> =f(y)+(1—y)f(1fy)
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4. A REGULARITAS VIZSGALATA

Ez utébbindl a D = {(z,y) : 0 < z,y < 1,z + y < 1} tartomdnyon teljesiil a
rangkritérium. A program jelenleg az informdcidelmélet dltalanositott egyenletét csak
abban az esetben kezeli, ha az ismeretlen fiiggvények azonosak.

A dilogarithm egyenlet [ (z) + f (y) + f (1 — zy) + f (1 my> +f (1 my) =0.A
D ={(z,y) : 0 < z, y < 1} tartomédnyon teljesiil a rangkritérium.

A (2,2) additivitasi egyenlet

Pt (75 )40 ()4 (120) = s @ r -t e -y

Ebbdl az egyenletbdl f(x) kdzvetleniil kifejezhets, de az Uj egyenletben nem minden

belsd fliggvény fiigg az y véltozotdl. Lépésrdl 1€pésre haladva:

> NewTask () ;
> FE := f(x+y)+f(x/(1-y))+E£((1-y)/x)+E£((1-x)/(1l-y)) =
f(x)+£(1-x)+f£(y)+£(1-y):
> DD := [0 < xand x <1, 0 <y and y < 1];
[0 < x and x <1, 0 <y and y < 1]

>Elimf (FE, DD, 0)[1][1]:
>Parse (rhs (%))

[[x*xy]l, [x/(1-y)]1, [(1-y)/x], [(1-x)/(1-y)1, [1-x], I[yl,
>Elimf (FE, DD, 1) I[1][1]:
>Parse (rhs (%))

[[(1-x)*y]l, [(1-x)/(1-y)], [(1-y)/(1-x)1,

[x/(1-y) ], [1-x], [yl, [1-y]]
>Elimf (FE, DD, 2)[1][1]:
>Parse (rhs (%))

[[(1-x+x*y)*y]l, [(1-x+x*xy)/(1-y)], [(1-y)/(l-x+x*y)],

[1-y], [1-xt+xxyl], [x-xxy], [y]]

A program megtaldlja a célravezetd t = xy helyettesitést. Elhagyva a hosszu részsza-
mitasokat, a derivéltakra a kovetkez6t kapjuk:

DG := {[-11, [11, [x/y"2]1, [-x/y"2], [-y/x+(l-y)/x],
[-x/ (v 2% (1-y))+x/ (y* (1-y)"2) 1,
[x/ (y"2%(1-y))+(1-x/y)/ (1-y)"2]}
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Megjegyezziik, hogy a MAPLE szimbolikus képességei miattaz f (z)+y ., ¢;f (Aix + Byy) =
0 alaku egyenletek is vizsgdlgatok, ahol A;, B; és ¢; az x, y valtozoktol fiiggetlen szim-

bélumok.

4.2. Geometriai interpretacio

A 2.1.1 probléma 3. pontjdban a parcidlis derivéltak mdtrixainak rangjira meg-
fogalmazott feltétel geometriai reprezentacidjaval fogunk ebben részben. Tekintsiik
eloszor az r = s = t = 1 esetet. Ebben az esetben a rangkritérium arra a feltételre

egyszerlisodik, hogy Vo € X esetén van olyan y € Y, melyre

570

A parciélis derivaltat egy ©z — %ﬁ’y) leképezésnek tekintve, akkor ez egy gorbe az
R? sikon, a feltételiink pedig azt jelenti, hogy a girbe nem tartalmazhat semmilyen az
x-tengelyre merGleges egyenes szakaszt. Megforditva, ha a gorbe egyetlen x-re sem
tartalmaz fiigg6leges szakaszt, akkor az X -en vett metszéspontok Osszessége egy se-
holsem sfir(i részhalmaza D C R2-nek, igy a regularitési feltétel teljesiil. A kdvetke-

z0kben el6szor ezt illusztraljuk néhdny példaval.

42.1. Azr =s=1 =1 eset

A belsd fliggvények tobbnyire igen egyszer(k, dltaldban az = és y valtozd elsd-
vagy mdasod foku polinomjai, vagy ezen polinomok hanyadosai. Ekkor nincs sziiksé-

giink a matrix rangjanak kiszamitdsara, a feltétel teljesiilése ,,latszik™.

4.2.1. Példa. Az f(z +y) = h(z,y, f(z), f(y)) alakd egyenletben, ahol f az isme-
retlen, h pedig az ismert fliggvény, a belsé fuggvények [y, z — y], melyet y szerint
derivélva [1, —1]-et kapunk, ldthat6, hogy a ez semmilyen y értékre sem lehet zérus.

4.2.2.Példa. Az f(z)+(1—2)f(%) = f(y)+(1—y)f (1) fuggvényegyenlet belss
fiiggvénye: [y, sre? =]. Derivildssal a [1, 7 ] fiiggvényeket kapjuk, amibdl

azonnal latszik a regularitasi feltétel teljesiilése.
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4. A REGULARITAS VIZSGALATA

4.2.3. Példa. Afuggvenyegyenletbelso fliggvényei [y, vy, 1 l—z,1-y|,a

deriviltak pedig [1, z, ) y) ( 117;)2 ,—x 1,0, —1], ahol a hatodik elem azonosan zérus,

tehdt a regularitds ezen fliggvények segitségével nem igazolhatd.

71y71,a

4.2.2. Altalanosabb fiiggvényegyenletek
4.2.4. Példa. Tekintsiik az

fy) (f (t(x+y)) - f(tr))
f@a) = fty)
(f (tz) — f () (f @) (f (' (z+9) = FFY) - f W) (F # (z+y)) - f({'2)))
(f @) = f@y) (f (t(x+y) = f(ty))

f(x) =

+

fiiggvényegyenletet. Az egyszeriiség kedvéért MAPLE -ben az 2, ¢/, t’ véltozokat rend-
re x1,y1,11 jeloli. Ezek segitségével a belso fliggvények

mig a derivaltakbdl alkotott Jacobi-métrixok sorozata:

[1’07 07 0]7 [07 07 170]7 [07"[‘7 07 0]7 [t7 y’ O’ O:I’ [t’x + y? 07 O:I’
[0,0,t1,y1],[t1,0,0,2 +y],[t1,0,—t1, 2 +y — y1],[1,0,—1,0].

Az Osszes matrix rangja egy, azonban ez az egyenlet nem kvazi-linedris, igy a feladat

megoldhatésagéarél még nem tudunk mit mondani.

4.3. Kompakt halmaz készitése

Az el6z06 fejezet utols6 példdjanak eredeti egyenletének eredeti alakja

(f @z +y) = ) (f (& +y) = f(z)) - (4.3)

(Ez az egyenlet Jarai [28]-ben szerepel, a szerzd nem publikélta.) Ebbo] algebrai 4tala-

kitassal kapjuk az el6z6 példa szerinti alakot. Az egyenlet nem kvézi-linedris, a 2.1.4
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alkalmazhatd. Feladatunk az, hogy a szimbolikus intervallumkezeléssel megtalaljuk
azt a C' kompakt halmazt, hogy = € C esetén az Osszes belsé fiiggvény értéke ebbe a

halmazba esik. Az igy kapott

f o) = f ) (f (t(z+y) = f(tx))
fta)y—f{ty)
L) = fE) (F @) FE (+y) = f () = ) (S (2 +y) = ] (Ta)))
(f@a) = f(y)(f (t(x+y)— f(ty))

fliggvényegyenletben a véltozok nem-negativak. Most két utat kdvethetiink; az elsd
lehetdség az altalunk hasznalt komputeralgebrai rendszerek lehtévé teszi, hogy valto-

zokra matematikai kitételeket réjunk:

Az ,,assume”
>assume (t::realcons); additionally(t > 0);
>assume (y::realcons); additionally(y > 0);

(

(

>assume (tl::realcons); additionally(tl > 0);

>assume (yl::realcons); additionally(yl > 0);
(

>assume (x::realcons); additionally(a <= x and x <= Db);

>additionally (x1+yl = x+Vy);

Az assume segitségével az dltalunk kidolgozott intervallum aritmetika el tudja végezni
a szimbolikus kifejezések kezelését. Ezzel a megkozelitéssel az a probléma, hogy ha
kozben sziikségiink van egyenletrendszer (vagy egyenlGtlenségek) megolddsara, eze-
ket a beépitett megoldasi mechanizmusok nem hasznaljak.

Igy ebben az esetben mi is inkdbb eltekintiink ettSl. Ehelyett ebben a viszonylag egy-
szer( esetben elegendd egy linedris rendszert megoldanunk. Ha a,b € R nemnegativ

valds szamok, és a valtozok az [a, b] zért intervallumbdl keriilnek ki, akkor a

>constraints := [op({t > 0, t1 > 0, x >0, yv > 0, yl > 0, xl+yl = x
+y, x1 <> vyl, yl < x+y})]

feltételekkel, tovabba a
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4. A REGULARITAS VIZSGALATA

>G = [y, yl, txx, txy, tx(xty), tlsxyl, tlx(x+y), tlsx(x+y-yl), x+y-
y1]

belsd fiiggvényekkel az

>a, a, axx, a2, ax(x+a), a2, ax(x+ta), a*x, x

illetve

>b, b, bxx, b*2, bx(x+b), b"2, bx(x+b), b*x, x

értékeket kapjuk. Ebbdl a-ra annak kell teljesiilnie, hogy

>solve (0 < a”2+a and a"2+a < 1, {a})\,.

Vagyis {0 < a,a < 1/2+/5 — 1/2}. Hasonl6 igaz b-re, figyelembe véve az a < b fel-

tételt, a kapott intervallum barmely két szamparja j6.
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5. OSSZEGZES

Ebben a rovid fejezetben 0sszefoglaljuk, hova jutottunk, illetve felvazoljuk a to-

vabblépési lehetdségeket.

5.1. Osszefoglalas

Az els6 fejezetben roviden Osszefoglaltuk a fiiggvényegyenletek kezelésében és
megoldasaban haszndlhaté szamitogépes technikdkat. Ismertettiik Castillo és Iglesias
,-altaldnos megoldd” programcsomagjit, ami MATHEMATICA -ban késziilt. Ez nem lett
sohasem a MATHEMATICA integrans része, ki is fejtettiik, véleményiink szerint miért
nem tudunk ma még ilyen altaldnos szoftvert késziteni. Specidlis esetekre viszont min-
den tovébbi nélkiil lehetséges, erre példa ugyanezen fejezet ,,Megoldas helyettesitések
véges csoportjaval” alfejezete.

A maésodik fejezetben a regularitds matematikai hatterét ismertettiik [29] eredményei-
nek osszefoglaldsdval. A harmadik fejezetben az altalunk kifejlesztett szimbolikus in-
tervallum aritmetikat ismertettiik, Czirbusz [20]. A fiiggvényegyenletek algebrai atala-
kitasakor ez az egyik altalanos mddszer, amivel az értelmezési tartomdnyokat illetve
értékkészleteket ki tudjuk szamolni.

A negyedik fejezetben ismertettiik a regularitds problematikdjanak szamitégépes meg-
kozelitésével kapcsolatos munkdnkat, ez a [19] alapjan késziilt. Ebben a fejezetben két
rovid részben ennek tovabbviteli lehetdségével foglalkoztunk: egy geometria megko-
zelitést vazoltunk fol, illetve a kompakt halmazok kiszamitdsara adtunk példat.

Az értekezés soran elkészitett programok a MAPLE illetve a SAGE komputeralgebra
rendszerekben késziiltek. Ez nem jelent 1ényeges korlatozast, ugyanakkor a matemati-

kai miveletek végrehajtasat nagymértékben egyszer(siti.
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5.OSSZEGZES

5.2. Tovabbfejleszés

Az elso fejezetben ismertetett csoportelméleti megfontoldsokhoz hasonlé médsze-
rekkel fiiggvényegyenletek széles skaldjara lehet megoldé programot irni. Természe-
tesen figyelembe kell venni, hogy az esetek jelentds részében a gyakorlati alkalmaza-
sokban a reguldris megolddsok keresésének van nagyobb jelentdsége. Mivel a belsd
fliggvények tobbnyire egyszerliek - linedris kifejezések, els6- vagy masodfoku kifeje-
z€sek hanyadosai, ebben az irdnyban viszonylag egyszer(ien lehet tovdbbhaladni. Az
intervallum aritmetikdban meg kell oldani, hogy tobbvaltozds esetben is ki tudja sza-
mitani a megfeleld értelmezési tartomanyokat illetve értékkészleteket. Tavlatilag cél-
szerl a fliggvényegyenletek kezelését is objektumok segitségével atirni, erre a SAGE
alkalmasabbnak létszik, mivel az alapul szolgédlé Python programozasi kdrnyezetben

ez természetes.
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6. SUMMARY

In this short chapter we summarize the road we worked over, and draw up the

possibilities of further improvements.

6.1. Summary

In the first chapter we presented the computational methods suitable for handling
and solving functional equatzions. We described the ,,general solver” MATHEMATICA
packages written by Castillo and Iglesias. This package never does to be integrant part
of MATHEMATICA integrans része, we articulated our opinion about the impossibility
of that program package. Naturally for special forms if equation it works without any
difficulty. An example for this case is the part ,,Solving functional equations via groups
of finite substitutions ” of this chapter.

In the second chapter the mathematical background of regurarity was described with
summarizing the results from [29]. In the third chapter was summarized the ,,Symbolic
interval manipulation” developed by the author of this tehesis bya Czirbusz [20]. This
method serves under the algebraic transformations of functional eqautions to compute
the new domains and ranges.

In the fourth chapter was presented the computational works of author on the checking
the regularity theorems, this happened by foundations of [19]. In this chapter was dealt
with thwo short sections to further considerations. One of them is a geometric appro-
ach, the second one is a method for computing , compact sets.

In the dissertation the programs was made by MAPLE and SAGE computer algebra-
ic systems. This is not a restriction, while teh execution of mathematical operations

greatly simplified.
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6. SUMMARY

6.2. Possible further improvements

Similar methots to the group theoretic considerations mentioned in the first chapter
allows to make programs to solve wide range of functional equations. Naturally we
must take into consideration that in practical applications more importants the equa-
tions with some regualrity. Because the inner functions mostly are simply - linear exp-
ressions, quotients of first or second order polynomials - it seems simply to forward
further. in the symbolic intervallum manipulation we must solve the problem of functi-
onal equations in several variables(domains and ranges). It seems expedient to rewrite
tha handling of functionals equations with object, for this the SAGE seems to be more

suitable because of the underlying Python environment.
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A.1. A szamitogépes alkalmazasok attekintése

A.1.1. Sorfejtések

A.1.2. Kozepek invarianciaegyenlete

Kozepek invarianciaegyenlete

1
P +yP\ p—q
>G = (p, 9, %X, y)—> _— :

zd + yq i
P ek s G(p,q,G(a,b,exp(z), exp(—x)), G(c, d, exp(z), exp(—x)) :
G(p, q, exp(x), exp(—1))

>eql := simplify (coeftayl(F(x), x = 0, 2))

eql := ic+ia+ib7%p7%q+id
>sbl := a = wtv+sqrt (r+s);

a=w+v+y/r + s
>sb2 := b = wtv-sqgrt (r+s):
>sb3 := ¢ = w-v+sqgrt (r-s):
>sb4 := d = w-v-sqgrt (r-s):
>spb5 1= p = wtsqgrt(t):
>sb6 := g = w-sqgrt(t):
>H := x -> subs(sbl, sb2, sb3, sbd4, sb5, sb6, F(x)):
>eq2 := simplify(coeftayl(H(x), x = 0, 4))

eq2 := —éwr— %sv—l— %tw
>eq3 := simplify (coeftayl(H(x), x = 0, 6))

eq3:= —%v2w3+§rv2w+grw3+%sv3+§svw2—%tw3+f—5r2w+4;;”+%s2w—%t2w
>eq4 := simplify(coeftayl (H(x), x = 0, 8)):
>eqg5 := simplify (coeftayl (H(x), x = 0, 10)):
>eqg6 := simplify(coeftayl(H(x), x = 0, 12)):
>EQ := [eqg2, eqg3, eqg4, egb, egb]:
>with (Groebner) :
>B := Basis(EQ, plex(r, s, t, v, w)):

>solve (B)
{r=rs=st=t,v=0,w=0},{r=ts=0,t=t,v=0,w=w},

{7":T,s:(),t:t,v:v,w:0},{r:w2,s:O,t:wz,vzv,w:w},
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{r:r,s:w2—7‘,t:w2,v:w,w:w},{7‘:r,s:—w2+r,t:w2,'u=—w,w:w}

A.1.3. Megoldas helyettesitések véges csoportjaval

A.1.3.1. Csoport létrehozasa Dimino-algoritmussal

A.1 Program: Dimino Algoritmus

# Routines for listing all the group elemets

id(x) = x
def OP(f,qg):
return f(g(x)).simplify_ full () .function (x)

def Dimino (S) :

nwn

INPUT:
**S'' the list of generators
OUTPUT:
- ‘‘elements'' the list of elements of generated group

We use this procedure to generating group of functions.

EXAMPLES: :
sage: f2(x) = (x-1)/(x+1)
sage: f3(x) = -1/x
sage: f4d(x)= (x+1)/(1-x)
sage: Dimino([f2, £3, f4])
[x |-—> x, x |-—> (x — 1)/ (x + 1),
x |-—> -1/x, x |-—> —(x +1)/(x - 1)
t = len(S)
# The unit element always in the group
Ord = 0; elements = [id]
g = S[0];

# the first, cyclic subgroup
while g (x)<>x:
Ord +=1; elements.append(qg)
g = OP(g, S[0])

# building the group inductively

for i in xrange (2, t):

if not S[i] in elements: # the next element is not redundant
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prevord = Ord
# add the coset
Ord += 1; elements.append(S[i])
for j in xrange (2, prevord):
Ord +=1; elements.append (OP (elements[j], S[i]))
# the position of representative
reppos = prevord + 1
while true:
for s in S:
elt = OP (elements[reppos], s)
if not elt in elements:
Ord +=1; elements.append(elt)
for j in xrange (2, prevord):
Ord += 1; elements.append(OP (elements[j], elt))
# the next coset representative
reppos += prevord
if reppos > Ord:

break

return elements

A.1.3.2. A permutacidcsoport elkészitése

A.2 Program: Csoportreprezenticiok

# Routines for regular representation

def delta(G, k, 7, 1i):

The "Kronecker-delta" for the group G.

\author{}
INPUT:
- Y'G'' - the list of group-elements
- Y'k,Jj,i'Y - index of group elements
OUTPUT:
1 if G[k]*G[]J] = GI[i]

0 otherwise

nmmwn

if G.index (OP(G[k],G[]])) == i:
return 1

else:

return 0
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def RegRep (G) :

nun

Regular matrix representation of a finite group

INPUT:

- Y'G'' - the list of group-elements

OUTPUT

- Y'M'' - a list of quadratic permutation matrices
M[k][i,3] = delta(G,k, ], 1)

n = len(G)
M

[identity_matrix(n)]
for k in xrange(l, n) :
A = matrix(n)
for i in xrange (0, n):
for j in xrange (0, n):
Ali, j] = delta(G, k, 3, i)
M. append (&)

return M

def ToPerm(M, cyclic=false):
W
Convert a permutation matrix to permutation; if the cyclic flag is true,

then it makes the cyclic product, otherwise in two line notation.

INPUT:

- Y'‘M'' - a permutation matrix
- Y'cyclic'' - a flag

OUTPUT:

- “'‘P'' - the permutation

n = M.nrows ()
if cyclic:
Ndx = [1] * n
first = 1
P =[]
while first < n:
Ndx[first - 1] = 0
C = [first]
a = M[first - 1,:].1list ()
while true:
j = a.index(1l) + 1
if j == first:
break

else:
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C.append (j)

Ndx[j - 1] 0

a = M[j - 1,:].1list()
P.append (tuple (C))

try:

first = Ndx.index(1l) + 1
except:

first = n + 1

return P

else:
P = matrix (2, n)
P[0,:]=[[1 for i in xrange(l, n + 1)1]]
for i in xrange (0, n):
a = M.row(i).list ()
P[1,i] = a.index (1) + 1

return P

def ToPerms (M, cyclic=false):

Convert a list of permutation matrices to permutations

- Y'M'' - list of permutation matrices
- Y'cyclic'' - a flag

OUTPUT:

- “'P'' - the list of permutations

nmmwn
P =[]
for m in M:
P.append (ToPerm(m, cyclic))

return P
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A.2. Szimbolikus intervallum aritmetika

A.2.1. Az intervallum objektum

A.3 Program: Az intervallum objektum

Interval := proc (a, b, 10 := true, rO := true)
module ()
export Left, Right, LeftOpen, RightOpen, Radius, Width,
MidPoint, Magnitude, Closed, Open, ModulePrint,ModuleApply, isInterval;
if is(b < a) then

Left := b; Right := a
else
Left := a; Right := Db
end if;
LeftOpen := 10; RightOpen := rO;
Width := abs (Left-Right);
Radius := (1/2)*Width;
MidPoint := (1/2)«*Left+(1/2)+«Right;
Magnitude := max (abs(Left), abs(Right));
Open := LeftOpen and RightOpen;
Closed := ‘not‘(LeftOpen or RightOpen);
isInterval:=true;
ModulePrint := proc ()
local s;
s = "";
if LeftOpen then s := cat(s, " (")
else s := cat(s, "[")
end if;
s := cat (s, convert (Left, string), ",", convert (Right, string));
if RightOpen then s := cat(s, ")")
else s := cat(s, "1")
end if;
end proc ;
ModuleApply := proc()

thismodule:-ModulePrint ()
end proc
end module

end proc:
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A.2.2. Intervallumok szorzasa

A.4 Program: Intervallumszorzas

LUIRY

*‘:= overload ([
proc (A::NotInterval,B::Interval)
option overload;
if is(A > 0) then
Interval (B:-Left*A, B:-RightxA, B:-LeftOpen, B:-RightOpen)
else
Interval (B:-Right*A, B:-LeftxA, B:-RightOpen, B:-LeftOpen)
end if
end proc,
proc(A::Interval, B::‘xx')
option overload;
A x Reciprocial (op(1,B))
end proc,
proc(A::Interval,B::NotInterval)
option overload;
if is(B > 0) then
Interval (A:-Left+B, A:-Right*B, A:-LeftOpen, A:-RightOpen)
else
Interval (A:-Right*B, A:-LeftxB, A:-RightOpen, A:-LeftOpen)
end if
end proc,
proc (A::Interval, B::Interval)
local al, a2, bl, b2, c¢cl, c2, la, ra, 1lb, rb, lc,
rc, a0l, b01l, x, y;

al := A:-Left; a2 := A:-Right; la := A:-LeftOpen;
ra := A:-RightOpen;
bl := B:-Left; b2 := B:-Right; 1lb := B:-LeftOpen;
rb := B:-RightOpen;
if is(0 <= al) and is(0 <= bl) then
cl := alxbl; c2 := a2+b2;
lc := la or 1lb; rc := ra or rb
elif is(al < 0) and is(0 < a2) and is(0 <= bl) then
cl := al*b2; c2 := a2xb2;
lc := la or rb; rc := ra or rb
elif is(a2 <= 0) and is(0 <= bl) then
cl := al«b2; c2 := a2+bl;
lc := la or rb; rc := ra or 1b
elif is(0 <= al) and is(bl < 0) and is(0 < b2) then
cl := a2xbl; c2 := a2«b2;
lc := ra or 1lb; rc := ra or rb
elif is(0 <= a2) and is(bl < 0) and is(0 < b2) then
cl := alxb2; c2 := al«*bl;
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lc := la or rb; rc := la or lb
elif is(0 <= al) and is (b2 <= 0) then
cl := a2xbl; c2 := alxb2;
lc := ra or 1lb; rc := la or rb
elif is(al < 0) and is(0 < a2) and is(b2 <= 0)
cl := a2xbl; c2 := al«*bl;
lc := ra or 1lb; rc := la or 1lb
elif is(a2 <= 0) and is (b2 <= 0) then
cl := a2xb2; c2 := al«bl;
lc := ra or rb; rc := la or rb
else #0<=a2<al0l and 0<=b01<b2
a0l := —-al; b0l := -bl;
if is(0 <= a0l) and is(al0l <= a2) and
is(0 <= b0l) and is (b0l <= b2) then
c2 := a2+b2; rc := ra or rb; x := alxb2; vy
if is(x <= y) then cl := x; lc := la or rb
else cl :=y; lc := ra or 1lb
end if
elif is(0 <= a2) and is(a2 <= al0l) and
is (0 <= b2) and is (b2 <= b01l) then
c2 := al«bl; rc := la or lb; x := alxb2; vy
if is(x <= y) then cl := x; lc := la or rb
else cl := y; lc := ra or 1lb
end if
elif is(0 <= al0l) and is (a0l <= a2) and
is(0 <= b2) and is (b2 <= b01l) then
cl := a2+bl; 1lc := ra or 1lb; x := alxbl; vy
if is(y <= x) then c2 := x; rc := la or 1lb
else c2 := y; ra := ra or rb
end if
else
cl := al«b2; lc := la or rb; x := alxbl; vy
if is(y <= x) then c2 := x; rc := la or 1lb
else c2 := y; ra := ra or rb
end if ;
end if ;
end if;

Interval(cl, c2, lc, rc)

end proc
1)

then

1= a2+bl;

1= a2+bl;

1= a2+b2;

1= a2*b2;
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A.2.3. Intervallumok SAGE -ben

A.5 Program: Intervallumok SAGE -ben

class Interval:

def _ _init_ (self, a, b, lo, ro):
if b < a:
self.left = b; self.right = a
else:

self.left = a; self.right = Db

self.left_open = lo; self.right_open = ro
def width(self):

return abs (self.left - self.right)
def radius (self):

return self.width() / 2
def midpoint (self):

return (self.left+self.right) / 2
def magnitude (self) :

return max (abs (self.left), abs(self.right))
def open (self):

return (self.left_open and self.right_open)
def closed(self):

return not (self.left_open or self.right_open)
def _ repr_ (self):
s = 17

if self.left_open:

s =s + "(
else:
s =s + [’
if self.left == Infinity:
s = s + 'Infinity’
elif self.left == -Infinity:
s = s + '-Infinity’
else:
s = s + self.left.str()
s =s + ',
if self.right == Infinity:
s = s + 'Infinity’
elif self.right == -Infinity:

s = s + '-Infinity’
else:

s = s + self.right.str()
if self.right_open:

s =5+ ")’
else:

s=s+ "1
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return s
def _ str_ (self):
return self._ _repr__ ()
def _ add__ (self, other):
if other._ _class_ _._ name__ == ’'Interval’:
return Interval (self.left+other.left, self.right+ other.right,
self.left_open or other.left_open,
self.right_open or other.right_open)
else:
return Interval (self.left+other, self.right+other,
self.left_open, self.right_open)
def _ radd__ (self,other):
if isinstance (other, Interval):
return Interval (self.left+other.left, self.right+ other.right,
self.left_open or other.left_open,
self.right_open or other.right_open)
else:
return Interval (self.left+other, self.right+other, self.left_open,
self.right_open)
def _ sub__ (self, other):
if isinstance (other, Interval):
return Interval (self.left-other.left, self.right-other.right,
self.left_open or other.left_open,
self.right_open or other.right_open)
else:
return Interval (self.left-other, self.right-other, self.left_open,
self.right_open)
def _ mul__ (self, other):
if isinstance (other, Interval):
al = self.left; a2 = self.right;
la = self.left_open;
ra = self.right_open;
bl = other.left; b2 = other.right;
1b = other.left_open;
rb = other.right_open;
if 0 <= al and 0 <= bl:
cl = alxbl; c2 = a2«b2;
lc = la or 1lb; rc = ra or rb
elif al < 0 and 0 < a2 and 0 <= bl:
cl = al*b2; c2 = a2+b2;
lc = la or rb; rc = ra or rb
elif a2 <= 0 and 0 <= Dbl:
cl alxb2; c2 = a2«bl;
lc = la or rb; rc = ra or lb
elif 0 <= al and bl < 0 and 0 < b2:
cl = az2xbl; c2 = a2«b2;
lc = ra or lb; rc = ra or rb
elif 0 <= a2 and bl < 0 and 0 < b2:
cl = al«b2; c2 = alxbl;
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lc = la or rb; rc = la or 1lb
elif 0 <= al and b2 <= 0:
cl = a2+bl; c2 = al*b2;
lc = ra or 1lb; rc = la or rb
elif al < 0 and 0 < a2 and b2 <= 0:
cl = a2+bl; c2 = al*bl;
lc = ra or 1lb; rc = la or 1lb
elif a2 <= 0 and b2 <= 0:
cl = az2xb2; c2 = al«bl;
lc = ra or rb; rc = la or rb
else: #0<=a2<al0l and 0<=b01<b2
a0l = —-al; b0l = -bl;
if 0 <= a0l and a0l <= a2 and 0 <=
c2 = a2+*b2; rc = ra or rb; x =
if x <= y:
cl = x; 1lc = la or rb
else:
cl = y; lc = ra or 1lb
elif 0 <= a2 and a2 <= a0l and 0 <=
c2 = alxbl; rc = la or lb; x =
if x <= y:
cl = x; 1lc = la or rb
else:
cl = y; lc = ra or 1b
elif 0 <= a0l and a0l <= a2 and 0 <=
cl = a2«bl; lc = ra or lb; x =
if y <= x:
c2 = x; rc = la or 1b
else:
c2 = y; ra = ra or rb
else:
cl = alxb2; lc = la or rb; x =
if v <= x:
c2 = x; rc = la or 1lb
else:
c2 =vy; ra =ra or rb
return Interval(cl, c2, lc, rc)

else:
if other >= 0:
return Interval (self.left * other,
self.right_open)
else:
return Interval (self.right x other,

self.left_open)

def _ rmul__ (self,

if not isinstance (other,

other) :
Interval) :
if other >= 0:

return Interval (self.left x other,
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alxb2; y = az2xbl;
b2 and b2 <= b01l:
alxbl; y = a2xb2;
alxbl; y = az2xb2;

self.rightxother, self.left_open,

self.leftxother, self.right_open,

self.rightxother,



A. PROGRAMKODOK

self.left_open, self.right_open)
else:
return Interval (self.right % other, self.leftxother,

self.right_open, self.left_open)

def _ div__ (self, other):
if isinstance (other, Interval):
if other.left > 0 or other.right <O0:
return self * other.reciprocial ()
elif self.left <=0 and 0 <=self.right:

return Interval (-infinity,infinity, true,true)

elif (self.left >0 or self.right <0) and (other.left == 0 and other.right
== 0):
return []
elif self.right < 0 and self.left < self.right and self.right == 0:

return Interval (self.right/other.left,infinity,self.right_open or
other.left_open, true)
elif self.right < 0 and other.left<0 and 0 < other.right:
return [Interval (-infinity, self.right/other.right,true, self.
right_open or other.right_open),
Interval (self.right/other.left,infinity, self.right_open or
other.left_open, true)]
elif self.right < 0 and 0 == other.left and other.left < other.right:
return Interval (-infinity, self.right/other.Right,true, self.
right_open or other.right_open)
elif self.left >0 and self.left < self.right and self.right ==
return Interval (-infinity,self.left/other.left,true, self.left_open
or other.left_open)
elif self.left >0 and other.left<0 and 0 < other.right:
return [Interval (-infinity, self.left/other.left,true,self.left_open
or other.right_open),
Interval (self.left/other.right, infinity, self.left_open or
other.right_open, true) ]
else: # (A:-Left >0) and (0 = B:-Left) and (B:-Left<B:-Right)

return null

def _ rdiv__ (self, other):
if not isinstance (other, Interval):

self.reciprocial() * other

def reciprocial (self):
if self.left > 0 or self.right < 0:
return Interval (l/self.right, 1/self.left, self.right_open, self.
left_open)
else:

return null
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A.3. A regularitas vizsgalata

A.3.1. Kvazi linedris egyenletek

A.3.1.1. A foprogam

A.6 Program: A rangkritérium ellendrzésének féprogramja

FECheck := proc (FE, S := [-infinity < XS and XS < infinity,-infinity < ¥S and ¥S <
infinity])
#S: list of constrainst (inequalities)
local sol, G, DG, SR, dg, BP, p, Elimed, msg;
global FU, FO, FIN, XS, YS, i;
msg := "Sorry. The current version of the program does not
support this type of equations.";
if not assigned(FU) then
NewTask ()
end if;
#G: the inner functions
#DG: the derivatives of g-s
#BP: the bad places
G := []; DG := {}; BP := {};
Elimed:=false;
# Try eliminating f(x).
for j from 0 to 2 do
sol := Elimf (FE, S, Jj);
if is(sol=NULL) then
next
end if;
G := Parse(rhs(sol[1][1]));
if evalb(sol <> NULL) then
Elimed := andmap (depends, G, YS)
end if;
if Elimed then
break
end if
end do;
if not Elimed then
error "I can not eliminate f(x) from the equation"
elif evalb(sol <> NULL) then
#checking the conditions of Theorem 1.29
if nops(G) = 2 and G[1][1l] <> ¥YS and G[2][1l] <> ¥YS then

error msg
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else
#checking the conditions of Theorem 1.
if Errorl30(rhs(sol[1][1])) then
error msg
end if
end if ;
for p in G do
if nops(p) = 1 then
DG := ‘union‘(DG, {diff(p, ¥S)})
end if;
if nops(p) = 2 then
DG := ‘union‘ (DG, {[diff(p[l], YS),
end if
end do;
for dg in DG do
p := CheckRank (dg, CNT);
if p <> [] and p <> {} then
BP := ‘union‘(BP, {p})
end if
end do;

return BP
end if;
return BP

end proc:

30

pl2]11})
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A.3.1.2. Kvazi-megoldé

A.7 Program: A pszeudo-megoldé kédja

Elimf := proc (FE,

S := [-infinity < XS and XS < infinity,
—infinity < ¥S and YS < infinity],

Mode := 0)

local EQ, EQ1, P, PP, sol, p, TEMP, pp, pt, T1l, T2, T3, T4,

global FU, FO, FIN, XS, YS, CNT;

if not assigned(FU) then

SetSymbols ()
end if;
if not assigned(CNT) then

CNT := ConvertToInterval (S)
end if;
Tl := FU(XS); T2 := FU(XS*YS);
T3 := FU(XS/YS); T4 := FU(YS/XS);
T5 := XS; EQ := lhs(FE)-rhs(FE);
P := [op(EQ)];
PP := zip(‘'x', P, map(sign, P));
sol := {};

if Mode < 1 then
if evalb(‘'in‘(T1, PP)) then

sol := solve(EQ, {Tl});
return [sol, [op(rhs(sol[1l]))], EQ]
end if
end if;

if Mode < 2 then
for p in PP do

if type(p, function) and nops([op(p)]) < 2 then
if type(op(p), ‘+') then
EQl := TEMP = op(p);
sol := solve(EQl, {T5});
EQ subs (TEMP = T5,
subs (‘union‘({op(p) = TEMP}, sol), FE));

CNT [TEMP] := IntervalAdd(CNT[XS], CNT[YS]);
CNT [XS] := IntervalSubtract (CNT[TEMP], CNT[YS]);

unassign ('CNT[TEMP]');
return Elimf (EQ)
end if
end if
end do
end if;
pp := [I;
for p in PP do
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if type(p, function) and nops([op(p)]) < 2 then
if type(op(p), ‘*') then
Pp = p;
if evalb(op(p) = XS/YS) or evalb(op(p) = YS/XS) then
EQl := TEMP = op(p);
sol := solve(EQl, {T5});
EQ := subs(TEMP = T5,
subs (‘union'({op(p) = TEMP}, sol), FE));
CNT[TEMP] := IntervalMult (CNT[XS], CNT[YS]);
CNT[XS] := IntervalDiv (CNT[TEMP], CNT[YS]);

unassign (' CNT[TEMP]') ;
return Elimf (EQ)
end if
end if
end if
end do;
if pp <> [] then

p := pp; EQl := TEMP = op(p);
sol := solve(EQl, {T5});
EQ := subs(TEMP = XS, subs(‘union‘({op(p) = TEMP}, sol), FE));

return Elimf (EQ)
end if

end proc;
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A.3.1.3. A parser

A.8 Program: A parser kodja

Parse := proc (EQ)
local EQS, i, j, bc, n, m, F, tmp, c, p, pp, EQF;
global FU;
if not assigned(FU) then

SetSymbols ()
end if;
bc := 0; F := []; EQF := sign(EQ)*EQ;
if Operator (EQF) or op(0, EQF) = evaln(FU) then
EQS := convert (EQF, string);
n := length (EQS);
m = 1;
while m <= n do i := searchtext (cat (FU, "("), EQS, m

if i = 0 then

return F

else
bc = 1; J := m+i+l; tmp = "";
while 0 < bc and j <= n do
c := EQS[]];
if ¢ = "(" then
bc := bc+tl
elif c=")"
then
bc := bc-1
else
end if;
j o= J+1
end do;
if 2 <= j-i then
tmp := substring(EQS, m+i .. j-1);
F := [op(F), [parse(tmp)]]
end if
end if;
m := j+1l
end do
elif type (EQF, function) then
if op(0, EQF) = ’sum’ or op(0, EQF) = ’'product’ then
pp := [Parse(op(l, EQF)), op(2, EQF)];
F := [op(F), ListTools[FlattenOnce] (pp) ]
else

for p in op(EQ) do
pp := Parse(p);
if pp <> [] then
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F := [op(F), ListTools[FlattenOnce] (pp)]
end if
end do
end if
else
end if;
return F

end proc;
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A.3.1.4. A rangkritérium ellenérzése

A.9 Program: A rang ellendrzése

CheckRank := proc (M, S := [])
local MM, dm, m, p, BP, sol, EQ, nn, ij;
global FU, FO, FIN, XS, YS;
if not assigned(FU) then
SetSymbols ()
end if;
EQ := {};
L := [indices(9)];
for 1 in L do
if CNT[1[1]] <> real then
EQ := ‘union‘(EQ, {convert(‘in‘(1[1], CNT[1(1)]), ‘relation')})
end if
end do
BP := {};
for m in M do
MM := Matrix (M) ;
dm := [LinearAlgebra[Dimension] (MM)];
if dm[l] = dm[2] and dm[2] = 1 then
if type(M[1l], numeric) then
if M[1] = 0 then
BP := ‘union‘(BP, {M[1]})
end if
else
EQ := ‘union‘(EQ, {m});
sol := solve(EQ, {XS, ¥YS});
nn := nops([sol]);
if 1 < nn then

for i to nn do

if sol[i] <> {} then
BP := ‘union‘(BP, {sol[i]})
end if
end do
else
BP := ‘union‘(BP, sol)
end if
end if
else
end if
end do;

return BP

end proc:
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JELOLESEK

X, X Az X intervallum bal- és jobb végpontjai

C,R,Q,Z,N akomplex, a valds, a raciondlis, az egész és a természetes szdmok hal-

maza

R,  apozitiv valés szamok halmaza
fog az fésgfiggvények kompozicidja
f: A— B fiiggvény megaddsa

1,7, k,m,n természetes szamok

X ©Y valamilyen miivelet az X és Y intervallumokkal
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