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1. Bevezetés

Els®sorban az ELTE Informatikai Kar programtervez® informatikus, program-
tervez® matematikus, programozó és informatika tanár szakos hallgatói szá-
mára készült ez a példatár, amely részletesen kidolgozott példákat tartalmaz.

A 2. fejezetben a példákat soroltuk fel, a 3. fejezetben pedig ezek a példák
megoldással együtt szerepelnek.

A példák részben más könyvekb®l, példatárakból, mások által összeállí-
tott feladatsorokból származnak. Azok a források, amelyekr®l tudomásunk
van, szerepelnek az Ajánlott irodalom fejezetben. A feladatok más része pedig
ebben a példatárban jelenik meg el®ször.

A könyvben található hibákra, hiányosságokra vonatkozó észrevételeket
köszönettel fogadjuk.

Budapest, 2006. március

Láng Csabáné
szerkeszt®

zslang@compalg.inf.elte.hu
ELTE Informatikai Kar Komputer Algebra Tanszék

1117 Budapest, Pázmány Péter sétány I/C.



2. Példák

2.1. Gráfok

2.1.1. Alapfogalmak

2.1-1. Van-e olyan 7 pontú egyszer¶ gráf, melyben a csúcsok foka rendre
a. 4, 4, 4, 3, 3, 3, 3;
b. 6, 3, 3, 2, 2, 2, 0;
c. 5, 5, 5, 4, 4, 2, 2;
d. 5, 5, 5, 2, 2, 2, 1;
e. amelyben minden pont foka különböz®?

2.1-2. Legyen n ∈ N, és G = (V, E) egyszer¶ gráf, melynek legfeljebb 2n + 1
csúcsa van. Lássuk be, hogy ha minden v ∈ V esetén d(v) ≥ n, akkor G össze-
függ®. Igaz marad-e az állítás akkor is, ha csak azt tesszük fel, hogy minden
csúcsra d(v) ≥ n− 1?
2.1-3. Legyen G egy véges egyszer¶ gráf, G a komplementere. Lássuk be,
hogy G vagy G összefügg®.
2.1-4. Igazoljuk, hogy ha egy véges egyszer¶ gráfban minden csúcs foka leg-
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3. Példák és megoldások

3.1. Gráfok

3.1.1. Alapfogalmak

3.1-1. Van-e olyan 7 pontú egyszer¶ gráf, melyben a csúcsok foka
rendre

a. 4, 4, 4, 3, 3, 3, 3;
b. 6, 3, 3, 2, 2, 2, 0;
c. 5, 5, 5, 4, 4, 2, 2;
d. 5, 5, 5, 2, 2, 2, 1;
e. amelyben minden pont foka különböz®?

Útmutatás. Próbáljunk olyan gráfot felrajzolni, melyben a csúcsok fokai a
megadott sorozatot alkotják. Ha több kísérlet után sem találunk ilyet, meg-
próbálhatjuk belátni, hogy nem is létezik.

a. Ha nem találtunk, akkor érdemes még egy kicsit próbálkozni. . .
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3

ϕ

τ



2π
3

ϕ2

ϕ, τ ϕ·τ
τ ϕ2 ϕ·τ=τ·ϕ2. ϕ2·τ
τ·ϕ

τ·ϕ=ϕ·τ,

e 1 e

τ τ2=e 2 τ−1=τ

ϕ ϕ3=e 3 ϕ−1=ϕ2

ϕ2 (ϕ2)3=(ϕ3)2=e 3 (ϕ2)−1=ϕ

τ·ϕ=ϕ2·τ (τ·ϕ)2=τ·ϕ·τ·ϕ=τ·ϕ·ϕ2·τ=e 2 (τ·ϕ)−1=τ·ϕ

ϕ·τ=τ·ϕ2 (ϕ·τ)2=ϕ·τ·ϕ·τ=ϕ·τ·τ·ϕ2=e 2 (ϕ·τ)−1=ϕ·τ

<ϕ>={e,ϕ,ϕ2}=<ϕ2>, <τ>={e,τ} <ϕ,τ>=G

<τ·ϕ>={e,τ·ϕ} <ϕ·τ>={e,ϕ·τ} <ϕ,ϕ·τ>=G=<ϕ·τ,τ·ϕ>

τ·ϕ=ϕ·τ
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{e,τ} 2
{e,ϕ·τ} 2
{e,τ·ϕ} 2
{e,ϕ,ϕ2} 3

{e,ϕ,ϕ2,τ,τ·ϕ,ϕ·τ} 6
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ϕ π
2

τ

G={e,ϕ,ϕ2,ϕ3,τ,τ·ϕ,τ·ϕ2,τ·ϕ3}

ϕ4=τ2=e ϕ·τ=τ·ϕ3

(G,·) a a−1

G e

a∈G |a|=n,

an=e, (∗)

a n e
a−1n

a n

a−1·a−1·...·a−1·a·a·...·a·a

e, a−1·a=e, n

(a−1)n·an=e (∗∗)



an=e, (a−1)n=e |a−1|
n. |a−1|≤|a|.

a−1 a
|a|≤|a−1|.

a a−1

|a−1|=|a|.

a a−1

(G,·) a b−1·a·b

G e

a∈G |a|=n,

an=e, (∗)

a n e
b−1·a·b n

(b−1·a·b)·(b−1·a·b)·...·(b−1·a·b)=

=b−1·a·b·b−1·a·b·...·b−1·a·b=

=b−1·an·b, (∗∗)

b b−1 e. an=e,
b−1·e·b=b−1·b=e. |b−1·a·b|

n. |b−1·a·b|≤|a|.

b−1·a·b |b−1·a·b|=n,

(b−1·a·b)n=e, (∗∗∗)

b−1·a·b n e

(b−1·a·b)n=b−1·an·b.

e.

b−1·an·b=e.



b b−1

an=b·e·b−1

an=e

|a| n. |a|≤|b−1·a·b|,
a b−1·a·b

|a|=|b−1·a·b|.

a b−1·a·b

(G,·)
G

(G,·)
a∈G

a|G|=e,

e

|a|=n. |a||G|, |G|=n·s
s

a|G|=an·s=(an)s=es=e

c c100=e c1999=e
c



c100=e, (∗)

c1999=e. (∗∗)

c1999=c100·19+99=(c100)19·c99=c99.

e

c99=e. (∗∗∗)

c100=c99·c=e·c=c

c=e, c

a an=e,

|a|n. |c|100, |c|1999,

|c|(100,1999)=1, c

(G,·)

|a|=n. (∗)

an=e, n
a

n p
n=p·k 1<k<n

an=ak·p=(ak)p=e

ak p
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G

H τ G
H

H G

K ϕ G
K

K G

G={e,ϕ,ϕ2,τ,τ·ϕ=ϕ2·τ,ϕ·τ=τ·ϕ2},H={e,τ}

x·H, H·x

e e·H={e,τ} H·e={e,τ}

τ τ·H={τ,e} H·τ={τ,e}

ϕ ϕ·H={ϕ,ϕ·τ} H·ϕ={ϕ,τ·ϕ}

ϕ2 ϕ2·H={ϕ2,τ·ϕ} H·ϕ2={ϕ2,ϕ·τ}

ϕ·τ ϕ·τ·H={ϕ·τ,ϕ} H·ϕ·τ={ϕ·τ,ϕ2}

τ·ϕ τ·ϕ·H={τ·ϕ,ϕ2} H·τ·ϕ={τ·ϕ,ϕ}

e τ

ϕ τ·ϕ

ϕ·τ ϕ2

G H



H G

K=<ϕ>={e,ϕ,ϕ2} G

x·K, K·x

e e·K={e,ϕ,ϕ2} K·e={e,ϕ,ϕ2}

τ τ·K={τ,τ·ϕ,ϕ·τ} K·τ={τ,ϕ·τ,τ·ϕ}

ϕ ϕ·K={ϕ,ϕ2,e} K·ϕ={ϕ,ϕ2,e}

ϕ2 ϕ2·K={ϕ2,e,ϕ} K·ϕ2={ϕ2,e,ϕ}

ϕ·τ ϕ·τ·K={ϕ·τ,τ,τ·ϕ} K·ϕ·τ={ϕ·τ,τ·ϕ,τ}

τ·ϕ τ·ϕ·K={τ·ϕ,ϕ·τ,τ} K·τ·ϕ={τ·ϕ,τ,ϕ·τ,}

e ϕ ϕ2

τ τ·ϕ ϕ·τ

G K

K G

C ∗ ◦

a∗b=a+b+1, a◦b=a+b+i.

(C,∗) (C,◦)



ϕ:a→ai
(C,∗) (C,◦)

(C,∗) ∗ a b
a+b+1

−1a −a−2

(C,◦) ◦ a b
a+b+i

−ia −a−2i

a→ ai
ai=bi a=b z+iw

x+iy z+iw

ϕ(a∗b)=ϕ(a+b+1)=ai+bi+i (∗)

ϕ(a)◦ϕ(b)=(ai)◦(bi)=ai+bi+i (∗∗)
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c∈R

a a
a a

a=0,a∈R

(Q,+).
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1 c
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x→ex
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a→
1
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1
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1
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1
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a a
a a

a=0,a∈R ,·

1 c
0 1

c∈R ,·

(Q,+)

c→
1 c
0 1

ϕ(c1+c2)=
1 c1+c2
0 1

ϕ(c1)·ϕ(c2)=
1 c1
0 1

·
1 c2
0 1

=
1 c1+c2
0 1

x→ ex

ϕ(x+y)=ex+y=ex·ey=ϕ(x)·ϕ(y)
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|a|=n,an=e, ϕ(an)=
(ϕ(a))n=e, e

|a|=|ϕ(a)|.
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·
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·
1
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1
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1
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1
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1
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a+b
√
2|a,b∈Z

{a+bi|a,b∈Z}

(Zm,+,·)

n,m n+x=m

n,m
n+x=m

H H
(H,+)

(R,+) · (a+b
√
2)−(c+d

√
2)=(a−c)+(b−c)

√
2

H−H ⊆H H ⊆R R
(a+b

√
2)(c+d

√
2)=(ac+

2bd)+(ad+cb)
√
2 H·H⊆H
R

i·i=−1

Zm

a+x≡b



(modm) a,b
Zm

(R,+,·)

(R,+)

(R,·)

(R,+,·)

(R,+) a,b∈R
a+b=b+a (e+e)(a+b) e∈R

(R,·) a,b∈R c=(e+e)
d=(a+b)

(e+e)(a+b)=c(a+b)=ca+cb=(e+e)a+(e+e)b=a+a+b+b,

(e+e)(a+b)=(e+e)d=ed+ed=e(a+b)+e(a+b)=a+b+a+b.

a+a+b+b=a+b+a+b.

a+b=b+a

(R,+,·)

a·0=0 a∈R 0∈R

0

0·0−1=e e∈R 0·0−1=0

e=0 a∈R a=a·e=0

mod2m
0,2,4,...,2m−2



2m=10

2m=20

0,2,4,6,8
(Zm,+,·)

(2a+l1·10)+(2b+l2·10)=
2(a+b)+(l1+l2)10 (a+b)=c+l·5 0≤c≤4 2(a+b)=2c+l·10

2c {0,2,4,6,8}
2a+2b=2(a+b) 0 x

2m−x

(R∗,·)

·

6 (6·2=2;6·4=4;6·6=
6;6·8=8)

8 8
6 2
8·2=6 8 2

0,2,4,6,8,10,12,14,16,18

2·10=0



(T,+,·)

(T∗,·) T

a∈T∗ a·x

T∗ x T∗

x1,x2∈T
∗ x1=x2 a·x1=a·x2

a·x1=a·x2

a·x1 a·(x1−x2)=0 x1−x2 0

T T∗ x T∗ a·x

T∗ a·x=b

a,b∈T∗ (T∗,·) (T,+,·)

0

(2,6);(3,4);(6,10);(6,8);(4,9);(6,6);(3,8);(9,8);(4,6)

(R,+,·) 0
e a∈R

an=0 n∈N a e−a

e

(e−a)(e+a+···+an−1)=e(e+a+···+an−1)−a(e+a+···+an−1)=

=e+a+···+an−1−a−a2−···−an=

=e−an=e.



e−a (e+a+···+an−1)

(R,+,·) a
a

a

ab=0 b=0 a−1(ab)=(a−1a)b=b=0

R a a2=a
R

(a+a)=(a+a)2

(a+a)2=(a+a)a+(a+a)a=a2+a2+a2+a2.

a2+a2+a2+a2=a+a+a+a.

(a+a)=a+a+a+a a+a=0
(R)=2

(a+b)=(a+b)2

a,b∈R

(a+b)=(a+b)2=

=(a+b)a+(a+b)b=a2+ba+ab+b2=a+ba+ab+b,

ba+ab=0 (R)=2 ab+ab=0

ba=ab



Z10

a Zm

a a

Z10

·

0 1,3,7,9
{1x:1≤x≤10}

{3x:1≤x≤10}{7x:1≤x≤10}{9x:1≤x≤10}

1,3,7,9 2,4,6,8
2∗2≡4,4∗8≡2,2∗8≡6,6∗2≡2,2∗4≡8,8∗4≡2,4∗4≡



6,6∗4≡4,4∗2≡8,8∗8≡4,6∗8≡8,8∗2≡6(mod10)
5 0

5 1,3,5,7,9

1,3,7,9
2,4,6,8,5

a m {ax:1≤x≤m}
m b x ax=b

a a m b
x ax=b ax≡b(modm)

(a,m)|ba
(a,m)=1

Z10 5

Z10 5

5·5=5 5≡52 (mod10) 5
Z10

5 Z10 5|a·b 5|a 5|b

(T,+,·) (T∗,·) T∗

ax=b a,b∈T∗

T∗



p
p|p·p p p|p

p=p a
ap=ap (a−a)p=0 a−a=0

a =a a

L:=a+bi
√
5|a,b∈Z

L 1+i
√
5,1−i

√
5,2,3

(L,+,·)

(1+i
√
5)(1−i

√
5)=1+5=6=2·3 1±i

√
5|2·3

(1±i
√
5)(a+bi

√
5) 2,3 a,b
1±i
√
5|2 1±i

√
5|3

2 3

1+i
√
5=αβ (1+i

√
5)(1−i

√
5)=αβαβ=αβαβ

(1+i
√
5)(1−i

√
5)=6 ααββ ααββ=1·6 2·3

αα=(a+bi
√
5)(a−bi

√
5)=a2+5b2=2 a,b

ααββ=2·3 α β
α=a+bi

√
5 1=αα=a2+5b2

a=±1 α 1+i
√
5=αβ

α β

L

(Z4,+,·)



{0} I−I⊆I I·I⊆I

0−0=0 r·0=0{0,2} I−I⊆I I·I⊆I

0−2=2 r·2=0 2 r

{0,1,2,3}

{0,2,3} 2+3=1

1

R I R R=I
I R

i∈I ri

r R ri∈I r∈R

I R R=I

r1,r2∈R r1=r2 r1i=r2i

(r1−r2)i=0 i R

(T,+,·) T

{0} T T

{0}=I⊆T 0=t∈I e=t−1t∈I

T=T{e}⊆TI⊆I I=T

(P)

Z/P

P−P⊆P
ZP⊆P PZ⊆

P



Z P 0∈Z

0+P

0 1

1+P 1

Z/P 01

R=
a b
c d

|a,b,c,d∈Z I=
a b
c d

|a,b,c,d∈2Z

I R

R/I

I

I−I⊆I RI⊆I

M ∈R,S∈I M =
m11 m12

m21 m22

S=
s11 s12

s21 s22

MS =
m11s11+m12s21 m11s12+m12s22
m21s11+m22s21 m21s12+m22s22

MS S MS ∈I
RI⊆I

SM=
s11m11+s12m21 s11m12+s12m22
s21m11+s22m21 s21m12+s22m22

,

IR⊆I I R

0∈R

0

0 0+I



M ∈R

M

4
1

4
2

4
1 +

4
2 +

4
3 +

4
4 =2

4

24

N R
0

N

N

N R/N

Z6 2,3∈N 2+3/∈N

n∈N\{0} m∈M\{0}
∀r∈R\{0} (rn)m =r(nm)=0 rn∈R

0 RN⊆N

R/N N N

a1,a2∈R\N a1a2/∈N (a1+N)(a2+N)=(a1a2+N)

N a1+N a2+N



M =
a b
2b a

|a,b∈Z

(M,+,·) E=( a+b
√
2|a,b∈Z ,+,·)

a,b∈Z ϕ:M → E ϕ
a b
2b a

=

a+b
√
2 a+b

√
2

M

ϕ
a1 b1
2b1 a1

+
a2 b2
2b2 a2

=ϕ
a1+a2 b1+b2
2(b1+b2) a1+a2

=

=(a1+a2)+(b1+b2)
√
2=

=a1+b1
√
2+a2+b2

√
2=ϕ

a1 b1
2b1 a1

+ϕ
a2 b2
2b2 a2

ϕ
a1 b1
2b1 a1

·
a2 b2
2b2 a2

=ϕ
a1a2+2b1b2 a1b2+b1a2
2(a1b2+b1a2) a1a2+2b1b2

=

=(a1a2+2b1b2)+(a1b2+b1a2)
√
2=

=(a1+b1
√
2)(a2+b2

√
2)=ϕ

a1 b1
2b1 a1

·ϕ
a2 b2
2b2 a2

G=( a+b
√
2|a,b∈Z ,+,·) K=( a+b

√
3|a,b∈Z ,+,·)

ϕ
G K

ϕ(u) =ϕ(1·u) =ϕ(1)ϕ(u) u∈G ϕ(1) =1ϕ(2) =
ϕ(1+1)=ϕ(1)+ϕ(1)=1+1=2 ϕ(m)=m



m∈Z G x2=2 ϕ(x2)=
ϕ(2)=2 K

ϕ(x2)=(ϕ(x))2=2

ϕ(x)=a+b
√
3

(a+b
√
3)2=2

a2+2ab
√
3+3b2=2

a2+3b2=2

2ab=0

b2=0 a2=2 a

K G K
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