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1. Gépi szam, hibak

Attekintjiik a gépi aritmetika néhany jellegzetességét és szemiigyre vessziik a szdmitdsokat terheld
hibafajtakat.

1.1. A gépi szamok

A gépi szdmok leggyakrabban 2-es alapu (vagy bindris), eldjeles normalizlt szdmok, igy elsdsorban
ezekkel fogunk foglalkozni. Alakjuk

+ 2k = g 2K
+.101...01 - 2 tm - 2 (1.1)

elgjel, ¢ db bindris jegy ™\ kitevé
A nemzérus mantissza mindig 1-gyel kezdddik, emiatt 0.5<m <1, m#0. Ha az alap nem 2, akkor a
10-es és a 16-os (hexadecimadlis) szamok fordulnak még el6 a gyakorlatban.
A bindris gépi szamok halmazit jelolje M (¢,k™,k*), ahol ta mantisszahossz, k~ a legkisebb kitevé,

k* pedig a legnagyobb kitevd. Az 4ltalunk haszndlt PC-kben, - személyi szamitégépekben a
szimplapontos szam 4 bdjt = 32 bit teriiletet foglal el a memoéridban és az egyes funkcidk kiosztasa a
kovetkezd:

1 8 23

1 bit jut az eldjelre, 8 bit a kitevore és 23 a mantisszdra. Ezen szdmok pontossdga kb. 7 decimalis
jegynek felel meg (23log,,2=6.923, azaz kb. 0.3-del szorzand6 a bitek szdma) és a nagysdgrend

1078 t61 104 g terjedhet. A duplapontos (kétszeres pontossagu) szamok 64 biten helyezkednek el:

1 11 52

eldjel: 1 bit, kitevd 11 bit és a mantisszahossz: 52 bit. Most a pontossdg kb. 15 decimadlis jegy, és az

abrazolhat6é szdmok nagysagrendje 10727 .81 10°77 -ig terjed. Egyes programnyelvek megengedik a
négyszeres pontossagu szamokat is.

A konkrét megvaldsitasban kihaszndlhatd, hogy a nemzérus mantissza elsd bitje mindig 1, emiatt
elhagyhat6. Ezzel a fogdssal még plusz 1 bithez lehet jutni, aminek jelentdsége az aritmetika
tulajdonsagainak javitdsdban van. Ekkor viszont meg kell tudni kiilonboztetni a zérust 0.5-t6l. Erre
tobbféle lehetdség van, hiszen zérus mantissza mellett a kitevd bitjei extra informaciét hordozhatnak.
Az igen nagy abszolut értékli, a gépi szdmokkal nem 4brazolhaté szdmok jelolésére is ki lehet
alakitani egy bit-kombinaciét. A mir nem &brdzolhaté nagy szdmokra a oo jelet fogjuk hasznélni.
Szokds még az NaN jelolés: ,,not-a-number”: nem szdm, értsd: nem gépi szdm. Egyes program-
nyelvekben ezt kapjuk eredményiil, ha zérussal prébdlunk osztani. Ha NaN-nel ezutdn barmilyen
aritmetikai miiveletet végziink, az eredmény NaN, mégha zérussal szoroztunk, akkor is.

1.2. Nevezetes gépi szamok

t db 1-es
—
A legkisebb pozitiv mantissza: 2. A legnagyobb mantissza: .11...1=1-2"". M(t,k ,k")-ban a

legkisebb pozitiv szam: g, =.10...0- 2* =1/2- 2~ .
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A mésik nevezetes szim &, az a legkisebb pozitiv szdm, amelyet 1-hez hozzdadva 1-nél nagyobb

2—l‘+1

gépi szamot kapunk: 1+¢ =.10...01- 2*! innen &= . A legnagyobb d&brizolhaté szam:

M_=(11...1- 2k )=>1- 27’)2]‘+ . A legkisebb szdm ennek a negativja.

Példaul legyen a gépi szamok halmaza M (5,—4,3) . Ekkor a legnagyobb mantissza: .11111=1-27, a
legkisebb mantissza 2. Az els§ pozitiv gépi szdm: £, =1/2-2" =27, Az 1 utdn kivetkezd elsd gépi
szdm tivolsdga 1-t6l: £ =2""=2". A legnagyobb dbrizolhaté szam: M_=(1-2")-2" =
=(1-27)2"=8-1/4.

1.3. Valos szamok konverzidja gépi szamma

A kovetkezd kérdés: a valds szdmokat hogyan alakitsuk at gépi szdmokka. Az ezt megvaldsitd input
fiiggvényt fl-lel jeloljik (a floating point number kifejezés kezddbetiii), fl: R — M . Megadasa a
kovetkezd:

o, ha |x|>M°°
fix)=40, ha [|f<g : (1.2)

x-hez legkozelebbi gépi szdm, ha g, < |x| <M,

ahol az x-hez legkdzelebbi gépi szam a kerekités szabdlyai szerint értendd.

Példaul alakitsuk 4t 10.87-et 8-jegyll bindris szdmma. Ezt célszerlien tgy tessziik, hogy az egész részt
2-vel osztjuk, és jegyezziik a maradékokat. A sorrendet megforditva kapjuk a bindris jegyeket. A tort
részt 2-vel szorozzuk. A kijovO egész részt nem szorozzuk tovdbb, hanem bindris jegyként
meg0rizziik. Az utolsé jegyet mar abbdl meg tudjuk &llapitani, hogy a tort rész kisebb-e 0.5-nél. Ha
kisebb, az ad6dé jegy 0, egyébként 1.

100 .| 87

5|1 1|74
—10, =1010 —0.87, =.1101...

0 1148

11 096

Kaptuk: 10.87,=1010.1101.... Ez nem kerekitéssel, hanem csonkitdssal kapott eredmény. A

kerekitett szam megallapitisdhoz még egy jegyet meg kell hatarozni. Ha a kovetkezd jegy 1, akkor az
utolsé bindris jegyhez 1-et adunk, egyébként valtozatlanul hagyjuk. Esetiinkben a kovetkezd
(kilencedik) jegy 1, igy a kerekitett érték: 1010.1110. Ha 10.87-et az eldbbi példdban szerepld
M (5,—4,3) halmazra kivanjuk leképezni az fl fiiggvénnyel, akkor fl(11.87) =oo, mert M_ <10.87 .

1.1 Gyakorlat. Legyen a gépi szamok halmaza M (5,—4,4). Hatdrozzuk meg a nevezetes szdmait! Mi
lesz a kdvetkez6 szdmok leképezése a halmazba: 1/50, 0.37, 3.67, 7.2, 21.787

1.2 Gyakorlat. Hogyan konvertalnank 10.87-et 3-as alapi szamrendszerbe?
Feltessziik, hogy x-et pontosan ismerjiik. Ekkor fl(x) hibdja a kdvetkezOképp becsiilhetd:
oo, ha |x| >M._,
|x—1fl(x)|<qg, ha [|y<g : (1.3)
eyl ha g <|x<Mm,,

ahol &, =¢/2=2" a gépi epszilon, ez adja az &, és M, kozé esd szdm dbrazoldsdnak relativ
hib4jat. Itt az elso sornak csak jelzés értéke van. A masodik sor 6nmagaért beszél, egyediil a harmadik



sor kivdn némi magyardzatot. Azt fejezi ki, hogy az dbrdzolt szdm hibdja nem nagyobb, mint a ¢ -edik
bindris jegyben elkovetett hiba. A harmadik sor dtrendezése a relativ hiba korltjit adja:

|x—ﬂ(x)|<8
E——l<g,.

(1.4)
[+

A relativ hiba megallapitdsakor elég a mantissza hibajat tekinteni, mert a kitevd osztaskor kiesik. A

kerekitéskor a mantisszdban elkdvetett hiba legfeljebb 27~'. A relativ hibdjanak felsé korlatjat ugy
kapjuk, hogy a lehetséges legkisebb pozitiv mantissza-értékkel osztunk: ¥2-vel. Igy kapjuk eredményiil

&, =2"-t.

1.3 Gyakorlat. Hogyan mddosulna a gépi epszilon, ha a kerekités helyett csonkitast alkalmaznank?

1.4. A gépi aritmetika

Vannak gépi szamaink, a kdvetkezd kérdés, hogy milyen tulajdonsdgu lesz a lebegdpontos szamokkal
megvaldsitott gépi aritmetika. A kovetkez6 szdmpélddkban a tizes alapi szdmrendszert fogjuk
haszndlni, ahol van négy decimdlis jegyiink és a kitevd eldjeles kétjegyli szdm lehet. Ezen gépi

szdmok halmazat egyszertien M -mel fogjuk jeldlni. Jelolés: 0.2543-10° =0.2543 +02

A gépi artimetikdban nem lesz igaz minden, amit a valés szdmtestben megszoktunk. Az aldbbiakban
felsorolunk ilyen eltéréseket:

o Létezhet nemzérus a,be M, amelyre a+b=a. Ez a szdmok eltér6 nagysdgrendje miatt
lehetséges. Péld4ul adjuk Ossze a kovetkezd szamokat: 0.3460 +02 és 0.4524 —03:
0.3460 +02
0.000004524 +02
0.3460 +02

e Létezhet a,b,ce M , amelyre (a+b)+c+#a+(b+c). Példaul

0.3460 +02 0.3460 +02
0.00004524 +02 0.00003872 +02
0.3460 +02 0.3460 +02
de eldszor a két kicsi szamot Osszeadva
0.3872 -02 0.3460 +02
0.4524 -02 0.00008386 +02
0.8386 -02 0.3461 +02

Ez arra int, hogyha sok szdmot 0sszegziink, akkor az abszolut érték szerinti kicsikkel érdemes
kezdeni.

e Létezhet a,b,ce M , amelyre (ab)c # a(bc) . Példaul
(0.1245 +62-0.4314 —58)-0.4362 —54=.5371+03-0.4362 —54=.2343 -51,

mig a mdsik zdrdjelezés szerint a masodik és harmadik szdm szorzata kisebb, mint a legkisebb
4brézolhaté gépi szam, igy ez a szorzat zérus, ami a teljes szorzatra zérus eredményt ad. gy, ha
sok szdmot kell 6sszeszoroznunk, még nagyobb gondossidggal kell eljdrnunk, mert kénnyen
keriilhetiink abba a helyzetbe, hogy az eredmény, vagy valamely rész-szorzata kivill esik a
szdmabrazolas tartomanyan. Ha az eredmény tdl nagy, vagy tdl kicsi, akkor egy lehetdség a
gondok csokkentésére az eredmény logaritmusat szamolni.

e Osszevonds utdn az eredmény relativ hibdja jelentdsen megndhet. Példaul
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0.4693 +02
—0.4682 +02
0.0011+02
ami egyenld 0.1100 +00-val. Latjuk, itt mar csak az els6 két jegy pontos. Ezt jelenséget kivondsi

jegyveszteségnek nevezziik. Néha adhatok fogdsok a kivonasi jegyveszteség elkeriilésére vagy

csokkentésére, pl. ha /3472 —+/3471 -et igy szamitjuk, kihasznalva, hogy a gyok alatt egész
szdmok vannak:

(\/3472 —3471)(1/3472 ++/3471) _ 1
V3472 ++/3471 J3472 ++/3471°

A madsodfokii egyenlet gyokeit pedig az aldbbi médon célszerll szdmitani:

¥’ =2px+q=0 gyokei: x,=p+sign(p\/p’—q, x,=qlx,.

¢ Elbfordulhat olyan eset, amikor a kozbiilsd eredmény tilcsordul (nagyobb mint M ), emiatt rossz

a program futdsa, pedig a végeredmény az 4brazolhaté szdmok kozt van. Példaul legyen
a=0.3265+60, h=0.5671 +02 és szamitandé ~a’+b>. Az elsd szdm kitevéje négyzetre

emeléskor 120, gy tdlcsordult szamot kapunk. Ha viszont s+/(a/s)’* +(b/s)’ -et szdmitjuk, ahol

s = max(|a| ,|b|) , akkor ez nem kovetkezik be.

e Néha arra is szdmitani kell, hogy egy fiiggvény nem adja olyan pontossdggal vissza a helyettesitési
értéket, mint amilyen pontossidggal indultunk. Péld4ul tekintsiik a sin fiiggvényt. Ha az
argumentum kicsi, akkor nincs semmi baj. Ha azonban x értéke nagy, példdul x=2356, akkor
sin(2356) szamitasakor 2356 & -vel vett osztasi maradékat kell venniink. A maradékban mar csak

1 jegy lesz pontos ha a fenti aritmetikat hasznéljuk, igy az eredménynél sem remélhetiink nagyobb
pontossagot.

A mutatott példdk alapjan megallapithatjuk, hogy a gépi aritmetika nemkivanatos jelenségei
elsdsorban akkor kovetkeznek be, ha a szdmok kozott til nagy a nagysdgrendi kiilonbség, vagy
egymdashoz nagyon kozeli szdmokat vonunk ki egymasbol.

1.5. Hibak

Az igényes szdmitdsokndl arra is kivancsiak vagyunk, hogy az eredményt milyen pontosan tudtuk
eldéllitani. Ehhez szdmba kell venni a lehetséges hibafajtdkat. Az els6 a kiinduldsul hasznélt adatok
oroklott hibdja, nevezhetjiik ezt adathibdnak is. Lehet, hogy a szdmitds sordn magunk is tévediink, ezt
gondos ellendrzéssel magunknak kell felfedezniink és kijavitanunk. A képlethiba az alkalmazott
modszerhez tartozik. A kerekitési hibdk részben bekovetkezhetnek a kézi szamitas, adatelokészités
sordn, de a gépi aritmetikdnak is mindig van ilyen hibdja. A hibaelemzés sordn fel kell ismerniink,
melyik az a hibafajta, ami az adott feladat szempontjabdl 1ényeges. Sok olyan szamitds van, amikor az
adathiba, vagy a képlethiba jelenti a f6 hibaforrast. Az adathibat sokszor csak tudomdasul vehetjiik, de a
képlethibdit esetleg csokkenthetjiik pontosabb mddszer alkalmazésdval.

A hibaszdmitds alapmodellje szerint a kozelitdé értékekkel kapott pontos szamitds eredményét
kozelitésnek tekintjiik és azt vizsgaljuk, mekkora a hibgja.
Jelolések. Az x mennyiség pontos értéke x*, hibdja: Ax=x—x" , ahol Ax elGjeles szam. A relativ

hiba 0x=Ax/x=Ax/x". Itt megjegyezziik, hogy egyes szerz6k a relativ hibat a pontos értékkel
definialjak, tehat az itt lathat6 masodik formulat hasznaljak. A mi vélasztisunk tudomdsul veszi, hogy
a pontos értéket nem ismerjiik. A hibakorldt A, egy nemnegativ szdm, amellyel feliilrdl becsiiljiik a

hiba abszoliit értékét: |Ax| <A, . Hasonloképp &, a relativ hibakorldt, amelyre |5x|< 5, .



1.4 Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy a relativ hiba kétféle megaddsa kozott a kiilonbség masodrendii:

Ax/x" —0x=0x/1-0x)—0x :(é'x)2 /(1-06x) .

A valésagban a Ax hibat nem ismerjiik, csak annak felsd korldtjat. Emiatt kiinduldsul annyit tudunk,

hogy x* az x érték valamely A -sugard kornyezetében van.

A hibanalizis szempontjdbol fontosak az alapmiiveletek, +,—,%*,/ hibai. Alabb a baloldali
Osszefiiggések a hibdkra, a jobboldaliak pedig a hibakorl4tokra vonatkoznak:

A(xx y)=Axx Ay, AL, =A +A,

A(xy) = xAy + yAx, A=A +]yA,, (1.5)
Ax — xA A, +|x|A,

AGx/ y) = 2=, a,, =PI y2|‘x| -

A hibaformuldk hasonlé médon szarmaztathaték, mint az 0sszeg-, szorzat-, és hanyadosfiiggvények
differencidldsi szabdlyai. Innen az is lithatd, hogy a formuldk csak akkor tekinthetdk joknak, ha a
hibdk valéban kicsik, és a madasodrendli hibatagok elhanyagolhaték. A jobboldali formuldk a
baloldaliakbdl kovetkeznek, akédrcsak az aldbbi, relativ hibdkra vonatkozo kifejezések:

o, +|y|o
St y) = 2220), 6., <12 D1S
xty - |xiy|
O(xy)=0y+0x, 6,=0,+0, (1.6)
o(x/y)=0x-9y, 0,,=0,+9,.

A fiiggvényértékek hibdja. Legyen f:R — R legaldbb kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény.

Ekkor a Lagrange kozépérték-tétel szerint 1étezik &e [x,x"], amelyre

F= G+ 0D+ f7(E)(Ax) /2.
Innen a masodrendii kicsiny utolsé tag elhagyasaval a fiiggvényérték hibdja:
F)=f(xX)=4f = f(x)Ax. (1.7)

Legyen max |f '(x)| =M,, ezzel A, =M A _, ahol vegyiik tekintetbe, hogy a becslés x egy A,

xe[x=A,,x+A,] |

sugard kornyezetére vonatkozik. A relativ hibara kapjuk:

N _f WA 50 5
f@f® x f

Sf =

Az abszolut értékekre attérve:
|6f|=c(f.x)|64, (1.8)

ahol a ¢(f,x) :|xf ‘(X! f (x)| szamot az f fiiggvény x pontbeli kondicioszdmdnak nevezziik. Ha ez

a szdm nagy, akkor a fliggvényt instabilnak, vagy gyengén meghatdrozottnak nevezzik, mert az
argumentum kicsiny megvaltozdsa nagy fliggvényérték-megvaltozast eredményez. Tul nagy kondicié-
szam mellett a gépi szdmok kerekitési hibdi is elviselhetetleniil nagy végsd hibdhoz vezetnek.

Az (1.7) és (1.8) Osszefiiggések sugalljak a kovetkezd stabilitds fogalmat: egy algoritmus stabil, ha két
bemeno érték: x,, x, €s a hozzajuk tartoz6 kimend értékek, f,, f, kozott fenndll egy

|f2—f1|SC|xl—x2|, x,x,€X (1.9)
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tipusu Osszefiiggés, ahol C az algoritmus adataitdl fiiggetlen nem tilsdgosan nagy éllandd. Vegyiik
észre, itt x,, f; gépi szdmok, egy véges halmaz elemei.

Fontos még az inverz stabilitds fogalma. Egy leképezés inverz stabil, ha az eredmény egy kissé
perturbalt kezdetiértékbdl pontos szamitdssal megkaphato.



2. Normak, egyenlétlenségek

Ebben a szakaszban vektorok és matrixok kozott tdvolsagfiiggvényeket fogunk bevezetni.

1.1. Metrikus ter

Legyen X egy halmaz, amelynek elemei kozt bevezetiink egy tdvolsdgfiiggvényt §:(XxX)—>R.

Azt kivanjuk, a,be X -re rendelkezzen a kovetkezd tulajdonsagokkal:
i) o(a,b)=0(b,a), azaz a legyen olyan tavolsagra b -t6l, mint b a -t6l (szimmetria).
ii) 0(a,b)=0 & a=b,atdvolsag csak akkor legyen zérus, ha a két elem azonos.

iii) o(a,c)<d(a,b)+0(b,c), a hiromszog-egyenlbtlenség. Azt fejezi ki, hogy két pont
kozott legrovidebb 1t az egyenes.

Ekkor a (0,X) part metrikus térnek nevezziik. A kovetkezOkben X gyanant az R" és R™"

halmazok keriilnek széba, azaz vektorok és matrixok kozott fogunk tavolsagfiiggvényeket késziteni.
Ez a 0 nem lehet negativ értékii, mert 0= §(a,a) < 8(a,b) + 8(b,a)=25(a,b) kovetkezmény.

2.1. A vektorok hatvanynormaja

A vektor normdja ||x|| : R" >R akovetkez6 tulajdonsdgokkal rendelkezik:

o =0 & x=0,
iy A=Al @D
ity [+l <]+ ]-

Ekkor a d(x,y) =||x— y|| vélasztas metrikdt ad, mert a kivant tulajdonsagok teljesiilnek. Az elsd két

feltételt trividlisan kielégiti a hatvdnynorma:

n 1/p
T T REVES 2

i=1

a harmadikat késobb fogjuk belatni.

=P
= 2.2. A Hélder-egyenlétlenség
B
A hatvanynormadkra fennall a  Holder-
egyenlOtlenség:
T : 1 1
- 3 e R I )
i=1 P q
ami p=gqg=2-re a jolismert Cauchy-Bunyakovszkij
egyenldtlenségbe megy at. A p és g kozott
ﬁ Osszefiiggés atrendezhetd a p—1=1/(g—1) alakba,
X « amit szem eldtt tartva konnyen beldthaté az aldbbi

egyenldtlenség. Az alkalmazott fiiggvény y=x"",
az els6 integral a fiiggblegesen, a masodik a vizszintesen satirozott teriiletet jelenti:
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B
of < jﬁx”_ldx+.'-y"_1dy :a—p+£
0 0 p q
Ezutan az
ool bl
[, 51,

helyettesitéssel és az i szerinti Osszegzés elvégézésével kapjuk (2.3) jobb oldali 6sszefiiggését.

(2.1) harmadik Osszefiiggése, a haromszog-egyenldtlenség tgy lathaté be, hogy p/g=p—1 szem
elott tartasa mellett a

n n
e ol =20+ 32l < bl + il + 3
i=1 i=1

egyenlOtlenség jobb oldaldnak mindkét tagjdra alkalmazzuk a Holder-egyenldtlenséget. Ekkor az elsd
tagra a kovetkez6 eredmény adddik:

n n 1/(]

p-1 (p-Dq _ rlq
2+ SIIXIIP{ZIXI»H,«I } =[], e+ 51
i=1 i=1

€s a masik taggal is hasonlé eredményre jutunk, a kettét egyiitt rendezve kapjuk a kivant egyenldt-
lenséget, amit dltaldnosan a p index mellett a Minkowski-egyenldtlenségnek neveziink.

2.3. A hatvanynormak néhany tulajdonsaga

A hatvanynormakra teljestil:

I+, <[+, 1<p. 0<s, (24)
hiszen ez az 0sszefiiggés atrendezhetd a

ps ; p ; PSP
) {Z }{Z } ’ Xk;t "
i=1 i=1

alakba. Ha itt |xk| = max, |x,.| akkor a jobb oldal els6 tényezdje tagrdl tagra nagyobb vagy egyenld a bal

n

2

i=1

X

Xy

X

Xy

X

Xy

oldalnél, a mésodik tényez6 viszont biztosan nem kisebb 1-nél.
A fontosabb hatvanynormadk a kovetkezok:
Il =2 )l
i=1

Ez az 1-es vagy oktaéder norma, mivel a 3-dimenzids térben az azonos normaju vektorok egy olyan
oktaéderen helyezkednek el, amelynek cstcspontjai az ||x|| 1 {(il,0,0),(O,il,O),(O, O,il)} vektorok.

n 1/2
_ 2
= {3 |

i=1
az x vektor euklidészi, kettes vagy gdmbnormadja.

A p — o hatdresetben adédik
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p 1/p
. c | X,
||x|| :rnax.‘x.‘-hrn E :max.‘x.‘
o I 5 5w P
P ,»=1‘maxj‘xj‘

a Csebisev-, o -, vagy kocka-norma. Mint l4tjuk, (2.4) alapjan itt a legnagyobb és legkisebb hatvany-
normdk szerepelnek, tovdbb4 az ortogonélis transzformdcidkkal szemben invaridns 2-es norma. Ezekre
a normadkra a definicidk alapjan levezethetok a kovetkezd egyenldtlenségek:

[l <[, <l

.. <[, <. 25)
1
o<l <[

2.4. Konvergencia normaban. A normak ekvivalenciaja

A norma alkalmas arra, hogy segitségével egy vektorsorozat konvergencidjat értelmezziik. Ezek

(k)

alapjan x" — x alatt azt értjiik, hogy Ixe R", lim“x(k) - x” =0.

Az ||x||(l) és ||x|| normdkat ekvivalensnek nevezziik, ha Jc,,c, >0 ugy, hogy

(2)
G ||x||(1) < ||x||(2) < 2 ”'x”(l) :

6.5.1 Tétel (bizonyitds nélkiil): Végesdimenzids vektortérben barmely két norma ekvivalens. Ez azt
jelenti, hogy a normdk akarmennyire nem kiilonbdzhetnek egymadstdl. Igy mindegy, milyen normaban
vizsgaljuk a konvergenciat.

2.5. Matrixnormak

A matrix normédja ||A|| : R™ —> R akovetkezé tulajdonsdgokkal rendelkezik:

D [4]=0 = a=o,

iy |44 =]4]4], (2.6)
i) [A+B|<[A]+]B|,

) ||AB|<|A]|B]-

Az utolsé két tulajdonsdgot akkor koveteljiik meg, ha a két matrix 6sszeadhatd vagy 0sszeszorozhatd.
Mivel a vektorok specidlis matrixoknak tekinthetdk, minden matrixnorma meghatiroz egy vektor-
normdt, amelyet a matrixnormaval kompatibilis vektornormanak neveziink. Ez az 1t forditva is
bejarhatd, ugyanis minden vektornorma indukdl egy mdtrixnormdt a kovetkezdképpen:

4] = SUPM = supl|Ax], 2.7)
o x| e
ahol |||| vektornorma. Csak megjegyezziik, az altaldnosabb definicidban megengedhetd, hogy mas

normdk szerepeljenek a szdmldléban és a nevezdben. A (2.7) definicié egyenes kdvetkezménye

[ ax]< Al (238)

2.6. Tétel
Az indukalt matrixnorma eleget tesz a (2.6) feltételeknek.

Bizonyitds. Ad 1. A=0—||A|=0. [4|=0—Ax=0 Vx—-re—>A=0.
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A2, 2| =sunlar] = Asuplas|=| 4]

Ad 3. | A+ B| =sup|[(A+ B)x|| < sup{||Ax]| + | Bx]} <] 4| +| B].

I+=1 llel=1

Ad4. 3x,eR",

xl=1: |AB|=|ABx,| <|A][|Bx| <[ ]| B]. =
2.7. Az indukalt matrixnormak meghatarozasa
p =1, oszlopnorma:

m
4, =max|[ e | =max 37 a, | (2.9)
m n n m
< =
_Zi=lzj'=l ainx.i‘ Zj:]‘x.i‘Ziﬂ
n m " z . 7 . ’ .
< (zjzl‘xj‘)max Zi:l‘aij‘ = maxHAejH1 . Ezt a fels6 korldtot valamely e, -ra el is éri, igy a maximumot

9 §)
talaltuk meg.

n
o1 X

Lesyen o, =1, ekkor  Jax, =3, o<

p =00, sornorma:

Al =maxef o] =max|a’e] =max3" |a,] (2.10)

< max ZH%H’?J < max Z';zl‘alj‘. Tegyiik fel, a

Legyen [x]_ =1, ekkor [Ax]_ =max|3" a,x[<ma a

(@)

maximum a k -adik sorra kovetkezett be. Ekkor ||x||m =1 és ||Ax||°° éppen a megallapitott felsd korlat

az x= [x ; ] = [Ekj / ‘akj H vektorral, ahol a feliilvonds komplex konjugaltat jeldl.

p =2, spektrdl norma:

4], = max (4, A74)". .11
Ekkor a kdvetkez0 maximumot keressiik:
2 T AT
||A|| =max ||Ax||2 — max > A Ax.

2 T
2 | X

Az itt 14that6 hdnyados az A" A matrixra vonatkoz6 Rayleigh-hdnyados. Ha A" A egy sajdtvektora u,
A, sajatértékkel, akkor x =u, vélasztdssal a Rayleigh-hdnyados értéke éppen 4, lesz. Innen vildgos, a
Rayleigh hdnyados legnagyobb értéke legaldabb A

max

=max, 4, . Megmutatjuk, nagyobb értéke nem
lehet. Tudjuk, a szimmetrikus matrix sajatvektorai teljes ortonormalt rendszert alkotnak, igy barmely

x vektor kifejthetd x= Zj_:l a;u; alakban. Ezt helyettesitve a Rayleigh-hdnyadosba, a kiilonbségre
kapjuk:

1 x" A" Ax ) 21:1/11'0’,]2' _ 2_,-:1(’1max _ﬂj)ajz' >0
max T — Mnax n B - n > -
rAx Z_j:laj z.jzlaj
ami mutatja, hogy a maximumot taldltuk meg.
2.8. A spektralsugar és az indukalt normak 6sszefliggése

Egy matrix spektrdl sugara alatt a kovetkez6t értjiik:
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p(A)=max, |4, (A), (2.12)

ahol 4 (A) az A madtrix sajtértéke. Az ||A|| matrixnorma és az ||x|| vektornorma illeszkedo, ha

barmely x-re eleget tesznek a (2.8) dsszefiiggésnek. Ez utébbi definicié arra az esetre szol, amikor a
vektornorma nem kompatibilis, vagy a métrixnorma nem a vektornormdbdl indukdlt, mert kiilénben az
illeszkedés trividlis. Igaz az Osszefliggés:

p(A)<||A]. (2.13)
ahol ||A|| tetszOleges norma, mert Au, =Au,, llu ll=1 mellett a vektorokra is ugyanazt a
matrixnormadt alkalmazva
[l = 4| = A < Al | = 4] VE-ra.
A (2.13) relacioé akkor is igaz, ha olyan matrixnormdnk van, ami csak négyzetes matrixokra van
definidlva. Ekkor az Au,u, = A u,u, kifejezést képezve lehet a bizonyitdst megismételni.
2.9. A linearis egyenletrendszer megoldasanak perturbacioi

Két esetet fogunk megvizsgélni. Az egyik, amikor az egyenletrendszer b jobboldalat perturbaljuk egy
kis ob vektorral, a masik, amikor az egyiitthatomatrix perturbacidjat vizsgaljuk.

Az els6 esetben A(x+ dx)=b+ db-bdl kovetkezik Adx=0Ib és illeszkedd normdk esetén kapjuk a
becslést:

ob|| [0x ob
AeTh A T e
Az eredeti és a perturbalt értékekre vonatkozé egyenletekbdl
b= Ax, dx=A"'6b,
\! !
lel <l fox<]a” s

A kapott egyenldtlenségek azonos oldalait dsszeszorozva kapjuk (2.14) jobboldali dsszefiiggését. A
baloldalit ugyanigy kapjuk, csak a matrixot a masik oldalra rendezziik az indul6 egyenletekben:

x=A"b, Oob=Adx,
d J
e <[4~ el o6 <[| A5
2.9.1 Lemma.

Ha ||B|| <1, akkor I+ B invertdlhaté és indukdlt normdra érvényes

48y |<—

<—— (2.15)
1|8

Az el0z0 szakaszban latott norma és spektrdl sugar Osszefiiggése szerint most B spektrdl sugara
kisebb 1-nél, igy minden sajatértéke is kisebb, azaz nem lehet I + B egyik sajatértéke sem O.

(1+B) =(I+B-B)(I+B) =1-B(1+B),

ahonnan H(I +B)" H <1+ ||B||H(I +B)" H , és dtrendezéssel kapjuk az éllitast. m
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Ha az egyiitthatométrixot perturbdljuk JA-val: (A+JA)(x+6x)=b —(A+JA)dx=—F0Ax —
— Ox=—(I+A"'6A)" A"'§Ax, innen kapjuk a becslést:

-
[A] 1-[a™ 54|

o<l<l(re o) Jla pall <t 216

az utolsé 1épésben felhaszndltuk az el6bbi lemmat.

2.10. A matrix kondicioszama

Az elébbi becslések azt mutatjdk, hogy a megold4ds relativ megvdltozdsa ardnyos a
cond(A) = ||A||”A’1H szdmmal, ezért ezt a szdmot a matrix kondiciészdmanak nevezziik. Szokds még a

K(A) jelolés haszndlata is. Ha az egyenletrendszer egyiitthatomatrixdnak kondicidészdma nagy, akkor
az egyenletrendszert gyengén meghatdrozottnak nevezzik.

2.11. A relativ maradék

A ||5x||/||x|| szdm nem jellemzi a megold6 moédszer stabilitdsat, mert a megoldé6 moddszertdl
fiiggetleniil nagy lehet, ha cond(A) nagy. Erre a célra alkalmasabb a maradékvektor. Tegyiik fel, az x

kozelitd megoldast kaptuk, ekkor a maradékvektor: r=b— Ax, amit szokds még reziduum vektornak
is nevezni. A relativ maradékot a kovetkezd formuldval készitjiik:

I @.17)

T

A stabilitds inverz megfogalmazasa szerint a megoldé mddszer stabil, ha a kapott eredmény egy kissé
perturbdlt kiindul6 eredményhez tartozik: (A+§A)¥=b, ahol |SA|/| Al kicsi.

Meg lehet mutatni: ha 77 nagy, ||5A||/||A|| is nagy. Ugyanis 0=b—(A+J8A)X=r—JAx, ahonnan
||r||£||5A||||)E|| . Ezt n kifejezésébe irva

I|__loal
REENE
Masrészt, ha 7 kicsi, akkor 2-es normdban a matrix relativ megvaltozésa is kicsi. Ugyanis JA -ra
megoldas
~T ~T
SA=2 mert b—| A+ |¥=b—A¥—r=0. 2.18)
% i'x
[oA], _ I,

Ekkor 2-es norméban HrchHz = ||r||2 H)”CT “2 (1. 2.5 gyakorlat), s ezzel

4, lalL I,
2.12. Gyakorlatok
2.1. Mutassuk meg: indukalt normara ||I || =1.

2.2. Ha A invertalhato, akkor ||x|| A =||Ax|| is vektornorma.

2.3. A matrix kondiciészama indukalt normanal nem lehet kisebb 1-nél.

2.4. 2-es normandl az ortogondlis vagy unitér matrixok kondiciészdma 1.
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2.

W

-, =l el o™, =Nl ... "] =Nl Il -

2.6. U'U =1 (ortogondlis) —||AU||, =||4], -

27 [lA|-1Bl| <[4+ B].

2 31
28. A={_4 R J, lal =2 [lal. =2 ], =2
29. | Al <4l Al -

172
2.10.Frobenius-norma: ||A|| P [Z‘Qij‘zj = \/ tr(ATA) = \/ tr(AAT) . Igazoljuk, ez is métrixnorma, de
iJ
nem indukalt norma, ||I || = ? ||Ax||2 < ||A|| F ||x||2 . (A 2-es normdval illeszkedd matrixnorma.)

2.11.A= A", akkor ||A||2 = p(A) = spektrdl sugdr, azaz szimmetrikus matrixokra a spektrdlnorma a

minimalis norma. (|| . ||2 = spektrdl norma).
2.12.U"U =1 (ortogondlis) —||AU|,. =|A] .-
2.13.|AB||, =|BA|,.ha A= A" és B=B".

2.14. cond, (A" A) = cond; (A).
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3. A numerikus linearis algebra egyszerii transzformacioi

3.1. Jelblések

A madtrixokat latin nagybetlikkel: A,B,C,... a vektorokat latin kisbetlikkel: a,b,c,... jeloljik, kivéve
az i,j,k,l,m,n betliket, amelyeket indexekben fogunk haszndlni. A skaldrokra gordg kisbetiiket
alkalmazunk. Ha az A midtrixot az a,,a,,... oszlopvektorokbdl éllitjuk dssze, akkor ezt igy jeloljiik:
A=[aa,...a,]. A métrix egy masik megaddsi formdja A=[a,;], ekkor az jj -edik elemet adjuk meg

altalanosan. Az n-edrendii egységmitrix [, =[eje,...e,], amely az e,e,,...,e, Descartes-

egységvektorokat tartalmazza az oszlopaiban. A transzponalt jelolése: a', komplex esetben a

transzponalt konjugalt jelolése a” .

3.2. A matrixok szorzasa
Az A=[a;le R™" B=[b; e R™ mitrixok osszeszorzdsinak eredménye a C=AB=[c;]=

:[ijla,-jbjk}e R™! matrix. A vektorok egy sorbdl vagy oszlopbdl all6 specidlis matrixoknak

tekinthetdk, szorzasuk nem jelent djat. Az alkalmazasokban megkiilonboztetjilk a vektorok kétféle
szorzasi médjat. Az egyik a skaldris szorzat, példaul a’ b, amelynek eredménye egy skalr. A masik a

diadikus szorzat, példaul ab’, az eredmény egy l-rangd madtrix. Vegyiik észre, az els6 esetben
sziikséges, hogy a vektorok hossza azonos legyen, a masodik esetben nem.

3.1 Gyakorlat. Trjunk fel egy diddot. Indokoljuk meg, hogy a rangja tényleg 1. Hogyan egyszeriibb egy

vektort didddal szorozni? a) Képezziik A=ab’ -t, majd Ax-et. b) Elészor kiszdmitjuk b' x -et és ezzel
a skaldrral szorozzuk az a vektort.

A tovédbbiakban ritériink specidlis matrixok ismertetésére.

3.3. Permutacio-matrix

Ugy kapjuk, ha az egységmatrix sorait vagy oszlopait permutdljuk, emiatt minden sor és oszlopban
csak egy 1-es fordulhat eld, a tobbi elem 0. Az dbrdzolasukhoz nem sziikséges a mdtrixot kitolteni,
elég egy egész (szdmokbdl 4116) vektor.

Tegyiik fel, egy matrix sorait cserélgetjiik és ezt szeretnénk egy vektorban feljegyezni, ami a
permuticidmatrixot reprezentdlja. Kezdetben a vektor k -adik eleme legyen egyenld k -val. A cserék
soran ennek a vektornak az elemeit cserélgessik ugyanigy, mint a madtrix sorait (mintha
oszlopvektorként a matrixhoz csatoltuk volna). Igy a végén mindegyik sorrél meg tudjuk allapitani,
hogy hova keriilt. Ha példaul az elsd elem 5-0s, akkor ez azt jelenti, hogy az 6todik sor az elsébe
keriilt.

3.2 Gyakorlat. Tekintsiik a I1=[e,,¢,,e,,e,] permutdcié-matrixot és ellendrizziik, hogy az inverze a

transzpondltja! Ezt a tényt dltaldnosan bizonyitsuk be! Hogyan taroljuk a fenti matrixot egy 4-elemil
vektorban?

3.4. Diaddal modositott egységmatrix

A numerikus linedris algebraban kiilondsen fontos szerepet jatszanak az olyan egyszerli matrixok,
amelyek az egységmadtrixtdl csak egy diddban kiilonboznek:

F=1I1+ab" (3.1)
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Segitségiikkel a kiilonféle linedris algebrai transzformdaciok egyszerlien végezhetdk, a benniik szerepld
a és b vektorok megvalasztisa mindig az elérendd céltdl fiigg.

Ennek a mitrixnak az inverze konnyen meghatdrozhat6. Feltételezve, hogy F~' =1+aab", az
FF™' =1 bsszefiiggésbdl adédik: & =—1/(1+b"a), igy
ab”

_1+bTa'

F'=1] (3.2)

Az inverz nem létezik, ha 1+bTa=0, ebbdl mar sejthetjilk, hogy a nevezd nem mads, mint F
determinansa.

3.5. Példa
Ha az egységmatrixbdl kivessziik az i -edik oszlopot és a helyére betessziik az a vektort:
F=I+(a—¢e)e .
Az inverze:
Flog_ (a—e)e - (a—e)e’
l+e (a—e,) e a
Az ilyen tipusd métrixok fontosak a linedris egyenletrendszer-megoldé algoritmusokndl.

3.3 Gyakorlat. Ellenérizzik: F'a=e,.

3.6. Példa

A kovetkezd muveletet végezziik: az A matrix i -edik oszlopat « -val szorozzuk és hozzdadjuk a & -
adik oszlopdhoz. Irjuk fel azt a matrixot, amellyel szorozva A -t, pont ez torténik!

Megoldds. A+aAee, = A(l +aee, ).

3.4 Gyakorlat. Az elébb kapott Osszefiiggés segitségével bizonyitsuk be, hogy a matrix determindnsa
nem véltozik, ha egy oszlopdnak szdmszorosit egy mdsik oszlopdhoz hozzdadjuk. Hasznéljuk fel a
szorzatmdtrix determindnsdra tanultakat!

3.7. Példa

Igazoljuk, hogy az ‘I + abT‘ determinans egyenld 1+ 5" a -val!

Megoldds. Feltessziik, az a és b vektorok egyike sem zérus, mert kiilonben a feladat trividlis volna.
Legyen az a vektor i-edik eleme e/ a=a, #0, és tekintsik az I —(a/a, —e,)e/ métrixot. Ennek

minden 4tléeleme 1 és az i-edik oszlopdban vannak még nemzérus elemek. De ezeket a nemzérus
elemeket az i-edik sor valamely szdmszorosanak hozzdaddsaval ki lehet nulldzni, ebbdl kovetkezik,

hogy a determindnsa 1. Most szorozzuk az I +ab’ métrixot balrél I—(a/a,—e,)e! -vel. Ez az
a vektort az a,e, vektorba viszi, igy az eredmény: [ —(a/a, —e,)e] +aeb’ , amely mér csak az i-
edik sordban és oszlopdban kiilonbozik az egységmatrixtél. Most szorozzuk a kapott matrix k -adik
oszlopét a, / a, -vel és adjuk hozzd a i -edik (i # k) oszlophoz (1d. 3.6 Példa):

a a a—a.e
[1—(——el.)el.T +a,.el.ij[I +—"ekel.TJ=I—(—k k —el}el.T +aeb +abee .
a a a,

1 1 1

Mint latjuk, az a vektor k -adik eleme kinulldzédott, és az i -edik atléelem 1+a,b, +a, b, lett. Ezt a

miveletet minden k #1i -re végrehajtva az a/a, vektor minden 4tlén kiviili eleme kinulldzédik, az i -
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edik 4tlselem 1+b"a, a tobbi pedig 1-gyel egyenld. A kovetkezd fazisban az e/, k#i

sorvektorokkal az a,eb’ sorvektor nemdiagondlis elemeit a determindns megvaltozdsa nélkiil
kinulldzhatjuk.

3.8. Diadésszegek, kifejtéesek

Az n-edrendil egységmatrix felirhat6é diddosszegként: [, = :1:1 e,e] . Ha ezt befrjuk két métrix kozé,

akkor a szorzatmatrix diddosszeg-eldéllitasat kapjuk:
_\" r
AB=)" Ac¢el B,
A oszlopai és B sorai képezik a diddokat, i -edik oszlop és i -edik sor.

3.5 Gyakorlat: Trjuk ki ADB diddosszeg elddllitasat, ahol D =[d.5,] diagondlmatrix, (csak a f6atlo

[}
elemei nemzérusok).

Tudjuk, az n-edrendli x vektor elddllitdsa az egységvektorok segitségével xzz;ei(ef x). Az
el6dllitds hasonlé a {g;}!, ortonormélt vektorrendszerrel. Ugyanis vezessiik be a Q=[q,q,...q,]

matrixot. Ekkor Q"0 =1=0Q" az ortonormaltsig miatt, tehat irhaté x=QQ" x = Z; q.(q/ x). Az

ilyen tulajdonsdgi Q matrixokat ortogondlis (komplex megfeleldje: unitér) métrixoknak nevezziik.

3.9. Definicio

Az {a}., és {b}., rendszerek biortogondlis vektorrendszert alkotnak, ha a/b, =0,

s 0 #0

teljesiil barmely indexre. Ha n a vektorok dimenzidja, akkor a rendszer teljes.

3.6 Gyakorlat. Az elébbi vektorokat gyljtsik az A=[q,,a,,...,a,] és B=[b,b,,...,b,] matrixba.

Ellendrizziik, hogy A’B diagondlmdtrix! Ekkor az x vektor hogyan éllithaté elé az a, vektorok

linedris kombinaciGjaként? Es hogyan fejthetd ki a b, vektorok segitségével?

3.10. Tétel, matrix egyszerii szorzatokra bontasa

Minden nemszinguldris Ae R™ matrix felirhaté n egyszerii matrix szorzataként, ahol egy tényezd

egy permuticiobol és egy I +(a; —¢; )e,-T tipust tagbdl 4ll. A permuticidra nincs mindig sziikség.

Bizonyitds. Megadjuk az eljarast. Az els6 lépésben vizsgdljuk meg az A matrix els6 oszlopat. Ha az
elsd elem a;, = e Ae, 0, akkor sorcserére nincs sziikség. Ha az elsé elem zérus, akkor az oszlopban

keresiink egy nemzérus elemet, majd ennek a sorat felcseréljitk az elsd sorral. Ha az oszlop minden
eleme z€rus volna, akkor nem lenne invertdlhat6 a métrix. Az elsd permutécié matrixot jeliiljik IT,-

gyel és legyen A =I1,A.

Most szorozzuk A,-et a T, =1—(Ae, —e,)e] /e] Aje, mitrixszal. Tudjuk, ennek eredményeként az
els6 oszlop e, -be megy 4t és T, ' =1+ (Ae, —e el . A masodik 1épésben hasonléan jarunk el T4,
mdsodik oszlopédval: A, =II,7}A; olyan matrix lesz, ahol a 22-es pozicién nemzérus elem van. Igy a
T, =1—(Ase, —e,)es | ey Ase, mitrixszal szorozva a masodik oszlopot az e, vektorba vissziik.
Vegyiik észre, T, az e, vektort helyben hagyja.

Hasonl6an folytatva, az i -edik 1épésben A, =I1,7;_A;_; olyan mdtrix, ahol az ii poziciéban nemzérus
all. (Ha az i-edik oszlop zérus volna, ismét ellentmondasba keriilnénk azzal a feltevéssel, hogy a

matrix nemszingularis.) Ekkor a T, =1 —(A¢; —el-)eiT / eiT A;e; matrixszal szorozva kapunk e; -t az i -
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edik oszlopban és az eddig elkésziilt kisebb indexii egységvektorok sem romlottak el. A n-edik 1épés
utdn egységmatrixot kapunk, tehiat végeredményben a métrix inverzével szoroztunk. A szorzatokat
Osszegylijtve:

07,7 maT . T = AL

Figyeljiikk meg, Ti_1 megadasahoz elég, ha az i indexet és a benne szerepld a; =Ae; vektort
ismerjiik.

3.11. Haromszbégmatrixok szorzatokra bontasa

Az L mitrixot als6 haromszogmatrixnak nevezziik, ha a féatl6 feletti elemei mind zérust
tartalmaznak. Hasonl6an az U matrix fels6 hdromszog matrix, ha a f04tl6 alatti elemek zérusok. A
haromszogmatrixok szorzatokra bontdsa kiilondsen egyszerii. Az el6bbi tételt alkalmazva azonnal
adddik az n-edrendli L als6é haromszégmatrix szorzat-eldéllitdsa:

L=(I+(L-Dee] )(I+(L-Deye} )...(I+(L-De,el ),

ami tomoren igy is frhat6

L=T (I+(L-Dee),

i=1

ha megjegyezziik, hogy a tényezdk novekvd indexek szerint mindig balrdl jobbra haladva franddk. A
kifejezést kozvetleniil is igazolhatjuk a j-edik oszlop meghatarozasaval. Jobbrol az e; vektorral

szorozva az elsé e; vektortol kiilonbozé eredményli szorzat e; + Le, —e; = Le; az L matrix j-edik

oszlopa. A tobbi szorzatban 1év0 e , k< j vektorral ennek a skaldris szorzata zérus, emiatt a
végeredmény Le; . Felirhat6 a sorvektorokkal is a szorzatokra bontds:

L:In](1+e,.e,T(L—1)).

Ellendrizziik, hogy ennek a j-edik sora visszaadja L j-edik sorat!

A U fels6 haromszogmatrixra vonatkoz6 hasonld 6sszefiiggések:

1

U= ][] (I+@W-Dee)= ﬁ (I+eef U-D),

i=n (—1) i=n (-1)

ahol a tényezdk balrdl jobbra az indexek szerint csokkend sorrendben frandék.

3.12. Vetitématrixok
Tekintsiik a
P=I—-ab" 3.3)

métrixot, ahol b'a =1. Ennek determindnsa 0, igy az inverze nem létezik. Van azonban egy érdekes
tulajdonsdga: dnmagdval szorozva visszaadja sajat magét:

(1-ab")(I-ab")=1-2ab" +ab"ab" =1-ab’".

Az P? = P feltételt kielégitd matrixokat vetité-mdtrixoknak vagy projektoroknak nevezziik.

Ha a=b, akkor a matrix szimmetrikus. A szimmetrikus vetitomdatrixok ortogondlis vetitok, mert egy
altérre merdleges vetitést valdsitanak meg. Ha a és b nem egyirdnyd, akkor ferde vetitésrol
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beszéliink. Szokds még a projektorokat idempotens métrixoknak nevezni arra a tulajdonsdgukra utalva,
hogy a matrix minden hatvdnya 6nmaga. Vegyiik észre,

(3.3)-b6l: Pa=0 és b'P=0.

Az 1. abra azt szemlélteti, a (3.3) projektor hogy vetiti
az x és y vektort az a irdny mentén a b normdlisd

sikba, amely 4thalad az origbn. Ha a irdnya
megegyezne b irdnyaval, akkor a sikba vetités
merdlegesen torténne.

3.7 Gyakorlat. Ellendrizziik: ha P projektor, akkor
I—P isaz.

3.8 Gyakorlat. Egy sik normélvektora s, egyenlete
s'x=0. Legyen a vetitdbmatrix P=1I-ss"/s"s.
Mutassuk meg, a tér barmely y vektordara a
Py+os/s"s miivelet egy sikbeli vektort 4llit eld. 1. Abra

3.9 Gyakorlat. Mutassuk meg, az el6bbi P matrixszal
Py Ls.Adjuk mega Py+os/s’s vektort és az y vektort sszekotd vektort!

3.13. Involutorius matrixok

Az A matrixot involutériusnak nevezziik, ha eleget tesz az A* =1 6sszefiiggésnek. Minden projektor
A =1-2P alakban meghatiroz egy involutérius matrixot:

(I-2P)I-2P)=1-4P+4P=1,
és minden involutérius matrix (/ — A)/2 alakban meghatdroz egy projektort:
(I-A)(I-A)/4=21-2A)/4=(1—-A)/2.
Innen lathatd, 1-nél nagyobb méretii egységmatrixbdl végtelen sokféleképp lehet gydkot vonni.

3.10 Gyakorlat. 1gazoljuk, hogy a J=[ee, ..., ] mitrix, ahol az egységmdtrix oszlopai forditott

sorrendben vannak felsorolva, involutérius métrix. Milyen projektort hatiroz meg ez a maétrix, ha
n=237

Az ab” /b a, bTa#0 projektorral a kovetkezd involutérius métrixot készithetjiik: I —2ab’ /b a. Az
1.4brdbol megéllapithatjuk, hogy ez a matrix a » normdlisu sikra val6 ,ferde” tiikrozést végzi, ami
annyit jelent, hogy az a irdny mentén eljutunk a sikig, majd azt keresztezve ugyanakkora tavolsagot
tesziink meg a tiloldalon. A tiikr6zés akkor merdleges a sikra, ha a=»5.

3.11 Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy az [ —-2(x—y)(x— y)T /(x— y)T (x—y) matrix az x és y

vektorokat egymdsba tiikrozi, ha azok kiilonboz6ek és x' x =y’ y .
3.12 Gyakorlat. Az elobbi tiikr6z6 matrixszal lehetdségiink van arra, hogy az x vektort az y =toe,

vektorba tiikrozziik, ahol o =x"x. Hogyan vilasszuk meg o el6jelét ahhoz, hogy a kivondsi
jegyveszteséget biztosan elkeriiljiik?

3.14. Blokk matrixok

A matrixokat nemcsak skaldr elemekbdl rakhatjuk Ossze, hanem kisebb méretli matrixokbdl is. Az
ilyen matrix elemeit blokkoknak nevezziik, ha pedig egy matrixot kisebb matrixokra bontunk, akkor a
matrixot blokkositjuk. A blokkositds torténhet a kovetkezOképp: Az egységmatrixot az oszlopok
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mentén felszeleteljik k részre: I=[E E,,...,E ]. Ha a sorokat ugyanilyen médon osztjuk fel
blokkokra, akkor az ij -edik blokk A, = E/ AE ; €s a matrix:

A, A, LA
.
A, A, ... A,

3.13 Gyakorlat. Legyen F=1+UV", U és V nxl-es matrixok, azaz [ <n oszlopbdl dllnak. Ha a
kijelslt inverz létezik, ellendrizziik: F~' =1-U(I,+V'U)'V", ahol I, IXI -es egységmatrix.
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4. Matrixok LU-felbontasa, Gauss-Jordan algoritmus

Az LU-felbontds nem mads, mint a Gauss-eliminécié olyan atrendezése, ahol a részleteredményeket is
elrakjuk. Ez tgy torténik, hogy az A matrixot felbontjuk egy L alsé és egy U fels6 hdromszdogmatrix
szorzatara.

4.1. Tétel, LU-felbontas.

Ha Ae R™" nemszinguldris métrix, akkor a sorai mindig atrendezhetk egy P permutécié-matrixszal
PA -ba gy, hogy az felbonthat6 egy L alsé és U fels6 haromszdgmatrix szorzatara. PA felbontasa
egyértelmil, ha L atléelemeit 1-nek vélasztjuk.

Bizonyitds. Tekintsik A elsd oszlopat. Ha a;, zérus, akkor keressiink az oszlopban egy nemzérus
elemet és sorcserével mozgassuk az els6 sorba. A tovdbbiakban feltessziik, hogy a;, #0. Ekkor
szorozzuk A-t az L'=1-(Ae /a,, —e)e] mitrixszal! A 3.7 példdban ldttuk, ennek a matrixnak

determindnsa és minden atléeleme 1, kovetkezik, hogy az inverzét tigy kapjuk, ha a benne szerepld
diadot pozitiv elgjellel vessziik. A szorzas eredményeként az Ae; oszlopvektor

(I —(Ae,/a, —e)e] )Ae1 =Ae, — Ae, +a, e, =a, e (3.4)
-be megy 4t, tehit
all * *
o * ... *
r'a=| . .7 (3.5)
0 * *

ahol a * egységesen nemzérus matrixelemeket jelol. Latjuk, a fels6 haromszogmatrix elsé oszlopa
megjelent. L, =1+ (Ae,/a, —e,)e/ pedig a LU-felbontdsban szerepld L matrix elsd szozdja, ahonnan
kiolvashatjuk L elsd oszlopvektorat: Ae, /a,, -et.

A miésodik 1épésben ugyanezt ismételjik meg a kapott matrix jobb alsé (n—1)x(n—1)-es blokkjara,
ahol az els6 1épés valamely nemzérus elemnek a 2,2 poziciéba mozgatdsa, ha sziikséges:

a ® o, 0k

o [/ ... =

igy L mdsodik oszlopdban az els6 elem 0, a masodik elem 1. Az eljarast hasonldan folytatva végiil

* oo *
L=LL,..L ,, U=L"'L"' . L'PA= A (3.6)
k

Ha az Ax=b egyenletrendszert oldjuk meg, akkor a b vektort célszerli az A matrix mellé venni:
[A,b], mert b-re is ugyanazok a transzformacidk hatnak. Példaul legyen az egyenletrendszer:
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2 0 3 -1
-4 5 2|x=|3
6 -5 4 -3

Vegyiik észre, az L' -gyel val6 szorzds a matrix elsé sordt nem véltoztatja meg: e/ L' =¢/ . A jobb

als6 (n—1)-edrendii blokkban pedig a kbvetkezdket kell szamitani, ki >1:

Ae a.a a.

T 1 T _ _ ik _ il

e | l—|——e |6 |Ae,=a, ————=a, —| — |a,.
ay a ap

Ae,
T
1 el

ebben szerepld oszlopvektor éppen L, els6 oszlopa, igy célszeriien a kovetkez8képpen jarhatunk el:

kijeloljiikk a féelemet, vele leosztjuk az alatta 1évd oszlopelemeket, a sajdt sordt pedig véltozatlanul
atmdsoljuk. A matrix tobbi részében ebbdl a sorbdl és oszlopbdl készitett diddot vonjuk le:

2 0 3 -1 [[2] o 3 -1] [2 0 3 -l
4 5 2 3|52 5 4 1|o|215 4 1

Ez mutatja, hogy az A -

e/ A diddot kell szdmitanunk a jobb alsé (n—1)-edrendii blokkra. Az

6 -5 4 -3 3 -5 -5 0 3 -1 -1 1
1 2 0 3
L=-2 1 , U= 5 4|
3 -1 1 -1

T

A végén még megoldandé Ux=[-1 1 1", alulrdl felfelé megoldva x=[1 1 -1]".

4.1 Gyakorlat. Oldjuk meg LU-felbontdssal a kovetkezd egyenletrendszert:

2 23 1
4 3 T7ix=|5
6 7 5 -3

4.2. Az LU-felbontas miiveletigénye.

Az elsd 1épésben az oszlopvektor leosztdsa n—1 osztds, a didd levondsa (n—1)> szorzdst és
Osszeadast igényel. Az aritmetikai miiveletek mindegyike ugyanannyi idejlinek szamit, emiatt az elsd
1épés miveletigénye: (n—1)(2n—1) flop (= floating point operation, magyarul: lebegdpontos

rrrrrr

flop. Ezt tigy kozelitjiik, hogy a legmagasabb fokii tagot integraljuk 0-t61 n-ig: 2n’/3. A korrekcids
tagok n kisebb hatvanyai, nem hatdrozzuk meg Oket, mert a legmagasabbfoku tag a domindns.

4.2 Gyakorlat. Mennyi Ax, LUx, U~'L'x miiveletigénye? Az utolsé péld4ndl alkalmazzuk a 2.11
szakaszban megismert faktorizacids osszefiiggéseket!

4.3. Blokk LU-felbontas

Néha célszert a felbontdst — vagy a matrix invertdlasat — blokkositott formaban végezni. Tipikusan ez
a helyzet akkor, amikor az egyik elkiilonitett blokk egyszerlien invertdlhat6, példaul azért mert
egységmatrix, vagy also ill. fels6 haromszogmatrix. Mi most a blokk LU -felbontdst a 2x 2 -es esetben
fogjuk megnézni. A féelem ilyenkor blokk, amelyrdl fel kell tételezniink, hogy létezik az inverze.
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Legyen az egységmatrix egy felosztdsa [ =[E|,E,], A;= EI.TAE_/., ekkor az L matrix a (3.4)-ben
lathaté L, matrix blokkos megfeleldje (1d. még 3.13 Gyakorlat)

L=I1-(AEA] -E)E/ (3.7)

¢és a matrix blokkos felbontasa a kovetkezo:

All A12 ahol L:{ Il O} U:|:A11 A12 :| (3 8)
AzlAl_,l A22_A21A1_11A12 ’ A21A;1 12 ’ 0 A22_A21A1_11A12

4.4. Schur-komplemens.

A felbontds jobb als6 sarkdban megjelent madtrixot az A matrix A, -re vonatkozé Schur-
komplemensének nevezziik és jelolése: (A| AH)=A22 — A, A A, . Természetesen létezik az A,,-re

vonatkoz6 Schur-komplemens is. Ez az elobbibdl tigy jon 1étre, hogy az 1 <> 2 indexcserét elvégezziik.

4.5. Particionalt inverz

A (3.8) felbontds alapjan frhatjuk:
A:{ I, 0} A, A, :[ i 0} A, |:11 AulAlz}
AAY L]0 (AA)] | a4 1, (Ala)lo 1, |

-1

I -A'A, A 1 0

A =|: ! " 12i| ; -1 |: 1 -1 :| (3.9
0 12 (A‘An) _A21A11 12

A diadosszeg kifejtés blokkos alakjat felhasznélva (Id. 3.5 Gyakorlat) ez még a két blokk-oszlop és
blokk-sor alapjan kifejthet6 az

Lo lAY o | -ALA . )
Al{(l)l 0}{ ; 12}(A‘AH)‘[—A21A“‘ 1] (3.10)
2

ahonnan

alakban.

451 Feladatok

1. A 3.13 Gyakorlat alapjan mutassuk meg, hogy a (3.7) matrix inverze ugy készithetd, hogy a 21-es
blokk negativjat vessziik. A fels6 hdromszogmadtrixra vonatkozé eredmény innen transzpondldssal
szarmaztathaté.

2. L;, als6 hdromszdgmatrix, amelyet alul kiegészitiink egy blokk-sorral [121 Lzz] nagyobb méretli

alsé haromszogmatrixra. Mutasssuk meg, hogyha a diagondlblokkok invertdlhatok, akkor particionalt
inverz formuldval a kiegészitett matrix inverze

1 -1
|:L11 :| — L11
-1 -1 -1
Ly Ly ~LLyL' L

22
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4.6. A Gauss-Jordan modszer az inverz matrix kiszamitasara

Lattuk, minden métrix, amelynek van inverze, egyszerli matrixok szorzatdra bonthatd, ahol az n
miivelet mindegyike tartalmaz egy sorcserét — ha sziikséges, és egy didddal mddositott
egységmatrixszal valé szorzdst. Egy ilyen miiveletsorozattal a madtrix az egységmatrixba

transzformalhaté. Kézenfekvd az otlet: a matrixhoz hozzairjuk az egységmatrixot: A —>[A,I ] és a

kibovitett matrixra alkalmazzuk a transzformdcié-sorozatot: [TA,T]=[1,T]. Vilagos, T = A7l

Ez a mddszer alkalmas linedris egyenletrendszer megoldésara is, de a miiveletszdmlalds azt mutatja,
hogy az LU -felbontds eldnydsebb. Ha azonban a matrix inverzét akarjuk eldallitani, akkor a
miveletigény ugyanakkora, sot lehetéség van arra, hogy a matrixot helyben invertaljuk.

Tegyiik fel, az i-edik 1épésben A; madr olyan, hogy a sorcserét végrehajtottuk, ha kellett. Az i-edik
SZOrz4s:

T T
e —e. e.e. A. e A.
(I—AZ? € eiTJAi:Ai_Alelel Al +elel i

T T :
¢ Ae e Ae e Age

Itt jobb oldalon az elsé két tag azt a didd-levondst jelenti, amit mar megismertiink. Az LU -
felbontdshoz képest azonban eltérés, hogy az i-edik sor és oszlop kivételével minden teriiletre kell
alkalmaznunk. Az harmadik tag azt mutatja, hogy az i -edik sort a féelemmel kell osztani, az elsé két
tagbol szarmazé i -edik sor ugyanis zérus.

Az elmondottakat egy példan szemléltetjiik. Invertdlando a

—_ = O

1 1
2 3| matrix. A kibodvitett matrixban
3 6

az els6 1épés egy sorcsere:
2 3
2 [0 1 1

1 3 6

sorcsere

e =)

1
2
3

AN W =
S O =
o = O
- O O
o = O
S O =
- O O
l

Az elsd transzformdacids 1épésben az elsd oszlop dtmegy e, -be, az els6 sort végigosztjuk a féelemmel,
a tobbi helyen pedig végrehajtjuk az elsd diad levondsit:

23010”101—2 0 -3/2 3/2 -1/2

1 1 0 10
Tr3
slo il 11 0 0/ >j01 1 1 00/ >[010 32 12 -1/2].
01 30 -1 1 00 2 -1 -1 1 0 0 1 -1/2 -1/2 1/2

Az utols6 1épésben az indulé egységmadtrix helyén megjelent az inverz.

A Lhelyben” invertdldshoz azt kell észrevenniink, hogy minden lépésben Osszegylijthetd egy
egységmatrix a kibdvitett matrixbol. Ezt sziikségtelen tarolni. A jobboldali 3x3-as teriileten minden
1épésben egy 1j vektor jelenik meg, a bal oldali 3x 3-as teriileten pedig a tdvoz6 vektor helyére egy
egységvektor 1ép be. A ,,tomor” algoritmusban a jobb oldalon belépd j vektort beirjuk a bal oldalon
belépd egységvektor helyére. Az i -edik egységvektor helyén a jobb oldalrdl szdrmazé 1j vektor

(I_me-T}e.=e._m_{l/eiTAiei’ j:i’

e Ae; eiTA,-ei @

i i€ _a%)/aii’j?&i
Ez fog atkeriilni a bal oldalon az i -edik oszlopba. Igy a tomor algoritmusban a féelem helyére annak
reciproka kerill, az oszlop tobbi eleme pedig negativ eldjelet kap és osztédik a féelemmel. A
levonand6 didd kezelése ugyanaz, mint kordbban. A bekeretezett elem jeloli ki azt a diadot (sor,
oszlop), amelybdl a levonandé diddot képezziik. Tehét a tomor algoritmus:
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0 1 1] 12 2 1 23 1 =2 1

sorcsere Trl Tr2 Tr3
1 23 = (01 1|10 Il=1l0 1 1>
1 36 1 36 -1 1 3 -1 -1

32 -312 -1/2 mzllzzgere -3/2 32 -172

- | 172 372 -172 - 32 172 -172
-12 -12 172 -172 -172 172

A kezdeti sorcsere miatt nem az eredeti, hanem a IIA matrixot invertdltuk, ahol Il permuticio-
métrix. Ennek az inverze A™'TI”, mert 1T =T1" . Igy a kapott eredményt még szoroznunk kellett
jobbrél 1" -vel, ami itt az 1 <> 2 oszlopcserét jelenti.

4.4 Gyakorlat. Mi a Gauss-Jordan invertdlé médszer milveletigényében a domindns tag?
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5. Az LU-felbontas tulajdonsagai, specialis inverzek

5.1. Szimetrikus pozitiv definit matrixok

Egy valés szimmetrikus A matrixot pozitiv definitnek neveziink, ha x" Ax >0 teljesiil minden x #0
vektorra. Pozitiv szemidefinit a métrix, ha csak x"Ax>0 teljesiil. A negativ definit és negativ

szemidefinit tulajdonsdgot hasonloképp értelmezziik, ha x"Ax<0 vagy x'Ax<0 valamelyike
teljesiil. Indefinit esetben a bels6 szorzat negativ és pozitiv értékeket egyarant felvehet.

A pozitiv definit tulajdonsdgnak adhaté6 még két masik ekvivalens definicidja. Az egyik szerint ekkor
a matrix minden sajatértéke pozitiv, a masik szerint pedig a bal felsé sarok aldetermindnsok
(fominorok) mind pozitivak. Szemidefinit matrixnak van zérus sajatértéke és zérus értékii sarok
aldetermindnsa.

A nemszimmetrikus métrixot pozitiv definitnek mondjuk, ha a szimmetrikus része pozitiv definit. A
métrix szimmetrikus része A, =(A+ A")/2 és az antiszimmetrikus része A_=(A-A")/2,

A=A, +A_. Vegyik észre, az antiszimmetrikus részhez tartozé belsd szorzat x' A_x mindig zérus.
Ha x-et e, -nek vélasztjuk, akkor a definiciébdl kovetkezik, hogy valés szimmetrikus pozitiv definit

matrixra a, >0 minden i-re, x=¢, te; esetén pedig a;, +a,; £2a; >0 -nak kell teljesiilnie. Ezek az

egyszerl feltételek néha hasznosak annak gyors eldontésében, hogy a matrix egyaltalan lehet-e pozitiv
definit. Példaul, ha a matrix foatlo-beli elemei mind 0-k és a foatlon kiviili elemek kozott vannak
nemzérus elemek, akkor rogton allithatd, hogy a matrix indefinit.

5.1.1 Tétel, elegendd feltétel pozitiv definitségre.
Ha A=V'V alakban el8llithat6, ahol V oszlopai linedrisan fiiggetlenek, akkor A pozitiv definit.

Bizonyitds. A definicié alapjan minden nemzérus x-re x’ Ax=x"V'Vx= ||Vx||§ >0 mert Vx#0,ha V

oszlopai linedrisan fiiggetlenek. m

5.1.2 Tétel, a pozitiv definitség megdérzédik az LU-felbontasban.

Pozitiv definit A matrix LU-felbontdsa meg0rzi a pozitv definitséget, mas széval: minden 1épés utan a
visszamaradé jobb alsé blokk pozitiv definit marad. Az 4llitas blokk LU-felbontéskor is igaz.

Bizonyitds. Legyen A blokkos alakja

Ay Ap -
A:{A Al (A|A11)=A22—A21A111A12’
21 22

ahol a blokk LU-felbontds egy 1épése utdn visszamaradé blokk az (Al A;;) Schur-komplemens. Azt
kell igazolni, hogy tetszSleges nemzérus x, vektorra x; (Al A;;)x, >0 . Az allitdst azzal bizonyitjuk,
hogy megmutatjuk: létezik egy kiegészitett x' = (xlT ,sz ) vektor, amelyre x' Ax=x] (A1A))x,.
Ehhez vilasszuk x; -et gy, hogy szorzaskor az elsd blokk-sor zérust adjon: A x; + Aj,x, =0. Ezzel
0
Ay X+ Ay,

Megjegyzés. Ugyanigy lathat6 be, hogy a felbontds sordn a pozitiv szemidefinitség is megdérzodik.

x==AAx, é 0<xAx=[x x] ]{ }:;c; (A, —A,AlA)x,. =
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5.1.8 Tétel, pozitiv szemidefinit matrix felbonthatdésaga.

Ha A pozitiv szemidefinit, akkor A= LL" alakban elé4llithato.

Bizonyitds. Lattuk, A féatlgjaban csak nemnegativ elemek lehetnek. Ha a,, >0, akkor készitsiik el a
kovetkezo

T
Aee A
—
e Ae,

A=A 4.1
matrixot, amelyrdl tudjuk, hogy az elsé sora és oszlopa zérus. Valasszuk L elsd oszlopdnak
Le, = Ae,/\/a,, -et, ezzel A,=A—Lee| L.

Ha az els6 diagondlelem zérus, akkor ugyanazon sor és oszlop cseréjével mozgassunk egy nemzérus
diagondlelemet az 1,1 poziciéba és ugyanigy jarjunk el.

Folytassuk az eljardrast a megmarad6 1-gyel kisebb méretli jobb alsé blokkal mindaddig, ameddig
taldlunk pozitiv diagondlelemet. Minden 1épésben az L matrix egy Ujabb oszlopat nyerjiik. Ha olyan
helyzethez értiink, ahol a megmaradt jobb alsé blokkban minden diagondlelem zérus, akkor a teljes
blokknak zérusnak kell lennie, mert ha nem igy volna, akkor a megmaradé blokk indefnit volna az
5.1.1 Tétel elott tett megjegyzés szerint és ez ellentmondana annak, hogy a szemidefinitség megmarad.
Vegyiik észre, az alkalmazott sor-oszlop cserék a felbontdst csak annyiban befolyasoljdk, hogy
P" AP = LI -et kellett volna irnunk, - P permutdcié matrix -, de ez atrendezhetd az A= LI alakba,
ahol L=PL. m

Szimmetrikus, pozitiv definit matrixra az A= LL" felbontdst Cholesky-felbontdsnak nevezzik. Itt
most L féatljdban nem 1-esek dllnak, mert példaul Le, = Ae, /+/a,, els6 eleme /a,, . A Cholesky-

felbontds hasonléképp készithetd, mint az LU-felbontas, csak most a féelembdl gyokot kell vonni, és
azzal végig kell osztani a sajat sort és oszlopot. A szdmitégépes algoritmusban kihasznélhatd, hogy a
felsé haromszog részt nem kell szamitani, ezzel a miiveletigény nagyjabol megfelezodik.

5.1.4 Példa Choleski-felbontasra

4 2 2 -1 1 2 2
2 10 -7|>|-1 9 -6|>|-1 3] =2|->|-1 3 ,
2 -7 21 1 -6 20 1 -2 16 )

2 2 -1 1
L=|-1 3 , L'= 3 2.
1 =2 4 4

Lathatd, a diddok levondsa ugyanolyan médon torténik, mint az LU-felbontdsban.

5.1.5 Feladatok.

e Legyen A=LL" egy Cholesky felbontds. Mennyi a miiveletigénye x’ Ax szdmitdsdnak, ha az

eredeti madtrixot hasznéljuk? Hogyan csokkenthetd a miiveletigény, ha az x"LL x alakot
hasznaljuk?

e A gyokvondst elkeriilhetjiik, ha az A= LDL" alakot hasznaljuk, ahol L egységatl6ji matrix és D
diagondlmatrix. Dolgozzuk ki ennek a felbontdsnak a 1épéseit! Ezt a mddszert indefinit esetben is
alkalmazhatjuk, ha nem adédik tdlsdgosan kicsiny elem D -be.



29

5.2. Féatlo-dominancia

Sorok szerint fodtlé-domindns vagy diagondl-domindnsnak nevezziik a matrixot, ha minden sorban a
nemdiagondlis sorelemek abszolit dsszege kisebb, mint a féatlobeli elem abszolut értéke:

|| > He,.T (A- diag(A))Hm :

Lényegében fodtlo-domindns a matrix, ha nem minden sorban a = jel is megengedett és ezek a sorok
nemzérus sorok. Az oszlopok szerint fédtlé-domindns matrixok értelmezése hasonlé. Itt diag(A) =D

a matrix f64tldjabol készitett diagondlmatrixot jeloli.
5.2.1 Tétel, a féatl6-dominancia megmaradasa.

Amennyiben az A maétrix féatl-domindns, az LU -felbontds végrehatdsa sordn a még fel nem
bontott jobb als6 részben a féatl6-dominancia megmarad. Masképpen: a Schur-komplemens megoérzi a
foatl6-dominanciat.

Bizonyitds. Az LU-felbontds elsO 1épése utan a matrix elsd oszlopa az a,,e; vektorba megy dtésa k -
adik sorvektor:

T T Ta_%a T T
ek (1 _(al /all _el)el )A = (ek A__el A)(I _elel ), k > 1 s
an
ahol a hozzairt [ —elelT vetitomatrix az amugy is zérus elsé sorelemet nulldzza, igy valtozdst nem

okoz. Az e,{A(l —elelT ) sorvektor rendelkezik a f6atl6-dominancia tulajdonsaggal, mert csak az elsd

a,, elemet hagytuk el. A levont vektor sornormdja pedig
HaklelTA(I —elelT)/a“Hw =|ak1|HelTA(I —elelT)/aHHw < |ak1| ,

ha a,; #0. Itt az atléelemmel osztott elsé sor normdja kisebb 1-nél (f6atlo-dominancia!) és ez
szorozza ay,-et. Tehdt a kivett a;, helyébe egy kisebb abszolit értékii elem keriil az abszolut

sordsszeg szdmitdsakor, igy a k-adik sor féatl6-dominancidja nem romolhat. A tovabbi 1épésekben a
helyzet hasonl6. m

A tétel kovetkezménye, hogy féatl6-domindns matrixoknal az atléelem mindig alkalmas féelemnek.

5.2.2 Feladatok. Mutassuk meg:

e A fdatlé-dominancia megmarad, ha a matrixot balrdl nemszinguldris diagonalmatrixszal
szorozzuk, vagy ha ugyanazt a két sort és oszlopot felcseréljiik.

o Lényegében fOatlo-domindns madtrixok LU-felbontdsakor a j-edik 1épésben szigord foatlo-
dominancia kovetkezik be a k-adik sorban, ha a j-edik sorban megvolt a szigoru fd4tlo-

dominancia és volt nemzérus a%), j<k elem.

e Az oszlopok szerinti f64tl6-dominancia is 6roklodik.
5.3. Ket- és haromatléju matrixok

5.3.1 Specialis matrixok

A kétatloju vagy bidiagondlis mdatrixokndl csak a fé4tl6 és valamelyik mellette 1év6 4tloban vannak
nemzérus  elemek:  a, #0, j—i€{0,1}, vagy j—ie{0,—1}. Nevezetes képviseléjik a

kiilonbségképzés matrixa:
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1 1
-1 1 L 11
K= . , K =S§=].
-1 1 11 1

Inverze éppen az Osszegzésmatrixot adja. E két matrix segitségével egyszerlien megadhat6 a gyakran
eléforduléd

r=| (42)

matrix inverze:

T
ee
)

T =(K+K") =[K(S+5T)K" | =K (I+ec) K =KT( o

JKI, 4.3)

ahol e a csupa 1-esbdl 4ll6 vektor. A T~'x vektor eldallitasa igy 4n flop miiveletet igényel.

5.3.2 Fo64atlo-dominans haromatlés matrix

Lattuk, ebben az esetben nem kell a féelemvalasztassal foglalkozni az LU-felbontds sordan. Ha a
felbontdst a mutatott médon hajtjuk végre, akkor a linedris egyenletrendszer megolddsdnak
miiveletigénye lényegében 9n flop. Harométlds esetben van azonban két médszer is, amellyel 8n flop
mivelettel célba ériink. A kovetkezokben ezeket ismertetjilkk. Az elsé mddszert hivhatjuk gyors LU-
felbontdsnak. Vegyiik fel a haromdtlés métrixd egyenletrendszert a kovetkez6 alakban:

dl Cl bl
d, . b
He=| x=2. (4.4)
. . Cn—l .
an—l dn bn

Az LU -felbontis elsd 1épése csak a masodik sort véltoztatja meg:
[a,/d, d,-ac/d, ¢, ... 0lx=b,—ba,ld,.

Eredményiil kaptunk egy 1-gyel kisebb méretl haromatléju matrixot, amire az eljarast

megismételhetjiik. Tovabb folytatva végiil a féelemek és jobboldalak a kdvetkezdk lesznek:
d/=d; d=d —a_c,_ld , i=2.3,...,n,
’ ’ A (4.5)
b=b; b=b-a_b_ /d_,, i=273...,n

Most a felbontds U matrixa fels6 bidiagondlis - kétatl6ju matrix - és a megoldand6 egyenletrendszer:

dy ¢ b,
0 d; b; ’ ’ ’ ’ .
. x=| 1|, x,=bld; x;,=0b—cx,)/d, i=n—-1n-2,...,1.
: .Gy :
0 ; b,

n n

Latjuk: az L métrix nem is kell a megolddshoz, masrészt (4.5) mindkét sordban szerepel a, ,/d; ,, amit
elegendd egyszer eldéllitani. Ezzel a megolddasi algoritmus:
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Kezdés: d/=d,, b =b,.
i=2,3,...,nre
s=a,_//d ; d=d -c_ *s; b :=b-b_*s.
x =bld;
i=n—-1,n-2,...,1-re
x, =(b—c *x,)/d.
A madsik médszer a megoldds masodik fazisdban érvényes rekurzidt veszi alapul:
X = [ — 8%
Az egyenletrendszer elsO sordbdl x, = (b, —¢,x,)/d,, ezzel f =b/d, és g =c, /d,. Ezutan az i-edik

sorba helyettesitve x, | kifejezését

a_(fi = gix)+dx +cx,, =b,

iXiv1 —
innen

b—a_f c,

— i i-1Ji-1 i _ _

xi_d i d—a Xy =i — 8%
i T8 i T8

ahonnan f;, és g, eldallitdsa kiolvashaté. Ezzel az ,,iildozéses” vagy ,,passzdzs” algoritmus:

Kezdés: f,=b/d,, g =c/d,.
i=2,3,...,nre
s=d,—a,_g. s fi=b-a_f_ s g =cls.
x,=f;

i=n—-1,n-2,...,1-re

— f _ o %
'xi _f; gi xi+1'

5.3.3 Feladat

¢ Ha uj jobboldal vektort kapunk, milyen részletszdmitidsokat Orizziink meg és mit szdmitsunk djra
mindkét algoritmusban?

e Igazoljuk, hogy az (4.2)-ben szerepl$ haromatlés matrix pozitiv definit, mert van LI -felbontdsa.
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6. Gram-Schmidt ortogonalizacio, QR-felbontas

Az egyszert linerdris algebrai transzformdcidk kozott a harmadik fejezetben megismerkedtiink a vetitd
matrixokkal. E matrixok alkalmasak arra, hogy a vektorok egy adott készletébdl ortogondlis
vektorokat allitsunk el6. Ha ezen vektorokat egy matrix oszlopaiba rendezziik, akkor a kapott médszer
a matrix egy Gjabb felbontdsat szolgaltatja, ezt hivjuk a QR -felbontdsnak.

6.1. A Gram-Schmidt ortogonalizacio

Tegyiik fel, van egy linedrisan fiiggetlen vektorokbdl all6 halmaz: {ai}le, a;,e R™. Szeretnénk e

vektorok felhaszndldsdval olyan ortogondlis rendszert késziteni, amellyel a halmaz vektorai
eldallithatok. Ekkor eljarhatunk a kovetkezoképpen. A késziild ortogondlis vektorokat jeldljiik ¢ -val.

Az els6 1épésben vilasszuk g, =a,-et. A kovetkezd vektort készitsiik ugy, hogy az a, vektort

szimmetrikus - vagy mds szohaszndlattal - ortogondlis vetitéssel ortogonalizaljuk g, -re:
T
[I—QITiJaz:qz. (5.1)
4
Beszorzdssal ¢f g, =0. A kovetkez$ vektort gy készitjiik, hogy az a; vektort g, és g,-re

T T
929> q, 4

Ismét beszorzdssal ellendrizve kapjuk, hogy ¢, L g; és g, 1 g;. A tovdbbiakban vezessiik be az i-
edik ortogondlis vektorhoz a

ortogonalizéljuk:

T
P=I _qiTi (5.3)
q; 4;

vetitomatrixot. Latjuk, ha ezzel a mdtrixszal barmely vektorra szorzunk, eredményiil a ¢; vektorra

ortogondlis vektorhoz jutunk.

Az i+1-edik ortogondlis vektort a kovetkezd vetitések sorozatdval kapjuk az a,,; vektorbdl:
BBy R =g - (5.4)

Vegyiik észre, a vetitdmatrixok a szorzatban tetszOleges sorrendben irhaték a benniik szerepld
vektorok ortogonalitdsa miatt. Fenndll az 6sszefliggés:

i ab i g.qt
PP ..A=]] 1—qui =1—Zq’Ti, (5.5)
Jj=1 q;4; j=14;j49;

aminek az igazoldsat egy feladatra hagyjuk. Ez mutatja, hogy numerikusan kétféle lehetség van az
ortogonalizdldsra. Az egyik, amikor a fenti Osszefiiggésben a szummads alakot hasznéljuk. Ekkor

minden g, vektor az a,,, vektorral szorzodik és (5.4), (5.5) 0sszevetésébdl kapjuk:

L g4, s L g9 A
qiy1 =4y _z—] T] =, o iy =49t L= T] =, (5.6)
=t 44 =t 44

azaz minden a_, vektor az ortogondlis vektorok segitségével elddllithatd, ahol a kifejtési egyiitthatok

i+l
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T
q;a;,
Tiin =—7 - 5.7)
9;9;
Ha (5.4)-ben a matrixszorzatot alkalmazzuk, akkor a kovetkezd vektor-sorozatot készitjiik:
4 =0y, =Rz s 20 =P 4y = 50
A vetitOmatrixok kifrasaval ekkor az
T
9;%,
Tl =—7 (5.8)
q;9;

eldallitasra jutunk.

A szummads alakot nevezziik a klasszikus Gram-Schmidt (G-S) ortogonalizdcionak, a szorzatmatrixos
valtozatot pedig médositott Gram-Schmidt ortogonalizdciénak. Ake Bjorck a numerikus tulajdonsdgok
vizsgélata sordn kimutatta, hogy a médositott G-S mddszer jobb hibatulajdonsidgokkal rendelkezik.
Ujabb eredmények szerint mindkét médszer egyforman j6, ha minden ortogonalizaciés 1épést kétszer
hatjunk végre. Ekkor a kapott normdlt vektorok ortogonalitdsa kozel gépi pontossdggal teljesiil.

6.1.1 Feladatok

e [gazoljuk a (5.5) formulat!

® Mutassuk meg, hogy a (5.7) €s (5.8) formulaval adott r,,,, megegyezik!

S+l
e Gytjtsiik az ortogondlis vektorokat a Q =[q,q,...q;] matrixba. Vezessiik le, hogy PP_,...F =
-1
=1-0(0"0) 0"

e Legyen Ae R™", ahol A oszlopai linedrisan fiiggetlenek. Ellendrizziik, hogy 1 —A(ATA)i1 A"

szintén vetitdmatrix és egy vektorra alkalmazva az eredmény olyan vektor lesz, amely A 0Osszes
oszlopéra ortogondlis.

6.2. Tétel, QR-felbontas

Legyen Ae R™" ahol A oszlopai linedrisan fiiggetlenek. Ekkor A mindig felirhat6
A=OR (5.9)

alakban, ahol Q oszlopai egymasra ortogondlis vektorok és R felsé haromszog matrix. Q és R
oszlopai az elsdvel kezdve rekurzivan felépithetok.

Bizonyitds. Sziikséges n < m, kiillonben nem lehetnének A oszlopai linedrisan fiiggetlenek. Fogjuk fel
az A matrixot gy, mint ami az a,,q,,...,a, oszlopvektorokbdl van osszedllitva és alkalmazzuk az
eldz6 szakaszban megismert G-S ortogonalizaciét! Ekkor (5.6) és (5.7) dszevetésébdl kapjuk:

i+l

iy = Z;q/'rj,iﬂ’ ahol 7, ;, =1.

=
Az A=|a,,a,,...,a,], OQ=Iq,,q,,...,q,] matrixokkal ez pedig nem mds, mint a (5.9) elddllitas, ahol
R=[r;]. A G-S ortogonaliziciéban az r;, i>j elemek nem voltak definidlva. Nincs is rdjuk

sziikség, igy ezeket az elemeket zérusnak valasztva (5.9) pontosan teljesiil. =
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6.2.1 Feladatok

®* A G-S ortogonalizaciéndl kidolgozhaté az a véltozat, amikor a g i vektorok normaltak, Hq ; “2 =1.
Irjuk 4t a formulakat erre az esetre!

e Legyen D=0Q"Q, ezzel Q=0D"'* oszlopvektorai normaltak. (5.9)-ben legyen A=QR . Adjuk

meg R -et matrixos alakban és a normalt ortogondlis vektorok segitségével fejezziik ki r; -t

e A 3.12 gyakorlatban lattuk, hogy minden x vektor egy oe, vektorba vihetd tiikrozéssel, ahol
|0'| =||x||2 . Ha egy ilyen tiikr6zést alkalmazunk A elsd oszlopara, akkor a QR -felbontis az els6
oszlopra megvaldsult: R, =1—2vv, /v/v, ortogondlis matrix, ahol v=x—0e, és A=R (RA).
Hogyan folytassuk a tiikrozéseket, hogy egy OR -felbontdshoz jussunk?

e Ha rendelkezésiinkre all A egy OR -felbontdsa, hogyan oldjunk meg egy Ax=»b egyenlet-
rendszert?

6.3. Példa QR-felbontasra

Elkészitjiik az
1 1 -1
21 3
A= 11 2 =[al a, a3]
21 1

mdtrixra a QR -felbontds nemnormalt véltozatit. Induldskor ¢, =a, és g ¢, =10. A kovetkezd

vektorhoz ¢/ a, =6 és

1 17 [2
T
gla, _[1|_6|2|_ 1]-1
=a, — = — ==
LEOTR T T 101 5] 2
1l 2] |4

a0 q, :Ezé, ezt az eredményt eldallithatjuk a kapott g, vektorbdl, de ugy is szamithatjuk, hogy

25
2
T T qTa
észrevesszik: ¢, q, = (a,f - %Taz q; j[az -q, %Taz j =aya, —M —4-39_2 4 harmadik vektor
X X @ 4 105
elallitdsdhoz g, a, =5 és g, a, =—2, ezekkel a harmadik vektor és a OR -felbontds:
-1 1 2 1
T T
q,a q,a 30 1|12 251 1|2
4; =a;— 4, IT - 2%: =, |t7= == )
4 9 h4g, |—2| 2|1} 2-5/2 2| -1
1 2 -1 -2
1 2/5 1/2 1 2 1
1 3/5 1/2 1 3/5 1/2
2 -1/5 1 2 -1 2
A= 0 1 =5]= 0 1/5 -1
I 2/5 -1/2 I 2 -1
0 O 1 0 0 1/2
2 -1/5 -1 2 -1 2
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6.3.1 Feladat
2 6 5
Készitsiik el a kovetkezd matrix QR -felbontdsat: | -1 —4 1
-1 2 -3
6.4. Az Arnoldi-modszer
Ez a Krilov-bdzis vektorainak G-S ortogonalizdcidja. A Krilov-bdzis vektorai x,Ax, A’x,..., ahol

x#0, egyébként tetszbleges induléd vektor. Az Arnoldi-mdédszernél ennek alapjan ¢, =x/ ||x||2, a
kovetkezd vektor Ag, és ezt g,-re g,-re ortogonalizdlva kapjuk g, -t. Altaliban q.,, -et ugy kapjuk,
hogy az Ag; vektort ortogonalizdljuk a meglévé g; vektorokra és az eredményt normaljuk. Beléthato,
hogy az igy nyert g, vektorok ugyanazt az alteret feszitik ki, mint a Krilov-bdzis vektorai. A

modszerrel a kovetkezé OR -felbontdshoz jutunk:

[ql Aq, Agq, ... qu‘]z[% q --- qi+1]R’ (5.10)

ahol R fels6 haromszogmatrix. Ebbdl a sémdbdl szokds elhagyni bal oldalon az els6 vektort, g,-et. Ez
azt jelenti, hogy a jobb oldalon R elsd oszlopét is elhagyjuk. S6t, hogy R helyén négyzetes matrix
maradjon, az utols6 sordt is elhagyjuk. Jeloljik a maradék matrixot H -val. Ekkor a g; vektorokbdl

matrixot képezve a
Q:[ql 4 - qz‘]’ AQ:QH+hi+1,iqi+leiT (5.11)

Osszefiiggésre jutunk, ahol H un. felsé Hessenberg-féle matrix. E matrixok kozeliek a felsd
haromszégmatrixokhoz, azzal a kiillonbséggel, hogy a f64tlé alatti elemek sem zérusok. A rendszert
jobbrdl az e, vektorral szorozva kapunk rekurziét g,,, szamitdséra:

Ag; = Zlhﬁq/' + 1y G hji = q]T'A% ’ (5.12)
=

ah

i =0, akkor a rekurzid

elemet abbdl a feltételbdl hatdrozhatjuk meg, hogy ¢,,, normalt. Ha 5,

i+1,i

megdll és i <n esetén Q oszlopai A egy invaridns alterét feszitik ki.

6.4.1 Feladat

1. Legyen az x kezdOvektor A hdrom sajatvektoranak az Osszege. Hany 1épés utdn all le az Arnoldi-
modszer?
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7. Az algebrai sajatértékfeladat

Eszerint keresend6 egy (A, y,x) hdarmas, amelyre teljesiil
Ax = Ax, y'A=Ay", (6.1)

ahol 4 az Ae R™" matrix sajdtértéke, x a jobboldali és y a baloldali sajdtvektor. A sajatértékek a
|/11 —A| karakterisztikus polinom gyokei és a sajatértékhelyeken Al — A szinguldris. A determindns
alakbdl lathatd, hogy a matrix hasonldsdgi transzforméltjanak karaketerisztikus polinomja ugyanaz:
A1 =7 AS| =[$7 (A1 - A)S| =|S7'|| 41 - A||S|=|AI - 4], tehdt a hasonlésdgi transzformicié a
sajatértékeket helyben hagyja.

A matrixot 4ltaldban valdsnak tekintjiik. De mivel valds matrixnak is lehetnek komplex sajatértékei és
sajatvektorai, emiatt sokszor a komplex esetre is gondolni kell.

7.1. Néhany tulajdonsag

Az aldbbiakban felidéziink néhany a sajatértékfeladattal kapcsolatos ismeretet.

7.1.1 Legalabb 1 sajatpar létezése
Minden A, sajatértékhez tartozik legaldbb egy jobb- és baloldali sajatvektor.

Mert A1—A és AI— A" magtere legaldbb 1-dimenzi6s (ui. nemcsak a null-vektorbdl ll). m
7.1.2 Linearis fliggetlenség

Kiilonboz6 sajatértékekhez tartoz6 sajatvektorok linedrisan fiiggetlenek.

Ennek a bizonyitdsa indirekt médon torténhet. Feltessziik két kiilonbozd sajatértékhez tartozé
sajatvektorrdl, hogy linedrisan Osszefiiggdk. Ekkor ellentmondésra jutunk, mert két vektor gy lehet
linerarisan 6sszefiiggd, hogy egyiranydak, ekkor viszont nem lehetnek a sajatértékek kiilonbozok. m

7.1.3 Kilénb6z6 sajaértékhez tartozo6 bal és jobb sajatvektorok ortogonalitasa

Legyen v; a /4 sajdtértékhez tartoz6 bal sajdtvektor, u; pedig a A; sajdtértékhez tartozé jobb

sajatvektor, i # j . Ekkor vl-Tuj =0.
Bizonyitds. Tekintsiik a kovetkezd kifejezést: viT Au; = /LVIT u; = ﬂjviT u;, ahol az egyik esetben a bal, a

masik esetben pedig a jobb sajatvektor tulajdonsdgot alkalmaztuk. Kapjuk, hogy (4 —4 j)v,-Tu ;=0.s

ebbdl kovetkezik az allitas, mert A, # A4 ;- m

7.1.4 Kovetkezmény

Ha minden sajdtérték kiilonbozd, akkor a sajatvektorokat egy X =[xx,...x,] é Y =[yy,...y,1]
madtrixba rendezve kapjuk:

AX =XA, Y'A=AY". (6.2)

A linedris fiiggetlenség miatt X és Y invertdlhatok, igy X 'AX =A=Y"AY™", ahol a transzponalt
inverzét jeloltik —T -vel. Irhatjuk: Y =D™'X™', ahol D egy nemszinguldris diagondlmatrix és
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szerepe csupdn annyi, hogy az y, vektorok hosszat skdldzza. Tehat az 4ltalanossdg megszoritdsa

nélkiil vehetjilk: Y" = X', a sajdtvektorok sajét-altereket adnak, a vektorok hossza tetszéleges. A
kapott alak mutatja, hogy ekkor a matrix hasonldsdgi transzformdcidval diagonalizdlhato.

7.1.5 Schur tétele

Minden négyzetes matrix unitér hasonldsagi transzformécidval felsd haromszog alakra hozhatd.
Bizonyitds. Jeldlje R(u)=1—-2uu" /u"u a Householder tiikrzé matrixot. Legyen x# e, egy normalt
sajatvektor, ||x|| , =1, amelyet skdlazzunk gy, hogy az els6 eleme valds, nempozitiv szam legyen. (Ezt
mindig elérhetjiik, ha a vektort a nemzérus —x,; / |x1| szdmmal beszorozzuk.) Ekkor R(x—e )e, =x €s
R(x—e)x=e, . Feltéve, hogy Ax=Ax teljesiil,

R(x—e)AR(x—e¢)e,=R(x—¢,)Ax=R(x—e)Ax = Ae,.

Mivel R(x—e,) involutérius (azaz megegyezik az inverzével), hasonldsagi transzformaciot végeztiink,
ahol az els6 oszlopvektor az e, vektor A-szorosdba ment dt, amivel a fels¢ haromszog alak az elsé

sorban és oszlopban el6dllt. Az eljarast folytatva az eggyel kisebb méretii jobb alsé blokkokra, végiil a
kivént alakra jutunk. m

Megjegyzés. Ha x=e,, akkor A elsd oszlopa mar Ae, alaki. A felsé haromszog-alakra hozds egy

1épése egyben defldcios modszer, mert olyan 1-gyel kisebb méretli matrixot kapunk a jobb alsé
sarokban, amelynek a sajtértékei a megtalalt A -t kivéve megegyeznek a kiindulé méatrixéval.

A Schur-tétel segitségével tovabbi fontos tulajdonsagok lathatdk be.

7.1.6 Tétel, diagonalizalhatésag unitér hasonldsagi transzformacioéval
Az A maitrix normdlis <& A unitér hasonldsagi transzformdciéval diagonalizdlhatd.
Bizonyitds. Ae C™" normdlis, ha teljesiil AA” = A"A, " a transzpondlt konjugéltat jelsli.
& : Tfh Legyen A=UAU" ,innen AA" =UAU"UAU" =UAAU" =UAU"UAU" = A" A.
= : Ha A normalis, akkor barmely unitér hasonlésdgi transzformaltja is az. Legyen a Schur-tétel
alapjan B=U" AU fels6 hdromszogmatrix, ekkor BB” = B" B . Ennek az 1,1-index{i eleme:
2

n
2 2 2
T ppH  _ || pH T pH _ _
e, BB 31—HB 61“2 Z‘blj‘ =, B Bel—||Bel||2—|b“| ,
j=1

azaz B elsO sordnak kettes normdja megegyezik az elsd oszlopéval. Ez csak ugy lehetséges, ha
b; =0, j=2,....,n. Az eljrast folytatva az eggyel kisebb méretii jobb als6 blokkal, minden sorra azt

kapjuk, hogy csak féatlbeli elem lehet nemzérus. m

A tétel kovetkezménye, hogy a valds szimmetrikus maétrixok ortogondlis, az hermitikus madtrixok
pedig unitér hasonlésagi transzformacidval diagonalizdlhatok. E matrixok sajatértékei mindig valdsak.

7.1.7 Tétel

Az egyszeres sajatértékhez tartozd y bal- és x jobboldali sajatvektorok skalaris szorzata nemzérus:
yix#0.

Hozzuk a métrixot unitér hasonlésagi transzformaciéval felsd hdromszog alakra: B=U" AU . Ekkor a
sajatvektorok atmennek az y—>U"y és x—U"x vektorokba, ahonnan lithaté, hogy skaldris
szorzatuk nem véltozik meg. Az 4ltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy
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A b
B=
0 C
alakd, ahol A az x és y vektorhoz tartozé sajatérték. A transzformdlds utdn x dtment e, -be, a bal

oldali vektor pedig legyen y"U = [7_7 vy ] . Ha ezzel balrél szorozzuk B -t , akkor

R N i IS o
(7 yz][o C}[nﬂ b +yic)=al7 ¥,

ahonnan 77b" + yY'C = Ay . Haitt 77 = y" x zérus volna, akkor a jobb alsé C blokknak A sajétértéke
volna. Ez ellentmondana annak, hogy A egyszeres sajtérték. m

7.1.8 Jordan-blokkok
A

Jw=| # e (6.3)

U

alakd maétrixot Jordan-blokknak nevezziik. Ez a hasonldsagi transzformdciéval nem diagonalizdlhat6
matrixok prototipusa. Ranézésre lathatd, hogy a karakterisztikus polinomja |/lI -J (,u)| =(A-w",
tehat A= k -szoros gyok. A sajatértékhelyen a karakterisztikus matrix rangvesztése csak 1, mert a
bal als6 sarokelemhez tartozé aldetermindns éppen az atlo feletti —1-esek szorzata lesz, igy a rang
csak eggyel csokken. Kovetkezésképp 1 jobb és baloldali sajdtvektor van, e, és ¢/ , amelyek skaldris
szorzata 0, ha k>1.

A sajatérték karakterisztikus polinombeli multiplicitdsit algebrai multiplicitdsnak, m, nevezzik. A

sajatértékhez tartozd sajitvektorok altal kifeszitett altér dimenzidja pedig a sajatérték geometriai
multiplicitdsa, m,. A fenti Jordan-blokkndl m, =k és m; =1.

Bizonyitas nélkiill megemlitjiik, hogy 4ltalaban a matrixok hasonldsagi transzformaciéval Jordan-féle
kanonikus alakra hozhatok, ahol minden sajatértékhez egy vagy tobb Jordan-blokk tartozik, amelyek a
féatlé mentén helyezkednek el. Lehetséges 1x1 -es Jordan-blokk, az egyszeres sajatértékeknek példaul
ez van. Konnyen belathat6, hogy a sajatértékhelyen a karakterisztikus matrix rangvesztése egyenld
mg-vel, ami a sajatértékhez tartozo Jordan-blokkok szdma, a sajatérték algebrai multiplicitdsa m,

viszont egyenld a hozzétartozé Jordan-blokkokban 1évo atloelemek szamdval.

7.1.9 Feladatok

1. Legyen A olyan felsd Hessenberg matrix, amelynek minden atl6 alatti eleme nemzérus. Mutassuk
meg, hogy ennek a métrixnak minden sajdtértékéhez csak 1 Jordan-blokk tartozhat.

2. Mutassuk meg, ha A sajatértékei a A -k, akkor A™' sajatértékei 1/ 4 -k.

7.2. A sajatértékek lokalizacioja

Mivel még valés matrixoknak is lehetnek komplex sajatértékei, emiatt a komplex sikon kell megadni
olyan tartomdnyokat, ahol a sajitértékek lehetnek. Egy ilyen becsléssel mar megismerkedtiink a
normdkkal foglalkoz6 2.8 szakaszban, mely szerint a spektrdl sugdr nem nagyobb, mint a métrix
valamely indukalt normdja. Igy egyik sajatérték sem lehet nagyobb abszoliit értékben, mint példaul

||A||1 vagy ||A||m . Ennél pontosabb becslést tesz lehetdvé
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7.2.1 Gersgorin tétele

Legyen az i-edik K, Gersgorin-kor kozéppontja a,, sugara pedig r, = “eiT (A-a,l )H , ami nem més,

i

mint a matrixban az i -edik sorelemek abszolit 6sszege a diagondlelem kivételével. A tétel szerint az
A miatrix sajatértékei a Gersgorin-korok egyesitett halmazdban vannak.

Bizonyitds. Tekintsik az Ax=Ax egyenlet i-edik sordt, ahol x sajatvektor, A a hozzdtartozo

Xi

. . n a;x; n
sajatérték, és |x,-|:||x||w. Kissé atrendezve: A—a,; = Z —~L " ahonnan |/1—aii|£ Z
j=ljzi Xi J=1j#

n
< z ‘aij‘ = r;. Minden sajatértékre felirhatunk egy ilyen sszefiiggést, ez adja az allitdst. m
=1, j#i

7.2.2 Masodik tétel

Ha a Gersgorin koroknek vannak diszjunkt részhalmazai, akkor minden ilyen részhalmazban annyi
sajatérték talalhat6, amennyi a hozza tartozé Gersgorin korok szdma.

Bizonyitds. Fel kell hasznalnunk azt az itt nem bizonyitott eredményt, hogy a matrix sajatértékei a
mdtrixelemek folytonos fiiggvényei. Bontsuk a madtrixot két részre, és képezziik az A(€) =D + €A
matrixot, ahol D a f64tl6t tartalmazé diagondlmétrix, A, pedig a nemdiagondlis rész. Ha most £=0,

akkor minden kor sugara zérus. Ha £ 1-hez tart, akkor minden sajatérték kifuthat a kézéppontbdl, de a
folytonossag miatt nem ugorhat at egy masik diszjunkt kérhalmazba. m

7.2.3 Példa

A Gersgorin-tétel alkalmazdsdt kombindlhatjuk diagondlmatrixszal készitett hasonldsagi
transzformacidval. Ezzel véltoztatni tudjuk a korok sugardt, és egyszeriien készithetiink a célnak
megfeleld becslést. Példaul mutassuk meg, hogy a

A=

—_ = 00
NS )}
wnm = W

matrixnak nincs zérus sajatértéke!

Az els6é Gersgorin kor kézéppontja 8, sugara szintén 8, igy ez a kor tartalmazza a zérust. A tobbi kor
nem. Alkalmazzuk a D™'AD hasonlésdgi transzforméciét, ahol D =diag(2 1 1):

8 5/2 3/2
D'AD=|2 4 1
2 2 5

ezzel a kivant célt elértiikk, mert az elsé kor sugara 4-re csokkent és a masik két kor tovabbra sem
tartalmazza a zérust. Figyeljik meg, milyen sor és oszlopban lesz véltozds, ha az alkalmazott
diagondlmdtrixban csak egy elem kiilénbozik 1-t41!

7.2.4 Feladatok

Bizonyitsuk be:
1. A matrix foatl6-domindns, ha a Gersgorin korok nem tartalmazzdk a zérust.
2. A f6atlo-dominans matrixok invertalhatok, mert nincs zérus sajatértékiik.

3. Az i-és j-edik sorok és oszlopok cseréje a diagondl-dominancidt nem valtoztatja meg.
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4. A matrix rangja legalabb akkora, mint azon Gersgorin korok szama, amelyek nem tartalmazzdk a
z€rust.

5. A baloldali sajatvektorok segitségével is készithetiink Gersgorin-koroket a matrix oszlopai szerint.

6. Dontsiik el Gersgorin tétele és diagondlmatrix hasonldsagi transzformacié segitségével, hogy A

7 6 3
invertalhaté-e: A=|1 5 1
4 -2 6

7.3. A karakterisztikus polinom szamitasa

Tekintsiik az un. Frobenius-féle kiséré mdtrixot:

[0 0 ... 0 —a, ]
1 0 ... 0 =—q
F= | I ol (6.4)
. 0 —a,_,
L I —a,, ]

Az utols6 oszlopa mentén kifejtve igazolhaté, hogy det(Al—F)=21" +z:; aA' . Eszerint a

karakterisztikus polinom egyiitthatéinak elddllitisa konnyli, ha van valamilyen hasonldésagi
transzformdcid, ami az A maétrixot ilyen alakra hozza. Danyiljevszkij 6telete szerint ez megvaldsithatd
a Gauss-Jordan médszernél megismert egyszerii transzformaciés matrixszal, ha a matrix els6é oszlopat

nem e, -be, hanem e, -be vissziik. Legyen tehdt az els§ transzforméciés matrix 7, =1+ (Ae, —e,)el ,
A, =T, AT, és ekkor a hasonlésdgi transzformdcié eredményeként az elsé oszlop e, lesz:
_ (Ae, —e,)el - (Ae, —e,)el
e =T 'ATe, =|  ———1—="2 |A(I +(A¢, —e))e; Je, =| | ———272 |Ae, =e,.
A=l A ( e, Ae, ( e e, Ae, b
Altaldban a k -adik 1épésben T, = +(A.e, —e,,,)el,,, és a korabbi oszlopvektorok sem romlanak el,
mert az elobbihez hasonléan kapjuk:

(1 _ (A, — ek+l)ekT+l

ol Ae }Ak (1 +(Ae, —e.)eg, )el =e,, [<k.

Egy transzformaciés 1épés végrehajthatésaganak feltétele, hogy a diagondlelem alatti elem legyen
z€rustdl kiilonb6zd. Ha nem {gy volna, sor-cserével mozgassunk egy atlé alatti nemzérus elemet az
atléelem ala és hajtsuk végre a hasonlé oszlopok cseréjét is a hasonlésagi transzformacié megdrzése
végett. Az algoritmus n —1-edik 1épésében a (6.4) alakhoz jutunk.
Ha a matrix haromatl6ju, a karakterisztikus polinom egyszerii rekurzidval szimolhaté. Példaul a
A-d, -

-a, A-d,

- _Cn—l

—a,, A-d,

n—1
determindns rekurzidja

p,-+1(/1)=(ﬂ_dm)Pi(ﬂ)_a,-cip,-fl(/i)a Py =19 P Zﬂ—dl, (65)
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ahol p.(A) a bal felsé i-edrendii blokk determindnsa. Az i+1-edrendli determindnst az i+1-edik

oszlop szerinti kifejtéssel kapjuk és az eredmény a kapott rekurzi6. A rekurziéval a polinom
helyettesitési értékét is konnyen szdmolhatjuk.

A rekurziét meg lehet csindlni a fels6 Hessenberg-mdtrix karakterisztikus polinomjédra is. Legyen
példaul p, =1 és alulrdl felfelé oldjuk meg a kdvetkezd egyenletrendszert:
A-2 1 3p| | P
2 A+l 2 ||p,|=| O
0 2 A-1|| p, 0

Az utolsé sorbdl p,(1)=(1-1)/2 , a masodik sorbdl pedig 2p,(A)+(A+1)p,(4)+2=0, ahonnan
p, kifejezhetd. Ezekkel az elsé sor adja p(A) kifejezését. A matrix determindnsa akkor lesz zérus, ha
p(A) zérus, tehdt p(A) gyokei megegyeznek a métrix sajatértékeivel. Figyeljik meg, p(4)=0
esetén p,(4), p,(A), p,(A) a A sajatértékhez tartozo sajatvektor elemei.

7.3.1 Feladat

2
1 R cle s 2 . + —
Igazoljuk, hogy a 2x2-es A matrix sajatértékei: 4, = D 2a22 i\/(a” 2a22j +a,a,, .

7.4. Tétel

Minden matrix unitér hasonl6sagi transzformacidval felsé Hessenberg-alakra hozhato.

Bizonyitds. Az elsé 1épésben legyen u, =(A—eel Ae,, "”1”2 =|O'1|, tehat A elsd oszlopdbdl az
atléelemet elhagyjuk. A hasonldsigi transzformdaciot az R(u, —o,e,) tiikkrozd madtrixszal végezziik,
ahol a kivondsi jegyveszteség elkeriilése érdekében o, eldjelét aszerint vélasztjuk, hogy u, /o,
masodik elemének valos része legyen negativ. Ekkor R(u, —0,e,)A az elsd oszlopot a, e, +0,e,-be
viszi, (az els6 elem véltozatlan az elsé oszlopvektor mdsodik elemmel kezd6dd részét pedig o,e,-be
tilkroztiik). Ugyanezzel a tiikr6z6 matrixszal jobbrdl szorozva az elsé oszlop méar nem fog valtozni,
mert R(u, —0,e,) elsd sora és oszlopa e/ és e. Ezzel A, =R(u, —0,e,)AR(u, —0,e,) €lsd oszlopa
mutatja a Hessenberg-alakot. A kdvetkezd 1épésben az imént latottakat alkalmazzuk A, eggyel kisebb
méretl jobb alsé blokkjara. Az eljarast folytatva végiil a kivant teljes Hessenberg-alakra jutunk. m

7.5. Iteracios modszerek

7.5.1 A hatvanyiteracio
A médszer azon az észrevételen alapul, hogy k novekedésével A”x,-ben a legnagyobb sajtértékhez
tartozé komponens fog felerdsddni. A konvergenciara kimondhatjuk a kdvetkezd tételt:

Tegyiik fel A n-edrendii valds vagy komplex matrix és a sajatértékeire teljesiil

|A4]> |4 2|4 =...2|4,].

Tovabba a matrix egyszerll struktirdji, azaz annyi sajdtvektora van, mint a matrix rendje. Ekkor a

spektralfelbontds A = z; Au,v, , ahol v,,u, abal és jobb sajdtvektorok és kifejthetd a sajatvektorok

. n
szerint: x, = ZH o, . EKkor
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lim—— A"x = i, (6.6)

m—o A

n
Bizonyitds. A moddszer szerint képezzik az x, = Ax,_, :Zafkﬂ,i"uk vektorokat és innen kapjuk
k=1

A"x, 2 : . .
/11—"1(’:205,( (ZkJ u,. Az m— oo hatdratmenette]l kapjuk az allitdst, mivel a tobbi sajatvektor
k=1

szorz6ja zérushoz tart. m

Latjuk, a konvergencia gyorsasidgat o, #0 esetén lényegében a A, /A, hanyados szabja meg. Az

algoritmus:
m=12,...—re:
ym+1 = A'xm 4
— ym+1
m+l .
| ym+1 |

A normdnak célszer(i példaul a végtelen normadt vélasztani. A sajatérték a

T T

ﬂ'l(m) — X Y1 — xmAxm
T T

XonXom XonXom

kifejezéssel becsiilhetd. A hatvidnymoddszerrel a spektrum (= a matrix sajatértékeinek Osszessége)
sz€lein 1évd egyszeres sajatértékeket kereshetjiik sikerrel. Az inverz hatdnyiterdcioval azonban
kereshetjiik a spektrum belsejében elhelyezkedo sajatértékeket is. Ekkor az iterdcié egy 1épésében az

x)n+1 = (2'1 - A)ilxm

vektort szamitjuk. A (A —A)" matrix sajatértékei 1/(A-4,), k=1,...,k, innen ldthaté: ez is
hatvanyiteracié, ami a A paraméter értékéhez legkozelebb esé sajatértékhez és a hozzatartozo
sajatvektorhoz fog tartani.

A sajatprobléma megolddsdra az egyik legjobb moddszer a QR-moddszer. Ekkor elkészitjiik az
A=Q,R, OR -felbontést és a kovetkezd matrix A, = R0, =0/ AQ, , tehit egy ortogonlis hasonlésagi
transzformacié eredménye. A k -edik lépésben A =R, O, ,. Megmutathaté, hogy amennyiben a
matrix egyszerl struktirdju é€s a sajatvektorok matrixdnak van LU -felbontdsa, akkor a QR -mddszer

egy fels6 haromszogmatrixhoz konvergdl. A konvergencia még gyorsithatd, ha a felbontdsokat
kombindljuk egy xI maétrixszal vald eltoldssal is, ahol x a sajatérték egy becslése. Ekkor a QR -

modszer konvergencia-sebessége masodrendil, szimmetrikus matrixoknal harmadrendii lesz.

7.6. A sajatertékfeladattal kapcsolatos egyenlétlenségek

A Gersgorin-korok ismertetése sordn mar megismerkedtiink ilyen Osszefiiggésekkel. Itt folytatjuk a
vizsgdlatainkat. Arra vagyunk kivdncsiak, hogyha van egy kozelit6 (A,u) sajatparunk, mit

mondhatunk a jésidganak jellemzésére. Egy masik feladat, hogyha a matrixelemeket kissé
megvéltoztatjuk (— perturbdljuk), hogyan véltozik meg a sajatpar?

A kovetkezd jeliléseket alkalmazzuk: M = n}%x|/1l.(A)|, m= n(1_i)n|/1l.(A)| és feltessziik, hogy a matrix
invertalhat6. Mindig indukalt matrixnormat hasznalunk.

A spektralsugar és az indukalt normak Osszefiiggésébdl mar ismerjitk: M < ||A||, 1/m< “A*H , a kettd

0sszeszorzasabol:
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M < cond(a)= laj|a™]. (6.7)
m

Ez jelzi szamunkra, hogyha abszoliit értékben a legnagyobb és legkisebb sajatérték hanyadosa nagy,
akkor a matrix kondiciészama nagy.

7.6.1 Lemma

Legyen D =diag(d,,...,d,) diagondlmatrix, ekkor ||D||p = n};}x|d,.|, 1<p<eo,

Bizonyitds. Legyen |dk| > |dl.| minden i -re. Az indukdlt norma definiciét alkalmazva
|P

Z” d.x, Z | 1d ]
Lo =ld | sup = =4[,
xi| . $O) Z,_1|xz’|

mert a nevez0 nagyobb a szdmladlondl, ha van olyan nemzérus x, elem, amelyre |di /d k| <l. m

[P, = sup
(x#0)

i=1

7.6.2 Tétel, sajatpar j6saga

Legyen A egyszerii szerkezeti: AU =UA, ahol U a sajatvektorok matrixa és A a sajatvektorokat
tartalmazé diagondlmadtrix, tovabba (4, x) a sajatpar egy kozelitése. Ekkor az r = Ax — Ax jeloléssel

mln|/1 /1| ” " cond(U) || . || p-norma . (6.8)

Bizonyitds. Ha A, = A valamely i -re, akkor az allitds igaz. Tegyiik fel, 4 # A, ezzel A— Al invertdl-

haté: x= (A - Al )71 r=U (A - Al )71 U~'r. A normékra 4ttérve és az el6z6 lemmat alkalmazva

o s =22
mln|/1 /1|

A kapott egyenlStlenséget rendezve kapjuk a allitast. m

7.6.3 Kovetkezmény

Hermitikus madtrixokra U unitér, emiatt cond,(U)=1 és r1(1_i)n|/1i—ﬂ|£||r||2/||x||2, ami nagyon
egyszertien szdmolhato.

7.6.4 Tétel, alsé becslés cond(U)-ra

Ha A egyszeri szerkezeti és invertalhatd,

4] S cond(A)
, Scond®), HA Hm <cond(U), ond(A) <cond(U) (6.9)

Bizonyitds. A harmadik 6sszefiiggés az elsO kettd 0sszeszorzdsdval adddik. Az els6 egyenlStlenség az
A=UAU"" normjét képezve adédik, a masodik pedig az A~ =UA™'U™" kifejezésbol. m

7.6.5 Feladatok
Mutassuk meg, hogy
[l <[[av]/m.
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2 sl
3. cond(U)<cond(AU)cond(A) .

7.6.6 Tétel, (Bauer, Fike)

Legyen A egyszeri szerkezetli és E egy ugyanolyan méretli matrix. Ha 4 az A+ Ee C"™ egy
sajatértéke és AU =UA , akkor

min| 2, — 4| <|[E] cond ). (6.10)
Bizonyitds. Tegyiik fel u¢ {4(A)}, mert kiilonben igaz az llitds. Mivel u sajatérték, kovetkezik,
hogy U (A+E—ul)U =A-ul+U™ EU szingularis, ahonnan étrendezéssel I +(A— ul )71 U'EU
adddik. Ez az utébbi matrix pedig csak akkor lehet szinguldris, ha (A — ul )_1 U™ EU -nek van egy 1
abszolit értékii sajdtértéke, amibsl 1<|(A-ul) U EUHP <|(a-pry” HP |E], cond, ). Ezt

rendezve kapjuk az allitast. m

7.6.7 Tétel, inverz perturbacio

H
Legyen (A4,x) egy kozelité sajatpar, r = Ax— Ax . Ekkor az E:—”rxT, ||E||2 = ||||r||||p , p=2,F (Fa
X 2 X P
Frobenius-norma) matrixszal a (4,x) sajatpar az
(A+E)x=Ax (6.11)

egyenlet pontos megoldésa.

H

. Py rx
Bizonyitds. [A— -

Jx:Ax—r:ﬂx. n
x"x

Példaul, ha ||r||2 /||x||2 ~107, a madtrix elemei 1 koriiliek, akkor (A,x) pontos megolddsa egy

matrixnak, ami A-t6l csak a kilencedik jegyében kiilonbozik. Ha A-t csak 7 jegyre ismerjiik, akkor
nincs érteleme tovabb folytatni az iteraciot.

7.6.8 Tétel, egyszeres sajatérték perturbacidja

Legyen (A4,x,y) egy A-hoz tartozé sajatharmas, ahol A egyszeres sajatérték. Az A+ E matrix
sajatértékének megvaltozasa els6 rendben

y" Ex

A=A+ e +O(E[) (6.12)
és
11-4 S%”E”z +O(|E[D) - (6.13)

Bizonyitds. A masodik Osszefiiggés az els0 kovetkezménye, ha normdkra térink 4t. Az elsd
bizonyitdsahoz legyen a sajatérték megvaltozdsa i, a sajatvektoré pedig h:

(A+E)(x+h)=(A+u)(x+h).
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Feltessziik, hogy E — 0 esetén ¢ — 0 és h — 0. Beszorzds utdn a mdsodrendl tagokat hagyjuk el:

Ah+Ex=Ah+ ux.

Szorozzuk ezt a kifejezést balrél az y' sajdtvektorral, ekkor mindkét oldalon az elsé vektorok is
kiesnek és az els6 bizonyitand6 dsszefiiggéshez adédik

T
E
pu=2=x (6.14)

y Xx

Itt a nevezd nem lehet zérus a 7.1.7 Tétel miatt. (6.13)-ban ||E||2 szorzdja nem mds, mint az x és y

vektorokndl a bezdrt szog koszinuszdnak reciproka: sec Z(x,y) = ||x|| 5 ||y|| ! ‘ yTx‘ . Szokas ezt az értéket

a A sajdtérték kondicidszdmdnak nevezni. m



Hegediis: Numerikus Analizis 46

8. A legkisebb négyzetek modszere

8.1. Egy illesztesi feladat.

Gyakran taldlkozhatunk a kovetkezd feladattal: adottak a (ti,yi), i=0,,...,n pontok, ahol a 7,
helyhez tartoz6 y, értéket valamely merésbdl kapjuk. A mért fiiggvényértékeket hiba terheli. Az

eld4llé pontsorozatot — vagy annak egy részét - szeretnénk

egy f(t)= z’;:o ¢, @, (1) figgvénnyel kozeliteni (pl. @, (1) = t:

D)=y (7.1)
Esszeriinek latszik ezt a feladatot tigy megoldani, hogy az eltérések négyzetosszege minimalis legyen:
ZZO()’I- - Z:l‘:ocjtij )> =min (7.2)

vagyis, (6.1)-ben a c; linearkombindcios egyiitthatokat e feltétel szerint keressiik. A (6.1) feladat a c;,

ismeretlenekre egy linedris egyenletrendszer, {gy tekintsiik dltaldnosan az
Ax=b, Ac R™", xeR", be R" (7.3)

egyenletrendszert, ahol most az egyiitthatomatrix nem kvadratikus, hanem téglalap alakd, és az sem
biztos, hogy mindig van megoldasa. A legkisebb négyzetes tulajdonsagnak eleget tevé megoldashoz

(||b - Ax”i =min ) vizsgiljuk meg a projektor (vetité) matrixokat!
8.2. Vetité matrixok, projektorok

8.2.1 Definicié
A P mdtrixot projektor vagy vetité mdtrixnak nevezziik, ha eleget tesz a P ‘=p osszefiiggésnek.

Innen rogton kovetkezik: P(I —P)=(I—P)P=0. Ha P invertilhaté, akkor P~'-et a definidl6
egyenletre alkalmazva kapjuk: P = 1. Ugyancsak egyszerl ellendrizni, hogyha P projektor, akkor
I—P is az.

Figyeljilk meg: P a transzformdlt vektort egyszeri alkalmazas utan helybenhagyja: P(Px)= Px .

Ezutdn akdrhinyszor alkalmazzuk a projektort, az eredmény ugyanaz marad, ugyanigy, mint
vetitéskor. Mivel P akarhdnyadik hatvdnya Onmaga, emiatt haszndlatos az idempotens mdtrix
elnevezés.

Példa projektorra: Legyen Ae R™", Be R™", n<m, ' jelolje a transzpondltat és legyen B’ A
invertalhatd. Ekkor

P=P(A,B")=AB"A)"'B"
olyan projektor lesz, amely A oszlopvektorainak alterébe vetit:
P(A,B"): R™ —Im(A).

(I — P)P =0 -bdl pedig kovetkezik: barmely z vektorra {I —P"(A,B")}z L Im(A).
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8.2.2 Tétel.

Legyen P(A) az AcR™ altérbe vetitd projektorok halmaza. Ekkor barmely x¢& A, Px#0
vektorra
x' Px
max —— =|
o ],

Px

b

ahol P. az altérbe vetitd szimmetrikus projektor.

Bizonyitds. Szemléletesen szélva: az x vektorral P.x zdrja be a legkisebb szoget. Ha P, Pe P(A),
akkor

PP=P

hiszen P oszlopvektorai az A altérbe esnek, és ezeket egy mdsik olyan projektor mindig
helybenhagyja, amely ugyanabba az altérbe vetit. Felhaszndlva a Cauchy-egyenldtlenséget, adédik

xTPx:xTRPx< g _
[P, [P, [Pa] : 74

ahol a maximum még a Px= AP.x, A >0 feltételt kielégitd P projektorok mellett is el6dll. m

8.2.3 Tétel

Ugyanazon altérbe vetitd projektorok kozott a szimmetrikus projektor egyértelmi.

Bizonyitds. Indirekt. Tegyiik fel, £ és P, két ugyanabba az altérbe vetit6 kiilonb6zd szimmetrikus
projektor, ekkor

RPh=P, = P=PF =R R =PRR=H,
ahonnan ellentmondé4sra jutottunk. ]
8.2.4 Tétel
Az x vektor A altértdl valg tdvolsdga kettes normdban:
(1 =P)xA|,. PeP(A).

Bizonyitds. Minthogy P x zirja be a legkisebb szoget x -szel, igy a P.x irdny mentén taldlhat6 az a

pont A -ban, amely legkdzelebb van x végpontjahoz. Keressiik tehat azt a A-t, amelyre x—APx

norma-négyzete
|- lﬂx”z =x"x=2Ax"Px+A’x"Px
minimdlis. Derivaldssal kapjuk, hogy a minimum helye A =1-nél van. Tehat (/ —P,)x L A és a kettes
normdja az x vektor A altértdl val tivolsaga. m
8.3. Matrixok altalanositott inverze, a pszeudoinverz

Mitrixok 4ltaldnositott inverzét akkor értelmezziik, ha az inverziik nem létezik. A pszeudoinverz a
linedris egyenletrendszernek azt a megolddsat adja, amelyre az eltérés vektor, mas széval reziduum,



Hegediis: Numerikus Analizis 48

r=b— Ax kettes normdja minimalis. Ha tobb megoldds is van, akkor a legkisebb kettes normédju
megoldast szolgéltatja. Emlékeztetdiil két kis lemma felidézésével kezdjiik.

8.3.1 Lemma.

Legyenek az L matrix oszlopai linedrisan fiiggetlenek. Akkor LB = LC-bdl B = C kovetkezik.

Bizonyitds. Atrendezve L(B—C)=0. L oszlopainak barmely linedris kombinaciGja a linedris

fliggetlenség miatt csak akkor lesz zérusvektor, ha B—C oszlopvektorai zérusok. m

8.3.2 Lemma.

Legyen Ae R™". Ekkor A" A pozitiv szemidefinit. Ha A oszlopai linedrisan fiiggetlenek, azaz A
oszloprangt, akkor A" A pozitiv definit.
Bizonyitds. Legyen y = Ax, ekkor x' A"Ax=7y"y>0.Ha A oszloprangi, az el6z6 lemma alapjan

y = 0-bél kovetkezik x =0, igy ez esetben A" A pozitiv definit. [

8.3.3 A pszeudoinverz

A tovdbbiakban megmutatjuk, hogy minden madtrixhoz 1étezik pszeudoniverz, vagy Moore-Penrose

féle altaldnositott inverz A", mely a kozonséges inverzzel egyenld, ha a madtrix nemszinguldris,
egyéb esetben viszont minimdlis kettes norma tulajdonsdgokkal rendelkezik. Ezt a métrix inverzet a
kovetkezd tulajdosdgok definidljak:

1. AATA=A, 2. AFAAT = A",
3. AA" hermitikus, 4. A*A hermitikus.

A definicié komplex matrixokra vonatkozik, mi most valds esetben a hermitikus tulajdonsag helyett a
szimmetrikussdgot koveteljik meg. Vegyiik észre: Ha az elsé egyenletet jobbrdl, vagy balrdl

szorozzuk A" -tel, az adédik, hogy AA" és A"A projektorok és a 3. és 4. feltétel szerint még
szimmetrikusak is. Az els6 feltétel alapjan AA™ Im(A) -ba vetit, az A(I — A*A)=0 alakbdl pedig azt

latjuk, hogy I —A"A a ker(A) -ba vetit6 szimmetrikus projektor.

Tegyiik fel: A=LU, ahol L és U kozbiils6 mérete r=rang(A), Le R™", UeR"™. A
tovabbiakban az LU rang-faktorizacié ismeretében eldallitjuk a pszeudoinverzet.

8.3.4 Tétel, a pszeudoinverz elééllitasa

Legyen A=LU egy rang faktorizdci6. Akkor egyértelmilen létezik A" =U'L",
aholL' =(L'L)"'L" és U =U"WUU")".
Bizonyitds. Az egyértelmiiséget indirekt dton bizonyitjuk. Tegyiik fel van kettd: A" és A, . Ekkor a
szimmetrikus projektor egyértelmlisége miatt A’ A= A, A illetve AA’ = AA; . Ezeket, és a definidl6
egyenleteket felhasznélva adédik

A = KAK, = AN, = AN = A7,
amivel ellentmonddsra jutottunk. A tovabbiakban megkonstrualjuk a pszeudoinverzet.
Vegyiik észre: Im(A)=Im(L), igy ebbe az altérbe vetitd egyértelmii szimmetrikus projektor
AA"=LL =L('L)'L', és L'=(I"L)"'L" kovetkezik a 8.3.1 Lemmdbél. Hasonléan az
Im(A")=ImU") altérbe vetitd egyértelmii szimmetrikus projektor A*A=A"(A") =
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=U"(U" =U0'U=U"WUU")"'U, ahonnan U* =U"(UU")™". Ezek alapjan L'L=UU" =E,

r -edrendli egységmatrixok, és ezzel

AAT=LL=LUU'L és AAA=U'U=U"LLU,
Ebbél kiolvashat6, hogy A" =U"L". ]
8.3.5 Megjegyzések

Ha A oszloprangy, akkor L=A és U =1, megfeleld vélasztds, és A* = (ATA)' AT kovetkezik. Az
A=QR faktorizdciénal kapjuk: A* =R'Q" . Ha A sorrangu, akkor L=1, és U =A a megfeleld
valasztds, amivel A" :AT(AAT)_I. Ha most AT =QR, akkor A" :Q(RT)_I. Végiil, ha A rangja

kisebb, mint a legkisebb mérete, azaz, vannak linedrisan 0sszefiiggd sorok és oszlopok, akkor mindkét
oldal fel6l végzett ortogonalizacidval elérhetd az A =Q,BQ, alak, ahol Q,, O, ortogondlis matrixok

és B felsé bidiagondlis matrix. Ekkor A" =Q, (B)"'Q. Maitrixokndl a rang numerikus
meghatdrozdsa néha nagyon kényes feladat.

8.3.6 Tétel, lineéaris egyenletrendszer megoldhatésaga

Legyen P Im(A)-ba vetitd projektor. Ekkor az Ax=»b egyenletrendszer akkor és csak akkor
konzisztens (megoldhatd), ha Pb=5b.

Bizonyitds. Sziikségesség. Ha a rendszer megoldhatd, akkor be Im(A) és Pb=> -nek teljesiilni kell.
Az elégségességhez vilasszuk az AA™ szintén Im(A) -ba vetitd projektort, amelyre AA*b=b teljesiil.

Innen kiolvashat6, hogy x=A"bh egy megoldds. m

8.3.7 Tétel, a pszeudoinverzes megoldas tulajdonsagai

Az Ax=b linedris egyenletrendszer daltaldnos megolddsa a pszeudoinverz segitségével a
kovetkezdképp allithaté elo:

x=x,+x,=A"b+(I-A"A), teR", (7.5)

ahol x, egy partikuldris megoldds és x, a homogén egyenlet dltaldnos megolddsa. Ha a rendszer

megoldhat6, akkor A*h egy partikuldris megoldds és (I —A"A)t a homogén egyenlet dltaldnos

megolddsa. Ha a rendszer inkonzisztens, akkor A'h az a legkisebb négyzetes megoldds, melyre
b— AA'b kettes norm4ja minimdlis. Minden esetben A™b a minimdlis kettes normaji megoldis.

Bizonyitds. A 8.1.4 Tétel alapjan Hb — AA'D

, @ b vektor Im(A) -t6l valé tdvolsdga. Tovabba vegyiik

észre, (7.5)-ben két ortogondlis vektor van, mert A*A az elsd vektort a pszeudoinverz tulajdonsdgok

A'b z +”(1 - A*A)ruz ,

miatt helyben hagyja, a masodikat pedig zérusba viszi. Emiatt irhatjuk: ||x||§ :‘

ami akkor a legkisebb, ha t=0, vagy I -A"A=0. m

8.4. Feladatok

1. Legyen A=LU egy rang-faktorizicié. Ekkor irjuk fel azt a szimmetrikus vetitdématrixot, amely
Im(A) -ba vetit.

2. Irjuk fel az A matrix null-terébe vetit$ szimmetrikus projektort! Adjuk meg az x vektor Nul(A) -
tél valé tdvolsdgat!
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11.
12.
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Egy egyenes dthalad az r, és r ponton. Adjuk meg az x vektor és ez az egyenes tdvolsagat!

Igazoljuk, hogyha a matrix invertdlhatd, akkor a pszeudoinverze megegyezik az inverzével.

2 4 6] .
Al = {0 5 5} . Irjuk fel az Im(A) -ba vetitd szimmetrikus projektort!

Két sik normdlvektorat az 5. feladat sorvektorai adjdk. Melyik az a szimmetrikus projektor, amely
a két sik kozos részébe vetit?

P I S | végpontja milyen tdvol van az el6bbi két sik kdzos részétdl?

2 0 3
A=|-4 5 -=2|, rang(A)=2. A" =?
6 -5 5

Az elébbi matrixszal mi lesz Ax=b pszeudoinverzes megoldasa, ha bl = hn -1 11?
Igazoljuk, hogy I —A"A=0, ha A oszlopai linedrisan fiiggetlenek.
A pszeudoinverz 4 tulajdonsagabdl vezessiik le: (A*)" =(A")*.

Az A matrix kozelit6 sajatvektora x. A hozzatartozd A sajatértéket ugy szeretnénk kozeliteni,
hogy ||Ax—/7,x||2 minimdlis legyen. Mi lesz ekkor A kifejezése?
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9. Ortogonalis polinomok

Gyakran polinommal kell végezni a legkisebb négyzetes illesztést. Ilyenkor specidlis modszert
készithetiink ortogondlis polinomok segitségével. Késébb a numerikus integrdldsi médszereknél is
sziikségiink lesz az ortogondlis polinomokra, igy most roviden megismerkediink veliik.

9.1. Fiiggvények skalaris szorzata.

Az f és g fliggvény skaldris szorzatat a kdvetkez6 utasitassal definidljuk:

b
(f.8)=[ fmgmaxdx, ax)>0 @.1)

ahol a(x)-et sulyfiiggvénynek nevezziik és feltessziik, hogy a kijelolt integral 1étezik. Mi most a
polinomok hasznalataval dsszefiiggésben egyszerlibb skaldrszorzatot fogunk hasznalni, nevezetesen:

m
(f’g)=2f(x,-)g(x,-)w,- (8.2)
i=1
ahol x;, i=0,1,...,m az illesztés alappontjait, w; pedig a hozzditartozd sulyokat jelenti. Gyakran

w; =1 minden i -re.
Ellendrizziik, hogy a fenti definiciék rendelkeznek a skaldris szorzat tulajdonsdgaival!

Természetesen most is igaz, hogy a skaldris szorzat normét definial:

1P =(r.f). (8.3)

Ezek utdn semmi akadalya sincs annak, hogy az x', i=0,1,... linedrisan fiiggetlen rendszerbdl Gram-
Schmidt ortogonalizdcidval ortogondlis rendszert készitsiink: igy kapjuk az ortogonadlis polinomokat.

9.1.1 Definicid.
1-féegyiitthatos az a polinom, amelynél 1 a legmagasabb foku tag egyiitthatdja.
9.1.2 Tétel

Legyenek p;(x), i=0,1,... 1-fegyiitthatés i-edrendii polinomok. Ekkor bdrmely ¢g(x) polinom

egyértelmiien el6éllithaté a p; polinomok linedris kombindciéjaként:

q(x)=Y b;p;(x). (8.4)
j=0
Bizonyitds. Legyen p,(x)=x'+ piii,lx"_1 +...+p;o. ekkor a b; egyiitthatékat meghatdrozo linedris
egyenletrendszer:
1 pio Pao o Paol[bo] [a0]
L py o P ||l 4
| Cl=] o (8.5)
o . . E .
L 1 ]|b,] |a,|
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Ez alulrdl felfelé haladva egyértelmtien megoldhat6.

9.1.3 Kbdvetkezmény

Legyenek p,-k ortogondlis polinomok. Akkor p,,, ortogondlis minden legfeljebb n-edfoku
polinomra.

9.2. Az ortogonalis polinomok rekurzioja

Az 1-fOegyiitthatés ortogondlis polinomok a p,(x) és p;(x) polinomok ismeretében rekurzive
felépithetok:

Pu+1 :(x_anﬂ)pn _ﬁnpnfl‘ (86)
Bizonyitds. Vizsgaljuk az
(i, p) = (Prsxp,)
skalaris szorzatot! Az eredmény zérus, ha
k+1l<n és n+l<k

a 9.1.3 Kovetkezmény miatt. Nemzérus az eredmény, ha

n—1<k<n+1,
igy xp, kifejtheté a p,_, p,,p,,; polinomokkal:

APy = P+t +an+1pn +ﬁnpnfl’

ahonnan p,,, -re rendezve kapjuk (8.6)-ot. |
9.2.1 Tétel
Az o, és B, kifejtési egyiitthatokra érvényes

Oy _enp) : (8.7)
(Pa>Py)

ﬁ — (xpn’pnfl) — (pn’pn) (88)

! (pnfl’pnfl) (pnfl’pnfl).

Bizonyitds. Helyettesitsiik xp, értékét a rekurzi6bol. Az ortogonalitds miatt ¢«,,, értéke rogton

adodik, ha a (8.6) rekurzié mindkét oldaldn skaldris szorzatot képeziink p,-nel. B, értéke hasonléan

késziil, csak most a skaldris szorzatot p,_;-gyel vessziik. Az dtalakitdsban x-et atvissziik p, _-hez, és

az xp,_, =p, +0,p,_, + B, 1P, 1-gyel kisebb indexii rekurzids dsszefiiggést helyettesitjiik:
(xpn’pn—l) (pn’xpn—l) (pn’pn)

ﬁ = = = . .
! (pn—l’pn—l) (pn—l’pn—l) (pn—l’pn—l)

9.3. Legkisebb négyzetes kézelités ortogonalis polinomokkal

A (8.2) skaldris szorzat mellett az indul6 polinomok, ha w; =1 minden i -re
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po=L |polf =Y 1=m+1. (8.9)
j=0

A kovetkez6 polinomot p, -et keressiik x —¢; alakban! Ekkor az ortogonalitds miatt

(Po-p1)=0=(pg.x—) = (pg.x)=04(py.py.)

ahonnan

1 m

(8.10)
m+1 20

/ >

igy B, -t zérusnak vehetjiik.

A rekurziébol felépitett ortogondlis polinomokkal a mért y;, i=0,1,...,m fiiggvényértékek a
kovetkezoképp kozelithetok:
()

k m
ZPJ(X)( ) (pj,y)=2pj(x,-)y,-- (8.11)
=0 i=0

pj 9 pj
Ez az elédllitds formdlisan ugyanigy néz ki, mint a linedris algebrdban egy {g;} ortogonilis

vektorrendszer szerinti kifejtés: legyen y m+1-dimenzids vektor, ekkor

k T
q;9;y
y=y = (8.12)
=1 4;9j

k
A (8.11)-ben lathaté P, :ij (x)pj (t)/(pj,pj) kifejezés is szimmetrikus projektor, igy a (8.11)
j=0

kozelités rendelkezik a legkisebb négyzetes tulajdonsaggal: ||(I -P) y|| a p;,j=0,....,k polinomok

altal kifeszitett altértdl vald tavolsagot jelenti.

9.3.1 Példa

Ortogondlis polinomokkal 4llitsuk eld azt az els6foku polinomot, amely az alabbi pontsort legkisebb
négyzetesen kozeliti:

Megoldds. Eldszor eldallitjuk az ortogondlis polinomokat. p,(x)=1, innen (p,, p,)=4. Kovetkezik

p(x)=x—¢a;, ahol 0{1:(xpo,po)/(po,po)zij/(po,po):1/2. Még meg kell allapitanunk
j=0

p(x) Onmagaval vett skaldris szorzatat: pl, p1 Z (x; = 0{1 = = i(9 +14+14+9)=5. Ezzel a

legkisebb négyzetesen kozelito elséfoki polinom:

(Po’y)p py) 91

F(x)=
: (Po-po) ~ (pp)" 47572

1 9 1
(3 2+2+12)(x——) Z B(x—z).
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9.4. Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogyha az alappontok x=0-ra szimmetrikusan helyezkednek el, akkor
a;= 0, i=12,..., és a polinomok valtakozva paros és paratlan fiiggvények.

2. Készitsikela pg, p;, p, ortogondlis polinomokat a {-2,—-1,0,1,2} alappontokra!

3. A Csebisev polinomok is ortogondlis polinomok, amelyek a kovetkezo rekurzidval allithatok eld:
T,=1, T,=x, T, =2xT,—T, .Ez aszokésos alak, bar igy nem 1-féegyiitthatésak. Allitsuk elé

n+l

a 4x? —3x+2 polinomot Csebisev-polinomok szerint!

k
4. P(x)= z 2j+ l)Tj (x) . Az x, helyen ekkor mi a célszer(i kiszamitasi médja P(x,)-nak?
j=0

b .
5. Mutassuk meg, hogy (p;,p;)=toBB,...5; . ahol ,uoz(po,po)[:j a(x)dx} a 0-adik

momentum.
6. Mutassuk meg, hogy a
xX=—o _ﬁ1
-4 x-q

n—1

_ﬂn—l x—= an

haromatlojd matrix bal felsé sarok-aldetermindnsai ¢; €s ﬂf parméterekkel bird ortogondlis

polinomokat adnak.
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10. Linearis egyenletrendszerek megoldasa iteracioval

A linedris egyenletrendszerek megolddsat nem mindig célszerli véges moddszerrel késziteni. Ha a
matrix nagyméretll és ritka — azaz soronként csak kevés nemzérus elem taldlhat6 — akkor az LU-
felbontds hatranya, hogy felbontaskor a matrix nemzérus elemeinek szima megnd — bestirlisodik — ez
egyrészt taroldsi kérdéseket vet fel, masrészt a sok nemzérus elem miatt megndé a munkaigény. Az
iterdciés modszereknél ilyen nehézségek nem lépnek fel, de probléma, ha a konvergencia lassu.

10.1. Egyszerii iteracio

Legyen Ae R™" egy felbontdsa

A=M-N 9.1)
Ha M invertdlhatd, akkor a kovetkezd iterdciés modszert készithetjik: Ax=(M —-N)x=b —
x=M""(b+ Nx), azaz

D =M Nx® + M b =Bx" +c, 9.2)

ahol k a vektor felsd indexében az iterdciészdmot jeloli. A B madtrixot iterdcids mdtrixnak nevezziik.
Kérdés, mikor remélhetd, hogy a fenti iteracié konvergens és az milyen sebességti?

10.1.1 A konvergencia vizsgalata
Az F: R" - R" fiiggvény kontrakcid, ha van olyan 0< ¢ <1 szdm, amelyre Vx,ye R" esetén

|F o= F(y)| <q|x-y] (9.3)

teljesiil. Itt g a kontrakcios dllando, vagy kontrakciészdm. Figyeljik meg, g <1 azt jelenti, hogy a
leképezett vektorok kozelebb keriilnek egymashoz.

10.1.2 Tétel. (Banach fixponttétel)
Legyen F: R" — R" egy leképezés g <1 kontrakciés dllandéval. Akkor

1) Ix eR": x =F(x), azaz van az itericiénak fixpontja és ez egyértelmii.

2) Vx'” e R" kezdéértékre x“*" = F(x“)) konvergens sorozat és limx"* — x".
k—o0
3) Fennall a hibabecslés: Hx(k) — x” S—Hx(l) - x(O)H )
l-g
Bizonyitdgs. Az x**" =F(x'") sorozat Cauchy-sorozat: Hx”‘“) - x”‘)H = HF x"Y-F (x”‘"”)” <

< q”x(k) —x(k’l)H <q “x(k’l) —x“"”” <...<q" Hx(l) —x(O)H . Igy a sorozat egymds utdni tagjai egyre
kozelebb vannak egymdshoz: van hatdrérték. Legyen most m >k =1. Ekkor a teleszkopikus 0sszeg
képzésével
Hx(m) _x(k)H =Hx(m) — o mmD D =) ) _x(k)“ < (an + quz +. 4 qk)Hx(l) _x(O)H —
k m k
_49 —4q me _x<o>“< q “xu) _X(O>H_
I-¢ l-¢

m —> oo mellett kapjuk a 3) allitast.
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Az egyértelmiiség igazoldsdhoz indirekt mddon tegyiik fel: van két fixpont, z; és x,. De ekkor a
o =[F(a)) = Fay)
kiilonbség normdja nem lehet 6nmaganal kisebb. m

L, ||, ami ellentmondads, hiszen a

kontrakcié felhaszndldsdval ||xf

(k+1)

A tétel szerint az x*™ = Bx') + ¢ iterdci6 konvergens, ha az F(x)=Bx+c leképezés kontrakcio:

[FCo=FO| =[Bx+c =By =d| =[Btx=y)] <[ B[}~ ]

Innen lathaté, kontrakcié van, ha ||B||<1. Bizonyitds nélkiil megjegyezziik: a spektrdl sugir az

indukdlt normék infimuma. Emiatt mondhatjuk: Bx+c konvergens, ha B spektrdl sugara p(B)<1.

A (9.1) felbontést reguldrisnak nevezziik, ha M invertalhat6 és p(M "'N)<1.

10.2. Jacobi-iteracio

Legyen A felbontdsa A=L+D+U, ahol D=diag(A), L a matrix féatl6 alatti, U a foatld feletti
része (szigoruan also ill. felsé A -métrixok).

A Jacobi-iteraciéonal M =D, N =—-L—-U a valasztas, ezzel
B,=-D'(L+U), ¢,=D'b. (9.4)
Komponensenkénti alak: x“*" = L D ax —b,

7 i
a.. j=1

j#i
Térigény: A,b,x",x**V . Célszerti kezdévektor, ha nincs jobb: x'” =¢, .

10.2.1 Tétel

Ha A sor szerint szigorian féatl6-domindns, akkor a Jacobi-iterdcié konvergens.

Bizonyitds. ||B_, ||m = n(lgxue,fD‘l (L+U )”m = max Z <1, tehat van kontrakcio.

Jj#k

A

10.3. Gauss-Seidel iteracio
A Gauss-Seidel iteracional M =L+ D, N =-U a valasztas, ezzel
B, =—(L+D)"'U, c,=(L+D)"'b. 9.5)

A Gauss-Seidel iterdci6 komponensenkénti alakjat (L+D)x**" =-Ux* +b i-edik sordnak
kifrasabol kapjuk:

X = [Zau X Z a,xt —b] i=12,....n. (9.6)

Jj=i+l

(k)

Olyan a miiveletek sorrendje, hogy x! (k)

értékével feliilirhato. fgy a tarigény: A,b,x

elénydsebb, mint a Jacobi-iterdcional. Célszer(i kezd6vektor: x'” =c .

értéke x;

10.3.1 Tétel. Felhasitasbél szarmazé iteraciés matrix normajanak becslése

Legyenek A,,A,,D nXn-es valés mtrixok, D diagondlmatrix: e] De, = d, és Hel.TAIH <|d,.| V i-re.
Ekkor fenndll:
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7 e ).
[A+D)y"4,_< ngm’

ahol a maximum-keresésnél elegendd a nemzérus szamlaldkat tekinteni.

7. Bizonyitds. Mivel A + D f64tlédomindns, a kijelolt inverz létezik. A norma definicidja szerint
|4, +D)" 4, =ma>§H(A1 +D)" A . Legyen y=(A +D)"Ax és tegyiik fel, a maximum y i-

.=
edik indexénél valésul meg: || y||m :|y,.|. Atrendezéssel Ax=(A +D)y = Dy=A,x—AYy, ahonnan
az i-edik sorra Hel.TDwa =|d,y| SHEI'TAZHDQ (R +Hel.TA1Hm|yi|. Figyelembe véve, hogy [x|_ =1, innen
atrendezéssel kapjuk az egyenldtlenséget. Mivel nem tudjuk, melyik i-re valdsul meg || y||w, ezért a
tortet a sorok szerint maximalizdljuk. Ha A, i-edik sora zérus, akkor |di||yl.| < Hel.T A1H|yl.| adodik, ami

feltevésiinkkel ellentmond6 nemzérus | yl.| mellett, igy ezeket a sorokat elhagyhatjuk. =

10.3.2 Tétel

Ha A sor szerint szigordan domindns atl6jd, akkor

n

Z aii‘

[Bos|.. < max—==—<[B, ] <1. 9.7)
al-2a,

Bizonyitds. Az el0z0 tételben legyen A =L, U=A, é D a matrix foatl6jabol alkotott
diagondlmatrix. Ezzel a vélasztassal kozvetleniil adddik az elsd egyenl6tlenség.
A masodik egyenl6tlenség igazoldsahoz vezessiik be az

sl o o h
ii| J=

|a a,‘,‘| Jj=i+l

jeloléseket.  Eszerint ||BGS ||w < max —a

1B, || =max(e; + ;). Tegyik fel, a;>0. Bkkor (a;+f)>p;/(1-a;)-bl dtrendezéssel
* 7

és igazoland6, hogy ez nem nagyobb, mint

2 .. . P . L, oors12 . .
a;+p;,—a;, - p,a;> B, ahonnan 1-a, — f, >0 kovetkezik. Ez éppen a szigort fé4tl6-dominancia

feltétele, amit feltettiink. Egyenléség csak akkor lehetséges, ha a; =0. fgy

B.
Il < 2 =1_ﬁ—;k <+, <max(@,+5)=|8)|..

Ha balrdl az els6 maximumndl ¢, >0, akkor biztosan ||BGS||°° < ||BJ ||°° .;

10.4. Gauss-Seidel (GS-) relaxacio

Ekkor a gyorsabb konvergencia reményében D szerepét megosztjuk L és U kozott:

(L+D)yx=-Ux+b / szorozzuk w-val
Dx = Dx / szorozzuk (1 — w)-val

Osszeadva, majd x-re rendezve:



Hegediis: Numerikus Analizis 58

(D +wL)x"" =1 -w)Dx" — wUx™ + wb 9.9)
X =(D+oL) ' [1-0)D-aU]x" +(D+ L) wb.
Innen az iteracids matrix
B (w)=(D+wL) "' [1-w)D-aU]. (9.10)

Ha =1, akkor visszakapjuk a Gauss-Seidel iterdciét. A komponensenkénti alakot (9.9) i-edik
sorabol kapjuk:

t g g

i—1 n
Xk =—3(Za..x?’<“> + > ax —bl)+(1—a))xfk), i=12,....n (9.11)
a j:1

Jj=i+l

Eszerint a Gauss-Seidel relaxicié kovetkezd 1épésének eredményét megszorozzuk @ -val és ehhez
hozzdadjuk a k -adik vektor (1—w) -szorosit.

10.5. A relaxacios modszerekre vonatkozo néhany tétel

1. Ha A egyik diagonileleme sem 0, egyébként tetszoleges, akkor o(B,; (a)))2|a)—1|, azaz csak
akkor remélhetd konvergencia, ha @ 0 és 2 kozé esik.

2. Legyen Ae R™ szimmetrikus, pozitiv definit métrix és 0 <@ <2 . Ekkor p(B,(w)) <1, vagyis
minden ilyen @ -ra konvergens a GS-relaxacid.

A kovetkezo két tétel blokk-haromatlos matrixokra vonatkozik. Természetesen 1 X 1-es blokkok esetén
a megszokott matrixot kapjuk vissza.

3. Legyen Ae R™" blokk-hdromatlés matrix. Akkor a megfeleld blokk Jacobi (J) és GS-iteraci6
matrixaira
2
p(B)=[P(B)] .
Ez azt jelenti, akettd egyszerre konvergens, vagy divergens és konvergencia esetén a GS-itera-

ci6 kétszer gyorsabb.

4. Legyen A blokk-haromatlds, szimmetrikus és pozitiv definit. Ekkor a blokk-Jacobi iteracio,
valamint a blokk-GS relaxacié 0<w <2 mellett konvergens. Utébbindl az optimalis relaxacios

paraméter
®, = 2/(1+,/1—(p(3§’))2 je (0,2)

€s erre az optimdlis paraméterre a spektral sugar

2

,O(BZS (@)= |w0 _1| < ,O(BZS) = (,0(857))

10.6. Egy lépésben optimalis w paraméter meghatarozasa

Lattuk, (9.11)-ben az x, vektorbdl kiindulva az

@

Yo =OX +(=-@)x, = x, +O(x,,, —X,) 9.12)

vektort készitjilk, a Gauss-Seidel moédszer x,,, vektora helyett. Vezessik be az y, =x,,, —x,,

r, =b—Ax, jeloléseket és hatdrozzuk meg az @ paramétert dltaldnosan az A=M — N {felbontds
mellett! (9.12)-bdl kapjuk:
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et :b_AinUH =1 _wAyk . (913)

Hatérozzuk meg a k -adik 1épésben @, -t abbdl a feltételbél, hogy ||r,.,[, minimalis! Ehhez nem kell

mdst tenni, mint az Ay, w=r, ,.egyenletet” a pszeudoinverzzel @ -ra megoldani:

+ AT, rTAy
o, =(Ay,) r, =220 = A (9.14)
S VN A A

Hogy ne kelljen x,, -et explict médon eld4llitani, a relaxdci6 nélkiili alakbdl kifejezziik y, -t:

Xy =M (Nx, +b)=x, +M "' (b—(M = N)x,)=x, +M 'r, 9.15)
innen
y.=M"r,. (9.16)
Az o, meghatdrozdsidhoz vezessiink be egy ujabb vektort:
¢, =Ay,=(M -N)M'r, =1, — Ny,, 9.17)
és ekkor a kovetkezd iterdcids algoritmust készithetjiik:

Kezdés: ry=b— Ax,;

k=1273,...,ra:
-1 .
Ye=M"r;
C =1~ Ny
rlc
_ NG
W, =———;
C Gk

Xy =X TOE Y5

L =h —@, *¢, (=b—Ax,,);

Két lehetdség is van r,,, szdmitdsdra. Természetesen az elsd az olcsébb. Az iterdcié eldrehaladtdval
lehet, hogy a mdsodik médszer eredménye jelentdsen eltér az els6étol. Célszer(i ilyenkor r,,, értékét a

masodik, pontosnak tekintheté mddszerrel feljavitani. Az algoritmusban a vektorokat indexeltiik, bér
nem sziikséges, mivel minden 1épésben az el6z6 vektor az djjal feliilirhato.

10.7. A Richardson iteracio

Ha a matrixunk sajatértékei valds, pozitiv szdmok, akkor egy iterdciét készithetiink a kovetkezd
észrevétel alapjéan:

(I —pAy, =1, =b—Alz, +pr,)=b— Az, =z, ==z +pr, (9.18)

2

ahol a p szdmot gy vilasztjuk, hogy I — pA spektrdl sugara minél kisebb legyen. Az I — pA
matrix sajatértékei most 1— pA -k. Latjuk, az 1 — px leképezd fiiggvény a (0,1) ponton 4thaladd,
pozitiv p mellett negativ meredekségii egyenes. Legyen a legkisebb sajatérték m , a legnagyobb M .
A Richarson iterdciondl az optimalis p értéket abbdl a feltételbdl hatdrozzuk meg, hogy a legkisebb és
a legnagyobb sajatérték ugyanakkora abszolut értékii szamokba képz6djon le:

l—pm=—-1-pM) — p=2/(m+ M). (9.19)

Ezzel a vélasztassal I — pA spektral sugara (M —m) /(M + m) lesz.
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H nem ismerjiilk a matrix sajatértékeit, de tudjuk, hogy a sajatértékek pozitivak, pl. mert A

szimmetrikus, pozitiv definit, a p szdmot abbdl a feltételbdl is kereshetjiik, hogy ||7; +1||2 legyen
minimdlis. Ekkor az r, = pAr, egyenlet pszeudo-megoldasa
T AT T
p=fAn _nAn (9.20)

g - D) = > -
[Axl,  fAx],

Az iterdcid sordn elég néhdnyszor kiszdmolni p értékét, hiszen az az eldbb megéllapitott optimalis
érték koriil fog ingadozni.

10.8. Feladatok

1. Bizonyitsuk be, szimmetrikus matrixokra a Rayleigh-hanyados legkisebb értéke a legkisebb
sajatérték.
2. Hogy hajtsuk végre a Jacobi-iterdciot, ha a méatrix az oszlopai szerint szigorian f6atl6-dominédns?

3. Mutassuk meg, a 10.3.1 tétel atfogalmazhaté arra az esetre, amikor a madtrix oszlopai szerint
szigordan féatl6-domindns.

4. Mit ad a (9.7) becslés arra az esetre, ha a sor szerinti f64tl6-dominancia csak gy teljesiil, hogy
néhdny sorban van egyenldség? Es ha csak az utolsé sorban van egyenldség?

5 -1 2 1
soa=| T 00 DB Bl s
' 3.0 5 -1 "l o AT
0 2 -4 6
6. A 10.3.1 Tétel segitségével bizonyitsuk be: HA‘IH <max— 1 1d (9.8)-atis, ha A

b
i |aii|(1_ai_ﬂi)
sorai szerint szigordan foatlo-domindns. Oszlopok szerinti foatlo-dominancia esetén hogyan
modositsuk az allitdst?

7. Feltéve, hogy D+ wL féatlodomindns a sorai szerint, a 10.3.1 Tétel segitségével mutassuk meg:
1o+ wp,

”BGS (w)”m < max

l—a)a,.

8. Ha HD’IAI“<1, a 10.3.1 Tételhez hasonlé egyenlOtlenséget szarmaztathatunk (2.15)

fellhasznéldsdval, mivel (A +D)"'A,=(I+D"'A)"' DA, . Mutassuk meg, hogy ekkor indukalt
|4

normdval érvényes: H(A1+D)’1 Azusm. Sziikséges, hogy most D diagondlmatrix
—\D~ |

legyen? Az 5. Példa matrixara melyik médszer ad jobb becslést?
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11. A Lagrange interpolacio és hibaja

Az interpoléci6 a fiiggvény kozelitések olyan mddja, ahol azt {rjuk eld, hogy az interpolélé fliggvény a
kozeliteni kivant fliggvény értékét vegye fel a megadott helyeken. Az interpoldcié alappontjait
gylijtsik az Q, ={xy,x,...,x,} halmazba, ahol az x;-k nem sziikségképpen rendezettek. A

tulajdonsdgokat az [a,b] intervallumban fogjuk vizsgalni. Sokszor [a,b]=[minx;, maxx;], de az is

lehetséges, hogy minden alappont [a,b] bels6 pontja.

11.1. Interpolalo fiiggvény linedris paraméterekkel

Legyen ne N , és tegyiik fel, az x, € R, k=0,1,...,n pontokban ismerjik az f(x) fuggvény
értékeit. Az interpoldci6 alkalméval eljarhatunk dgy, hogy felvesziink egy

P(x)=) a,¢,(x) (10.1)
i=0
alaku probafiiggvényt, ahol az a; paraméterek meghatdrozandok az
fx)=®(x), i=0,...n (10.2)

feltételekbdl. Az (1.1)-ben szerepld @;(x) fiiggvények Ilehetnek példdul hatvanyfiiggvények,
o (x)=x", amivel interpoliciés polinomhoz jutunk, de vélaszthatunk mds fiiggvényeket:
@.(x) =sin(iox), @;(x)=cos(iwx), @,(x)=exp(iwx). Ha n=2, az (1.2) interpoldcids feladat a
kovetkezd linedris egyenletrendszerre vezet:
Po(x0)  ¢1(x)  P,(x) ) ap J (%)
Po(x) o (x) @(x) || @ |=| fxp) |. (10.3)
Po(x2) @) 9r(xy) )\, ()
Latjuk tehat, hogyha a fiiggvények linedris kombindcidjat vessziik, akkor az interpolaciés feladat

linedris egyenletrendszerre vezet. A feladat egyértelmiien megoldhat6, ha a kapott rendszer
egyiitthatomatrixdnak van inverze.

11.2. Polinom-interpolacio

Ekkor a ¢,(x) = x' vélasztdssal az (1.2) rendszerben az egylitthatomatrix Vandermonde métrix,

I oxp oo X,

2
1 x ... Xx (10.4)
1 x, ... x,

amirdl tudjuk, hogy determindnsa nemzérus, ha az x; alappontok kiillonbozok. Kovetkezik, hogy az
egyvaltozos polinom-interpolacié feladata kiilonb6z6 alappontokra egyértelmtien megoldhatd.

11.3. Interpolacio Lagrange-alappolinomokkal

Az Q, -ben szerepld alappontokhoz rendeljiik a kvekez6 polinomot:
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o, (x)=[[x—x). (10.5)
j=0

Ez n+1-edfoku és az alappontokon eltiinik. Segitségével konnyen bevezethetiink egy olyan n -edfoki
Lagrange-alappolinomot, amely minden alappontban zérust ad, egyet kivéve, - legyen ez az i -edik, és
e helyen az értéke legyen 1:

@, (x) __0,x oy XN

(x—x;) ﬁ (x;—x;) (X—X)0(x,) 0. x —x

Jj=0,j#i i j
Jj=0,j#i

L(x)= (10.6)

Itt az (x—x;) tényezOvel azért osztottunk, hogy az (1.5) szorzatbdl kihagyjuk, és a produktum a
nevezében azért szerepel, hogy [ (x;)=1 legyen. Ha most (1.1)-ben @,(x)=1[(x), akkor az
interpoldcids feladat egyiitthatémétrixa az E egységmatrix, mert [;(x;)=J; - ahol J; a Kronecker
delta. Innen adédik:

a; = f(x), (10.7)
és a Lagrange-interpolaci6 polinomja:
L,(x)=>" f(x)l(x). (10.8)
i=0

Ekkor a Lagrange-alappolinomok tulajdonsaga alapjan L, (x;) = f(x;).

11.3.1 Tétel. Az interpolacié hib3ja.

Legyen az interpoldlt fiiggvény legalabb n+1-szer differencidlhatdé az [a,b] intervallumon:

f(x)e C”“[a,b], ahol az alappontok az [a,b]-ben vannak . Akkor Vxe[a,b] esetén 3I& €[a,b],
melyre

(n+1)
@ -Lw =L ) (109)
(n+1)!
tovabba
|[f (=L, (0] < "*11), @, (x). (10.10)

ahol M, S“f(k)um = max ‘f(k)(x)‘.

xela,b]

Bizonyitds. Ha xe Q_, akkor (1.9) mindkét oldala zérus és az egyenldség fenndll. A tovabbiakban

n°e

tegylik fel, x¢ Q, és vezessiik be a

8:(2)=f(2)- L()—w( (f() L,(x)), z€[a,b] (10.11)

fiiggvényt. Szintén teljesiil g,(z)e C "a,b] és 8,(2)=0, ze Q, , de ezen feliil z=xis zérushely,

igy Osszesen n+2 db zérus van. A zérushelyek kozott tobbszordsen alkalmazva a Rolle-tételt, az
(n+1) -edik derivélés utan kapjuk: 3¢, € [a,b], amelyre

(n+1)!

g (EH=0=f"D(EH-0- o0

—(f(0) =L, (x)
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és innen rendezéssel kapjuk (1.9)-et. A mdsodik allitds ugy adddik, hogy mindkét oladolon vessziik az
abszolut értéket és az (n+1) -edik derivaltat feliilr6l becsiiljiikk az [a,b] intervallumban. m

Megjegyzés. Rolle tétele szerint, ha f(a)= f(b)=0 és [a,b]-ben f derivdlhatd, akkor [a,b]-ben
van egy olyan pont, ahol a fiiggvény derivéltja zérus. E tétel egyszerli kdovetkezménye a Lagrange
kozépérték-tételnek és akkor is igaz, ha f(a)= f(b). Hasonl6an (1.10)-hez, az (n+1) -edik derivalt
abszolit érték minimumadval az alsé becslés is elkészithetd.

11.4. Példa

Az Q, ={x,.x,...,x,} alappontokon adott y, értékek egy n-edfokd p (x) polinom értékei.
Mutassuk meg, hogy ezen pontokra készitett L (x) interpoldcids polinomra L (x)= p, (x).

Megoldds. Vizsgaljuk meg az interpoléci6 hib4jat:

(D)

Py ()= L, (x)= (i)

®,(x)=0,

mert az n-edfoki polinom (n+1) -edik derivaltja mindeniitt zérus.

11.5. Feladatok

1. Egy fiiggvény 3 pontban adott: (-1,-1), (1,1), (2,3). Készitsiik el a Lagrange-alappolinomokat és azt
az L, (x) polinomot, mely 4thalad e pontokon.

2. Az f(x)=(x+D7 fiiggvényt a [0,1] intervallumban interpolaljuk az Q={0,0.2, 0.5,0.8,1}
alappontokon. Becsiiljilk meg az | fx)—-L, (x)| hibit az x=0.4 helyen!

3. Lassuk be: Y xil;(x)=x" ha k<n.
j=0

4. Igazoljuk: x"*' - z x;’“l i0=0,x).
=0
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12. A polinom-interpolacio tulajdonsagai

Természetesen adddik a kérdés: Pontosabb az interpoldcié kozelitése, ha noveljilk a polinom
fokszamét? Ekkor konvergal-e a polinom a fiiggvényhez? A vilasz nem mindig igenld, de van eset,
amikor az.

12.1. Tétel, egyenletes konvergencia

Legyen fe C”[a,b] és legyen x("), k=0,1,...,n; n=0,1,2,...az [a,b] intervallumot kifeszito

x(()"),xl("),. (n)

alappontrendszerek egy sorozata. Jeldlje L,(x) az ..,x,’ alappontrendszerre illesztett

Lagrange interpoldcids polinomot, n=0,1,2,... Ha 3M >0 tgy, hogy M, <M" Vn-re, akkor az L,

interpol4cids polinomok sorozata egyenletesen konvergal az f(x) fiiggvényhez.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az egész intervallumra érvényes hibakorlatot, majd becsiiljiik feliilrél az
||a)n||w normat:

+1(b_a)n+l ~ [M(b—a)]”“
n+D)!  (m+D!

0= L,00) s 22| <

A nevezdben 1évo faktoridlis fiiggvény a hatvanyfiiggvénynél gyorsabban tart oo -hez, emiatt a jobb
oldal zérushoz tart, {gy igaz az egyenletes konvergencia:

|7 =L =0,

ami azt jelenti, hogy a két fiiggvény maximadlis abszolut eltérése zérushoz tart. ]

12.2. Lemma

Rendezziik nagysdg szerint az alappontokat: x,_; <x, és legyen h= max |xk X 1| Ekkor
k=

44444

|a)n (x)| -re a kovetkez0 becslés adhato:
|, ()] < h"”, xela,bl. (11.1)

Bizonyitds. Atvizsgiljuk az egyes intervallumokat. El6szor legyen xe [x,x]. Ekkor derivélva és x

értékét a maximum helyen véve kapjuk: |(x —Xp)(x—x; )| <h*/4 . Tovabb felhaszndlva ad6dik:

n+l
|, ()| < (h* 14)2h)3h)...(nh) = !

Maisodszor legyen xe [x;,x,]. Hasonldan kapjuk:

hn+1

|, (x)| < 2h)(h* 1 4)(2h)...(n=D)h) <

A tobbi belsd intervallumra is azt kapjuk, hogy kisebb a becslés eredménye, mint az elsd
intervallumra. Végiil az utolsé intervallumra az els6ével azonos becslésre jutunk, igy (11.1) a végsd
eredmény. ]

Megjegyzés. Az itt 1atott becslés alapjan kisebb hibdra szamitunk, ha x az [a,b] intervallum kdzepén
van, mint amikor az [a,b] intervallum széleinél volna. Ez akkor igaz, ha az alappontok kozel
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egyenletesen helyezkednek el. Sejthetd, jobb lesz a kozelités, ha az alappontok az intervallum
sz€leinél sirtibben helyezkednek el.

A megismert lemma segitségével az egész intervallumra érvényes hibakorlathoz jutunk:

12.3. Tétel

Az alappontok legyenek nagysdg szerint rendezettek: x,_; <x;, ahol h= max |xk —xk_1|. Ekkor

k=1,2,...,
fennall
Mn+1 n+l
|f(x)—Ln(x)|Smh , xe[a,b]. (11.2)
Bizonyitds. (11.1)-et beirva a hibatételbe kapjuk az 4llitast. ]

12.4. Az alappontok ligyes megvalasztasa, Csebisev polinomok
Az n-edfoku Csebisev polinom a kdvetkezd Osszefiiggéssel adhaté meg:

T, (x)=cos(narcosx), xe[-11], n=0,1,... (11.3)
Belatjuk, hogy ez polinom. Legyen ¢}=arcos x, ekkor

T, (x)=cos((nt1)?¥) =cos(ndt dh) =
= cos(n?¥) cos ¥ F sin(nd¥) sin(}) = xT,, (x) F sin(ne) sin J.

A + és — eldjelekhez tartozo kifejezéseket dsszeadva:
Ty () + T,y (x) = 24T, (%), (11.4)
azaz a Csebisev polinomok eléallitasara a kovetkezd rekurziét kapjuk:

Ty(x)=1, Ti(x)=x, T, (x)=2xT, (x)-T,_,(x), xe[-11]. (11.5)

Ha az elsé néhany polinomot kiirjuk, azt talaljuk, hogy T,(x)=2""x"+..., n>0. Igy vezessiik be az
1-féegyiitthatés Csebisev polinomokat a

T,(x)=2""T,(x), 0<n
utasitdssal. Ekkor igaz a kovetkezd tétel:

12.5. Tetel

T,

S”p"m, pE 73,11[—1,1], azaz szavakban: Jeldlje 73,11[—1,1] az 1-féegyiitthatés n-edfoku

polinomokat [—1,1]-ben, akkor e polinomok k6zdtt az 1-re normélt Csebisev polinom lesz az, amelyik
a [-1,1] intervallumban a legkisebb maximadlis értéket veszi fel, azaz ott legjobban kozeliti a 0
fliggvényt.

Bizonyitds. A T, (x) polinomok a cos fiiggvénynek megfeleléen -1 és 1 kozott oszcillilnak. A
szE€ls6érték helyek:

cos(narcoszk)=(—l)k, ahonnan z; =cosk—ﬂ., k=0,1,...n, (11.6)
n

n+1kiilonbozd pont. Az 1-re normalt polinomok szélséérték helyei ugyanitt vannak. Most indirekt
T,

médon tegyiik fel, hogy dpe 73,11[—1,1], amelyre || p"oo < . De ekkor az r:fn — p kiilonbség
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polinom n —1-edfoku és a szélsdérték helyek kozt eldjelet kéne valtani, n+1 hely kozott dsszesen n -
szer. De ez ellentmondds, mert r(x)-nek legaldbb n-ed-fokinak kéne lennie. m

A Csebisev polinomok gydkei. cos(narcosx,)=0— narcosx;, = B} +kw—

X =cos(2k2ﬂ, k=0,1,...,n—1 kiilsnboz6 hely. (11.7)
n

Kovetkezmény. [—1,1]-ben az alappontokat valasszuk gy, hogy egybeessenek a Csebisev polinomok
gyokeivel. Igy érjiik el a legkisebb hibakorlatot az w, (x) polinomndl:

| M, 1 (11.8)

oo ™ (1100

n+1 n+1

Ha xe[a,b] akkor a gyokok egyszerti linedris transzformdcidval [—1,1]-bdl oda atvihetdk.

12.6. Feladatok
1. Dontsiik el, hogy az interpoldl6 polinom egyenletesen tart-e az aldbbi fliiggvényekhez, ha az [a,b]
intervallumot kifeszitd alappontok szdma n — oo :
a) f(x)=sinx, xe[0,7] b) f(x)=cosx, xe[0,7]
2. ¢) f(x)=¢€", xel[0,1] d) f(x)=(x+2)", xe[0,1]
e) f()=(x+2)"", xe[-L1]

3. Az el6zd feladat e) példdjandl mi a helyzet, ha az alappontoknak mindig a Csebisev polinomok
gyokeit valasztjuk?

4. Allapitsuk meg azt az egyszerii linedris transzformaciét, amely a re[—1,1] valtozét atviszi az
x€ [a,b] valtozéba! Mi lesz az inverz transzformacid?

5. Trjuk fel, [a,b]-ben mik legyenek az alappontok, hogy ||a)” (x)||°o minimalis legyen!

6. (11.8) abban az esetben szolgéltatja a hiba becslését, amikor xe [—1,1]. Vezessiik le a hibabecslést
arra az esetre, ha xe[a,b]!

7. A sinx fiiggvényt az [0,7/2] intervallumban milyen striin kell egyenletesen tabelldzni, hogy
linedris interpolacidt hasznalva 107 hibaval tudjuk mindeniitt a fiiggvény értékét szamitani?

8. Az el6zd feladatnal hogy mddosul az eredmény, ha masodfoki polinommal interpoldlunk? Ekkor
w, (x) maximadlis abszolut értékii helyét pontosan meg tudjuk hatdrozni?

9. Mutassuk meg, hogy a (11.1) becslés tovabbirhato: |a)n (x)| <n!(K,(b—a))"" /(4n"*"), ahol
1<K, =hn/(b—a) allando. Mikor lesz K, =17

10. A Stirling-formula szerint n!= z N27wn 1+L+ >
e 12n  288n

mutassuk meg, hogy egyenletes felosztds mellett |b - a| <e esetén limw, (x) = 0.
n—oo

—j Az eldz6 feladat segitségével

11. Igazoljuk, hogy a Csebisev polinomok ortogondlisak a (Tl.,Tj):J‘_lla(x)Tl. (x)Tj (x)dx skalaris

szorzat szerint, ahol a sulyfiiggvény a(x)=(1— )2

12. Adjuk meg (T,,,T,,) értékét!
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13. Iteralt interpolacié (Neville, Aitken, Newton)

13.1. A Neville- és Aitken-interpolacio.

A Lagrange-interpolécié hatranya, hogy tijabb osztopontok felvételekor az alappolinomokat tjra kell
szamolni. Es van, amikor nem is az interpoldcids polinom, hanem kozvetleniil annak helyettesitési
értéke kéne. Ilyenkor elényds az iterdlt interpolacio.

Legyenek az interpolacié tartépontjai {(x;, f; = f(x;)}iy . és jeloljik py, . (x)-szel azt a k -adfokui

polinomot, amelyre
Pos.. k(X)) =f(x;), j=0,L....k, (12.1)

azaz interpolacidés polinom a megjelolt pontokra. Megmutatjuk, hogy e polinomok rekurzidval is
felépithetdk. Tekintsiik a kovetkez6 determinanst:

1 X=Xy Poy..x(X)

(12.2)
X=Xet1 Pr..k+1 (x)

Po ... kk+1 (x) =
Xe+1 — X0

Kozvetlen ellendrzéssel kapjuk, hogy az 4j polinom j6l interpoldl az x =x, és x = x;,, pontokban. A
kozbiilsé pontokban pedig, ahol 0< j<k +1,

Xj=Xo  Pol.. .k (xj)

Xi =X+ Pr.k+l (xj)

1 X=X = (X; =X 4y)

:f(xj) !

=f(xj)~

Po,,... k. k+ (xj) =
Xk+1 — X0

Xe+1 — %o

E rekurzi6 alapjan a Neville-interpolacidéhoz a kdvetkezd szamtablazatot készitjiik:

k=0 1 2 3

x=xy | fo=po(x)
X—Xx fi=p(x) Po1(x)
X=X, fH=p,(x) Do (x) Po12(x)

X—X3 f3=p3(%) P23 (x) P23 (x) Poi23(x)

Vegyiik észre, hogy most egy djabb pont (x,, f,) hozzdvételével elegendd az x;-ig kész tdbldzathoz
egy ujabb sort kiszamolni. Ha az x—x; -k szamok, akkor a bal oszlop szdmainal a fels6bdl vonjuk ki
az alsot a rekurzios formula nevezjének elddllitasdhoz, pl. x —x) —(x—x;) . Példaul hatarozzuk meg

a tablazat értékeit x =2 -re, ha a tartépontok:

A szamolas menete:
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k=0 1 2
2-0=2 1
2-1=1 3 120
T 2-11 3
1 3 1 5
2-3=-] 2 =5/2 =10/3
1-(=D|-1 2 2—(=)|-1 572

Az Aitken-interpolacié filozé6fidja hasonld, csak mds koztes polinomokat allit el6. A sorrendet az
Aitken-interpoldci6 tablazataval szemléltetjiik:

k=0 1 2 3

X=Xy Jo=Po(x)
X=X fi=p (%) Po1(x)
X=X, fHr=p(x) Poo (X) Po12(x)

X—X3 f3=p3(x) Po3(X) Po13(X) Po123(X)

13.2. Osztott differenciak

Miel6tt ratérnénk a Newton-interpolédcidra, bevezetjiikk az osztott differencidkat. Legyenek most is a
tartépontok {(x;, f; = f(x;)},, ekkor elsdrendii osztott differencidk:

)= f(x) S ()= ()

Sflxg. % 1= o S xig 1= (12.3)
X1~ X Xt =
mdsodrendii oszott differencidk:
Xii1s X0 1 — X, X
f[xi7xi+17xi+2]: f[ i+1 l+2] f[ i l+1]’ (124)
Xigo =X
és altaldban a k -adrendii osztott differencidk:
Xip (s Xing oo s Xy g 1= FLX X e s Xy g

f[xi’xi+1"--9xi+k]=f[ i+1 i+2 l+k] f[ 1 i+1 i+k 1]’ (12'5)

Xivk — X

ahol a k-adrendli osztott differencia k+1 pontra tdmaszkodik. Az osztott differencidknak a
kovetkezd tablazatat készithetjiik:

k=0 1 2 3
X | f(x)

x| S flxg.x]

Yo | fln) o flx.x] o flxg.x,xs]

X3 f(x3) Fla.xl  flxx.x] fIxg,x,x,x5]

Példa. Készitsiik el az osztott differencidk tablazatat, ha a tartépontok:

v |12 ] 1 ‘ 2 3

1

fl-‘Z‘l‘l/Z‘lB
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Az alabbi tdbldzatban az oszlopok feletti szam az osztott differencia rendjét mutatja.

1 2 3
172 2
1-1/2
) 5 1/2—1:_1 —1/2—(—2)=1
2-1 2 2-1/2
3 3 1/3—1/2=_l —1/6—(—1/2)=l 1/6—1=—_1
3-2 6 3-1 6 3-1/2 3
13.2.1 Lemma
Fenndll az 6sszefiiggés:
L F(x))
Tl X0 1= Y 2, (12.6)
=0 @ (%)

itt @, (x) az (10.5)-ben megismert szorzatfiiggvény.
Bizonyités. Teljes indukciéval végezhetd. k =1-re az allitds igaz. A k -rél k +1-re valé attérésnél az

Sl X 1= fIxgse 5 % ]

Xe+1 — X0

f[xO,xl,...,xk+1] =

Osszefiiggés alapjdn az 1-gyel kisebb rendi osztott differencidkba frjuk be a tétel allitasat:

&S x)(x; = xp) (g = x4)
[ LR + ]: ],—]7 [ ERRRE] ]: ], d R
Sl X ; O (%) JXgsees g ;) O (%))

majd rendezéssel nyerjiik az eredményt. m

Léthat6, az osztott differencia az alappontok szimmetrikus fiiggvénye. Ertéke fiiggetlen att6l, hogy az
alappontok milyen sorrendben vannak megadva.

13.3. A rekurziv Newton-interpolacio

Jelolje N,(x) az xy,x,...,x, alappontokra épitett interpoldcios polinomot (Newton- polinom). Ekkor
ezen polinomok a kovetkezd rekurziéval szdmithatok:

N,(x)=N,_(x)+b,m,_,(x), 12.7)
ahol a b, egyiitthaté abbdl a feltételbdl hatdrozhaté meg, hogy N, (x) interpoldl az x, pontban:

" wnfl (xn)

Azonban a b, -ek szdmitdsdra van egy ennél sokkal egyszer(ibb médszer.

13.3.1 Tétel

b, = flxy, X5, %, 1. (12.8)



Hegediis: Numerikus Analizis 70

Bizonyitds. Az N,(x)—N,_;(x) kifejezés eltlinik az x,,...,x,_; pontokban a definici6 szerint, igy
w,_, (x) szerepeltetése jogos, aminek az egyiitthatdjat abbdl a feltételbdl hatdrozzuk meg, hogy
N,(x,)=f(x,).Alevezetésben N,_,(x) helyére a megfeleld Lagrange-polinomot irjuk:

- f(xp)w, (x,)

0,1 (5%, — X O (x))

3

b — Nn('xn) _anl(xn)z f(-xn)

n

a)nfl (xn) a)nfl (xn) wnfl (xn) j
ILCH IR <SR ()

a),kl (xn) j=0 (xj — X )(0,'1,1 (xj)

:f[-x()’-xl"--’xn]’

ahol az utols6 sorban figyelembe vettiik (12.6)-ot. Eszerint az osztott differencidk tablazataban a jobb
sz€1s6 elemek adjak a kifejtéshez sziikséges b, egyiitthatokat. m

A rekurziv jelz6 nélkiil egyszertien Newton-interpoldciorol beszéliink akkor, ha a felépitésben a b,

egylitthatok helyén az osztott differencdkat haszndljuk. A rekurziv Newton interpolacié haszndlata
szokatlan helyzetekben elOny6s, példaul, ha tobbvaltozds interpoldciés formuldt akarunk késziteni,
vagy magasabb derivaltakat is interpoldlunk tgy, hogy egyes alacsonyabb rendiiek hidnyoznak.

13.4. Feladatok

1. Részletesen ellendrizziik a 3.3 Lemma bizonyit4dsanak 1épéseit!

2. Neville-interpoldcidval a fliggvényt az x helyen kivanjuk kozeliteni. A tdbldzat minden sordban
az utolsé szam egy interpoldl6é polinom helyettesitési értékét adja. Milyen sorrendben frjuk fel az
interpoldcié alappontjait, hogy a tdbldzatban az utolsé elemek egyre jobb, ndvekvd pontossagi
sorrendet adjanak?

3. Neville-interpoldciéval hatdrozzuk meg azt a madsodfokd polinomot, amely 4atmegy a
(-1,0),(1,1), (2,6) pontokon! (Most x paraméterként bennmarad a formuldkban.)

4. Mutassuk meg, a Neville-interpolacié akkor is ugyanazt az eredményt adja, ha az elsé oszlopba
x—x; helyett az x; —x értékeket irjuk!

5. Ugyanezt a polinomot 4llitsuk elé Newton interpoldcidval!

6. Milyen algoritmust javasoljunk a Newton-polinom helyettesitési értékeinek szdmitdsdra, ha az
osztott differencidk adottak?

7. Készitsiink Matlab programot, amely a Neville-interpolédcié fiiggvényérték kozelitéseit adja egy
vektorban!

8. Készitsiink Matlab programot, amely az osztott differencidk tablazatat késziti el!

9. Készitsiink Matlab programot, amely az osztott differencidk értékeit felhasznidlva a Newton-
polinom helyettesitési értékét adja!

10. Allapitsuk meg a Newton-interpoldcié bézisfiiggvényeit és ezek segitségével irjuk fel az
interpolécios feltétel linedris egyenletrendszerét!

11. Oldjuk meg az el6z6 feladatban kapott egyenletrendszert gy, hogy az osztott differencia-séma
1épéseit kovetjiik! Mit tapasztalunk?

12. Irjuk fel azt a matrixot, ami az [ Jor Jiseens fn]T fliggvényértékek vektordt az elsérendli osztott

differenciak [ f[x,,x,1,..., flx,,, xn]]T vektordba viszi!
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14. Newton- és Hermite-interpolacié

14.1. Tétel, osztott differenciaval az interpolacio hibaja
Legyen xela,b], x#x;, i=0,1,...,n, ekkor

S =L, (x)= flx,xy.%,....x,]0,(x), (13.1)
ahol [a,b] az alappontok 4ltal kifeszitett intervallum.

Bizonyitds. Legyen N,,, olyan, hogy az x helyen felveszi f(x) értékét. Felhaszndlva, hogy

N,(x)=L,(x), a Newton interpolécio szerint irhatjuk:

f(xX)=L,(x)=N,,;(x)=N,(x)= flx,x,%,....X,]0,(x),

és ezzel kész is vagyunk, mert minden x-re N,,,-et djravdlaszthatjuk dgy, hogy N, (x)=f(x)
teljesiiljon. =

14.1.1 Kévetkezmény
Legyen f(x)e C"'a,b], xela,b], x# x; , ekkor létezik & € [a,b], melyre

A ()

(n+1)! (13.2)

Slx, X0, %5, %,

fennall.

Ennek beldtdsdhoz elegendd, ha Osszehasonlitjuk az 11.3.1 Tétel (10.9) formuldjat (13.1)-gyel.
Specidlisan n=0-ra f[x,x,]1=f'(&,), és ez kiirva a Lagrange kozépérték-tétel. Igy (13.2) nem mis,
mint a kozépérték-tétel altalanositdsa magasabbrendi osztott differencidkra. Figyeljik meg: (13.2) —

ben x is formdlis véltozoként szerepel, n+2 alapponthoz tartozik n+ 1-edrendii osztott differencia,
€s az ehhez tartoz6 derivélt n +1-edrendi.

14.1.2 Tovabbi kbévetkezmény

A (13.2) osszefiiggés alkalmas arra, hogy az osztott differencidk tabldzatit arra az esetre is
értelmezziik, amikor egy alappont tobbszor szerepel. Az alappontok ¢ -szel egyiitt az [a,b]
intervallumban helyezkednek el. Ha most [a,b] az x, pontra zsugorodik 6ssze, akkor hatdrdtmenettel
kapjuk, hogy

f(n)(x()) ‘

(13.3)
n!

f[.xO,xO,...,.xO] =
%,—/
n+1 db. alappont
14.2. Hermite-interpolacio

Ha eldirjuk, hogy az interpoldlé polinom a fiiggvény derivaltjaira is illeszkedjen a megadott
pontokban, akkor Hermite-interpoldciérdl beszEliink. Ilyenkor a tartépontok kozé a derivéltakat is
felvessziik:

('xk’f(i)('xk)’ i:O,]~9---,mk_1), mkE N+ .
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Példaul, ha m, =2, akkor a nulladik és az els¢ derivalt illeszkedik x, -ban. Altaldban a feltételek

szama:

D m=m+1, (13.4)

tehat m -edfokd polinom lehetséges: H, (x) =P , és az illeszkedési feltételek:

Hf;)(xk):f(i’(xk), i=0,1....m -1, k=0,1,...,n. (13.5)

14.2.1 Tétel

Ha az alappontok kiilonbozéek, a (13.5) illeszkedési feltételeknek eleget tevd H, (x) polinom létezik

és egyértelmil.

m
Bizonyitds. Legyen a polinom H (x)= Za I.x’ alaku és irjuk fel az egylitthatékat meghatdrozé
=0
linedris egyenletrendszert:
2
Lx, x . x a, f(x)

0 1 2x, ... mx)" || a |=|f'(x)],

ami most egy (m+1)X(m+1)-es rendszer. Ennek van megolddsa, ha a determindnsa det(A) #0.
Indirekt médon tegyiik fel, hogy mégis det(A)=0. Kovetkezik, hogy a homogén egyenletnek
(b=0) van nemzérus megolddsa, ami ekkor m -edfokd polinom. Vegyiik észre, a zérus jobb oldal
most azt jelenti, hogy x, m, -szoros gyoke a polinomnak. De akkor ennek a polinomnak m+1 gyoke

kéne, hogy legyen, ami ellentmondds. Ezért az egyenletrendszer métrixa invertdlhatd, és a megoldds
egyértelmil. ]

Megjegyzés. Ha a derivaltak hidnyosan vannak megadva, akkor a hidnyos (idegen széval: lakundris)
Hermite-interpolaci6 feladata nem mindig oldhaté meg.

14.2.2 Hibatétel a nem-hianyos Hermite-interpolaciora

Legyen f(x)e C™"'[a,b], x€[a,b], ekkor létezik fx € [a,b], amelyre

(m+1)
()= H, (x) =f—(é“)wm(x), (13.6)
(m+1)!
ahol most @, (x) = (x—x,)" (x—x)™ ...(x—x,)"™.

Bizonyitds. Az 11.3.1 Tételhez hasonldan tessziik. Ha x=x,, k=0,1,...,n, akkor az 4llitds igaz, igy
a tovabbiakban legyen x # x, minden k -ra. Vezessiik be most is a
@, (z)
8:(2)= f(Z)—Hm(Z)—w—(x)(f(x)—Hm(X)), z€la,b] (13.7)

fiiggvényt, amelynek z = x -szel egyiitt m+2 gyoke van. A tétel dllitdsdhoz a Rolle-tétel (m+1)-
szeri alkalmazdsa utin jutunk. m
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Abban a speciilis esetben, ha minden alappontban a fiiggvényérték és az elsd derivalt adott, Hermite-
Fejér interpoldciorel beszélunk.

Erdemes még szot ejteni arrdl, hogy a Newton-interpolaciét hogyan alkalmazhatjuk az Hermite-
interpolaciéndl. Az osztott differencidk értelmezését tobbszorts ugyanazon alappont esetére mér

(13.3)-ban megadtuk. Eszerint példaul kétszer adjuk meg az x, pontot, ha f(x,) és f '(x,) adottak.

Az o(x) szorzatfuggvénybe minden kordbban alappontként figyelembe vett x; pont x—x; t€nyez6t

ad, az éppen interpoldlt pont csak a kovetkezd 1épésben ad tényez6t. A pontok sorrendje tetszdleges,
de a tobbszor megadott pontok legyenek egymas mellett a derivaltak miatt. Ne feledjiik, a derivaltak
megadasa nem lehet hidnyos, példiul nem hidnyozhat az elsd, ha adott a mésodik derivalt.

14.2.3 Példa

Newton interpoldcioval készitsiik el azt a polinomot, amely az x,, x, pontokra az Hermite-Fejér
interpolaciét valositja meg!

Megoldas. A osztott differencidk tiblazata:

k=0 1 2 3
X | fo
X | fo f
x| A flren]  (Flxg.x]— fg) /g —xp)
x | h fi (= Flxgm DIy =x0)  (f) =2 flxgo3 1+ fi) /(= xo)*

A keresett polinom:

N;(x)= f, +f0’(x_xo)+

Flxgsx,1— £y (x_xo)z+f,’—2f[x0,x,]+fo’

- X, (x,— x,)’ (%) (¥ ).

X
14.3. Hermite-interpolacios alappolinomok

A Lagrange-alappolinomokhoz hasonl6 tulajdonsagi polinomok mindig megszerkeszthetok, ha nem
hidnyos a derivaltak megaddsa. Az x, pontban az k(i), i=0,1,...,m, —1-edik derivaltak adottak.

Vezessiik be az x; helyhez tartozo

o= 1 [H"'J . h(x)=1

=0, j#k\ X T X;
fiiggvényt. Ennek a 0,1, ,m; —1-edik deriviltja eltinik az x;(# x, ) pontokban, még akkor is, ha meg

volna szorozva egy masik polinommal. Igy h(x) az x;(#x,) pontokban mar teljesiti az

alappolinomtodl elvart tulajdonsagokat. Az x, ponthoz tartoz6 alappolinomokat keressiik a kovetkezd
alakban:

'{k,:' (x)= pk,f(x)hk (x), pk,f(x)e Pm&—l ,
ahol pU(x) m, —1-edfoka polinom, i=0.1,...,m, —1, és az i-edik polinom egyiitthat6it abbol a

feltételbdl kapjuk, hogy (d/dx)’l, ,(x,)=3,, j=0,1,...,m ~1.

A konnyebb érthetdség kedvéért tekintsiik azt a példat, amikor x, -ban a masodik derivaltig adottak az
értékek, azaz 1=0,1,2 lehet. A polinomokat x—x;, hatvdnyai szerint célszert felirni. Ha i =0, akkor
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pk,o(x):1+()él(x—xk)+ct'2(x—xk)2 alakd, mert A (x,)=1 és [ ((x,)=1 miatt p; ,(x,)=1. & -et

abbdl a feltételbol hatdrozzuk meg, hogy az elsd derivalt zérus az x, helyen:
[0 + 201, (x— x)1h (X) + p, o (O] (x)|HA =0,
innen @, =—h;(x,). Ha a mdsodik derivaltat is zéruss4 tessziik:
20, (x,)+ 20,0 (x,)+ K (x,)=0,
a, értékét befrva o, = (h(x,))’ —h/(x,)/2 az eredmény.

A p;,(x) polinom nulladfoku tagja z€rus, mert p; ,(x; )iy (x,) =0 . Hasonl6 ok miatt az elséfoku tag
egyiitthatéja is zérus lesz, mert py,(x )y (x) + peo(x)h (x)=0. Végil [ ,(x,)=1-bél
Pia(x)=(x—x, )12 adédik.  Gyakorldsképp  igazoljuk, hogy a fenti  példdban
P =(x—x)+o(x—x, )1

Igy a nem-hignyos Hermite-interpolaciét a kovetkezd formula llitja el:

n hy—

1
H, (x)= Z z fk(i)lk,i(x) .

k=0 i=0
Vegyiik észre, a kapott eldallitds egy ujabb igazoldsit adja annak, hogy a nem-hidnyos Hermite-
interpolécio feladata egyértelmiien megoldhato.

14.4. Inverz interpolacio

Errrdl beszéliink, ha a fiiggd és fiiggetlen valtozékat felcseréljiik: Igy x = x(y) tipusd polinomot

kapunk. A technikat akkor alkalmazzuk, ha arra vagyunk kivancsiak, hogy a fiiggvény egy adott
értéket mely helyen vesz fel, példdul, ha a fiiggvény gyokét keressiik. Ekkor a kozelitd polinomba
y =0-t helyettesitve a gyok helyére kapunk egy kozelitést.

14.5. Feladatok

1. Szarmaztasssunk interpoldciés formuldt, amikor a tartépontok: (x,, f,). (x,, f, f1', f1)

2. A szinusz fliggvény egyenletes tabelldzdsakor a derivéltja is ismert a koszinusz fiiggvénnyel val6
ismert Osszefiiggés miatt, igy Hermite-Fejér interpolaciét alkalmazhatunk két alappont kozott.

Milyen siirlin kell egyenletesen tabelldzni a fiiggvényt [0,77/2] -ben, ha mindeniitt 10~ hibaval
szeretnénk a fliggvény értékeit megkapni?

3. 1rjuk fel az Hermite-Fejér interpoldciéhoz tartozé hibaformulit, ha az interpoldcié a Csebisev
alappontokon torténik.

4. Mutassuk meg, hogy Hermite-Fejér interpoldciondl h, (x) = (l " (x))2 s Pro()=1- 21,: (x)(x—x,)

€s p (D) =x—x,.
5. Melyek az Hermite-interpoldcids bazispolinomok, ha a tartépontok: (X, f,, fo)»és (X, fi» [)?

6. Készitsik el az Hermite-interpoldcio bazispolinomjait, ha a tartépontok: (x,, f;, f(f), és

(x5 f;> fl'j . Bér hidnyos a derivaltak megadésa, a bazispolinomok mégis 1éteznek.

7. Egy fiiggvényhez tartozé négy pont: (1,—1), (2,1), (3,2), (5,3). Inverz interpoldciét vélasztva
hatdrozzuk meg a gyok kozelitését Neville-interpolacidval!



8. Altaldnositsuk a Neville-interpolaciét Hermite-interpolacié esetére!

9. Legyen f(x)= Zajxj n -edfoki polinom. f[x,,x,,...,x,]="?

Jj=0

n . .
10. Igazoljuk: 3 &€ [xy,x]: %Zx({xln_’ =&" ahol n=1-re £ a szdmtani kozép.
n+
j=0

75
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15. Interpolacioé spline (donga-) fliggvényekkel

15.1. Spline- vagy dongafiiggvenyek

Ha az interpolél6 polinomok fokszdmét noveljiik, gyakran tapasztalhatjuk, hogy a magasabb fokszdmu
polinomok erételjes hulldmzast mutatnak az alappontok kornyezetében. Olyannyira, hogy ranézésre
sem hihetd, hogy a fiiggvényt jol kozelitik.

A spline fiiggvényekkel torténd interpoldaciondl az otlet az, hogy az egyes részintervallumokban csak
alacsony fokszdmi polinomokat engediink meg, az intervallum-hatirokon pedig a polinomokat
folytonosan illesztjiik. Lehetdség szerint a folytonossdgot a derivaltakra is el6irjuk.

Spline [ejtsd: ‘szpldjn’] angolul dongit jelent, ami azokat a faborddkat jelenti, amikkel a kadar kirakja
a hord¢ alakjat. Spline-oknak hivjdk angol nyelvteriileten azokat a hajlithato, gorbithet6 ‘vonalzékat®
is, amelyekkel gérbe vonal rajzolhato.

Itt most matematikailag hasonlé dolog torténik: az egyes részintervallumokban fiiggvényiveket
polinomokbdl  készitiink, amelyeket ,0sszevarrunk” az intervallum-hatdrokon valamilyen
folytonossdgi kovetelmény szerint. Szemléletesen szdlva: dongafiiggvényeket alkalmazunk.

A tovébbiakban legyenek O ={x,, f, = f(x;)}., a tartépontok, az abszcisszdk legyenek nagysig
szerint rendezettek: x,_ <x,, 0<i és §,(®,) jeldlje az [ -edfoki spline-ok halmazit. Ez azt jelenti,

hogy S,(®,) elemei minden [xi_l,xi] részintervallumon [ -edfoku polinomok. A spline interpolacié

egyszerlien targyalhat6 az u,(x) kalapfiiggvények segitségével:

Az ui(x) kalapfiiggvény Az ui(x) kalapfliggvény derivaltja
1 e
| |
l l
1 | |
05 ‘ ‘
| |
— | |
z 3 | :
> ST 0 ‘ .
| |
05 l l
| |
05| | |
| |
—
0 R . | .
i-1 % i+1 Xt % i1
1. é&bra. A kalapfiiggvény és derivaltja
X=X,
i—1 <y < 1
—x ha x_ Sx<x, , hax  <x<x
i i1 X~ X
X, —X
_ i+1 , —1
u,(x)=9—"——, ha x,<x=<x, u(x)= , ha x <x<ux,,
KXt =X Xt — X
0, egyébként 0, ha x<x,_,, x,, <x

Az elsd derivélt az alappontokban nem létezik, csak az alsé és felsé hatarértékiik. Késébb ennyi
szamunkra elég lesz. A kalapfiiggvény magasabbrendii derivaltjai mind eltiinnek.
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15.2. Els6foku spline-ok: s(x)€ S,(©,)

s =1, xxf 4

1
i X X; — X

i i-1 —

20 xelx.x]. (14.1)

Az eredmény egy tortvonal. A szdmitégép nagyon gyakran igy rajzolja ki a ®, halmazzal adott

fliggvényt. Ha a felbontds elég siirli, akkor nem annyira szembetind a vonalak torése. A
kalapfiiggvények segitségével ez az s(x) fliggvény Lagrange-alappolinom stilusban igy irhaté:

s(x)= i Sfu, (%) (14.2)

15.3. Masodfoku spline-ok: s(x)e S,(0©,)
Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy a kezddpontban adott f(a) és f '(a). Ekkor az
Lo =0 ‘ Xo ‘ X

J(x) ‘ J (%) ‘ f(x)

pontokra készithetiink Hermite-interpoldciéval egy madasodfokd polinomot, amely az elsd

intervallumhoz tartozik. E polinom x,-ben felvett derivéltjdval és f(x,)-gyel folytassuk az eljarast

ugyanigy az [xl,xz] intervallumra. Altaldnosan [xi,x ]—ben a Newton interpolacié segitségével

i+1

készitett polinom tdbl4zata:
X f(x)
o fx) f(x)
Sl X 1= ()

X, — X,

i+ i

X

o S) flx.x,]

S(.X) = f(-xi)+ f '(-xi)(-x_xi) + f[xi’xi’xi+1](-x_xi)2’ Xe [.Xi, -x,'_H] >
ahol a fiiggvény derivaltjat mindig az elz0 intervallumban készitett polinombdl kapjuk.

Ha az indul6 derivalt nem ismert, az elsd intervallum polinomjit vehetjiik linedrisnak. Egy madsik
lehet6ség az els6 harom ponton atvetett paraboldval kezdeni, majd az eljardst a megismert médon
folytatni.

15.4. Harmadfoku spline-ok: s(x)e S,(0,)

Most az interpoléciét egy az [xo,xl] intervallumban készitendd hidnyos Hermite-interpolacidval
kezdjiik.

Az {x,. fo. £} {x. fi. £} tartépontokhoz  tartoz6  harmadfokd  Hermite-interpoldcids
alappolinomokat jeldlje [, (x). Az elsd index az abszcissza indexére utal, a masodik pedig a derivalt
rendjére. Az elsé polinomra teljesiil: [,,(x,) =1, [,(x)=0, I5(x,)=0 és I;(x,)=0. A mésodik
derivalt els6 vagy alacsonyabb foku és mindkét pontban eltlinik, emiatt csak az azonosan O fliggvény
lehet. Kovetkezésképp [, (x) elséfoku és az x, és x, helyen felvett értékei teljesen meghatdrozzak:

Lo(X)=(x, =) (x, —x,) =u,(x), xe€ [xo,xl]. (14.3)
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Az [,(x) polinomot meghatdrozé dsszefiiggések: [,,(x,) =0, 1,(x)=0, I,(x,)=1 és I,(x)=0.

A masodik derivalt els6fokd és a felvett értékei alapjan Iy,(x)=u,(x), x€[x,,x,]. Ezt kétszer

integralva
, iy (x)
l = ,
02(%) 2u; (x) vh
Cug(x) | Luy(x)
Iy, (x)= 600 + ﬁu(',(x) +7, xe[x,x]

ahol kihasznéltuk, hogy u(x) az intervallumban konstans. Mivel u,(x,)=0, emiatt [, (x,)=0-bol
y =0 kovetkezik. Az [, (x,) =0 feltételbol pedig f=—-1/ (6u6 (x)) adodik, igy

Uy (x) = 1y (x)

Ly, (x)= 14.4
02 (%) 617 (x) (14.4)
Az [,(x) és [,(x) polinomok meghatdrozdsa teljesen hasonléan torténik, az eredmény:
3
u; (x) —uy (x
L) =i, (x), 1,0 =" (14.5)

61 (x)
Ezekkel az [x,,x,] intervallumban interpoldlé harmadfoku polinom:

Po3(X) = folop(0) + fo/’lm (0)+ filip (x) + fl”ll2 (x)=

,,Mg (X) —U, (X)

_ ,,M13 (x)_ul (x)
= fouo(X) + f, 6u(')2 ) —_—

+ flul (x)+fl 6u/2 ()C)

Most tegyiik fel, a fliggvényérték és a mdsodik derivélt az x,,x,,...,x, alappontokban adott. Akkor e
formula mintdjara minden intervallumban fel tudunk irni egy harmadfoku interpoldlé polinomot:

3
r Uiy (.X) — Uy, ()C)

A DU e o+ £ v
ui+1 X

61 (x)

de a kalapfiiggvények definicigjat szem elOtt tartva ezt a polinom-sereget egy szummaval is
megadhatjuk a teljes intervallumra:

Pis (%) = fu () + f;

. xelx.x,]

7 (xX) —u,(x)
61 (x)

fgy olyan fiiggvényiink van, amely minden részintervallumban harmadfokd polinom, és az
alappontokban folytonos a fiiggvény és a masodik derivaltja.

Prapys ()= fu () + f, . xe[a,b]. (14.6)
i=0

A latottak alapjan a ®, tartépontokra a harmadfoku dongafiiggvényt a kovetkez6képp vessziik fel:

u,.3 (x)—u,;(x)
6u’* (x)

1

s3(x):Zfl.u,(x)+s,. , xe€la,bl, s, =s(x). (14.7)
i=0

Az s, masodik derivéltakat abbdl a feltételbdl hatdrozzuk meg, hogy az els6 derivaltak is legyenek

folytonosak az alappontokban. Az els6 derivalt

3Lti2 (x)—-1

6ui'(x) , x€la,b] (14.8)

S5 (0) = ful(x)+s,
i=0
csak akkor lesz folytonos, ha minden alappontban az alsé és felsd hatarérték megegyezik. Jelolje
sy(x;—) az alsé, sy(x;+) a fels6 hatdrértéket az x; helyen. Ekkor csak két kalapfiiggvény ad
nemzérus jarulékot a hatarértékekhez:
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3u? (x)—1  3ul(x)-1
’ + Si ’ =
6u;_; (x;—) Ou; (x;—)

8505 =) = fioqui_ (=) + fi (=) + 5,

=_fi—1+fi ll+2slh

h_, 6
és
i+1 Bui(x) =1 fo—f s +2s;
" )+ — i+1 i Pitl h.
S5 = fu () +s; 6 () " P

Jj=i
A kettdt egyenldvé téve az x; pontban:

25, +5, 2s, +,;

Sl 81 S = fln, 1= S =

Ez tovabb rendezve

Sl n s; (h_, +h)
6 3

IH f[xl’xl+1] f['xt 1’

majda o, =h_ /(h_ +h) jelolés bevezetésével az
§,,0,,+2s,+s,,(1-0,_)=6f[x_,,x,x,,], i=12,...,n—1. (14.9)

alakra egyszertisodik.

A kapott haromatl6jd linedris egyenletrendszer madtrixa diagondldomindns, ami a megoldas
szempontjdbol kedvezd. Azonban az egyenletrendszer nem hatdrozza meg s, és s, értékét, igy a

kezdd- és végpontban még feltételeket kell eldirnunk. A gyakorlatban az aldbbi hdrom megoldds
valamelyikét szoktdk védlasztani:

1. Hermite-peremfeltétel: az elsd derivaltak f'(a) és f’(b) adottak.

2. A masodik derivalt értékérdl rendelkeziink a kezd6 és végpontban. Ha nem ismerjiik, s, =s, =0

egy lehetséges vélasztas. Hagyomdnyosan ezt nevezik természetes spline-nak. Ennél azonban jobb
megoldds, ha a széls6 két intervallumban a harmadik derivéltat konstansnak vessziik: az igy kapott

s, €s s -et tartalmazd kifejezéseket hozzdvéve az (14.9) rendszerhez kapjuk azt a spline-

interpoléciét, amely harmadfokd polinomig pontos.

3. Periodikus hatarfeltétel. Ha a fiiggvény periodikus, és a teljes periddusban torténik az interpolacio,
akkor a fliggvényt és derivéltjait a két végpontban egyenl6vé tessziik.

15.5. Példa

Az Hermite-féle peremfeltétel mellett hogy fog kinézni a megoldand6 (14.9) egyenletrendszer elsd és
utolsé sora?

Megoldds. (14.9)-ben vegyiink i=0-t és az x , formdlisan felvett alapponttal tartsunk x,-hoz.
Ekkor o_; =0 ésigy

250+ 5, =6 f1x5, % x,1=6( f1x5.x,1= £ )/ . (14.10)
Az utols6 egyenlethez helyettesitsiik (14.9)-be i =n-et és x,,, tartson x, -hez:
S, +2s,=6f[x,.x,.x,1, (14.11)

E két egyenlettel kiegészitve (14.9)-et mar annyi egyenletiink van, mint az ismeretlenek szdma.
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15.6. Feladatok

1. Hogy egyszertisddik (14.9), ha az alappontok egyenld tdvolsdgra vannak egymdastol?

2. Hogy moédosul (14.9) els6 és utolsé sora, ha a szelsé két intervallumban a harmadik derivéltat
tessziik 4llandéva? (Utmutatds: pl. az Xy, X, €s x,,x, pontok kozott képezziik differencia-

hdnyadossal a harmadik derivaltakat és tegyiik 6ket egyenlové: (s, —s,)/h =(s,—s,)/h,. Az

utolsé hdrom pontndl jarjunk el hasonléan. A kapott eredményt helyettesitsilkk a megfeleld
egyenletbe.)

3. Mutassuk meg, hogy legaldbb négy tartépontnal az el6bbi mddon készitett spline harmadfoku
polinomra pontos, azaz annak pontjaibdl visszakapjuk magat a polinomot.

4. A harmadfokd dongafiiggvényt dgy is reprezentdlhatjuk, hogy egy intervallumon belill a
polinomot az intervallum hatdrain felvett fiiggvényértékkel és az els6 derivélttal adjuk meg. Az
Hermite-interpoldcids alappolinomokkal készitsiik el az interpoldlé formuldt az (x,,x;)
intervallumra, 1d. 14.5.5 példa. Igazoljuk, hogy (14.6)-hoz hasonléan a kovetkezd formula
nyerhetd:

17 (X) =] (%)

Prass () = ZO £ (=20 () +3u? () + f, W)

5. Ha a harmadfoku dongafiiggvényt a részintervallumok hatdrain felvett fliggvényértékkel és az elsd
derivalttal reprezentéljuk, akkor az el8z6 feladat alapjan a kovetkezd kifejezést kapjuk:

, x€l[a,b].

0= 3 (2000 + 302 () 41, MO )

i=0 ui’ (x)

ahol f, =s,(x,), t,=s/(x;) és u,(x) az i-edik kalapfiiggvény. A részintervallumok hatdrain a

, x€la,bl],

mdsodik derivélt egyeztetésével szarmaztassunk egyenletrendszert a f, paraméterek
meghatdrozdsara!

6. Szeretnénk harmadfokd spline fiiggvénnyel kozeliteni a kovetkezd differencidlegyenlet
megoldasat: —v'(x)=g(x), x€[0,1], v(0)=v(1)=0, ahol g(x) megadott fiiggvény.
Osszuk fel a [0,1] intervallumot 7 egyenld részre és irjuk fel (14.9) felhasznaldsaval a kozelitést
meghatirozé egyenleteket. A differencidlegyenletbdl nyerhetd informacié alapjan alakitsuk at az
egyenletrendszert, hogy megoldasul a v(x;,), i =1,...,n—1 értékek kozelitéseit kapjuk!

7. Az interpoldciénal tanultak alapjan adjunk fels6 becslést az elséfoku spline kozelités hibdjara!
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16. Nemlinearis egyenletek megoldasa l.

Eddig Iényegében linedris egyenletrendszerek megoldasédval foglalkoztunk. De sokszor felvetddik az
f(x)=0 (16.1)

egyenlet egy (vagy esetleg tobb) gyokének keresése, ahol az f(x)e Cla,b] egyviltozés fiiggvény.

Minden olyan x* érték, amelyre f(x")=0, a (16.1) egyenlet gyoke vagy f(x) zérushelye. A gyok az

X" helyen m-edrendii, ha f(x)=(x—x")"g(x), g(x")#0 alakban irhat6. Azzal az esettel
foglalkozunk, amikor a megoldas kozelitése valamilyen numerikus médszer segitségével végezhetd.

16.1. A gy6két tartalmazo intervallum

Ha a fiiggvény eldjelet valt: f(a)f(b)<0, akkor a folytonossdg miatt legaldbb 1 gyok taldlhaté
[a,b]-ben. Ha létezik f(x) els6 derivéltja is, és eldjeltartd [a,b]-ben, akkor csak 1 gyok van.

Ha a fiiggvény nem monoton, akkor [a,b]-t célszerli olyan részintervallumokra bontani, ahol az
intervallum két végpontja kozott eldjelvaltds van. flymédon f(x) paratlan gyokeit el tudjuk
kiiloniteni. Derivédlhat6 fiiggvény esetén a paros gyokoket kereshetjiik f'(x) gyokeiként, mert ekkor a

parosakat pdratlanna tettiik, de kereshetjikk f(x)/ f’(x) gyokeit is, amelyek mind egyszeresek.

16.2. Fixpont iteracio

Egy lehetséges eljards, hogy megprébaljuk az f(x) =0 egyenletet fixpont-egyenletté alakitani:
x=F(x). (16.2)

Példa: legyen a megoldandé egyenlet: x* —sin(x)=0. Ekkor probdlkozhatunk az x; ., =\/m

iterdcioval. Fixpont-egyenletet mindig tudunk késziteni, hiszen x=x+cf(x) is ilyen, ahol ¢

nemzérus 4llandd, de valaszthatunk valamely c(x) fiiggvényt is olymddon, hogy az itericid
konvergencia-tulajdonsagai javuljanak. A fixpont 1étezésérdl szol a

16.2.1 Brouwer fixponttétel’
Ha F(x) folytonos [a,b]-ben és F : [a,b] — [a,b], akkor létezik fixpontja.

Bizonyitds. Legyen g(x)=x-F(x), ekkor g(a)<0 és g(b)20, amibdl g(a)g(h)<0. Ha itt
egyenldségjel érvényes, akkor mar van egy gyok, ha pedig a < jel érvényes, akkor a folytonossag
miatt kell 1éteznie gydknek [a,b]-ben. =

16.2.2 Tétel, kontrakcid

Ha F:S —> R folytonosan differencidlhatoé az S zdrt intervallumon és |F '(x)| <1, Vxe S, akkor F
kontrakcio.

Bizonyitds. A Lagrange kozépérték tétel alapjan x,ye S -re 3{: F(x)—F(y)=F'({)(x—y) . Térjiink

at az abszolut értékre és hasznaljuk fel, hogy EI|F '(x)| maximuma S -ben:

" A tétel tobbdimenziés megfogalmazdsa: ha a folytonos F(x) fiiggvény a gémbot onmagiba képezi le, akkor
van fixpontja.
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|F(x)—F(y)| < rilea;(|F'(x)||x—y|, x,yeS

tehat F kontrakcié g = max |F '(x)| <1 kontrakciés dllandéval. m

xe§

16.2.3 KOvetkezmeény

Ha F(x) kontrakcio, akkor a Banach fixponttétel szerint csak egy gyok van és a kontrakcios dllando
ismeretében a kozelités pontossdgdt is becsiilni tudjuk.

Visszatérve a fenti példdhoz: a kapott iterdcié biztosan konvergens abban a tartomdnyban, ahol

(«/ sin(x)) :L(x) <1. Latjuk, ha x=0 vagy x=ux, ezzel a kifejezéssel baj van, mert a formula
2./sin(x)

kiértékelésekor 0-val kéne osztani. De példaul x=7/4 esetén a kifejezés értéke 1/ V8 , ami mar

jobbnak tlinik. Ha megrajzoljuk az x° paraboldt és a sin(x) fiiggvény képét, latjuk, hogy két

nemnegativ gyok van, az egyik a zérus, a masik pedig kozel x=7/4 -hez, tehat remélhetd, hogy az

iterdcié /4 -gyel inditva konvergens. De az is latszik, hogyha nagyon kicsi pozitiv értékkel inditjuk

az iteraciot, akkor sem kapjuk meg a zérus gyokot, mert az iteracié mindig elvisz a nagyobbik gyok

irdnyaba.

Ha azonban az x=arcsin(x*) iterdci6t készitjiik, konnyen meggydzddhetiink arrdl, hogy kis pozitiv

x-re zérushoz tart. Ha azonban x=1-gyel inditunk, akkor eldszér a 7 /2 értéket kapjuk, majd

komplex szamokat, mivel az argumentum nagyobb 1-nél.

A tanulsdg: iigyelniink kell, a kapott fiiggvény hova képez le, és a leképezés tartomanyaban

megmaradnak-e a konvergencia tulajdonsdgok, illetve azt a gyokot kapjuk-e, amit szeretnénk

meghatédrozni.

Ha a megoldand6 egyenletben tobb helyen is szerepel x, akkor tobb x = F(x) kifejezés is készithetd.

Példaul szerepeljen két helyen, ekkor meg lehet mutatni: a kapott két iterdcié egy adott helyen
egyszerre nem lehet konvergens. Legyen ugyanis f(x,,x,) =0 a megoldand6 egyenlet, ahol a két

eloforduldst x;, és x,-vel azonositjuk. Legyen F,(x) az az iterdciés fiiggvény, amelyet x,
kifejezésével kaptunk. Ez azt jelenti, hogy

FE@.0=0 & f(xFx)=0. (16.3)

Legyen o egyszeres gyok: f(«,a)=0.Ha a (16.3)-ben szerepld kifejezéseket derivaljuk x szerint és
helyettesitjik x = -t, az eredmény:

f@aF () + f, (a.a) =0,
fl@a+ f (@a)F (@) =0,
ahol f alsé indexe azt jeloli, melyik hely szerint derivaltunk. Ahhoz, hogy egyszeres gyok mellett

nemzérus megoldast kapjunk f,./(a, ) -ra kell, hogy a kapott rendszer determindnsa O legyen:

F@ U g @-1=0
1 F, ()
ahonnan
‘Fl' (0{)‘ =1/|F, (0{)‘. (16.4)

Hacsak nem 1 abszolut értékiiek a derivaltak, a gyok kozelében az egyik iterdcids fliggvény
konvergens, a mdsik meg divergens lesz. Hasonl6an lehet vizsgdlni azt az esetet, amikor x 2-nél
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tobbszor fordul eld. De ekkor a helyzet rosszabb, az is lehetséges, hogy egyik iterdcids fiiggvény sem
konvergens. Emiatt azt célszerli tenniink, hogy az x-ek el6forduldsat két csoportba osztjuk és x-et az

egyik csoportbdl teljesen kifejeziik. Példdul 3x* —2x+exp(2.2x)+1=0-nél az iterdciés fiiggvényre
kereshetjiik a masodfokud polinom gyokeit ugy, hogy a konstans tag helyére exp(2.2x) +1-et irunk.

16.3. A konvergencia-sebesség

Legyen az x, sorozat konvergens, lim,_,_ x, =x. Jelolje £=1x, —x  az n-edik hibat. Ekkor, ha

1étezik ¢ alland6 és p >1 szam ugy, hogy

el <cle,]”, n=01,..., (16.5)
akkor az x, sorozat konvergencidja p -edrendii. Ha
e p=1, akkor a konvergencia linedris vagy elsorendii,
e 1< p<?2,akkor a konvergencia szuperlinedris,
e p=2, akkor kvadratikus vagy mdsodrendii,
e p =3, akkor kobds, vagy harmadrendii.

A p szam jellemzi az iterdciés modszer konvergencidjanak sebességét. Ha példaul p =2, akkor ez
nagyjabol azt jelenti, hogy 1épésenként az értékes jegyek szama megduplazodik.

A fixpont iterdci6 nem rendelkezik ezzel a sebességgel. Megmutatjuk, hogy p=1, azaz a

konvergencidja elsérendii, amennyiben ‘F (x" )‘ #0. Ugyanis

== - FeO| < gl - x| =gle, | (16.6)

€l =

Ha F’(x')=0, akkor a konvergencia magasabb rendii. Erre vonatkozik a kovetkezo

16.3.1 Tétel

Legyen F valds fiiggvény: F(S)cScR, S zdrt. Tegyiik fel, Fe C"(S) és F®xH=0,
k=1,2,---;m—1. Ekkor az F dltal meghatdrozott iterdcio konvergencia-sebessége p =m -edrendii.

Bizonyitds. Az x~ koriili Taylor-polinom m -edrendii maradéktaggal

. ) (m=1)  * (m)
F) = F() + F ()= )t O eyt (6D

(m—1)! )

ahol a feltevés szerint az els6, mdsodik, ... , m—1-edik derivalt eltlinik. Helyettesitsiik x=x, -et,

vegyiik figyelembe, hogy x =F(x") és X, = F(x,), ezzel

_F"™¢)
X+l — ‘g n X )m’
m!
ahonnan
«m M
| +1|_ n—x‘ 37'7|€n|m, n=0,1,...

ahol M, = max‘F * (x)‘ . Innen 14thatd, a konvergencia m -edrendii. m
xe§
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16.4. Newton-iteracio (Newton-Raphson modszer) és a szelémodszer

Ha a fiiggvény els6 derivéltja létezik a gyok kornyezetében, akkor a gyokot kozelithetjiik tigy, hogy az
x, pontban a fiiggvényhez huzott érintd metszé€spontjit vessziik az x tengellyel. Ez ugyanaz, mint

amikor az x, koriili elséfoku Taylor-polinomot zérussa tessziik és x,

n+1
0 = f(xn) + f’(xn )(xn+1 - xn)’
innen a Newton-Raphson médszer iterdcids formulaja:

_ fx,)
KXot =X =
f(x,)

A szelomddszert ebbdl Ugy nyerjilk, hogy a derivélt helyére az utols6 két pontra felirt osztott
differenciat tessziik:

-re megoldjuk:

—F(x,). (16.7)

— f('xn )('xn _'xn—l) — f('xn )xn—l — f(xn—l)xn — F(X

X, =X, n
fx)=f(x,) Jx) = f(x,.)

tehat ez az iterdcids fiiggvény két pontra tdmaszkodik. A mddszer eldnye a Newton-mddszerrel
szemben, hogy nem kell hozza a derivalt, amit néha eléggé koriilményes kiszdmitani. Hatranya pedig a
kisebb konvergencia-sebesség.

15%,) s (16.8)

16.4.1 Tétel, a szelémdbdszer hibaja

Legyen f(x)eC 2[xn_l,xn,x*] , ekkor a szelomddszernél az n+1-edik iterdlt hibdjdra fenndll

Enn =E601 &,
21°(m)

8. ahol x* a zérushely és [x*,xn_l,xn] az adott pontok dltal lefedett intervallum.

Enelx',x,,x,1, (16.9)

9. Bizonyitds. Az dllitast (16.8)-bol osztott differencidk segitségével szarmaztatjuk. Kihasznéljuk,
hogy f(x")=0:

_ *_ *
E.=X x =x,—x —(x,

n n+l n

X, —X f[xn_l ) xn] f[xn—l Xy ]
= 8}1 (f[xnl : xn] - f[x* ’ xn] grk] * J - 8,18,,,1 f[xx ot x"]
f['xnfl ’ 'xn ] 'xnfl —-X f['xnfl ’ 'xn ]

és innen az osztott differencidk és a derivaltak kozott érvényes Osszefiiggés (14.1.1 Kovetkezmény)
segitségével kapjuk az eredményt. m

16.4.2 KOvetkezmeény

A Newton-moédszerre vonatkozé eredményt az x,_, — x, hatdratmenettel kapjuk:

£ =& f i(é") ’
2f(x,)

elx,,x'1, (16.10)

Latjuk, ha van konvergencia, akkor az masodrendd, feltéve, hogy f’(x")#0.
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16.4.3 Tétel, monoton konvergencia

Legyen fe C*a,b], f(x)=0, x"€la,b), az f'(x), f'(x) derivdltak ne vdltsanak eldjelet [a,b]-
ben, tovdbbd az x,e€l[a,b] kezdépontra teljesiilion f(x,)f ”(x0)>0. Ekkor a Newton-modszer

konvergens és az dltala készitett x, sorozat monoton médon tart az X" zérushelyhez.

Bizonyitds. A Newton-mddszer (16.10) formuldja szerint az 6sszes iterdlt a gyoktdl vagy jobbra, vagy
balra helyezkedik el, mert f”/ f” el8jele alland6. A (16.7) formuldbdl x" -ot levonva

£ =€~ f(x)] f'(x,) (16.11)

kovetkezik. Az f(x,)f"(x,)>0 feltétel miatt f”(x,)/ f'(x,) és f(x,)/ f'(x,) elbjele megegyezik.
Emiatt, ha (16.10)-ben & >0, akkor f"(x,)/f’(x,) pozitiv és (16.11)-ben &, kissebitve van és az
Osszes tovadbbi 1épésben £ >0 kisebbedik. Hasonldan kapjuk, hogy & <0 esetén az Osszes tovabbi
£, <0 nagyobbodik, tehdt az €, -ek vagy feliilr6l vagy alulr6l monoton médon tartanak 0-hoz. m

Kovetkezmény. A (16.9) formula mutatja, hogyha a szeldmddszert gy inditjuk, hogy x,,x, € [a,b], &
g és f7(x)] f'(x,) eldjele megegyezik, akkor a tétel feltételei mellett a szeldmodszer is monoton

konvergens sorozatot allit eld, mert a formuldjdban szerepld osztott differencia mindig helyettesithetd
egy intervallum-beli derivalttal, aminek az eldjele [a,b]-ben dllandé.

)

16.4.4 Tétel, lokalis konvergencia
Legyen fe C’la,b], f(x")=0, f'(x)#0, x,x" €la,b], és az x,€ [a,b] kezddpontra teljesiiljon

2min, |f,(x)| :i
max,,, [f"(x)| M~

s

‘xo—x <

(16.12)

Ilyen x,-bél inditva a Newton-Raphson modszer konvergdl x -hoz. A szelémédszer konvergdl, ha x,
mellett x, is kielégiti a (16.12) feltételt.

Bizonyités. Az els6 1épéstdl kezdve van kontrakcid, ha (16.9) vagy (16.10) alapjan

f(é")‘ -
o2

Az 4llitds innen dtrendezéssel adodik. A szeldmodszernél a mdsodik 1épéshez még &, -re is meg kell
kovetelniink ugyanezt a feltételt. m

- max, ,, |f”(x)|

/()

2min ,

10. A fentiek alapjan a Newton-Raphson médszernél megbecsiiljiik az n+1-edik hibat. Bevezetve a
d, =M|g,| jelolést

d,=Mle,|<M’c — d,<dj — (Me,)" . (16.13)

n+1 | n+1|

16.4.5 Tétel, szelémdbdszer konvergencia-sebessége

A 16.4.4 Tétel feltételei mellett az x,, x, kezdépontokbdl inditva a szelomodszer p =(1+ J5 )/2=1,62

aszimptotikus sebességgel konvergdl x* -hoz.

Bizonyitds. Most

<Mle e,

n+1

érvényes (16.9) alapjan, ahol M ugyanaz, mint (16.12)-ben. Isméta d, =M |€k| jeloléssel
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d.<dd . n=12,...

n+ n-1°

Az inditdskor |x, —x'|<1/M &s |x,—x'|<1/M , ezzel d,,d, <1. Igaz tehdt, hogy 3d <1: dy,d, <d,
amellyel d, <d*, d,<d’, d, <d”, dltaldban
d <d", f,=f=1 fo.,=f_+f, n=12,..

Itt f, -ek a jolismert Fibonacci-sorozat tagjai, melyeknek explicit eldallitdsa ismert:

145 1-45

2 2

1
fo=7
J5
Mivel |b2| <1, a ndvekvd hatvanyai zérushoz fognak tartani. Emiatt 1étezik egy K szam, hogy minden

n-re d* <K, s, =-b""//5 . Tehat irhat6

(16.14)

2

I:bln+l —b;H:I, b1

Kaptuk, hogy a szelémddszerhez tartozé hibdk majordlhaték egy olyan sorozattal, amelynek

1++/5

2

konvergenciarendje b, = =1,62, azaz a médszer szuperlinedris. m

16.5. Példak

1. Legyen fe C’[a,b]. Parabola interpoldciéval készitsiink hdrom pontra tdmaszkodé iterdcids
modszert f(x) egy [a,b]-beli lokdlis minimumdénak meghatdrozasara!

Megoldds. Legyen [a,b]-ben hdrom pont (x._,,f ,).(x_,,f._,).(x;, f;). Newton-interpoldciéval
D, (xX)=f,+ flx o, x  J(x—x_,)+ flx_,,x_, x 1(x—x,_,)(x—x,_,) . A derivéltjanak zérushelye:

X . = xi—2 +xi—1 _ f[xi—2’xi—1]

. 16.15
ol 2 2% 5. % . x] ( :

2. Egyenletes 1épéskozzel haladva hogyan deritenénk fel egy minimumhelyet?

Megoldds. Legyen a 1épéskdoz h és xj=a+jh, j=0,1,.... Az «x.

15 alappont-harmas

xj’xj+l

megfeleld, ha f[x JRIETIRS 0és flx X l> 0. Ekkor a lokalis minimumot a kovetkezd egyszertisitett

formuldval becsiilhetjiik, ha (16.15)-ben x; -t vessziik a kdz€épsd pontnak:

X T X5, f[xj—l’xj+l] h fj+l_fi—l
KXmin =~ — . =X TS s s
2 2flxipx X0l 2 0 =2+

3. A kapott iterdcids moédszerre fogalmazzunk meg ahhoz hasonld tételt, mint amit a Newton-
modszernél lattunk a lokélis konvergenciara!

(16.16)

Megoldds. Az egyszeriiség kedvéért tekintsiik (16.15)-ben azt az esetet, amikor i=2. Az osztott
differencidk tulajdonsédgait kihaszndlva a hibdk terjedésére probalunk egy Osszefiiggést szarmaztatni.

Vonjuk le mindkét oldalb6l a minimumhelyet adé x"-ot és legyen & =x, —x", ezzel
_&tE flxp.x1
2 2f[xx,%]
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A szamléléban 1év6 osztott differencidt dtalakitjuk, kihaszndlva, hogy f[x",x"]=0 és az alappontok
sorrendje az osztott differencidkban tetszéleges: f[x,,x1= flx,,x1— flx,x 1+ flx,x 1- f[x",x"]=
=&,f[xy, X, x 1+ & flx,x",x"]. Beirva a fenti formuldba és kozos nevezdre hozva:

_ 80(f[xo,xl,xz]—f[xo,xl,x*])+€1 (f[xo,xl,xz]—f[xl,x*,x*])

3 .

2 flx,, X, %,

A szamlalo elsé két tagja tovabbirva &€, fx,, X, x,,x ]. A utolsé két tag atalakitdsa kicsit hosszabb:
& (1 2,2, 1= g 2 X 1+ FLx, 2,37 1= Lo, X7, X7 1) = €6, F %02, 25, X T+ €68, f 145,557, x7]
Ezekkel
(80 +81)82f[x0’x1’x2’X*] " £0€ f X0, %, x,x"]

2f[xy, x,,%,] 2f1xy, %, %,]

3

Legyen &, :max{|80|,|€1|,|€2|} és

max

3)
_malf ()
2min|f"(x)|

xela.b]

(16.17)

Felhaszndlva, hogy az osztott differencidk kifejezhetdk a nekik megfeleld rendli derivaltakkal, kapjuk:

3, 2!
|€3|S§522§2M =M . (16.18)

fgy |€%| biztosan kisebb a harom megel6z6 ¢ abszolit maximumdndl, ha J,M <1, vagy masképp

0, <1/M . Tehét a kapott médszer biztosan konvergens, ha a hdrom indulé pont a minimumhely
1/M -sugart kornyezetében van.

16.6. Gyakorlatok

1. Bizonyitsuk be, hogyha fe C'la,b], f(a)f(b)<0 és f’(x) nem vilt eléjelet [a,b]-ben, akkor
ottaz f(x) fiiggvénynek csak egy gyoke van.

2. A fixponttétel alkalmazdsdval mutassuk meg, hogy a cosx—4x+2=0, xe R egyenletnek egy
zérushelye van és x-et 4x feldl kifejezve a fixpont iterdcié minden kezddértékre konvergens!

3. Az eldz6 feladatban a gyok milyen kdrnyezetébdl konvergal biztosan a Newton-iteracio?

4. Oldjuk meg az f(x)=1/x—a=0 egyenletet Newton-iteraciéval! Milyen kezddértékekre van

konvergencia? A kapott formula érdekesége, hogy nincs benne osztds, aminek régebben kiilon
jelentdsége volt az osztas milveletével nem rendelkezd gépi aritmetikdkban.

5. Oldjuk meg az f(x)=x"—a=0, a>0 egyenletet Newton-itericiéval és tisztazzuk a
konvergenciat!

6. Az elézd feladat megoldésa alapjan készitsiink médszert a"* meghatdrozasara, ahol a pozitiv
valds szdm.

7. Mutasssuk meg, hogy a 16.4.3 Tételt médosithatjuk dgy, hogy az f(x,)f"(x,)>0 feltételt
elhagyjuk és helyette azt koveteljiik meg, hogy az elsd 1épés utdn x, € [a,b].

8. Mutassuk meg, hogy az F(x,)=x, — (f(x"))
f(xn)_f(xn _f(x,,))

iteracié konvergencidja masodrendd!
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11.

12.

13.

Hegediis: Numerikus Analizis 88

Ellendrizziik, hogy a Newton-mdédszer tobbszords gyok esetén csak elsérendben konvergl.

Igazoljuk, hogy r -szeres multiplicitdsi gyoknél a kvadratikus konvergencia megmarad, ha a
Newton-médszer formuldjat a kovetkezére modositjuk: x,,, =x, —rf (x,)/ f'(x,) .

Adott £ pontossdg elérése érdekében dolgozzuk ki annak feltételét, hogy mikor 4llitsuk le a
Newton-mddszert.

Mi torténik a szelomddszernél, ha a 16.4.3 Tétel feltételeitdl csak annyi a kiilonbség, hogy g, >0,
de ¢ <0?

Mikor éllitsuk le a szeldmddszert, hogy a megoldds eldirt pontossdgu legyen?
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17. Nemlinearis egyenletek megoldasa ll.

Néhany specidlis esettel folytatjuk.

17.1. Az intervallumfelezés modszere

Tegyiik fel, az [a,b] intervallum tartalmaz 1 db gyokét: f(a)f(b) <0 és a fiiggvény folytonos [a,b]-

ben. Az intervallumfelezés mddszere szerint ekkor megfelezziik az intervallumot és a két intervallum
koziil megtartjuk azt, ahol az eldjelvaltds megmarad. Igy az algoritmus:

1. 3feCla,bl, f(a)f(b)<O0 ésadott € eldirt pontossag.
2. Indulés: [ay.by]1=[a,b], x;=(a+b)/2.
la,.x,], ha f(a, ) f(x,) <0,
la,.b,1= .y
[x,.b,_;], egyébként,
X, =(a, +b,)/2.
4. Megillds: ha f(x,)=0, vagy |bn —an| <e.

Ez nem tdl gyors, de biztos mddszer. Az eldjelvaltdsbl nem mindig kovetkezik a gyok Iéte.
Gondoljunk az 1/ x fiiggvényre, amikor az algoritmust —1 és 2 kozott inditjuk.

17.1.1 Tétel
Az intervallumfelezéssel kapott x,, n=1,2,... sorozat elsérendben konvergens és

|g,,|sb2;n“, n=0,1,... (17.1)

Bizonyitds. A konvergencia abbdl kovetkezik, hogy mindig a gyokot tartalmazé intervallumot tartjuk
meg. A hibdra minden Iépésben teljesiil:

1
vl <2le
ez pedig els6rendli konvergenciat jelent. m

17.2. A hurmaodszer (regula falsi)

Itt csak annyi az eltérés az intervallumfelezés médszerétdl, hogy nem az intervallum kozepét vessziik,
hanem az (a,,f(a,)) és (b,,f(b,)) pontokra illesztett egyenes, mds névvel: /uir zérushelye a

kovetkez6 kozlités:

b —a
x,,=a,—f(a)—"—"—. (17.2)
1 fb)-f(a,)
Megfeleld feltételek mellett bizonyithatd, hogy a hirmddszer konvergencdja linedris, igy nem
gyorsabb, mint az intervallumfelezés. Még az is megeshet, hogy anndl lassubb. Ez torténik példaul
olyan esetben, amikor a fiiggvény értékei az x-tengelyhez kozel vannak és az egyik végponthoz (a,

vagy b, ) nagyon kozeli a gyok.
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17.3. A Newton-iteracio tobbvaltozos esetben

Legyen f: R" > R" egy n-valtozos leképezés, amelynek keressiik azt a vektorat, amelyre f(x)=0.

Tételezziik fel a differencidlhatésdgot, ekkor az x, € R" koriili sorfejtésbol kozelitve
FE)+f(x)(x=-x,)=0, (17.3)

ahol most f'(x)= [8fi (x)/0x j]e R™ métrix — a rendszer un. Jacobi-matrixa - , amelyr6l feltessziik,

hogy invertalhat6. (17.3)-et x-re megoldva a kovetkezd iteraciot kapjuk:

'xk+1 = 'xk _[f’(-xk )]71 f(-xk)- (174)

Ha van megoldas és elég kozel vagyunk hozza, akkor remélhetjiik, hogy a tobbviltozés Newton-
iter4cié konvergens lesz.

A mdbdszer azt kdveteli meg, hogy minden 1épésben elkészitsiik a derivdltak matrix4t és megoldjunk
vele egy linedris egyenletrendszert. Mivel ez nagyon munkaigényes lehet, szokds alkalmazni a
kovetkezd egyszeriisitést: Elkészitjiik az f'(x,) = LU faktorizdciét és utdna az egyszeriibb

X =% —(LU)" f(x) (17.5)

iterdciét alkalmazzuk. Ez 1-dimenziéban annak felel meg, hogy 1épésenként a derivélt értékét nem
véltoztatjuk. Az ilyen médszereket kvazi-Newton médszereknek nevezziik.

17.4. Polinomok gyokei

A polinomok gyokeinek meghatarozasa taldn leggyakrabban a matrixok sajatértékeinek keresésekor
jon eld, de ekkor nem érdemes a hatvanydsszeg alakot haszndlni, mert a linedris algabrai algoritmusok
numerikusan el6nydsebb megolddsokat kindlnak. Valdéban magasabbfokid polinomok esetén a
hatvany0Osszeg reprezentacio

p(x)= Zn:a,»xi (17.6)
i=0

nem elényds, mert gépi szamként dbrdzolva az egyiitthatok n novekedésével egyre bizonytalanabb
informéciét nydjtanak a gyokok pontos értékérdl. Példanak alljon itt Wilkinson kisérlete, aki az
1,2,..,19,20 gyokokkel rendelkezd huszadfokd polinomot (17.6) alakban eldallitotta, majd
visszaszdmolta a gyokoket. Az eredmény annyira mds volt, hogy tobb komplex gyokpart is kapott. A
jelenséget magyardzza a gyokok és egyiitthaték Osszefiiggése: példaul a nulladfokd tag a gyokok
szorzata: 20!, aminek a pontos dbrdzoldsira messzi nem elegendd 15 decimilis jegy. Igy a gépi
szdmabrazolas folytan sok fontos informdci6 elvész.

A (17.6) alak 0Osszefiiggésbe hozhaté az un. Frobenius-féle kiséré madtrix-szal, amellyel mér
taldlkoztunk a 7.3 szakaszban:

00 0 -a,/a, |
1 0 0 -—ala,
. : :
F= . . . . (17.7)
0 _aan /an
L 1 _an—l /an a

Az utolsé oszlopa mentén kifejtve konnyen igazolhatd, hogy det(Al—F )=i2alﬂ". Ennek a

a, i=o

matrixnak ismerete két szempontbdl is hasznos. Egyrészt mutatja, hogy a polinom x, gyokei linedris
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algebrai médszerekkel kereshetdk, amelyek a legstabilabbnak tekinthetd mdédszerek kozé tartoznak.
Masrészt rogton lehetdségiink van egy olyan korlemez megaddsara a komplex sikon, amelyben a
polinom &sszes gyoke benne van:

||F||w =max(l—5i0 +|ai/an|)=R2|xk|,

0<i<n
ahol 51-]- a Kronecker delta. R nagyobb vagy egyenld F spektrdl sugardndl, ami most a polinom
gyokok abszolit értékeinek maximuma.

Megadhatunk egy masik kisebb korlemezt is, amelyen kiviil van az 0sszes gyok. Vezessiik be az
x=1/y transzformdaciot és irjuk at a polinomot y szerint. Eredményiil egy olyan polinomot kapunk,

ahol az egyiitthatk forditott sorrendben vannak és ennek a polinomnak a gyokei az eredeti gyokok
reciprokai. Az U4j polinomhoz tartoz6 Frobenius-féle matrix sornormdjat véve kapjuk:

1/ |xk| < max(l—é‘m +|ai /a0|) =1/r, ahol természetesen feltételeztiik, hogy a, #0. A két eredményt

O<i<n
egybevetve latjuk, hogy a polinom gydkei az
r<lx|<R, k=12,...n (17.8)

korgytrt tartomanyba esenek.

A (17.6)-tal adott polinomoknal elénydsen alkalmazhaté a Newton-mddszer, mert a polinom értéke és
a derivaltja egy lépésben egyszerlien szdmolhat6. Ha példdul a & helyen szeretnénk ezeket

kiszamolni, nem kell mdst tenniink, mint a polinomot maradékos osztdssal elosztani (x—&)* -tel:

p(xX)=qg(x)(x=&)Y +ax+ f. (17.9)

Koénnyen meggy6z6dhetiink réla, hogy a helyettesitési érték &+ £, a derivélt pedig o lesz a &
helyen.

A tobbszoros gyokok kisziirésére alkalmazhatjuk az Euklidészi algoritmust. Ekkor a két indul6
polinom p,(x)=p(x), p,(x)=—p’(x), az i+1-edik polinomot pedig gy készitjiik, hogy p, ,(x)-et
osztjuk p,(x)-szel és a maradékot képezziik:
Pt () =, (0P, () =€, p,y (D), i=12,... (17.10)
A sorozatban a polinomok fokszdma csokkend, c¢; >0, egyébként tetszOleges. Az algoritmus m<n
1épés utan befejezddik:
pmfl ('x) = qm ('x)pm ('x)’ pm (X) # 0

Az utolsé polinom a két kezdd polinom legnagyobb kozos osztéja. Mivel a derivélt polinom az 1-nél
nagyobb multiplicitdsi gyokoket tartalmazza, igy ezek a gyokok megjelennek p, (x)-ben.

Abban az esetben, amikor minden gyok valds és egyszeres, akkor az Eulidészi algoritmus olyan
polinomsorozatot készit, amely Sturm-sorozat tulajdonsdgi. Legyen az a helyen a sorozat
eldjelvaltasainak szdma V(a), a b helyen pedig V(b), ekkor megmutathatd, hogy az [a,b]

intervallumban a gyokok szdma V(a) -V ().

17.5. Gyakorlatok

1. Készitsiik el a (17.9) osztds algoritmusit!

2. Adjukmega 4x’ —3x*+6x’ —5x" —8x+2 polinom gyokeit tartalmazé korgyfirtit!
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18. Numerikus integralas (kvadratura) I.
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Az integrilok kiszdmitdsakor nem mindig ismert a primitiv fiiggvény, vagy ha igen, némely esetben
nagyon bonyolult, nehezen szdmithat6. Ilyenkor a numerikus moddszerek a kivdnt pontossigi
eredmény eldallitdsara egyszertibb alternativat kinalnak. A tovabbiakban az interpolaciébdl nyerhetd

kvadratira-formuldkkal fogunk foglalkozni.

Lattuk, a fiiggvény az [a,b] intervallumban a kdvetkezd médon allithaté elo:

f=L,+r,

(18.1)

ahol L, a Lagrange-interpoldcios polinom és r, a hibatag. (Feltessziik, az alappontok nagysdg szerint

rendezettek: x;,_; <x; és x,=a, x, =b.) A kvadratira-formuldk szdrmaz-tatési elve:

b b b n
[F=]L,+[n=2afx)+R,,
a a i=0

a

ahol az

a; =

l; (x)dx

QA —

sulyok a Lagrange alappolinomok integraldsabol adédnak.
Kovetkezmény. Az igy nyert formuldk legfeljebb n -edrendi polinomig pontosak.

Ekvidisztans alappontok esetén nyerjiik a Newton-Cotes formuldkat.

18.1. Zart és nyilt Newton-Cotes kvadratura formulak

18.1.1 Definicid

(18.2)

(18.3)

Az alappontok halmaza legyen Q, ={x,,...,x,}. Zdrt a kvadratira-formula, ha a,beQ,,
h=b-a)ln, x,=a+k-h, k=0,]1,...,n. Nyilt a formula, ha a,beQ,, h=(0b-a)l(n+2),

x,=a+k+1)-h, k=01,..,n, x;=a, x,,,=b.
A tovabbiakban ratériink a zart Newton-Cotes formuldk egyiitthatdinak eldallitaséra.

@, (x)

b b
= l =l
a £k<x>dx j e

Vegyiik észre: x, —x; = (k— j)h és vezessiink be 4j véltozét: t=(x—a)/h, ahonnan x=a+th és

X—X; =(t— j)h, s ezzel
(t—k) hignyzik
f_/H

a:T =1 ......... (t—n)h" s —
C k(k=1).. 1(=1)(=2)...(~n + k)h"

(-1 7k ]-t(t—l)...(t—n)

= b—
b= ! —k

dt=(b-a)B™,
0

(18.4)

ahol a B,ffif egyiitthaték az intervallumtdl fiiggetleniil egyszer s mindenkorra kiszdmithaték. Hasonl6

moédon nyerhetjiik a nyilt Newton-Cotes formuldk egyiitthatoit:
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=" G- (t=2)...(t—n—1)

a,=(b—-a dt=(b-a)B" , 18.5
o= )(n+2)k!(n—k)! : t—k—-1 (b-a)Be, (18.3)
Az els6 néhdny Newton-Cotes egyiitthaté:
Zart Nyilt
1 1 Trapéz 1 Erint6 formula
1 4 1 Simpson 1 1
1 3 1 2 -1 2
7 32 12 32 7 11 1 1 11

A tabldzatban minden sort osztani kell az egyiitthatok dsszegével, mert az egyiitthatok osszegének 1-
nek kell lenni. Példdul az 14 1 sulyokaz 1/6 4/6 1/6 valddi silyokra utalnak.

18.1.2 Tétel

n
1. Y B, =1, 2. By, =B, ;. (18.6)

Bizonyitds. Az elsd allitas az f(x) =1 fliggvény integraldsabdl adddik, kihasznalva, hogy az integral
0-adfoku polinomra pontos. A mdsodik allitdst az y=n—¢ 4j véltozora valo attéréssel nyerjilk. m

18.2. Nehany egyszerii integralo formula

2
1. Az érintéformula (nyilt Newton-Cotes): n=0, B(% = ﬁj‘l -dt , tehat

10<f>=<b—a>f(“”’) (18.7)

Az érint6formula dgy is értelmezhatd, hogy a fliggvényt [a,b]-ben a kozépponthoz hiizott érintd

egyenessel kozelitjiik, és az egyenes alatti teriiletet vessziik. Ez mutatja, hogy legfeljebb els6foku
polinomig pontos.

18.2.1 Tétel, érinté formula hibaja

Legyen c=(a+b)/2, fe C?[a,b], ekkor az érintd formuldval

jf(x)dx (b- a)f()+( . nelab) (18.8)
Bizonyitds. A ¢ koriili sorfejtésbol
FO)=FO+x—0)f <c>+(x O pre

Integralaskor az elsd tag adja a kozelitd formuldt, a masodik tag eredménye zérus, igy elegendd a
hibatagot vizsgélni:

b
R() =3 [ (=0 "€
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Az integrilszamitds kozépértéktétele szerint

R(f)= f(n)I(x o= fz(n){(x 30)} (b- a) . .

A gyakorlatban ezt a formulat nem az egész [a,b] intervallumra alkalmazzuk, hanem azt m részre

osztjuk, és az egyes részintervallumokban az érint6formuldval integrdlunk. Példdul, ha m=3:
h=(b—a)/3 és a hdrom részintervallumra alkalmazzuk a (18.7) szabalyt.

A részintervallumon nyert eredmények felosszegzésével jutunk az érintdszabdlyhoz:

(b a)

ih)+ fra, (18.9)

Q'—.W‘

ahol most f” ()= l( )+ f () +...+ f7(n,)), mert a Darboux-tulajdonsdg miatt f” ezt az
m
atlagértéket is felveszi valahol a teljes intervallumban.

2. A trapézformula. Elséfoku polinom interpoldciobdl nyert zart formula: n=1, By =B =1/2:

b
L(f)= (18.10)
18.2.2 Tétel, trapézformula hibaja
Legyen f € C?la,b], ekkor
b
[r= O o, et (18.11)

N}

Bizonyitds. Az interpoldci6 hibatagjanak integrilja az integrilszdmitds kozépérték tételének
felhaszndldsédval:

b ,» b ,» ”
R(f) =J‘f(Té:")(x—a)(x—b)dx=—J‘f(T§x)(x—a)(b—x)dx=—%(b—a)3.
a a >0

A teljes intervallumot m részre osztva, a részintervallumok eredményét feldsszegezve nyerjiik a
trapéz szabdlyt:

(b a)

fra. (18.12)

)+ 2 (X, )+ f(x,)] =

Q'—;@

18.2.3 Definicid

Egy kvadratdra formulat akkor mondunk &k -adrendiinek, ha k -adfoki az a legkisebb fokszamu
polinom, amelyre a formula mar nem pontos.

Eszerint az érint6- és trapézformula mdsodrendii.
3. A Simpson formula: masodfokd polinom interpoldciébdl nyert zart formula, n=2, Bj=1/6,
Bf =4/6, B; =1/6 és

a+b

Iz(f)=

)+ f(D)).
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Az interpolédcié maradéktagjdban @, (x) = (x—a)(x— ath

)(x—b) szerepel, ennek az integralja [a,b]-

ben zérus. Ezt legegyszeribben udgy tudjuk beldtni, hogy [a,b]-t a [-1,1] intervallumba

transzformdljuk. Ekkor @, (x) pdratlan fiiggvény, amelynek az integrélja zérus. Emiatt a hibatételt az
Hermite-interpolaciébdl szarmaztatjuk,

“”(f ) a+b)

f(x)= H3(x)+ —a)(x— (x=b), (18.13)

ahol az (a+b)/2 kozéppontban az els§ derivaltat is interpolaljuk. Az A&ltalanositott osztott
differencidk tdbldzatdra gondolva tudjuk, hogy az interpoldlé polinom a kovetkezd alaku:

Hy () = Ly(x) + Cx —a)(x - 22

)(x—>b) . A masodik tag egyiitthat6janak értéke nem fontos, mert az

integralja az el0bbiek alapjan zérus, s ezzel IH 3= Ila .

18.2.4 Tétel, Simpson-formula hibaja

Legyen fe C*[a,b]. Ekkor létezik nela,b], amelyre

b (4) N
[r=2 (f( )+4f<"+b>+f<b>}—%(”2“j -
a (18.14)
O s
= L(f)-L—y
L -1,

ahol h=(b-a)/2.

Bizonyités. Kiindulunk az Hermite-interpoléci6 (18.13) alakjabdl, ahonnan integralassal kapjuk:

f“)(é) a+b

HGRIAGE j (x=a)(x =) (x by

Ahhoz, hogy az integralszamitas kozépértéktételét alkalmazhassuk, az f @ mellett 4116 tényez6 nem
lehet negativ. Ezt ugy biztosithatjuk, hogy (x—»b) helyett (b— x)-et {runk, s igy

I(f)~L(f)=—"—T" —)’ (b % 5

5
4 4
_a+tb, b-a
f (ﬂ)I( Code=t (77)( J
Simpson-szabdly. A teljes b—a intervallumot paros szdmu m részintervallumra osztva és a Simpson-
formuldt a szomszédos intervallumpédrokra alkalmazva kapjuk a Simpson-szabdlyt, mint Osszetett
formulat. Ekkor harom pontonként fogjuk 6ssze a formuldkat és az 6sszetett formula:

b 2% 4)
[r=% (—(f(xk1>+4f<xk>+f<xk+1>>—MhSJ:
a k=t3,.\ O 90
5 (18.15)
=— F)+2 Y fx)+4 Y f)+fx) |—— Y. fP ).
]l;elljf(g(;ont k ptlan 90 k ptlan

A hibatag még tovédbb irhat6:
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]’ls %) (b - a)s z f(4) (ﬂk) (b - a)S 4)
—_—— = = - 1 .1
90 k%‘;m P ==t | w2 150t 1 (18.16)

mivel a Darboux-tulajdonsdg miatt van egy 77, amelyre a negyedik derivalt az atlagértéket felveszi.

18.3. Példak

1
1) Az I d_:cx integralt az érint@szaballyal kozelitjiik. Hany osztépontot kell valasztanunk, hogy az

12
integralt 107 -nél kisebb hibdval kapjuk?

M, <107 teljesiiljon, ahol b-a=2 és

N3
Megoldds. Azt kell biztositani, hogy 2—%
24m

M, =2 max ‘(2 + x)_3‘ =2. A szdmokat helyettesitve: 200/3 < m?, igy m=9 megfelel.
xe[-1,1]

2
2) Hatdrozzuk meg az Ay, A, A, paramétereket Ugy, hogy a I\/; f(x)dx =
0
=1,(f)=A,f(0)+ A f(1)+ A, f(2) kvadratira legfeljebb masodfoku polinomokra pontos legyen!
Megoldds. Két megoldés is 1étezik. Az egyik, hogy kiszdmitjuk a kijeldlt integrdlokat a Lagrange-
2
alappolinomokkal: A, = Ili (x)\/;dx , ahol Jx et sulyfiiggvénynek tekintjiik. A masik médszer szerint
0

felirjuk azt a linedris egyenletrendszert, ami a pontossdgi koveteléseket tartalmazza. A kovetkezd
egyenletrendszer elsd sora azt fejezi ki, hogy a kvadratdra az 1 polinomra pontos, a masodik sor

szerint az x polinomra pontos, a harmadik sor szerint pedig az x? polinomra pontos:

[ x2de=a213
AO 2
A |= Io x-x"2dx=821/5
AZ

jozxle/zdx = 16\/5/7

82 3242, _12V2

Ennek a megoldésa: A, = 105 A= 35 Ay = 35

111
01 2
01 4
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19. Numerikus integralas, Gauss-kvadraturak Il.

Az eddigi, interpolaciébdl szdrmaztatott kvadratdra-formuldk legaldbb annyiad fokd polinomra
pontosak, ahdnyad fokd polinombdl szdrmaztattuk 6ket. A Gauss-kvadratirak abbdl az észrevételbdl
szarmaznak, hogy az alappontok specidlis megvélasztdsaval a kavadratira-formula rendje novelhetd.
Ismét sziikségiink lesz az ortogondlis polinomokra.

19.1. Tétel, ortogonalis polinom gydkei

Legyen {p,(x)} egy ortogondlis polinom rendszer. Ekkor bdrmely n-re p,.  (x) gyokei valdsak,
egyszeresek és az [a,b] intervallumban vannak, ahol [a,b] a skaldrszorzat integrdldsi tartomdnya.

Bizonyitds. Legyenek x,,x;,...,Xx; p,,(x) pdratlan multiplicitdsu gyokei [a,b]-ben, azaz ott p,_,(x)
eldjelet vélt. Ha k =n, akkor a tétel allitdsa rendben van. Ha nem, akkor indirekt dton feltessziik:
k<n és megmutatjuk, hogy az 4llitds ellentmonddsra vezet. Ehhez tekintsik a
q(x)=(x—xy)(x—x;)...(x—x;) k+1-edfokd polinomot. Mivel k+1<n+1, az ortogonalitds miatt

(Py41-9)=0. De ezzel ellentmonddsra jutunk, mert p,,(x)g(x) nem vélt elgjelet [a,b]-ben, mivel
D,+1 Mminden el6jelvélatasit g(x) megsziinteti és igy I Dp190#0 volna. Vegyiikk észre, a

gondolatmenet akkor is jd, ha egyetlen pdratlan multiplicitdsi gyok sincs, mert ekkor g(x) 0-adfoku.
[

Az n+1-pontos Gauss-kvadraturat ugy kapjuk, hogy a p,.,;(x) ortogondlis polinom gyok-helyein
készitjiik az interpoldcidbdl szarmaztatott kvadratira-formulat. A séma a kovetkezo:

b b b n
[fa=[La+[ra=af0)+R,, q=[l(xa(dx (19.1)
a a a i=0

QA —

19.2. Tétel, Gauss-kvadratura pontossaga

Legyenek a p,.,(x) ortogondlis polinom gyokei x,,x,....x,, a; :jlia, ahol I, az i-edik Lagrange

LR

alappolinom a fenti alappontokon. Ekkor a Gauss-kvadratiira

G,(=2a,f(x)
i=0
pontos minden legfeljebb 2n+1-edfokii polinomra: fe P, — I fa=G,(f).

Bizonyitds. Az interpoldciébdl vald szarmazatatds miatt G, (f) biztosan pontos a legfeljebb n -edfoku
polinomokra. Tegyiik fel, fe P,,;, f =p,a-q+7r. q.r€P,,igy

Gn(f):zaif(xi):zai[ Pu (%) -q(x) +r(x)]=

=0 =0 =0 minden i—re

= Zair(xl-) =G,(r)= jra = (mert n-edfokig pontos)
i=0

= I(an q+r)a= (mert g €P,, igy ortogondlis p,,,-re)

:_[fa.
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19.2.1 Kévetkezmény
Az a; egyiitthatok pozitivak.
Bizonyitds. Tudjuk, [(x;)=07(x;)=3;, ahol &, a Kronecker-delta, [} (x)>0 és I} (x)e P,
kovetkezésképp a Gauss-kvadratira pontos :
n
0<[Fa=G,a})=Y al’(x))=a,
j=0

Az f(x)=1 fiiggvény integralasaval most a kdvetkezdt kapjuk az egyiitthatok osszegére:

D4 = Ia:ﬂo’ Hi = _[xia’
i=0
ahol 4, anulladik momentum. Vegyiik észre, ez egyenld b —a -val, ha a sulyfiiggvény 1.

19.2.2 Tétel, Gauss-kvadratura hibaformulaja

Legyen feC 2"Jrz[a,b] és G,(f)= Z a, f (%), ahol az alappontok p,.,(x) gyokei. Akkor
k=0

fem2ap (

1(f)=G,(f)= 12!

Pusl> Pust ) (19.2)

itt p,,,(x) 1-féegyiitthatos ortogondlis polinom.

Bizonyitds. Hermite-Fejér interpoldciébdl (amikor az interpoldciéban a fiiggvényértékek és az elsd
derivaltak vesznek részt) kapjuk a kovetkezd hiba-eldallitast:

A (S 2 2 2
fx)=H,,,(x) +(2n—+2)’:(x—x0) (x=x) ... (x=x,)".
=P ()
Innen az integrélds kozépérték-tételének alkalmazasival
b (2n+2)
f (&)
I(F)=G,(f) = [ pr, () a(x)dx

nyerjiik az allitast, mert H, , (x)-re a Gauss-kvadratdra pontos. m

Megadunk néhdny 1-féegyiitthats ortogonalis polinomot:

Név [a,b] o(x) Ho %1 B, Po | P Pa
Legendre | [-11] 1 2 0 n?l(4n* -1y | 1 X x*—1/3
1 1/4, de
Csebisev | [-11] . V4 0 B=1/2 1 x x> —1/2
Laguerre | [0,0°] e 1 2n+1 n’ 1| x—1 | x*>—4x+2

Hermite | [—oo,00] e Jz 0 n/2 1 X x*=1/2
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19.3. Példak

L -1/2
1. Harom-pontos Gauss-Csebisev kvadratiraval kozelitjiik a I(l—xz) e “dx integralt. Becsiiljiik
-1
meg a hibat!
Megoldds. A hirom-pontos kvadratirdndl n=2, ezt alkalmazzuk a (19.2) formuldndl: M, =e és
mivel 1-féegyiitthatés polinomoknak kell szerepelni, emiatt p;(x) =715(x)/4. Igy a hiba kisebb, mint
e-(T;,15)/(16-6") = exr /(32-720) , mert (13,73) =7x/2, (14sd a 7.4 feladatot).
2. Készitsiik el a két-pontos Gauss-Hermite kvadratira sulyait! Ellendrizziik, hogy az igy kapott
kvadratira legfeljebb harmadfoku polinomokra pontos!
Megoldds. A két-pontos kvadratirdndl a mdsodfokd Hermite-polinom gyodkei —x, =x; =212 fgy
ap = - Mexp(—x2 )dx:xl—’uo =U,/2, mert az elséfoku tag integrdlja zérus, 1évén az
= (Xp —X) 2x
integrandus pdratlan fiiggvény. Hasonldan addédik, hogy a, =a,. A kapott kvadaratira pontos az 1
fiiggvényre, mert az eredmény i, . Az x és X’ fliggvényre is pontos, mert a két tag a gyokhelyeken a
pératlansdg miatt kiejti egymast. gy mar csak azt kell igazolunk, hogy a pontossdg a masodfoku x?
polinomra is teljesiil. Ennek az integrélja a (9.8) formula alapjan nem mas mint ( p,, p,)= 5, (po. Po) >

ami az el6zd oldalon lathatd tdbldzat szerint egyenld ,/2-vel. A Gauss-Hermite kvadratira

eredménye pedig %(% + %) , tehat igaz az egyezés.

3. Hatdrozzuk meg a kovetkezd integral értékét:

Jl‘ (2x2 + x)dx
-1 \/l—xz

Megoldds. A szamldloban szerepld polinomot eldéllitjuk az elsé hdrom Csebisev polinom linedris
kombindciéjaként:  2x* +x=c,Ty +¢,T; +c,T,. Ezt felhaszndlva az integrilunk igy is
irhato: (T, co Ty + o1, + ¢, Ty ) = ¢ (T, Ty) =cor . Az elsé hdrom Csebisev polinom egyiitthatéival a

kovetkezd linedris egyenletrendszert {rhatjuk fel (9.5) alapjan:

1 0 -1][¢,] [0
2 ¢ 2

amibdl ¢, =1, tehat az integral értéke 7 .
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20. Kd6zonséges differencialegyenletek

20.1. Alapfogalmak
Az
Fx, .9,y s y™)=0 (20.1)

alaku egyenletet kozonséges differencidlegyenletnek nevezziik, ahol keresendd az y = y(x) fiiggvény,
mely a fenti kifejezésben derivéltjaival egyiitt szerepel. Ha y m -szer differencidlhaté [0,1]-ben és
kielégiti (20.1)-et, akkor y egy megoldds. Ismeretes, a differencidlegyenleteknek sok megolddsuk
van. A megoldast ugy tudjuk egyértelmiivé tenni, hogy a peremen még feltételeket tesziink a fiiggvény
vagy derivaltjainak értékére. Ha ezen feltételek mindegyike a kezdOpontban (&ltaldnosabban
fogalmazva: csak egy pontban) van megadva, akkor kezdetiérték feladatrol beszélink, ha pedig tobb
ponthoz kapcsolédnak a feltételek, akkor peremérték feladatunk van.

A differencidlegyenlet linedris, ha y és derivéltjainak linedris kombindacidja szerepel (20.1)-ben és a
differencidlegyenlet explicit alakd, ha a legmagasabb derivalt explicit médon kifejezheto:

Y = f( .y, (20.2)

Vil4gos, minden linedris differencidlegyenlet ebbe a kategéridba tartozik, és a gyakorlatban eléforduld
nemlinedris  differencidlegyenletek zome is ilyen. A tovdbbiakban explicit els6rendil
differencidlegyenletek megolddsdnak numerikus kozelitéseivel fogunk foglalkozni, amikor
kezdetiérték feladatrdl van sz6. Ekkor a kezdetiérték feladat

yO0)=y,, Y =f(x,y), xel0,1], (20.3)

ahol f: R* >R, Xy €s y, adottak, és keressiik azt az y:[0,1] > R fiiggvényt, amely felveszi x,-
ban az y, értéket és az egyenletet kielégiti. Az egyszerliség kedvéért szoritkozunk a [0,1]
intervallumra, hiszen tudjuk, az [a,b] intervallum linedris transzformdcidval ide atvihetd. A megoldas
1étezésére és egyértelmiiségére vonatkozik a kovetkezo tétel, melyet bizonyités nélkiil idéziink.

20.1.1 Tétel, a kezdetiérték feladat egyértelmiisége

Ha f folytonos egy (x,y)el[0,1]Xx[c,d] téglin és f a mdsodik vdltozoja szerint eleget tesz a
Lipschitz-feltételnek, azaz létezik L:

|f Gy = FOay)| SLy = yof. Vxe[01], vy, €le.dl, (20.4)
akkor a kezdetiérték feladatnak egyértelmii megolddsa van.

A numerikus eljards sordn a megoldast az x, =nh osztépontokban kozelitjiik, ahol A=1/N és a
numerikus kozelitést x, -ben y, -nel jeldljiik. Természetesen azt szeretnénk, hogy y, minél kozelebb
legyen a pontos értékhez, y(x,)-hez.

20.1.2 Az Euler-médszer

Ez a legegyszeriibb mddszer, amit a differencia-hanyadosbdl szarmaztatunk a kovetkezd kozelitd érték
eldallitasara:

HL = F(53) = Y = (53, (205)
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Példa: y(0)=1, y'=y. Ennek a megolddsa y=e" és (20.5)-b6l y, =(1+h)". Ha n — oo, akkor az
analizisbol tudjuk, hogy y, =(1+h)" =(+x,/n)" — ™.
20.1.3 Definicié, konvergencia
Egy numerikus médszer lokdlisan konvergens az xe<[0,1] pontban, ha h=x/n, x=x, mellett
lim y, = y(x)
n—oo
teljesiil. Ha a médszer konvergens Vxe [0,1] -re, akkor azt mondjuk, a mddszer konvergens.

20.1.4 Definicid, konvergencia-sebesség

Egy konvergens numerikus médszer sebessége p -edrendii, (1< p), ha h=x/n, x=x, mellett M
ugy, hogy az

|y(x) - y,|< MR? (20.6)

hibabecslés teljesiil, ahol M fiiggetlen h-t6l és n-tdl.

20.1.5 Definicio, lokalis hiba v. képlethiba

Ez annak a képletnek a hibdja, amellyel a kovetkezd fiiggvényértéket kozelitjiikk. llyenkor a képletbe
mindeniitt a pontos értéket irjuk. Példaul az Euler-médszernél a

8o = ¥(x) = y(x,) = hf (%, y(xy)), i=12,...,N (20.7)
mennyiségek a lokdlis hibdk vagy képlethibdk.
20.1.6 Definicio, konzisztencia
Ha dp >1 és M konstans gy, hogy
|g)|<MRP*, i=1,2,...N (20.8)
akkor a médszer p -edrendben konzisztens.

A definicié alapjan vilagos, nagyobb p -re pontosabb megoldds varhatd.

20.1.7 Definicié, globalis hiba

Jeldlje a pontos és numerikus megoldés eltérését
e =y(x)—y;, i=L2,...N, h=1/N, x;,=ih. (20.9)

Az e; mennyiségeket globdlis hibdnak nevezziik.

20.1.8 Definicid, stabilitas
A numerikus mddszer stabil, ha van olyan K konstans, amellyel
|el.|s1([|eo|+2\gj\], i=1,2...,N (20.10)
j=1

teljesiil, vagyis a globdlis hiba feliilrdl becsiilhetd a lokalis hibak abszolit 6sszegével.
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20.1.9 Tétel, numerikus modszer konvergenciaja
Ha egy numerikus modszer stabil és p -edrendben konzisztens, akkor p -edrendben konvergens.

Bizonyitds. Ha x=0, akkor a tétel igaz. Ha xe (0,1], legyen h=x/n, x, =x Vn-re. El6szor a
stabilitds, majd a konzisztencia definicidjit felhaszndlva

Jer] < K(|eo| +i‘£’j‘} S Kzn:ChPH <
=1 =1

l:
< Kenh?*' < Ke(nh)h? < (Ke)h?,

ahol ¢, = y(x,) —y, =0. Ezzel p -edrendii konvergencia-sebességre jutottunk. |

20.2. Az Euler-modszer vizsgalata

Latjuk, az Euler-mddszerre a konzisztencidt és stabilitdst kéne megmutatni ahhoz, hogy a
konvergenciat igazoljuk.

20.2.1 Tétel, konzisztencia

Az Euler-mddszer elsérendben konzisztens, vagyis gl-=0(h2) teljesiil, ha a megoldds kétszer
folytonosan differencidlhato.

Bizonyitds. Tekintsiik a lokdlis hibét az i -edik pontban és y(x;,,) -et fejtsiik sorba az x; hely koriil:

8i = Y(xi) = y(x) = hf (x;, y(x;)) =

’ hz ” ’
= y(x;) +hy (xi)+5y (&)= y(x)—hy'(x;),

emiatt
h o
|gi| :Eb’ (gi)| S”)’ ”C,QE,
tehdt p+1=2, p=1, elsérendii a konzisztencia. [
20.2.2 Tétel

Az Euler-modszer stabil, ha f eleget tesz a mdsodik vdltozdja szerint a Lipschitz-feltételnek.

Bizonyitds. Vegyiik az i-edik pontban a lokélis hiba képletét, a médszer képletét és vonjuk ki dket
egymasbol:

V(xi41) = y(x5) + hf (x, y()) + g; /1(+)
Yisr = Vi T f (X3, ;) /(=)
€ =€ +hlLf(x, y(x))— f(x, )]+ 8;
Mivel f eleget tesz a Lipschitz-feltételnek:
leca| <le:|+ | f (v () = £ (vl + |8 e | (1+AL) +] g, -

Fejtsiik vissza a rekurziot e, -ig:
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el <leif (1 AL) + || < (e | (14 ALY +| g,y [} (1+ AL) + g, | <
<(1+hL) [ey |+ (14 hL)| gy |+ || < (1+RL) " eo| + > (1+ ALY ™ |, .

ebbdl megkapjuk a kivant becslést, ha felhasznaljuk az (1+ hL)j <e =" <ot reldciot:

i i
|el-+1|SeL|eo|+zeL|gk|=eL[|eo|+2|gk|} .
k=0

k=0

A tovabbiakban ratériink néhany fontosabb mddszercsalad rovid ismertetésére.

20.3. Taylor-polinomos modszerek

Az Euler-médszer nem egyéb, minthogy vessziik a fiiggvény elséfoku Taylor-polinomjat x, koriil és

annak segitségével 1épiink a kovetkezd pontba. Ebbdl az otletbdl kiindulva készithetiink
magasabbrendli médszereket is. A kovetkezd mddszert m -edrendii Taylor-polinomos mddszernek
nevezziik:

Vo =V, + Y () +. .+ Y™ (x )™ Im!, n=0,1,...,N. (20.11)

Fontos kérdés, egydltalan kiszdmithatok-e ezek a derivaltak. Ha f elegendden sokszor diffe-

rencidlhatd, ennek elvi akadélya nincs. Sokszor azonban stilyos gyakorlati nehézség, hogy a derivaltak
nagyon hosszi, nehezen kezelhetd formuldkat eredményeznek. A konstrukciobdl lathats, m -
edrendben konzisztens médszerre vezet a fenti eljaras.

20.4. Runge-Kutta modszerek

Ezek a Taylor-polinomos médszerek fenti nehézségét kiiszobolik ki: nem kell magasrendt derivéltakat
szdmolni, a magasabb konzisztencia-rend rekurziv fiiggvényhivdasokkal is elérheto. Az altalanos alak:

kl = f(-xn’yn)y
: (20.12)

j-1
kj=f(x,+ha;,y,+hY byk), j=12,....s,
=1

N
Yn1 = Y +hzcjkj
j=1
Az elbre kiszamolt ai,bij,
mélysége, mas szdval: az egy 1épés megtételéhez sziikséges fliggvényhivasok szdma. A kovetkezd, tn.
modositott Euler-modszer Runge-t0l szarmazik:

kl :f(xnayn)a
ky=f(x,+h/2,y,+(h/2)k), (20.13)
Y1 = Ya +hk2'

¢; paraméterek hatdrozzak meg a konkrét modszert. Az s szdm a rekurzi

Derivéldssal megmutathatd, hogy mdsodrendben konzisztens. Hasonl6képp mdsodrendil a kovetkezd
Runge-Kutta mddszer, amelyet az egyszeriisége miatt egy sorban frunk fel:

h
Yns1 = Vn +5[f(x"’ V) + F s Y + B (%, ¥,))]- (20.14)
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Az igen népszerii negyedrendli Runge-Kutta mddszer negyedrendben konzisztens és stabil, vagyis
negyedrendii konvergens médszer:

klzf('xn9yn)7
ky=f(x,+h/2,y,+hk/2),
ky=f(x,+h/2,y, +hk,/2), (20.15)

ky=f(x,+hy, +hks),

A Runge-Kutta médszerek lokalis hibdja:

8y =y(x,) = y(x,.)—h) cik(x, . y(x,_).h), n=1....N, (20.16)
j=1
ahol k j (x,_1,¥(x,_;),h) azt jelenti, hogy a k j sorozatot a pontos v(x,_;) értékkel inditva szdmoljuk

végig. Egy adott rend eléréséhez a lokdlis hibat sorbafejtjiik és a paramétereket igy valasztjuk, hogy a
tagok minél magasabb rendig eltlinjenek.

20.5. Linearis tobblépéses modszerek

Ezek is az Euler-mddszer altaldnositdsanak tekinthetdk. Az s -1épéses mddszer altalanos alakja:
S S
z Qi = hz Bifisir Jiok = Kiaies Yiwt) (20.17)
k=0 k=0

ahol ¢, B, k=0,1,...,s adottak, ¢, =1 valamint |0(0| +| By # 0| teljesiil. Példaul az Euler-mddszerre
s=1L ay=-1, og=1, B,=1, B, =0. A mddszer inditdsdhoz az y, értékén til kellenek még az
Vs Vase-s ¥y Crtékek. Ha B, =0, akkor a médszer explicit és konnyen szamolhaté. Ha S, #0, akkor
a modszer implicit és a kovetkezd y,,, érték az ad6dé nemlinedris egyenletbdl szamitandS. Vegyiik
észre, az explicit médszernél minden 1épésben egy 4j f(x,y) tipusu fiiggvény-kiértékelés kell, (mivel
a tobbi mar kordbbrdl megvan), ugyanakkor az implicit médszernél még ligyes esetben is legaldbb 2-3
kiértékelésre sziikség van. A mondottakat két egyszerli példan szemléltejiik.

Kozéppontszabadly. Explicit, 2-1épéses mddszer, a centrélis differenciahdnyadosb6l szarmaztathato:

yn+1:yn—1+2hfn’ n:1a2a~~-’N (2018)

tehat o,=-1, o =0, o, =1, ,=0, f,=-2, 5,=0. Bebizonyithats, hogy a mddszer
masodrendben konzisztens és stabil, ha f a mdsodik véaltoz6jaban eleget tesz a Lipschitz-feltételnek.
A kozéppontszabdly inditdsdhoz legaldbb mdsodrendiien pontos y, értéket kell elddllitani, amit
megtehetiink valamely Runge-Kutta vagy Taylor-polinomos moédszerrel, kiilonben a mdasodrendi
konvergencia nem lesz igaz.

Trapézszabdly. Ez implicit médszer. Ugy szarmaztathat6, hogy a differencidlegyenletet atirjuk integral
alakba és a jobb oldalon keletkezd integralt a trapézmddszerrel kozelitjiik:

h
yn+1=yn+5(fn+fn+1), n=0,1,...,N-1. (20.19)

igy s=1, ay=-1, o =1, B, = =1/2. Itt a kdvetkez6 pont elddllitdsdhoz meg kell oldanunk y-ra
az

Y=y, +%(fn + f(x, +h,y))=F(y)
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fixpont egyenletet. F(y) az &ltaldnos feltételiink alapjan eleget tesz a Lipschitz-feltételnek AL/2
allandoval, igy F(y) kontrakcid, ha h <2/L. Célszerli formdja az iteracidnak:

y,? =Y, Hhf,, kezdd6érték az Euler-moédszerbol

K+l _ (20.20)

h
yn+1 _yn +E(fn +f('xn+]9yr]f+])9 kZO

k+1

Ledllds: ha |y<i -y |

<é&(l—gq), ahol ¢ a konvergencia-tényezd és € a kivant hibakorlat.

A trapézmddszer masodrendben konzisztens és stabil, ha f e Cz([O,l]xR) és h<1/L, tehat ekkor
masodrendii konvergencidra szdmithatunk.

Tovabbi tobblépéses mddszereket a zart vagy a jobbrdl nyilt kvadratira-formuldk segitségével lehet
szarmaztatni.

20.6. Aszimptotikus stabilitas

A gyakorlati szdmitdsok szempontjdbol nem elegendd, ha egy médszer konzisztens és stabil. A kezdeti
hiba ( - ha y, is hibdval terhelt, -) tovédbbterjedése szempontjdbdl fontos egy tovdbbi stabilitdsi

tulajdonsag. Egy differencidlegyenlet-megoldé numerikus médszer aszimptotikusan stabil, ha az
yO) =1 Y(x)=gy(x), <0 (20.21)

tesztfeladatra alkalmazva a kapott numerikus kozelitések sorozatdra minden />0 lépéskoz esetén
fennéll y, — 0, ha n — o . Ezt a stabilitdsi fogalmat a szakirodalom gyakran A,-stabilitdsnak nevezi.

A tesztfeladat megolddsa x novekedésével zérushoz tart: y(x)=e%* —0, x —> oo, mivel ¢ negativ.

Igy a definicié azt kiveteli a modszertél, hogy a 1épéskoztdl fiiggetleniil a numerikus megoldds is
tartsa meg ezt a lecsengd jelleget. Kimutathatd, az Euler-mddszer nem aszimptotikusan stabil, de a
trapézmddszer az.



