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Abstrakt

Téato préaca sa zaobera hl'adanim koreriov holomorfnych funkcii. V prvej ¢asti prace pri-
pomenieme niektoré pojmy z komplexnej analyzy, ktoré budt v praci ¢asto pouzivané.
Potom sa zameriame na zndme vety z komplexnej analyzy, tykajtice sa koreriov holo-
morfnych funkcii. Z tychto viet bude v druhej ¢asti prace dolezity dosledok Reziduovej
vety. Prva cCast’ prace taktiez obsahuje niektoré dokazy Zakladnej vety algebry. Druha
Cast’ prace popisuje metédy hl'adania koretiov holomorfnych funkcii - metédu Newto-
novych sim a metédu zaloZent na formdlnych ortogondlnych polynémoch.

Kruéové slova: korene holomorfnej funkcie, reziduum, Reziduova veta, Zdkladna veta
algebry, Newtonove sumy, formélny ortogonalny polyném

Abstract

This thesis deals with the locating zeros of holomorfic functions. In the first part of the-
sis some concepts of complex analysis are mentioned, which will be frequently used in
this thesis. Then, we devote to known theorems of complex analysis relating to zeros of
holomorfic functions. From these theorems will be important the consequence of Residue
theorem, but it will be shown in the second part of thesis. The first part of thesis also con-
tains some proofs of Fundamental theorem of algebra. The second part of thesis describes
methods for locating zeros of analytic functions - method of Newton sums and method
based on formal orthogonal polynomials.

Keywords: zeros of holomorfic function, residue, Residue theorem, Fundamental theo-
rem of algebra, Newton sums, formal orthogonal polynomial
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1 UvoD

1 Uvod

Této praca je zamerana na hl'adanie koreniov analytickej (holomorfnej) funkcie, ktoré le-
Zia vo vnutri istej krivky.

Prva kapitola obsahuje prehl'ad pojmov z komplexnej analyzy, ktoré st potrebné pre for-
muléciu d’alsich viet, ktoré st obsiahnuté v d’alsich kapitoldch. Druha kapitola je veno-
vand vlastnostiam koreriov komplexnych funkcii. Obsahuje zndme vety spolu z dokazmi
z komplexnej analyzy, ktoré ¢astokrat v realnom obore neplatia. Na dosledkoch zndmej
Reziduovej vety st potom zaloZené metddy hl'adania koretiov komplexnych funkcii, po-
pisané v poslednych dvoch kapitoldch. Tretia kapitola obsahuje dokazy Zakladnej vety
algebry, vyuZzivajtce tvrdenia z predchadzajtcej kapitoly.

Posledné dve kapitoly predstavuja met6dy hl'adania koreriov holomornych funkcii vo
vnutri danej krivky. Prva metéda je zaloZzena na Newtonovych vzorcoch, ktoré vyuZzi-
vaja sttty mocnin vSetkych koretiov vo vnitri uvazovanej krivky. Druhd metdda je za-
loZena na formalnych ortogondlnych polynémoch. Tieto polynémy st istym spdsobom
kolmé na vsetky polynémy nizsieho stupnia. Korene formalneho ortogondlneho poly-
nému stupnia n, kde n je pocet navzdjom ré6znych koreniov uvazovanej funkcie f vo vnutri
danej krivky, budt potom rovnaké ako korene f.

Posledné dve kapitoly obsahujt tieZ numerické vysledky a porovnanie oboch metéd.
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2 Prehlad pojmov z komplexnej analyzy

Predtym, ako za¢neme rozoberat’ problematiku hl'adania koreriov analytickych (holo-
morfnych) funkcii, pripometime si niektoré zo zdkladnych pojmov ¢i viet z komplexnej
analyzy. Omnoho viac najdeme v [1].

Definicia 2.1. MnozZinu C, definujeme

Coo := CU{o0}.
Poznamka 2.2. Existuje vzdjomne jednoznaény vzt'ah medzi bodmi R? a bodmi C:

(z,y) <> = +1iy.
Definicia 2.3. Okolim bodu z, € C resp. oo s polomerom e € R budeme rozumiet’ mnoZinu

U(zo,e) ={2€C:|z— 2| <ce}
resp. mnoZinu
U(co,e) :={z€C:|z| > é} U {o0}.
Prstencovym okolim bodu z € C, s polomerom e € RT rozumieme mnoZinu
P(z,e) :=Ul(z,¢)\ {z}.

Pokial nezdlezi na konkrétnej hodnote e, piseme U (z) resp. P(z).

Definicia 2.4. (Hromadnij bod)
Nech M C Cu. Bod z € C nazveme hromadnym bodom mnoZiny M, pokial v kaZdom jeho
okoli leZi nekonecne mnoho bodov mnozZiny M.

Pozndmka 2.5. Pripomernime, Ze z € C, je hromadnym bodom mnoziny M C C, prave
vtedy ked’ existuje postupnost’ (z,) v M \ {z} takd, ze z, — z.

Definicia 2.6. Nech f : C — C. Funkciu
u:R? = Rresp.v:R? - R
definovanii predpisom
u(z,y) = Re f(x + iy) resp. v(z,y) :=Im f(x + iy)

nazyvame redlnou resp. imagindrnou cast'ou funkcie f.
Skutocnost’, Ze w resp. v je redlnou resp. imagindrnou cast'ou funkcie f budeme zapisovat’ sym-
bolom

f=u-+1v.
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Definicia 2.7. Hovorime, Ze funkcia f : Coo — Coo md v bode zy € Co limitu a € Cy, a piseme
Zlg]go (z) = a, pokial plati implikdcia

20 # zn — 20 = f(zn) = a
(to znamend, Ze pre kaZdii postupnost’ (zy,) taki, Ze zo # zn, — 2o, plati, Ze f(z,) — a).

Definicia 2.8. Hovorime, Ze funkcia f : Coo — C je spojitd v bode zy € Co, pokial plati

lim £(2) = f(z0).

Z—rZ20
Hovorime, Ze funkcia f je spojitd na mnoZine M C Cq, pokial plati pre kazdé zy € M implikdcia

T S (R !

Hovorime, Ze funkcia f je spojitd, pokial’ je spojitd na svojom definicnom obore.

Definicia 2.9. Funkcia f : R — Co, md v bode tg € R limitu a € Cy a pisme tli_>11t1 flt) =aq,
0

pokial plati
to 7’5 tn, — to (U R) = f(tn) — a.

Funkcia f je spojitd v bode to € R, pokial plati
lim f(t) = f(to)-

t—to

Funkcia f je spojitd na mnoZine M C R, pokial’ pre kazdé ty € M plati

th, > 1
Vn € N: tnOeM }:>f(tn) — f(to).

Funkcia f je spojitd, pokial je spojitd na svojom defini¢nom obore.
Definicia 2.10. Krivka v C, (resp. v C) je spojitd komplexnd funkcia redlnej premennej
v:I—Cysx (resp.v:1— C),
kde I = D., C R je interval. MnoZinu
() = (0) = {3(t) st € T} € Cuc

nazyvame geometrickyym obrazom krivky . (Poznamenajme, Ze rozne krivky mozu mat’ rov-
naké geometrické obrazy).

Krivku ~ : I — Cy nazyvame
e jednoduchou, pokial y je prosté na I

e uzatvorenou, pokial' I = (a,b) (a,b € R; a < b) a naviac y(a) = v(b),
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e jednoduchou uzatvorenou, pokial' ~ : (a,b) — C je uzatvorend a plati

Vi, to € <a,b> : [0 < ‘tl —t2’ <b—a= ’y(tl) 7é ’y(tg)].

Pokial' I = (a,b), bod ~(a) nazjvame pociatocnym bodom a bod ~(b) nazyvame koncoviym bodom
krivky .

Krivku opacne orientovanii ku krivke v : I — Co, rozumieme krivku
—v:J 5 Csx, kdeJ={tecR:—tel} a (—)(t):=~(-1).
Pozndmka 2.11. Krivku v : R — C mdZme pisat’ v tvare
¥ =7 +172,
kde v1,72: R = R.

Definicia 2.12. Derivdiciou krivky ~ v intervale (a,b) rozumieme funkciu g : (a,b) — C defino-
vani predpisom

) =7@) +ivs(t), t € (a,b);
b) = (1) (b) +i(y2)-(b), t=0.

Pokial’ je takto definovand derivdcia spojitd v intervale (a, b), hovorime, Ze krivka ~ je reguldrna.
Krivka ~ sa nazyjva po Castiach reguldrna, pokial existuje delenie

D:a=ty<ti <..<t,=b
intervalu (a, b) také, Ze pre kazdé i € {1, ...,n} je krivka
Vi =Vt 1)
reguldrna.

Poznamka 2.13. Dizkou krivky 7 : (a,b) — C budeme rozumiet f: |9/ (t)] dt.

Dohoda 2.14. Pokial nebude povedané inak, d’alej v texte pojem krivka bude znamenat’
vzdy po Castiach reguldrna krivka.

Definicia 2.15.
o Uzdver mnoZiny M C C, je mnoZina

M :={z € Cw : existuje postupnost’ (z,) C M takd, Ze z, — z}.

o MnoZiny A, B C Cy, nazyvame oddelenymi, pokial plati

ANB=0ANANB=0.
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e MnoZina M C C sa nazyjva suivisld, pokial ju nejde napisat ako zjednotenie dvoch ne-
prdzdnych oddelentyjch mnoZin. Tzn.

M=AUB

AnNB=0, AnB=10 }:[A:(MB:@]'

Definicia 2.16. MnoZina 2 C C sa nazyjva oblast’, pokial siicasne plati
(i) 2 je otvorend mnoZina (tzn. s kaZdym bodom obsahuje aj okolie tohoto bodu,),
(ii) Q) je siivisld mnoZina (v pripade otvorenej mnoZiny to znamend, Ze kazdé dva body v €2 je
mozno spojit’ krivkou v Q).
Definicia 2.17. Nech M C C. MnoZinu K C M nazjvame komponentou mnozZiny M,
pokial’ siicasne plati
(i) K je suvisld mnoZina,
(ii) pokial K C M je siivisld mnoZina takd, Ze K C K, potom K = K.
Definicia 2.18. Oblast’ Q C C, takd, Ze mnoZina C, \ Q md prdve n roznych komponent, sa

nazyjova n-ndsobne stivisld oblast’. V pripade n = 1, sa oblast’ Q nazjva jednoducho siivisld
oblast’.

Definicia 2.19. Nech f : C — C.
Derivdiciu funkcie f v bode zy € C definujeme ako

ak existuje limita vpravo a je konecnd.

Hovorime, Ze funkcia f je holomorfnd na otvorenej mnoZine QQ C C, ak f'(z) existuje pre
kazdé z € Q.

Hovorime, Ze funkcia f je holomorfnd v bode z, € C, ak je holomorfnd na nejakom okoli bodu
Z0.

Pozndmka 2.20. Existencia derivacie funkcie f v nejakom bode 2, nie je to isté ako holo-
morfnost funkcie f v bode zp. Napriklad funkcia f(z) = |z|?> ma derivaciu v bode 2y = 0
(ma derivéciu len v bode zy = 0), ale nie je v bode zp holomorfna.

Veta 2.21. Funkcia f = u + iv md v bode zy = xq + iyo deriviciu prdve vtedy, pokial platia
nasledujiice podmienky:

(i) wa v su diferencovatel'né v bode (o, yo),

(ii) wa v spliiujii v bode (xo,yo) Cauchy-Riemannove podmienky:

ou(zxo, yo) _ 0v(xo, Yo)

ox 0y
ou(zxo, yo) _ ov(xo, yo)
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Pokial’ f'(zo) existuje, potom plati

/ _ au($07y0) OU(»’UOvyO) _ av(xOJyO) _ ‘au(:I;anO)
Jz0) = or ' or dy ! oy

Veta 2.22. Nech f = u + iv je holomorfnd na oblasti Q@ C C. Potom pre vsetky (x,y) € Q plati:
(i) wa v majii v bode (x,y) spojité vSetky parcidlne derivdcie aZ do druhého rddu vrdtane,
(ii)

Pule,y) | Pulay) _,_ Polay) | Polay)

Aufz,y) = Ox? Oy? 0x? Oy?

=: Av(z,y).

(Pokial’ funkcie w, v splriujii vyssie uvedené podmienky, budeme hovorit’, Ze u,v sii harmonické
na §.)

Definicia 2.23. Nech funkcia f je holomorfnd v bode zo € C a nech p € N. Hovorime, Ze z je
p-ndsobnym koreriom funkce f, ak plati

f(20) = f'(20) = f"(20) = .. = f77D(20) = 0 # f)(20).
Priklad 2.24. Majme funkciu f definovana predpisom
f(z) =z —sinz.

Bod zp = 0 je 3—ndsobny koreni funkcie f, pretoze f(0) = f'(0) = f”(0) =0a
17(0) = cos0 =1 #0.

Veta 2.25. (Jordanova)
Nech ~ je jednoduchd uzatvorend krivka v C. Potom

Coo \ (7) = Q1 U Qy,

kde €2y a Qq sii dve disjunktné, neprdzdne a jednoducho siivislé oblasti, ktoryjch spolocnou hrani-
cou je (7y).

Tii z oblasti 0y, Qg, ktord neobsahuje oo, budeme nazyjvat’ vniitrom krivky ~v a budeme zna-
¢it’ int v, a tii, ktord obsahuje oo, budeme nazjvat’ vonkajsok krivky -~y a budeme znacit’ ext .

Definicia 2.26. Nech funkcia f = u+iv : R — C je spojitd na intervale (a,b) (a,b € R; a < b).

Potom definujeme
b b b
/f(t)dt :dif'/ u(t)dt—l—i/ u(t) dt.

Pozndmka 2.27. Predchadzajica definicia funguje aj pre po castiach spojitt funkciu f.



2 PREHLAD POJMOV Z KOMPLEXNEJ ANALYZY

Definicia 2.28. (Krivkovyj integrdl) )
Nech~ : {(a,b) — Cjekrivkaa f : C — C je spojitd na (7). Integrdl z funkcie f pozdlZ krivky
7y definujeme rovnost'ou

b
/ﬂwmﬁiffwmwwMt
vy a

Veta 2.29. Nech v : (a,b) — C je krivka a nech funkcia f : C — C je spojitd na (v). Plati:
[ e
.

b b
/fwmwwﬂs/vmwmwmwg

< dizka(y) max |f(2)].

z€(7)

Dékaz.

[y £(2)dz

b b
s/mwv@wﬂM&:mwvvawmm:mmU@mmmw
a 2€() ZE(y) a Z€E(y)
—_——

—_———
konst. dizka (v)

O

Poznamka 2.30. V dokaze predchddzajtcej vety 2.29 vyuzivame skutocnost’, Ze pokial
g : R — Cje spojitd (a,b) C R, potom plati

Lﬁwﬂslhww. @1)

Pre g : R — Rje nerovnost’ (2.1) dobre zndma. UkdZeme si, Ze nerovnost’ (2.1) plati aj pre
g:R—C.
Definujme I := ff g(t) dt € C. Potom plati

112 :I-I:I/bg(t)dt:/blg(t)dt=/bRe (79(#)) dt <

b b b b
s/ﬂwmz/umwazm/wwwzm/www,

z ¢oho plynie dokazovana nerovnost'.

Veta 2.31. (Cauchyho integrdilne vzorce)
Nech ~ je jednoduchd uzatvorend kladne orientovand krivka v C a nech funkcia f : C — C je
holomorfnd na Q = int vy a spojitd na Q@ = QU (v). Potom pre kazdé zy € Q plati

_ 1 (2)
Flz0) = 5 ; z—izodz’

Naviac, pokial je n € N, existuje f(™)(z) pre kaZdé zy € Q a plati
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Definicia 2.32. Mocninnou radou o strede zy € C nazijvame funkcni radu v tvare
[e.o]
ap+a1(z — 20) + as(z — 2)? + ... = Zan (z —20)",
n=0

kde ag, ai, as, ... si komplexné ¢isla.

Veta 2.33. (O rozvoji holomorfnej funkcie do Taylorovej rady)
Nech funkcia f je holomorfnd na okoli U(zo, R), kde zy € Ca R € (0, 4+00) U {+0o0}.

Potom existuje prdve jedna mocninnd rada (Taylorova rada) > a, (z — z0)" tak, Ze pre kazdé

n=0
z € U(zo, R) plati

[e.e]

f(z) = Zan (z —20)".

n=0

Pokial’ je p také I'ubovol'né redlne Cislo, Ze 0 < p < R, potom pre koeficienty Taylorovho rozvoja

funkcie f plati, Ze
(=) 1 /()
— SRR (A S — P
I8 ’

- s Zo)n—i-l

a -
" n! 271

kde '
Y(t) := 20 + pe', t € (0, 27).

Definicia 2.34. Laurentovou radou o strede zy € C nazyjvame radu v tvare

[e.o]

Z an (2 — ZO)n ) (2.2)

n=—oo

kde ...,a_2,a_1,a9,a1,as, ... su komplexné ¢isla (koeficienty Laurentovej rady).

Mocninnii radu
oo

Z an (2 — 20)"
n=0

budeme nazyvat’ reguldrnou ¢ast’'ou Laurentovej rady (2.2) a funkénii radu

00 L 00 . 1
;a—n (Z_ZO) —Z _n(Z—Zo)n

n=1

hlavnou ¢ast’ou Laurentovej rady (2.2).

Laurentova rada (2.2) konverguje na mnozine () C C, pokial konverguje na € jej requldrna aj
hlavnd cast'. V takom pripade potom funkciu f definovanii na Q predpisom f(z) := f1(z)+ f2(2),
kde fy resp. fa je suictom regquldrnej resp. hlavnej casti Laurentovej rady (2.2), nazyjvame stictom
Laurentovej rady (2.2).
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Veta 2.35. (O rozvoji holomorfnej funkcie do Laurentovej rady)
Nech je funkcia f holomorfnd na medzikruzi P(zo,r,R) := {z € C : r < |z — 29| < R}, kde
20 €Cal<r<R<+oo.

Potom existuje prdave jedna Laurentova rada ., ay, (z — z0)" tak, Ze pre kazdé z € P(zo,r, R)
n=-—0oo

plati

oo

flz)= Z an (z —20)" .

n=—oo

Pokial’ je p také 'ubovol'né redlne Cislo, Ze r < p < R, potom pre koeficienty Laurentovho rozvoja

funkcie f plati, Ze
an = 2L / % dZ,
T Jy (2 = 20)

Y(t) ==z + pe', t € (0,27).

kde

Definicia 2.36. Izolovanou singularitou funkcie f nazveme taky bod zo € C, pre ktory sii
splnené podmienky:

e funkcia f nie je holomorfnd v bode 2,
e existuje prstencové okoli P(z), kde je funkcia f holomorfnd.

Pokial’ je bod z izolovanou singularitou funkcie f, existuje kladné redlne ¢islo R také, Ze f je ho-
lomorfnd na P(zy, R) = P(z0,0, R) a preto funkciu f u na tomto okolf rozviniit’ do Laurentovej
rady (vid" vetu 2.35). To znamend, Ze pre vsetky z € P(zo, R) plati

[e.9]

f(z) = Z an (z — 20)" .

Podl'a poctu nenulovijch koeficientov Laurentovej rady rozliSujeme 3 typy singularit:

(1) v pripade, Ze vsetky koeficienty hlavnej Casti Laurentovej rady su nulové (tzn. Vn € N :
a_pn = 0), bod zy nazveme odstrdanitel'nou singularitou funkcie f,

(2) v pripade, Ze existuje aspoti jeden ale najviac konecne mnoho nenulovyjch koeficientov hlavnej
Casti Laurentovej rady (tzn. existuje n € N tak, Ze a_,, # 0 a pre kazdé k € N,k > n, je
a_y = 0), bod zy nazveme polom (ndsobnosti n) funkcie f (pol ndsobnosti 1 nazyvame
tiez jednoduchy pol),

(3) v pripade, Ze existuje nekonecne mnoho nenulovych koeficientov hlavnej casti Laurentovej
rady, bod zy nazveme podstatnou singularitou funkcie f.

Veta 2.37. Nech zy € C je izolovand singularita funkcie f. Potom plati:

(i) zo je odstranitel nou singularitou funkcie f prdve vtedy, ked’

lim f(z) € C,

Z—r20
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2 PREHLAD POJMOV Z KOMPLEXNEJ ANALYZY

(ii) zq je polom funkcie f (resp. pélom ndsobnosti n funkcie f) prdave vtedy, ked’

Jig f(z) = o0
(resp. ked’ Zli_}n;()[(z —20)" f(z)] € C\ {0}>7

(iii) zq je podstatnou singularitou funkcie f prdve vtedy, ked 1i_>m f (=) neexistuje.
2—20

Definicia 2.38. Nech zy € C izolovand singularita funkcie f a

o0

Z an(z — 20)"

n=—oo

Laurenov rozvoj funkcie f na nejakom prstencovom okoli bodu zy. Cislo a_1 nazveme reziduum
funkcie f v bode zy a oznacujeme res f(zg), resp. res f(z).
zZ=z0

Pozndmka 2.39. Pre a_; koeficient Laurentovho rozvoja funkcie f podl'a vety 2.35 plati

a_y = zlm/f(z) dz.
gl

Veta 2.40. Plati:
(i) Ak je funkcia f holomorfnd v bode zy € C a funkcia g md v bode z, jednoduchy pél, potom

Tes (f(2)g(2)) = f(z0) res g(2).
(i) Ak je bod zy € C pélom ndsobnosti k funkcie f, potom
1 ) dk:fl %
:ﬁﬂ@—w_m£g<@kﬂﬂ@@m>>
(iii) Ak si funkcie f, g holomorfné v bode zo € C a ak je bod zq jednondsobniym koreriom funkcie

g, potom
e (f(z)> _ [f(20)
z=z0 \ g(2) g'(20)

Poznamka 2.41. Specialne, ak je zp € C jednoduchy pél funkcie f, potom z vety 2.40 (ii)
plynie

res f(z) = lim (f(2)(z — 0)).

Z=2z0 Z—20

Veta 2.42. (Reziduovd)

Nech  je jednoduchd uzatvorend kladne orientovand krivka, f : C — C je holomorfnd v

int v\ {21, ..., 2 } a spojitd vint v\ {21, ..., 2 } a nech body z1, ..., z, € int y sui navzdjom rozne
izolované singularity funkcie f. Potom plati:

/f(z) dz = ZWines f(zi).
7 i=1

11



3 VLASTNOSTI KORENOV KOMPLEXNYCH FUNKCII

3 Vlastnosti korernov komplexnych funkcii

Veta 3.1. (O jednoznacnosti holomorfnej funkcie)

Nech Q@ C C je oblast’, f a g su funkcie holomorfné na Q a G C 2 je takd mnoZina, ktord md
hromadny bod v oblasti Q0. Nech f(z) = g(z) pre vsetky z € G. Potom f(z) = g(z) pre vsetky
z €S

Doékaz. Oznatme
h"Z f—g.

Potom h(z) = 0 pre vSetky z € G. Ozna¢me
H:Z {2cQ:h(z) =0} DG,
H :*Z {2z € Q: zje hromadny bod mnoZiny H}.

Z predpokladov vety je zrejme H neprazdna. Taktie plati, e H C H. PretoZe pokial
x € H, potom existuje postupnost’ (z,,) € H \ {z} tak, Ze z, — x. Zo spojitosti funkcie h
potom plynie, ze 0 = h(x,) — h(z), teda h(x) =0, pretoz € H.

Dokédzeme, Ze mnoZina H je uzatvorend v €, tzn. plati
((zn) Cﬁ/\xn—>m€§2) =zeH,

a zéroven otvorend, tzn. plati

(V2o € H)(AU(20)) : U(z0) C H.

e uzatvorenost’
Nech (z,) C H, 2, — z € Q a zvolme ¢ > 0 'ubovolne. Z definicie konvergencie
postupnosti (z,,) k ¢islu § existuje bod z,, tak, Ze x,, € U(m, %)
Bod z,, je hromadny bod mnoziny H. Z definicie hromadného bodu plynie, Ze
U (mno, %) obsahuje nekone¢ne mnoho bodov z mnoZiny H.
Ked'Ze plati
U(xno, %) C U(x,e),

taktiez mnozina U(x,e) musi obsahovat’ nekonetne mnoho bodov mnoziny H.
Vzhl'adom k tomu, Ze € > 0 je zvolené I'ubovolne, v kazdom okoli bodu x lezi
nekone¢ne mnoho bodov mnoZiny H. Preto je x hromadny bod H, tzn. x € H.

e otvorenost’
Pokial z9 € H a U;(zp) C 2, potom podl'a vety 2.33 pre vSetky z € Uy (zp) plati

h(z) = Z an(z — 20)".
n=0

12



3 VLASTNOSTI KORENOV KOMPLEXNYCH FUNKCII

Ukazeme, ze h = 0 na U;(zp).
Sporom predpokladajme, Ze h # 0 na U;(zp). Potom musi existovat’' p € N tak, ze

ap, a1, - ,ap—1 = 0aa, # 0 (2 bude p— nasobny koreri funkcie h), tzn.
hz) = an(z = 20)" = (z = 20)"0(2),
n=p
kde

o0
def. _
o(z) = Z an(z — 20)"7
n=p

je holomorfna a nenulova v bode zj. Odtial plynie, Ze existuje Ua(zp) také, Ze

©(z) # 0 pre vSetky z € Ua(zg). Preto pre vsetky z € Ua(z0) \ {20} je h nenulova.
To je spor, pretoZze zp € H.Preto h(z) =0 pre vietky z € U;(20). Z toho vyplyva, ze
Ul(Z()) C ﬁ .

Oznac¢me
ozn. 17
A: = H,

B:OQLQ\ITI.

Ked'Ze () = AU B je oblast’ (teda stvisld mnoZzina), mnoZiny A a B nemo6Zu byt oddelené
a zéroven neprazdne.
Dokéazeme, ze A, B st oddelené mnoziny, tzn. AN B = () a zéroveri AN B = ().

e ANB =1
Sporom predpokladajme, Ze existuje x tak, ze x € A azaroveti z € B.Pokial z € A,
potom musi existovat’ postupnost’ (z,) C A = H tak, 7e ©,, — = € B C Q. PretoZe

mnoZina H j je uzatvorend v (2, plati Ze x € H.Toj jesporstym,zex € B = Q\ H.
Preto AN B = .

e ANB=1
TaktieZ sporom predpokladajme, Ze existuje « tak, Ze v € A a zaroveiiz € B. Pokial
x € A= H, potom pretoZe H je otvorena, existuje U (z), také e U(x) C H. Pokial
r € B, potom musi existovat’ postupnost’ (z,,) C B = Q\ H taka, 7e x,, — x.Toj je
spor s tym, ze U(z) C H.Preto ANB = {), teda mnoziny A, B st oddelené.

KedZe A = H je neprazdna, potom musi platit' B = €2\ H = (. To viak znamena, Ze
Q = H. Plati N
QO=HCHCAQ.

Teda, 2 = H, ¢im je veta dokdzana. O

13



3 VLASTNOSTI KORENOV KOMPLEXNYCH FUNKCII

Veta 3.2. Nech f : C — C je holomorfnd v oblasti QY a f # 0 v §2. Nech existuje zy € € tak, Ze
f(20) = 0. Potom existuje r € R také, Ze

(Vz € U(z0,7) \ {20}) : f(2) #0.

Dokaz. Bod zy nie hromadnym bodom mnoziny {z € Q : f(z) = 0}, pretoZe pokial by
to hromadny bod bol, z vety o jednoznac¢nosti 3.1 by funkcia f bola nulové na Q. Preto
musi existovat’ d € RT také, ze

(Vz € U(zo,d) \ {z0}) : f(z) #0.
Pokial zvolime r € (0, d) dostaneme tvrdenie vety. O

Veta 3.3. Nech Q) je oblast’, f je holomorfnd na Q, K C 2 je kompaktnd mnoZina a nech f # 0
na ). Potom md funkcia f na mnoZine K konecnyj pocet koreriov.

Dokaz. Sporom predpokladajme, Ze mnoZina
{zeK:f(z)=0} 2K

je nekone¢nd. Potom mnozina K méa hromadny bod v mnozine K C Q (kazd4 nekonetna
podmnozina kompaktu K mé v K hromadny bod). Z vety 3.1 plynie, Ze f(z) = 0 pre
vSetky z € (), ¢o je spor, pretoZe f # 0 na 2. MnoZina K musi byt preto kone¢na. O

Poznamka 3.4. V redlnom obore predchddzajtica veta 3.3 neplati. Napriklad pre funkciu
f : R — R definovand predpisom

f(x)z{ 375 220

0, x>0

(vid’ obr. 3.1), existuje f/(x) na celom R, f # 0 na R a na kompakte (2,3) C R md neko-
necny pocet koretiov.

-10 -5 0 5 10

Obr. 3.1: Funkcia f, ktord ma na kompakte nekone¢ny pocet koretiov
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3 VLASTNOSTI KORENOV KOMPLEXNYCH FUNKCII

Veta 3.5. (Princip argumentu)

Nech Q C C je jednoducho siivisld oblast’, v je jednoduchd uzatvorend kladne orientovand krivka
leziacav Qa f : C — C je holomorfnd v 2 s vynimkou konecne mnoho pélov. Nech si, ..., Sy, m €
N U {0} sii vSetky navzdjom rozne body leZiace v int vy , v ktoryjch md funkcia f pél a pu, ..., Bm
sii prislusné ndsobnosti k tymto pélom. Nech zi, .., zn,n € N U {0} su vSetky navzdjom rozne
korene funkcie f leZiace v int~y a oz, ..., oy, st ich prislusné ndsobnosti. Dalej nech pre vsetky
body z € () plati, Ze funkcia f je nenulovd v tijchto bodoch a ani nemd v tyjchto bodoch pdl.

Potom plati:

L[ a=y 030 e
- z = oy — 3. .
2mi J., f(2) P P
(Vyraz na pravej strane rovnosti (3.1) znamend pocet koreriov minus pocet pélov vrdtane ndsob-
nosti funkcie f v int~y.)

Dokaz. Ked'ze pre i € {1,...,n} je o; ndsobnost’ korenia z; a funkcia f je holomorfna v
bode z;, existuje U(z;) také, Ze pre vSetky z € U(z;) plati:

< )y
_ 3 )

n!

f(2) (z—2)" = (z — 20) " (2), (3.2)

n=u;

kde

o¢]
def. f(n) Zi n—oy
FEE D PEACHER
je nenulova a holomorfna na okoli U(z;).
Ked'ze pre i € {1, ...,m} je B; ndsobnost’ p6lu s;, existuje P(s;) také, Ze pre vSetky

z € P(s;) plati:

F2) = 3 anlz—s)" = ——0(2), (3.3)
n=—p; (Z o Si)
kde -
0(z) < Z an(z — s;)" TP
n=—p;

je nenulova a holomorfna na okoli U (s;).
Ked'Ze z1, ..., 2, a 51, ..., Sy, s izolované singularity funkcie LZZ)) a jediné body v int y v

ktorych nie je funkcia % holomorfnd, podl'a vety 2.42 plati:

ot (5 (1) £ (1))

Pre funkciu % na P(z;) po dosadent (3.2) plati:

ai—l (677

2) _cilz—z)" o)+ (2 -2)"(z) i ¢(2)

£
2) (= 2)" 9 (2) —a )

15



3 VLASTNOSTI KORENOV KOMPLEXNYCH FUNKCII

z ¢oho plyne, Ze

i (= 5 =0
['(2)

a preto podl'a 2.37 (ii) je bod z; jednoduch}’f pol funkcie OR

Pre jednoduchy pdl z; funkc1e podl’a 2.41 plati

o () ()

Pre funkciu ’}(( )) na P(s;) po dosadeni (3.3) plati:

= +

fl(z)  =Bilz=s) ")+ (z—s) 0() =B 0(2)
flz) (z — ;)7 P0(2) z—s  0(z)

Bod s; je jednoduchy pél funkcie J},( a plati

(7)<t (G e -0) = o

Tym sme dokézali, Ze

\_/

/ n m

1 z
mAfz dZ—Zaz Zﬁl

i=1

&.,

O

Veta 3.6. Nech Q2 C C je jednoducho siivisld oblast’, y je jednoduchd uzatvorend kladne orien-
tovand krivka leZiaca v Q a f : C — C je holomorfnd v ) takd, Ze f(z) # 0 pre vsetky
z € (). Nech zi,...,zn,n € N U {0} s vSetky navzdjom rozne korene funkcie f leZiace v
inty (tzn. f(z;) = 0,kdei € {1,...,n})a a, ..., o, sil ich prislugné ndsobnosti. Dalej nech

Y, ¢ : C — C su polynémy. Potom plati

Z
27Tl/w Z d —Zazwzz
I'(=)

Dokaz. Body z1, ..., z, st izolované singularity funkcie ¢ (z)$(z) ok jediné body v int y

v ktorych nie je funkcia ¢ (z)¢(z) J},((ZZ)) holomorfnd, podl'a vety 2.42 plati:

g 0 5 02 = et (o0 )

Ked'Ze z; je jednoduchy pdl funkcie (( , plati (vid’ dokaz vety 3.5)

= (5) o
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3 VLASTNOSTI KORENOV KOMPLEXNYCH FUNKCII

Funkcia ¢(z)¢(2) je holomorfnd v bode z; , preto podl'a 2.40 (i) plati

Tes (w<z>¢<z>§'(<j;) = (2i)¢(zi) res (J;((;) ) = ¥(21) (i),

Tym sme dokézali, Ze

g | P00 3 82 =

O]

Poznamka 3.7. Pre ¢)(z) = 1a ¢(z) = 1 z vety 3.6 vyplyva, Ze pocet koretov (vritane ich
nasobnosti) holomorfnej funkcie f, ktoré leZia vo vnutri krivky ~ (ktord ma predpoklady

z vety 3.6) sa da vyjadrit’ ako
/!
L IHOP
2mi J, f(2)

Definicia 3.8. (Index bodu ku krivke)
Nech v je uzatvorend krivka v C a bod z € C \ (7). Cislo

1 1
indy 2o :dgf' / dz
¥

21 zZ— 20

sa nazyva index bodu zo ku krivke ~y.

Index bodu je definovany pre kazdy bod, ktory nelezi na () a uddva kol'’kokrat krivka
7 ,,obehne” v kladnom zmysle bod z.

O00L

(a) indy z0 = (b)ind, 20 =0 (¢)indy zo =1 (d) ind~ z0 = 2

Obr. 3.2: Geometricky vyznam indexu bodu ku krivke

Vsimnime si, ako stivisi index bodu ku krivke s vetou 3.5. Pokial’ st splnené predpo-
klady vety 3.5, potom

1 [f(z) . _
9 7f(2) dz=K — P,
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3 VLASTNOSTI KORENOV KOMPLEXNYCH FUNKCII

kde K je pocet koretiov vratane nadsobnosti a P je pocet p6lov vratane ndsobnosti funkcie
f, leziacich vo vnutri krivky v : (a,b) — C. Z vyuzitim definicie krivkového integréalu
2.28 a definicie indexu bodu ku krivke 3.8 plati:
1 [P (e 1Py 1
K-p—L [ LU ))7’(t)dt:—. it )dt:./
27 J, f(f)/(t)) 2mi Jq ’Y(t) 2mi v
def.

kde 7 : (a,b) = C,5(t) : = f(v(t)).
Vyssie definovand krivka 7 ,,obehne” v kladnom zmysle bod 0 (K — P)—krat.

1
—dz =ind5 0
. z = ind5 0,

Priklad 3.9. Nech f(z) = % a~y(t) = 2e*m t € (0,1). Potom f ma v inty 6
koreniov (2-ndsobny koreri 1, 3-ndsobny koreti —1 a jednondsobny koreri 0) a 4 poly (2-
nésobny pol i a 2-ndsobny p6l —i). Preto krivka ¥ = f o v bod 0 obehne 2-krat ako je

vidiet na obrazku 3.3.

10

Obr. 3.3: Geometricky vyznam principu argumentu

Veta 3.10. (Rouchéova veta)
Nech Q2 C C je jednoducho sivisld oblast’, -y je jednoduchd uzatvorend krivka v Q a funkcie f, g
sti holomorfné v Q2. Nech plati

[F(2) > 1g(2)] previetky = € (7).
Potom funkcia f + g a funkcia f majii v int -y rovnaky pocet koreriov vrdtane ndsobnosti.

Dokaz. Bez Gjmy na vSeobecnosti moZeme predpokladat/, Ze v je naviac kladne oriento-
vana. Ked'Ze funkcie f, g st holomorfné na Q) (derivécie f/, ¢’ st tieZ na 2 holomorfné),
potom funkcie |f(z)| — |g(2)| a |f(2)d'(z) — f'(2)g(2)] st spojité na (7). Ked'Ze () je kom-
paktnd mnoZzina, potom musi existovat’

min (1 (2)] = lg(2)]) = m, o
max(1f(2)g'(2) = f'(2)g(=)]) = M. |
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Z predpokladov vety plynie, Ze m > 0.
Pre A € (0,1) definujme
def.

=) 7= f(2) + Ag(2).
Ked'Ze pre z € (v) plati:

£ (2) + Ag(2) = |F(2)] = Mlg(2)| = [£(2)| = 1g(2)| = m >0, (3.5)

funkcia f) je nenulova na (v).
Definujme K : (0,1) — R predpisom

der. 1 A(2)
K(\) = 27ri/7f,\(z)d'

K je vzhl'adom k (3.5) definovand korektne. UkaZeme, Ze K je spojitd na (0,1).
Z vyuzitim existencie m a M (vid’ (3.4)), z vyuZitim nerovnosti (3.5) a vety 2.29,
pre vsetky A, 1o € (0,1) plati

1

KO = K@)l = |5

dz| <

/ (A=) (f(2)d'(2) — f'(2)9(2))
v (f(2) +2g(2)) (f(2) + pg(2))

1 A= ullf(2)6'(2) — '()g2)]
< g a0 o T MG T+ g()]

konst.

1 . M
< —dlzka(y) |A — pu| — = konst. |A — p|.
2T e—~——r m2

—~—
konst.

Pokial’ |\, — Xo| = 0, potom | K (\,,) — K(X\o)| < konst. |\, — Ao| — 0. To znamend, ze K
je spojitd na (0, 1). (K je dokonca na (0, 1) lipschitzovsky spojita.)

K zaroven nadobuda na intervale (0, 1) len celo¢iselnych hodnoét (jej hodnoty st pocty
koreriov funkcie fy vo vnutri krivky v, vid" pozndmku 3.7). Musi byt’ teda na intervale
(0, 1) konstantna. Preto K(0) = K (1), ¢o znamend, Ze pocet koretiov vo vnatri krivky ~
funkcie fy = f je rovnaky ako pocet koreriov funkcie f1 = f + g. O

konst.

Veta 3.11. Nech $2 je jednoducho siivisld oblast’, ~y je jednoduchd uzatvorend krivka leZiaca v €2,
funkcia f je holomorfnd v Q a bod zy € int ~. Nech plati

min [ f(z)] > |f(20)|. (3.6)
z€(7)

Potom existuje z € int y tak, Ze f(z) = 0.

Dokaz. Pre vsetky z € (7) plati
[f(2)] = min [f(z)] > |f(20)]-
z€(7)
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3 VLASTNOSTI KORENOV KOMPLEXNYCH FUNKCII

Definujme konstantnt funkciu g : C — C predpisom

def

9(z) 7 ="—f(20)-
Potom pre vsetky z € (v) plati
[F(2)] > 1g(2)].
Z vety 3.10 plynie, Ze funkcie f a f + g = f — f(z0) maja v int y rovnaky pocet korenov.
Ked'ze f — f(zp) mé v int v koren zp, funkcia f musi mat’ v int ~y tieZ koren. O

Priklad 3.12. Nech y(t) = 2™ pret € (0,1),20 = 0 a f(z) = 2z° + 4z + 1 + 4. Potom
2o € inty a pre vietky z € (7) = {z € C: |z| = 1} plati

F@)| = |2 442+ 14i] > [42] = |27+ 14| > 42| — |2 = |1+ = 3— V2 > V2 = [£(0)],

¢im je splnend nerovnost’ (3.6). Musi preto existovat’ koreni f leZiaci v int . Funkcia f ma
koren v bode z = —0.250996 — 0.2509967 € int .

Veta 3.13. (O otvorenom zobrazeni holomorfnej funkcie)

Nech funkcia f : C — C je nekonstantnd a holomorfnd v oblasti @ C C. Potom f je otvorené
zobrazenie z ) do C. Tzn. pokial mnoZina G C €2 je otvorend, potom mnoZina

f(G) ={f(z) : z € G} je taktieZ otvorend.

Dokaz. Pokial by mala byt mnoZzina f(G) otvorend, potom musi pre kazdé wy € f(G)
existovat’ § € R tak, ze U(wy,d) C f(G).

Ak wy € f(G), potom existuje bod zy € G taky, Ze f(z)) = wo. Z vety 3.2 (aplikujeme ju
na funkciu f —wyp) a otvorenosti G plynie, Ze existuje r € R™ tak, ze U(z9, ) C G a naviac

(Vz € U(zp,r) \ {zo}) : f(z) # wo. (3.7)
Oznaéme mnozinu
M:={ze€C:|z—2z|=r}.
Zrejme plati (vd’aka (3.7))

def. .
§:= min |f(2) —wo| > 0.

Zvol'me u € U(wy, d) 'ubovol'ne. Potom pre vetky z € M plati

_ — mi _ < _ ]
lwop —u| <6 gg@”(z) wol < [f(2) — wol

Z vety 3.10 plynie, Ze funkcie f —wp a f — wp + wp —u = f —w majd na mnozine U (zp, )
rovnaky pocet koretiov. Ked'ze f —wy = f — f(20) md koreni v 2y, funkcia f —u bude mat’
tiez koreni v bode z € U(zg,r) C G. To ale znamend, Ze f(z) = u, odkial u € f(G). O

Pozndmka 3.14. V redlnom obore predchadzajica veta neplati. Napriklad pre funkciu
f(x) = sin(z), existuje f'(x) na celom R a taktieZ je f nekon$tantnd na R. Mnozina
(0,27) C R je otvorend, pricom obraz f((0,27)) = (-1, 1) je uzatvorena mnoZina.

20



3 VLASTNOSTI KORENOV KOMPLEXNYCH FUNKCII

Veta 3.15. (Princip maxima modulu)
Nech Q@ C Cjeoblast a f : C — C je holomorfnd a nekonstantnd v Q. Potom funkcia |f|
nenadobiida v Q) lokdlneho maxima.

Dokaz. Sporom budeme predpokladat, Ze |f| nadobtida v € lokdlneho maxima v bode
¢ € Q. Potom musi existovat’ U(c) C Q2 tak, Ze

[f(z)| < [f(c)| preze€Ulc).
Potom
FU) c{weC: ju| < |f()f} = W.

Dokazeme, ze mnozina f (U(c)) nie je otvorena a to tak, Ze dokdZeme, Ze pre
fle)y e f (U (c)) a I'ubovolné § € RT, mnozina U ( f(e), 5) nie je podmnoZinou mnoZiny

F(U(e)).

Zvol'me 6 > 0 I'ubovolne a zvol'me bod x

[ f(e)+3, pokial Re f(c) > 0;
o f(e)— 5, pokial Re f(c) <O0.

Bod z uréite patri do mnoZiny U (f(c), ), ale nepatri do mnoziny W (|z| > |f(c)|) a teda
ani do mnoziny f(U(c)) z ¢oho plynie, Ze f(U(c)) nie je otvorend. Podl'a vety 3.13 musi
byt funkcia f konstantnd v €2, ¢o je spor z predpokladmi vety. O

Poznamka 3.16. Veta 3.15 v redlnom obore neplati. Majme funkciu f : R — R definovant
predpisom f(z) := sinz. Pre v8etky x € (0, 7) existuje f'(z) a f je nekonstantnd na (0, ).
Vbode z = § € (0,7) mé | f| lokdlne maximum.

Pozndmka 3.17. Pokial st splnené predpoklady vety 3.15, f nenadobtda v 2 ani global-
neho maxima.

Veta 3.18. Nech Q2 C Cjeoblast'a f : C — C je holomorfnd a nekonstantnd v . Potom funkcia
Re f (resp. Im f) nenadobiida v Q) lokdlneho maxima.

Dokaz. Definujme h : C — R prepisom
h(z) = Re f(2).
(resp. h(z) = Im f(z)).

Sporom budeme predpokladat’, Ze h nadobtda v 2 lokdlneho maxima v bode ¢ € (2.
Potom musi existovat' U(c) C Q2 tak, ze

h(z) < h(c) prez € U(c).

Potom
f(U(e)) c{weC:Rew < h(c)} = W.

(resp. F(U(0)) € {w e C:Imw < h(e)} =: W.)

21
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DokaZzeme, Ze mnoZina f(U(c)) nie je otvorena a to tak, Ze dokdZeme, Ze pre f(c) €
f(U(c)) alubovolné § € RT mnozina U(f(c), d) nie je podmnozinou mnoziny f(U(c)).
Zvol'me 6 > 0 l'ubovolne a zvol'me bod = = f(c) + %. (resp. x = f(c)+ gz>

Bod z uréite patri do mnoziny U (f(c), ), ale nepatri do mnoziny W a teda ani do mno-
ziny f(U(c)) z &oho plynie, Ze f (U (c)) nie je otvorena. Podl'a vety 3.13 musi byt' funkcia
f konstantna v (2, ¢o je spor z predpokladmi vety. O

Pozndmka 3.19. D4 sa ukdzat/, Ze pokial st splnené predpoklady vety 3.18, funkcia Re f
(resp. Im f) nenadobtida v 2 ani lokdlneho minima (stac¢i aplikovat’ tvrdenie vety 3.18 na
funkciu — f).

Veta 3.20. (O lokdlnej inverzii)
Nech f je holomorfnd v oblasti Q C C a nech existuje zy € ) tak, Ze f'(zy) # 0. Potom existuje
e > 0 tak, Ze f je prostd na U(zo, ).

Dokaz. Ked'ze funkcia f — f(z0) je holomorfnd v €2, nulovad v bode zy a koli nenulovej
derivécii funkcie f v bode zp je f — f(20) # 0 na ), z vety 3.2 a z otvorenosti 2 plynie, Ze
existuje r € R tak, ze U(zp,7) C Qa

(V2 € U(z0,7) \ {20}) : f(2) # f(20)- (3.8)

Ozna¢me mnozinu
M:={z€C:|z—2z|=r}

Zrejme plati (vd'aka (3.8))

6% min | (2) ~ f(z0)| > 0.

Zvol'me u € U(f(z20),0) I'ubovol'ne. Potom pre vSetky z € M plati

|f(z0) — ul <& =min[f(2) = f(z0)] < [f(2) = f(z0)l-
Z vety 3.10 plynie, Ze funkcie f — f(20) a f — f(20) + f(20) — v = f — v majti na mnoZine
U (z0, ) rovnaky pocet koreriov. Ked'Ze f — f(zp) ma jednonasobny koreti v zy (ndsobnost’

korena zy plynie z predpokladu, Ze f'(zy) # 0) a zdroven funkcia f— f(z9) nema v U(zo, )
Ziadne iné korene(vid’ (3.8)), funkcia f —u bude mat’' v U(zg, r) prave jediny koren. Teda

(‘v’u € U(f(z0), 5)) (axz e Ulzo, 1“))  F(2) = u. (3.9)

To este ale neznamend, Ze f je prostd na U(z, ). MOZe nastat’ situdcia, Ze pre
21,22 € U(zo,7),21 # 22je f(z1) = f(22) & U(f(zo),d), ako je vidiet’ na obrazku 3.4.
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3 VLASTNOSTI KORENOV KOMPLEXNYCH FUNKCII

U(f(20),9)

Obr. 3.4: Ddkaz vety 3.20, funkcia f nie je prostd na U(zo,r)

Zo spojitosti funkcie f v bode z plynie, Ze existuje ¢ > 0 také, Ze U(zp,e) C U(zp,7)
a naviac

(Vu € U(z0,¢)) : f(2) € U(f(20),6). (3.10)
Z (3.9) a (3.10) uz plynie, Ze f je na U(z, ¢) prosta. O

Pozndmka 3.21. V redlnom obore predchddzajtca veta neplati. Majme funkciu f : R — R
definovanu predpisom

. $+2xzsin%, x #0;
f(x)‘_{o, z=0.

Potom 1
F0) = tm PO IO gy oL 2120
0 z—0 x

z—0 T —
a f'(x) existuje pre vsetky = € R.
Nech (a,b) C R je I'ubovol'ny interval, tak Ze 0 € (a,b) a zvol'me k € N tak dostato¢ne
vel'ké, ze 71—, m € (a,b).

Ked'ze f' (m) =3alf (ﬁ) = —1, potom musi existovat’ ¢ € (m, ﬁ) tak, Ze

f(e)= max f(@).

1 1
m€< (2k+1)w7m>

Zrejme f <m> = m a f(3=) = 5= Preto zo spojitosti f musi existovat

6 € (mrtmyese) tak 26 £ (0) = f () = o=

Pre f teda plati, Ze f'(0) # 0 a f nie je prostd na Ziadnom intervale (a,b) takom, Ze
0 € (a,b).
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Veta 3.22. Nech f : C — C je holomorfnd a prostd v oblasti Q2. Potom f'(z) # 0 pre vSetky
z €.

Dékaz. Sporom predpokladajme, Ze existuje z € (2 taky, Ze f'(z9) = 0.
Ked'Ze funkcia f — f(29) je holomorfna v 2, nulovd v bode zp a f — f(29) # Ona 2 (plynie
z toho, Ze f je na 2 prostd), podl'a vety 3.2 existuje 1 € R™ tak, ze U(zp,71) C Qa

(Vz € U(20,71) \ {20}) : f(2) # f(20).

Funkcia f/ je taktieZ holomorfnd v , nulova v zp a f’ # 0 na Q (f je prostd na Q), preto
podla vety 3.2 existuje 2 € R tak, ze U(zp,72) C Qa

(Vz € U(z0,72) \ {20}) : f'(z) #0.

Nech r = min{r;, r2}. Potom

(V2 € U(20,7) \ {20}) = [f(2) # f(20) A f'(2) # 0] (3.11)

Ozna¢me mnozinu
M:={z€C:|z—2z|=r}

Zrejme plati

6% min |£(2) — f(z0)] > 0.

Zvol'me u € P(f(z20),8) 'ubovol'ne. Potom pre vsetky z € M plati
|f(z0) = ul <6 =min|f(2) = f(z0)| <[f(2) = f(20)]-

Z vety 3.10 plynie, ze funkcie f — f(z0) a f — f(20) + f(20) — u = f — v maji na mnoZine
U (zp,7) rovnaky pocet koreniov. Ked'Zze f — f(z9) md koreni v z, ktorého ndsobnost’ je
minimdlne 2 (ndsobnost’ koremia zy plynie z predpokladu, ze f'(z9) = 0), funkcia f — u
bude mat’ v U(zp, ) miniméalne 2 r6zne korene (pokial md f — u v U(z, ) koren, bude
to vzhlI'adom k (3.11) jednondsobny koreri).

To znamena, Ze pokial u € P(f(z0),d), potom existuje z1 € U(z0,7) tak, Ze f(z1) = u
a zaroven existuje zo € U(zp,7) tak, Ze 2o # 21 a f(22) = u. To v8ak znamend, Ze f
nie je prosta v (), ¢o je spor z predpokladom vety. Preto pre vSetky z €  musi byt

7(z) #0. =

Poznamka 3.23. V redlnom obore veta 3.22 neplati. Napriklad funkcia f(z) = 23 jena R
prosté a pre vSetky = € R existuje f’(z). Ale neplati, Ze pre vietky = € Rje f'(z) # 0 (v
bode zp = 0je f'(x0) = 0).
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4 Zakladna veta algebry

Na zaciatku tejto kapitoly uved’'me niektoré pomocné vety a lemmy, ktoré buda uzito¢né
pri dokazoch Zékladnej vety algebry.

Veta 4.1. (Liouvillova)
Nech f je holomorfnd a ohranicend na C (existuje kladnd redlna konstanta M tak, Ze pre vsetky
z € Cjel|f(z)| < M). Potom je f konstantnd na C.

Dokaz. Nech zy € Cje I'ubovolné. Z vety 2.31 plynie, Ze pre kazdé p € (0, +0) je
f’(zo) = i / &dz,
v (

211 z — 20)2

kde '
Y(t) := 20 + pe', t € (0, 27).

Potom z vyuzitim vety 2.29 a z vyuZzitim ohranicenosti f (pre vietky z € Cje |f(z)| < M)
plati

1

7'(0)| = 5

f(z)

z— 29)?

M
2rp < — — 0, prep— oo.
p

—

[

z—2p)

/\

<M
2

Preto f'(z9) = 0. PretoZe z bolo zvolené l'ubovol'ne, znamena to, Ze f je na C konstantna.
O

Lemma 4.2. Nech f je holomorfnd v oblasti Q2. Potom plati
A(If1) =411
Dokaz. Polozme f(z) = f(x + iy) = u(x,y) + iv(z,y). Potom
[ +iy)? = u?(@,y) +v*(@,y).
Spotitame druhé parcidlne derivécie | f|?:

o|f|? ou o O?f)? ou 0u ov 0?v
— 22t 4 2 —2 2l 4o 20 Y
Ox Yox + Yor’ 0x? + Ox2 + Oz + Yor2

ox

podobne

2| f|? ou d%u ov\? %
oy —2(@) +aug+2(5) + o

Ked'Ze f je na Q2 holomorfna, z vyuZitim vety 2.22 ( Suz T ay 6:c2 + 8y ) plati

PUE | PUE _y(0u)*, y(00)* (0w}, (00
APy =2 T (Y a(22) a(2) 2(2) e
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4 ZAKLADNA VETA ALGEBRY

Z vety 2.21 plati

2 ou\ v\ v\ ou\ >
P=5) +(5.) =(5.) +(5)-
Ox Oz oy oy
Dosadenim do 4.1 dostaneme
A(IfPP) = 41f%.
O

2 2
Lemma 4.3. Nech pre w : R? — R existuje (zo,yo) € R? tak, Ze 9 “’gﬁg’yo) a? wg;g»yo) existujii
a zdroveri nech plati
max ’Uj(l‘, y) = ’UJ($0, yO)

(z,y)€R?
Potom plati
0*w(wo, yo) | 9*w(xo, yo)
Doékaz. Funkcia f : R — R, f(z) 4 w(x, yo) nadobtida maxima v bode x. Preto 78%&()53%) <

0.
Taktiez g : R — R, g(y) def- w(xo,y) nadobtida maxima v bode y. Preto % <0,
¢im je lemma dokdzana. O

Lemma 4.4. Kazdy polyném stupria n € N md v C maximdlne n roznych koreriov.

Doékaz. Oznatme
ozn.

pn(2) =

kden € N, ag, a1, ...,a, € C,a, # 0.
Dokaz vykondme pomocou indukcie.
Pren =1je

1
sapz”t tan_12" "+ ...+ a1z + ag,

p1(z) = a1z + ap,

z toho plynie, Ze p; ma jediny koren v bode zp = —*¢. Teda veta pre n = 1 platt.
Prepokladajme, Ze polyném stupria n ma maximélne n koretiov. Potom polyném stuptia
n+1,

Pri1(2) = anp12" F a2+ .+ arz +ag

nema Ziadny koren (¢im je veta dokdzand) alebo md koren v nejakom bode zy. V tomto
pripade pre polyném p,, 1 plati
Pri1(2) = (2 — 20)qn(2),

kde g, je polyném stupmia n.
Ked'ze predpokladdme, Ze g, (z) ma v C maximdlne n koretiov, polyném p,, 41 musi mat’
v C maximélne n + 1 korefiov. Tym je veta dokdzana. O
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Veta 4.5. (Zdkladnd veta algebry)
Kazdy polyném kladného stupria md v C aspori jeden koreri. Tzn. pre kaZdi funkciu p : C — C
definovanii predpisom

def.
p(2) ‘= an2" + an 12"+ . ayz + ao,

kden € N, ap, a1, ...,an € C,ay, # 0, existuje z € C tak, Ze p(z) = 0.

Dékaz 1. Budeme predpokladat’ sporom, Ze p nemé v C Ziadny koreri.
Definujme f : C — C predpisom

z) = —. 4.2
1) @2)
Funkcia f je holomorfnd na C (Vz eC: fl(z) =— zI: ;(( ))> Ked'ze
lim f(z) = lim ! =0
z—00 2700 .n (an ¥ a,_ 17 b taok ) )

pre K > 0 existuje P(o00) tak, Ze pre vSetky z € P(c0) je |f(2)] < Ki. Mnozina C \ P(oc0)
je kompaktnd mnoZina a f je spojitd, preto musi existovat’ K > 0 tak, Ze pre vSetky
2 € C\ P(xd) je |f(2)] < Ko,
Preto pre vSetky z € Cje |f(z)| < max {K;, K>}, ¢o znamend, Ze f je na C ohraniena.
Podl'a vety 4.1 musi byt funkcia f (taktieZ i p) na C kons$tantnad, ¢o je spor s definiciou f
a nekonstantnost’ou p.

O

Dokaz 2. Sporom budeme znova predpokladat’, Ze p nemd Ziadny komplexny korer. Fun-
kcia f = ;17 je holomorfnd v C . Pre R € R" definujme integrél

IR dgf_ / f(zZ) dZ,
TR

( )

kde vg : (0,1) — C,yg(t) = Re*™,
Jedinou izolovanou singularitou funkcie
2.42 a vety 2.40 (iii) plati

1 1 )
Ir = / PE) gy — o res [ 22 | = 2mi—,
e Z =0\ =z p(0)

potom |Ig| = ‘p )| ¢o je nejaké kladné ¢islo, ktoré nezavisi na R.
Taktiez plati (z vyuZitim vety 2.29)

v int yg je bod 0. Z vyuZzitim reziduovej vety

3 1
In| < dlzka max = 27rR— max =
el < dzkatie) max, Coo) R [:=k [p(2)]

konst.=2wR
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1
= 27 max — — — 0 pre R — oc.
el=R 27| |an + 21 4+ 2|
Teda pre R — oo je |Ig| — 0 a zdroven |Ip| — ‘;(—g)', ¢o je spor. Preto musi mat’ polyném

kladného stuptia v C aspor jeden koren.
O

Doékaz 3. [10] Predpokladajme sporom, Ze p nemé Ziadny komplexny korefi. Funkcia f =
% je holomorfna v C. Definujme funkciu w : R — RT predpisom

def. " .
w(z,y) =[x +iy+ k)P
k=1

kde n € Nje stupen polynému p.

n
1
wioy) = ; (an(@ T iy + B)" + . + aol?

— 0 prez+ iy — oo,

a ked'ze w(0,0) > 0, existuje P(oc0) tak, Ze pre vsetky (z,y) € P(o0) plati
lw(z, y)| = w(z,y) <w(0,0). (4.3)
Mnozina R? \ P(00) je kompakt, preto existuje (zo,y0) € R? \ P(c0) také, Ze

(55) B 00) w(z,y) =: w(zo,Yo)-
Vzhl'adom k (5.6) je

max w(x,y) = w(xg, .
() CR? (z,y) (0, Y0)

Z vyuzitim lemmy 4.2 a 4.3 plynie
Aw(zo, y0) = > A f(zo +iyo + k)[*) = Y 4] (wo +iyo + k)* < 0.
k=1 k=1
Preto pre vSetky k£ € {1, ...,n} musi platit’

. !(x0 + iyo + k)
Flaot+iyo k) p?(xo + iy + k)

Polyn6ém p’ bude mat’ stupeii n — 1 a n navzdjom rdznych korerov, ¢o je spor s lemmou
4.4. (Polyném stupiia n — 1 moZe mat’ maximélne n — 1 navzdjom réznych koretiov.)
[

Dokaz 4. Definujme

. def. e
f(z) i ="anz", g(2): = ap_12" N+ a1z +a
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Zrejme p(z) = f(z) + g(z). Polozme
v(t) = Re"  pret € (0,2n),
kde R je tak dostato¢ne vel'ké, ze

[f(2)] > lg(2)] prelz| > R.

Také R existuje, pretoze ked'ze

9(z)

2300 (z) ’
existuje § > 0 tak, Ze
9(2)
Vz € P(0o,0)) : |55 < 1.
o € P8 |5
Stadi teda zvolit' R = %, kde 0 < § < 4.

Ked'ze

p(2)| = f(2) +9(z)| = [f ()| = l9(2)| > 0 pre|z| = R,
tak pokial' p md nejaky koren, tak len vo vnutri krivky . Podl'a vety 3.10 ma funkcia
f + g = p afunkcia f rovnaky pocet koreriov vo vnutri krivky . Pocet koretiov f v int v
je prave n (f ma n-nasobny koreti 0) a polyném p méa korene len v int v, ¢o znamend, Ze
p mé v C prave n koretiov. Ked'Ze n je kladné, p musi mat’ v C aspori jeden koren, ¢im je

veta dokdzana (dokonca v silnejSej verzii, pretoZe viem i presny pocet koreriov).
O
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5 Metdda Newtonovych sum

5.1 Newtonove vztahy

Nech f a v spliiaji predpoklady vety 3.6, 1, - - - , 2, st vetky navzajom rozne korene f
leZiace v int v a aq, - - - , oy, sU ich prislusné ndsobnosti. Podl'a vety 3.6 plati (sta¢i zvolit
Y(2) =lag(z) = 2" kdek € NU{0})

1 pf'(2) _ - k.
oy Wz: 5 dz = Zz;ozlzi =: Sk. (5.1)

Je zrejmé, Ze hodnota s, pre k € N U {0} je sticet k—tych mocnin vSetkych korenov f
leziacich v int ~y. Pocet koreriov (vratane nasobnosti) NV zadanej funkcie f bude udavat
hodnota sg. Ciel'om bude skonstruovat’ polyném Py (z) stupiia N

PN(Z) dgf. ZN + alz”_l +..+o0on, (52)

ktory ma rovnaké korene (vrdtane ndsobnosti) ako zadand funkcia f vo vnutri danej
krivky .

Medzi koeficientami polynému Py (z) a saétami k—tych mocnin koretiov polynému pla-
tia Newtonovy vzt'ahy:

Veta 5.1. (Newtonove vzt ahy)
Nech o1, ..., o su koeficienty polynému (5.2), s, = aizf, kdek € {1,...,N}a z,...,z, si

i=1
vSetky navzdjom rozne korene polynému (5.2) a ov; prislusné ndsobnosti. Potom plati

s1+01=0
s9 + 5101+ 202 =0
. (5.3)
SN+ sy_101+ ...+ s10ny_1+ Nony = 0.
Doékaz. Vid' [6]. O

Ked'ze chceme aby polyném Py (z) mal rovnaké korene ako zadand funkcia f vo
vnutri krivky v, podl'a (5.1) bude pre s, kde k € {1, ..., N}, platit

L[ k]'(2)
=— dz. 5.4
kT o 72 f(2) : ©-4)
Dosadenim s do (5.3) a vyrieSenim vzniknutej stistavy dostaneme koeficienty o1, ...,on
polynému (5.2). Ndjdenim koreriov tohto polynému dostaneme hl'adané korene funkcie
f vo vntri .

Problém hl'adania koretiov f v int v pomocou metédy Newtonovych sim je zvycajne
zle podmieneny - to znamend, Ze pokial v ststave (5.3) zmenime zndme hodnoty s, kde
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k € {1,..., N} vel'mi mdlo, dostaneme vel'ké zmeny v korerioch polynému, ktorého ko-
eficienty st rieSenim takto zmenenej ststavy.
Napriklad pre nejakt funkciu f, ktord md 10 jednondsobnych koretiov

1 = 1,2’2 = 2,23 = 3,24 :4,25 = 5,26 = 6,2’7 = 7,,28 = 8,29 = 9,210 = 10.
Pre si, k € 1,..,10 plati
s1 = 99, 890 = 385, s3 = 3025, s4 = 25333, s5 = 220825, sg = 1978405,

s7 = 18080425, sg = 167731333, s9 = 1574304985, s19 = 14914341925.
Sustava (5.3) bude mat’ tvar

1 0 0 0 0O O O 0 0 O o1 S1
sT 2 0 O O O O O 0 O o9 So
ss s 3 0 O O O O O O o3 S3
83 S 81 4 0 0 0 0 0 0 04 S4
S4 83 S2 S1 5 0 0 0 0 0 05 . S5
S5 S4 83 S92 S1 6 0 0 0 0 g6 - S6
S¢ S5 S4 S3 So s1 ¢ 0 0 O o7 S7
S7 S¢ S5 S4 S3 so s1 &8 0 O os Sg
S8 S7 S¢ S5 S4 S3 S2 81 9 0 g9 S9

| S9 ss S7 Sg S5 S4 83 S22 s1 10 | [ o010 | [ s10

Riesenim tejto ststavy dostaneme koeficienty polynému Py (z) (vid’ (5.2)):
Pio(z) = 2% — 552° 4+ 13202% — 1815027 + 1577732°

—9020552° + 34169302* — 84095002 + 1275357622 — 106286402z + 3628800,

ktorého korene st z; = 4,1 =1,---,10.
Zmenime s3 tak, Ze s3 = 3024.999. RieSenim takto zmenenej ststavy, dostaneme koefi-
cienty polynému stupnia 10, ktory mé korene

z1 = 0.9947825715, zo = 2.036400896, 23 = 2.901261805, 24 = 4.239676379, 25 = 4.722947806,

26 = 6.212115904, 27 = 6.857684497, 25 = 8.044887010, z9 = 8.989170762, z19 = 10.00107237.

Ked'Ze problém hl'adania koreriov f metédou Newtonovych sim je takto zle podmie-
neny, v pripade, Ze f bude mat’ vnitri danej krivky vel'a koreriov, budeme musiet’ integ-
raly (5.4) aproximovat’ s vel'kou presnost’ou.
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5.2 Numericka integracia

Pre aproximaciu integrélov (5.4) pouZijeme lichobeZnikové pravidlo.

Nech g:C — C, v : (a,b) — Cje krivka a nech g je spojitd na (7).
Zvol'me pre n € N ekvidistantné delenie

a=ty<t1 <..<tp_1<t,=h

Z vyuzitim definicie 2.28 a 2.26 plati

b b b
/Yg(z) dz :/a gy (@)Y (t) dt :/a Re h(t) dt—i—i/a Im h(t) dt =
=:h

—_—
(t) =thpg.(t) =:hym(t)
n— n—1
- b—a hRe(tO) ! ' hRe(tn) .b—a hIm<tO) ' Rim(tn)
~ " [ B +;hRe(tz) + 9 +1 n B +;hlm(tz) + 9
::Ln(;L,Re;(l,b) :an(hImﬂvb)
n—1
b—a | hito) h(ty)
_ h(t; :
n [ 2 + ZZ; () + 2
=:Ln(h;a,b)

Pripomerime si vetu, ktora sa tyka od odhadu chyby lichobeznikového pravidla pre re-
alne funkcie.

Veta 5.2. Nech f : (a,b) =R, f € C?>({a,b))an € N.Necha =ty <t; <..<tn 1<t,=
b je ekvidistantné delenie intervalu (a, b). Ozna¢me chybu lichobeznikového pravidla

_a n—1 b
(i) = 0 L) L5 e+ (5")] - [
i=1 @
=:Ln(f;a,b)

Potom pre chybu lichobeznikového pravidla plati:

_a3
GO s 1£7(0).

[tn(f3 a,0) 12n2 tg%a,b)
Doékaz. ved’ [12]. O

Pokial g je holomorfnd v kazdom bode z () ay € C3((a, b)), potom pre hg, : {(a,b) —
R (resp. hym, : {a,b) — R) plati, Ze hg. € C? ({a,b)) (resp. hrm € C? ({(a,b))). Potom podl'a
vety 5.2 pre

b
ln(hge;a,b) := Ly(hge; a,b) —/ hre(t) dt
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b
<resp. b (hm: ,0) = Loyt — / him(t) dt)

plati
(b — G)S "
. < .
’ln(hRev a, b)| = 1on2 t§3§> | Re (t)|
(b — a)3 "
< |ln my @, < m .
(resp himsa, )] < 55 ma (1,0
Zrejme

b
| Ln(h;a,b) —/ h(t)dt| = |ln(hge;a,b) + i lp(hrm; a,b)| <

=:lp (h;a,b)

(b - a)g " ? (b - a)g " ?
< —
< \/ < Ton2 2% PRl ) + | 52 nax W (2)]

(b—a) [ ax 0 (1) 2+ max |B" (1)] i
12n2 te(ap)y = € te(ap) 1™ '

Zvol'me presnost’ €, > 0. Pokial pre n € N plati

(b—a)g . ’h” (t)‘ 2+ max |h// (t)’ 2<6
12n? teab) | e teap) = 1™ "

to znamend, Ze plati

2 2
b—a) WL (t n(t
(b—a) \/(ﬁi’é' e )!) + (Q%I Tm )!)

5
n > 12, , (5.5)

potom
|l (h;a,b)| < epp.

Pre dosiahnutie poZadovanej presnosti ¢, je (5.5) len postacujiica podmienka. To zna-
mena, Ze v skutocnosti moze nastat’, Ze na dosiahnutie poZadovanej presnosti ¢, licho-
beznikového pravidla, budeme potrebovat’ menej dielkov ako n uréenym pomocou (5.5).

V tejto a v d’alSej kapitole budeme potrebovat’ aproximéciu integralu

/'(2)
f(2)

dz, (5.6)

21

L L spue)
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kde f,~ spliuju predpoklady vety 3.6 a v, ¢ st komplexné polynémy:.
Pokial hI'addame korene funkcie f vo vnutri kruhu s polomerom p a stredom ¢ (tzn. y(t) =
c+ pe?™t t € (0,1)), potom pre integral (5.6) plati

f’(c+pe2”t)

f,(Z) _ ! T T T ~

| o @ue @z = [ potet pmyite  petnty LT e
=:h(t)
C1[RO) & [ k(1)
Nn[2+;h<n>+2

=:Ly(h;0,1)

Ked'ze h : (0,1) — Cje periodickad s periédou 1 (tzn. h(0) = k(1)) plati

nosoy =250 (1)

TaktieZ plati

1 % + 1
Lon(h:0,1) = 5L (h:0,1) Zh( L+ >

To znamend, Ze postupnym zdojndsobovanim dielkov vyuZivame hodnoty pouZité v
predchadzajicom kroku. Za¢neme s n = 1 a n zdojndsobujeme dovtedy, kym
|Lon(h;0,1) — Ly, (h;0,1)| < €int, kde €t je dostatotne malé.

Integraly (5.6) budeme aproximovat’ lichobeZnikovym pravidlom. Pokial’ vSak budeme
chciet’ aproximovat’ integraly s pozadovanou presnost'ou, nepotrebujeme na to az taky
pocet dielkov (také n) ako je ur¢eny v (5.5). V takomto pripade by sme museli naviac
vyhodnotit’ maximum absolttnej hodnoty druhej derivécie redlnej i imaginarnej zlozky
komplexnej funkcie redlnej premennej, ¢co moZze byt naro¢né. Pokial budeme hl'adat’ ko-
rene funkcie vo vnutri kruhu, integrély (5.6) budeme vo vécsine pripadov aproximovat’
lichobeZnikovym pravidlom so zdvojndsobovanim dielkov az kym

| Loy (h;0,1) — Ly, (h; 0,1)| nebude dostato¢ne malé.

5.3 Numerické vysledky

Priklad 1. Majme funkciu
f(z) =sinz — 23 — .

Chceme zistit’ vSetky korene funkcie f vo vnutri krivky () := 4e*™ ¢ € (0,1).

Pocet koreniov vo vniitri tejto krivky uddva hodnota sy dana vzt'ahom (5.4). Ked'Ze pocet
koreriov je nezdporné celé ¢islo, integral sg (so predstavuje pocet koretiov vo vntri da-
nej krivky) staci aproximovat’ lichobeZnikovym pravidlom s presnost'ou ¢, = 0.5. Pocet
dielkov lichobeznikového pravidla potrebnych pre ttito presnost’ uréime zo vzt'ahu (5.5).
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Na to ale potrebujeme urcit’ maximum absolttnej hodnoty druhej derivacie redlnej i ima-
gindrnej zlozky komplexnej funkcie redlnej premennej, ¢o uréime pomocou mapleovskej
funkcie Maximize.

Pre vypocet integrélu sg s presnost'ou ¢, = 0.5 je potrebnych n = 6 dielkov. Dostaneme
so = +2.968002259613838715764032 +0.i,

z ¢oho je zrejmé, ze funkcia f ma v danom kruhu 3 korene.

Integraly s1, s2, s3 aproximujeme lichobeZnikovym pravidlom s presnost'ou ¢,, = 0.01.
Pocet dielkov potrebnych pre aproximéciu s; je n = 129, pre sy je n = 330 a pre s3 je
n = 939.

sy = +4.67-10"% —0.0059826257016148413476031;
Sp = +1.724835744235194203292190 +2.017 - 107241,
s3 = +2.41-107% —2.6025200426560875566999591 .

Dosadenim s1, s2, s3 do (5.3) a vyrieSenim vzniknutej ststavy, ziskame koeficienty o1, o2, 03.
Korene polynému Ps3(z) = 23 4+ 0122 4+ 092 + 03, st korene funkcie f vo vnutri krivky ~
(pre vypocet koretiov polynému pouZijeme mapleovsky prikaz solve):

zy = +1.092010155784011393408984 —0.33368801461735790456237021;
zy = —8.732649398925948115428827 - 10-2* 40.66139340353310096777714751;
zz = —1.092010155784011393408974 —0.33368801461735790456237921.

Pokial pre aproximéciu integralov sg, s1,s2 a s3 pouZijeme lichobeZnikové pravidlo so
zdojnasobovanim dielkov tak, Ze zacneme so 150 dielkami a ako zastavovacie kritérium
pouZzijeme pouZzijeme hodnotu €;,; = 0.01, pocet dielkov potrebnych pre vypocet sy aZ s3
bude n = 150. Dostaneme aproximdciu

so = +3.000000000000000000000001 —3.94-102%1;
sy = —1.0-1072% —0.005982625701614841347601;
s, = +1.724835744235194203292185 +6.70 - 10~ 241;
s3 = +3.1-10% —2.602520042656087556699941.

Dosadenim sy, s2, s3 do (5.3) a vyrieSenim vzniknutej stistavy, ziskame koeficienty po-
lynému Ps3, ktorého korene budti hl'adané korene funkcie f v danom kruhu. Ziskame
korene

z; = +1.092010155784011393408975 —0.3336880146173579045623661;
zg = —2.929292965103325441581245-1072% 40.6613934035331009677771351;
zz3 = —1.092010155784011393408973 —0.3336880146173579045623731.

V porovnani s korerimi f ziskanymi mapleovskou funkciu fsolve, dostaneme v obi-
dvoch pripadoch takmer rovnaka aproximdciu z1, 22, 23. Po¢et zhodnych desatinnych
miest je podciarknutych. V pripade aproximdcie pomocou lichobeZnikového pravidla
so zadanou presnost’ou je vypocet casovo naro¢ny, koli vyhodnocovaniu maxima abso-
latnej hodnoty druhej derivécie redlnej a imaginarnej zlozky komplexnej funkcie redlnej
premenne;j.
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Poznamka 5.3. Mapleovska funkcia fsolve (sin(z)—2z3—1, 2, complex) najde lenjeden
koren funkcie
f(z) =sin(z) — 2% —i

ato
1.092010155784011393408977 — 0.33368801461735790456237131.

Pokial v8ak zaddme fsolve (sin(z)—2z3—1,2,{z =1.0—0.5-1..1.54+0.1- I}, complex),
ziskame koren

1.092010155784011393408977 — 0.33368801461735790456237131.
Pre fsolve (sin(z) -2 —1,2,{z = —1.5-0.5-1..—1+0.1- I}, complex) ziskame korefi
—1.092010155784011393408977 — 0.33368801461735790456237131.

A pre fsolve (sin(z) — 23 — I,2,{z = =0.5+0.5-1..0.5 + 1.0 - [}, complex) ziskame
koreri

7.077527391670644616151113 - 10~ % 4 0.66139340353310096777714031.

Teda, pokial' chceme ziskat’ korefi f musime sa ,trafit”“ do spravneho ,obdlznika”, v
ktorom sa vyskytuje aspoii jeden koreni f. Maple vsak vZdy vypiSe len jeden koreri.

Pokial'’ méa funkcia f vo vnutri danej krivky vel'a koreriov, polyném Py (z) bude vy-
sokého stupria a bude zle podmieneny (tzn. malé zmeny hodn6t v ststave (5.3) vyvo-
lajui vel'kd zmenu v koretioch polynému Py (z), ktorého koeficienty st rieSenim sustavy
(56.3)). Pokial’ chceme, aby polyném bol nizkeho stuptia(maximélne nejakd prednasta-
vend konstanta M), vniatro danej krivky rozdelime na niekol'ko podoblasti a skiimame
kol'’ko koreniov mé funkcia v danej podoblasti. Dant podoblast’ delime az dovtedy, kym
nezistime, Ze vo vnutri sa nachddza maximdlne M koretiov. Potom pre kazda podoblast’
vytvorime polyném stupiia maximélne M, ktory md rovnaké korene ako funkcia f, vid’
obr. 5.1.
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Obr. 5.1: Rozklad kruhu

Na obrédzku 5.1 je kruh, v ktorej mé nejakd funkcia 12 koretiov. Tento kruh delime na
mensie kruhy dovtedy, kfym v kazdom kruhu nebude mat’ funkcia maximalne 3 korene.

V pripade, Ze hI'adame korene danej funkcie vo vnutri kruhu a chceme tento kruh de-
lit na mensie kruhy, moZze nastat’, Ze nejaky mensi kruh nebude cely leZzat’ v povodnom
kruhu. (vid’ obr.5.1. Preto je potrebné aby funkcia f ktorej korene hI'addme, bola holo-

.....

dame korene f.

V pripade delenia kruhov, ked’Ze mozZe nastat, Ze po deleni kruhu na mensie kruhy,
koreni f nachddzajici sa v mensom kruhu nepadne do povodného kruhu (vid” obr. 5.1,
moZe sa stat’, Ze mensi kruh nepadne cely do pdévodného kruhu a f mé koreni v tomto
mensom kruhu, ale nie v pévodnom) je potrebné kontrolovat’, ¢i sa vietky korene v men-
Som kruhu (uré¢enom delenim pdvodného kruhu) nachadzaja taktieZ v povodnom kruhu.
MozZe tiez nastat’, Ze niektoré mensie kruhy budda mat’ rovnaké korene (niektoré mensie
kruhy niesu disjunktné).
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Priklad 2. Majme funkciu
f(z)=(z=05)(z—1)(z—1.5)(z —=2)(2 — 2.5)(z — 3)(z — 3.5)(z — 4)(z — 4.5)(z — 5).

Funkcia f ma v kruhu (t) := LLe?™ ¢ € (0,1) 10 jednondsobnych koretiov (st to korene
0.5,1,...,4.5,5).

Najprv dany kruh nedel'me a hl'adajme korene f v pévodnom kruhu.Vytvorme teda po-
lyném (5.2) stupiia 10 (jeho koeficienty ziskame rieSenim stistavy (5.3)), ktory ma rovnaké
korene ako f. Pre aproximdciu integralov (5.4) potrebnych v stistave pouZijeme lichobez-
nikové pravidlo, dielky, teda n, budeme zdojnasobovat’ az kym |Ls, — L,,| < 0.01. Korene
vysledného polynému a teda i funkcie f st

z; = +5.005467611463770711194444 +3.721477057090288446736420 - 10~ 221;
zy = +4.184060716648703214839301 +3.189600101185067681146837 - 10~2%4;
zz = +1.179722185792468537973841 +0.0701663146906459249238401,
zg = +3.313179616392354731253123 +0.3696435439045345139048531;
zs = +2.203620388030727676498329 +0.4032628524238667981495221;
zg = +2.203620388030727676685547 —0.4032628524238667981399861;
z7 = +3.313179616392354731355899 —0.3696435439045345138650311;
zg = +1.179722185792468538506929 —0.0701663146906459249804591;
zg = +0.489317704663744657259219 —1.019532436135123442420250 - 10~ 2%4;
z10 = +4.428112677568831095024659 —1.481351894940211531538986 - 10~ 2%1.

MozZme si vSimnut’, Ze korene nie st presné. Rozdel'me povodny kruh na mensie kruhy
tak, aby v kaZzdom mensom kruhu boli maximaélne 2 korene (vid’ obr. 5.1). Dostaneme 13
rdznych kruhov, v ktorych ma f maximalne 2 korene. Integraly potrebné pri vypocte ko-
renov aproximujeme lichobeZnikovym pravidlom s rovnakym zastavovacim kritériom
ako sme pouili pri hl'adani koreriov v celom (pé6vodnom) kruhu.

V kruhu 71 (t) = 88 + 1527t m4 f 2 korene:

z; = +1.999999999971835161694675 +3.300000000850578116917731 - 10~ 241;
z, = +1.500000000056329676606682 —5.900000000850578116917731 - 107241,

V kruhu v, (t) = 222 + 131e2™ m4 f 2 korene:

z; = +3.496509852129038789316335 +8.800860479977584442953476 - 10~ 231;
zg = +3.004871840634015925450634 —7.467527146644251109620143 - 10231,

V kruhu y3(t) = I + 222" ma4 f 2 korene:

z; = +2.499999999878530434102305 +3.693333335761026288735351 - 10~ 241;
zg = +2.000000000182194971487696 —4.200000002427692955402017 - 107241,

V kruhu y4(t) = 8 + 2222 m4 f 1 koreti:

z; = +5.000000043652284129902284 —1.112666666666666666666667 - 10231,
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V kruhu 75(t) = 2% + 27262 m4 f 2 korene:
zy = +3.500000000000000000000051 +1.050666666666666666666415 - 10_23:].;
Zy = +2.999999999999999999999942 —1.237999999999999999999748 - 10~ 231.

V kruhu v6(t) = 212 + 2Be?™i m4 f 1 koreit:

zy = +4.999223070122890065937302 —4.116666666666666666666666 - 107 2°1.
V kruhu v7(t) = 22 + 22> m4 f 2 korene:

z; = +4.500033803428197840323641 +2.132995797511017228535959 - 10~ 231;
zy = +3.999958684065607485681519 —2.339662464177683895202626 - 107231,

V kruhu y5(t) = IF + 222%™ m4 f 2 korene:

z; = +1.500000000000000000000004 +1.026666666666666666666650 - 10241 ;
zg = +0.999999999999999999999996 —1.053333333333333333333317 - 10241,

V kruhu yg(t) = 187 + 2132m m4 f 2 korene:

z; = +2.999999945436428398062791 +4.833334702073770482610237 - 10~ 241;
zg = +2.500000076388518751668380 —5.506668035407103815943571 - 107241,

V kruhu y19(t) = 292 + 2%¢?™ ma f 1 koreit:
zy = +1.500000000000000000000003 —1.70666666666666666666666 - 10251,

V kruhu 11 (t) = 312 4 285.¢27it mg f 1 korei:

zy = +2.500000000000000000000000 +1.600000000000000000000000 - 10~2°1.
V kruhu vi5(t) = 33 4+ 222" m4 f 1 koreit:

zy = +2.000000000000000000000006 +1.066666666666666666666667 - 10~ 2°1.
A v kruhu y13(t) = He?™ m4 f 2 korene:

z; = +0.9999983901720609398181382 +1.840001008857159709889752 - 10~ 241;

Zzo = +0.4999983901824270570430038 —1.526667675523826376556419 - 107241,

Niektoré kruhy majt rovnaké korene. Delenim sme dosiahli o nieco lepSej presnosti kore-
nov, ¢o je sposobené tym, Ze vysledny polyném s rovnakymi koretimi ako f bude stuptia
najviac 2 a teda nebude az tak ,zle podmieneny”.
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Priklad 3. Majme funkciu
f(2) = (z=1)""(z - 5)".

Funkcia f m4 v kruhu (t) := 6e*™ t € (0,1) 10— nasobny koreti z; = 1 a 5—nésobny
koren zp = 5.

V takomto pripade, ked’Ze f ma korene vysokych ndsobnosti, delenie daného kruhu nie
je vhodné. Preto budeme hl'adat’ korene f vo vnitri pévodného kruhu. Integraly (5.4)
aproximujeme lichobeZnikovym pravidlom so zdojndsobovanim dielkov a ukon¢ujticou

podmienkou &;,; = 0.01.
Dostaneme aproximaciu

z; = +5.036381186856246605678114 —1.476779389096175805163141 - 10~ 141;
zo = +4.969812874803225759598847 +0.0224669342179789477523861;
zz3 = +5.011996634094454287411142 +0.0348204492731706653564151;
zg = +1.388006013656406723020177 +0.1338643666437010206479691;
zs = +0.642231104374253529707394 +0.1113611171531610450248191i;
zg = +1.221493984332641107622560 +0.3341478387501571757009731;
z7 = +0.766490291208436283866059 +0.2992686116414918838158251;
zg = +0.981778504119421323123416 +0.3884955124118604769557311;
zg = +0.981778504119206473411307 —0.3884955124118451654680351;
z10 = +0.766490291208274624361723 —0.2992686116413611688297381;
z11 = +1.221493984332449943985735 —0.3341478387502770549814731;
z12 = +0.642231104374194210911394 —0.1113611171529660149124801;
z13 = +1.388006013656327394851686 —0.1338643666439221974917391;
z14 = +5.011996634094425838207090 —0.0348204492731811013118661;
z15 = +4.969812874803206477003833 —0.0224669342179537444648941.

Aproximdcia koretiov je pri vel' kom pocte koreriov je dost’ nepresna.

Metéda Newtonovych sim funguje dobre len v pripade, Ze dand funkcia ma vo vnutri
danej krivky madlo koreriov. V pripade, Ze koretiov bude vel'a, polyném (5.2) bude zle
podmieneny a aproximécia korefiov nebude takd, akti by sme ocakévali. Vnitro danej
krivky moZeme rozdelit’' na mensie krivky, v ktorych bude mat’ funkcia len , maly” po-
et korenov. Toto je vSak nevhodna vol'ba v pripade, Ze korene lezia blizko seba alebo st

viacnasobné.
V d'alSej kapitole si predstavime formalne ortogonalne polynémy a nasledne algoritmus,

ktory ur¢i vSetky navzdjom rozne korene danej funkcie vo vnutri krivky a nésledne ich
prislusné nasobnosti. Aproximdcia koreriov bude omnoho presnejsia.

40



6 FORMALNE ORTOGONALNE POLYNOMY

6 Formalne ortogonalne polynémy

V tejto kapitole si zadefinujeme formélne ortogonélne polynémy a na zéklade nich zosta-
vime algoritmus, ktory ddva dobrt aproximaciu koretiov hl'adanej holomorfnej funkcie.
Uved'me, Ze poznatky tejto kapitoly sa prevzaté z ¢lankov [2], [3], [4] a [5].

6.1 Vlastnosti formalnych ortogonalnych polynémov

Nech P je linearny priestor polynémov s komplexnymi koeficientami. Nech f, v spliiajt
predpoklady vety 3.6, 21, - - - , 2, st vSetky navzdjom roézne korene f vint ya ay, -+, ap,
su ich prislusné ndsobnosti. Definujme symetrick bilinedrnu formu (-,-) : P x P — C
podl'a predpisu

def. 1 f'(2) -
e = (i)Y (2), 1
0.0 5 [ 6w 75 4 = L awviaee) 61)
pre kazdé dva polynémy ¢, € P, kde f splfiuje vlastnosti vety 3.6, 21, - - - , 2, st navza-
jom rdzne korene funkcie f, ktoré lezia vo vnutri krivky v, aq,-- - , oy, st ich prislusné

nasobnosti.
Potom pre p € NU {0} plati
n
Sp 1= Zaiz” = (1,2P).
i=1

Oznatme H; maticut x ¢

S0 St o St—-1 1
Ht .oz:n. S1 :
St—1 cc cc Sya |
a Ht(l) maticut x t
S1 S9 . St ]
O e | 2
St et Sgq |

Poznamka 6.1. Maticu A = [ap,q];;lzo € C"! budeme nazyvat Hankelova matica, pokial

existuje b, - -+ ,by—2 € Ctak, Ze ap g = bpyq.

sy . 1 . .
Je zrejmé, Ze matice H; a Ht( ) st Hankelove matice.
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6 FORMALNE ORTOGONALNE POLYNOMY

Definicia 6.2. Pokial’ monicky polyném (jeho vediici koeficient je rovny 1) ¢, stupria t > 0

definovany predpisom

def

0r(z) =1 uot + Uitz o F U1 42

spliiuje

<2k780t<2)> =0 prekazdék € {0,1,---

t—1 t
+ 27,

7t_

(6.2)

1}, (6.3)

budeme ho nazyvat’ formdlny ortogondlny polyném (FOP) stupria t.

FOP ¢; nemusi existovat’ alebo nemusi byt’ jednoznacny pre kazdé ¢ > 0. Pokial je ¢;
podmienkami (6.3) uréeny jednoznac¢ne, budeme ho nazyvat' regularny formalny orto-
gondlny polyndém a t regularny index.

Ked'Ze FOP ¢, ma splitovat’ (6.3), jeho koeficienty ziskame vyrieSenim ststavy

50 51

51

St—1

St—1

S2t—2

Ut—1,t

St

St+1

(6.4)

S2t—1

Regularny FOP supmia t > 1 bude existovat’ len vtedy, ked’ matica H; bude regularna.

Veta 6.3. Pokial’ jet > 1 requldrny index, potom plati

1
SOt(Z) - det Ht

S0

S1

St—1
St

S1

St—1

S2t—2
S2t—1

z

t—

Zt

1

Dokaz. Nech t je regularny index. Potom funkcia 6, : C — C definovana predpisom

50

$1

St—1
St

S1

St—1

S2t—2
Sot—1

1

z

t—

z

Zt

1

je zrejme monicky polyném stupia ¢. Pokial polyném 6; spliiuje podmienky (6.3), potom
ked'Ze t je reguldrny index ( FOP ¢, je uréeny jednoznaéne), musi platit’, Ze 6, = .
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6 FORMALNE ORTOGONALNE POLYNOMY

Pre kazdé k € {0,--- ,t — 1} plati

S0 S1 v Si—q 1
Sl ." ; z
1
0, Zk> _ . ) ) . k) =
< ’ det H; : - : : ’
t—1
St—l e PR S2t_2 Z
t
St . . Sot—1 z
SO PEEErY 8]—1 PR St—l
1 t
_ Z(—l)t_]zj Sj,l cee 541 8t+j72 ’Zk _
det Ht =0 Sj+1 - St St4j
SO “ e ijl DY St*l
1 . : . :
= E (—1)t_j <zj zk> Sj—1 o St=1 ttt Sthj-2 =
det Ht = ’ Sj+1 St ce St4j
St vt Sty S2t—1
k
so st o s (1,2F) S0 S1 vt St-1 Sk
K : k . .
1 S1 . . <Z,Z > 1 S1 . . Sk+1
N det Ht : - : : - det Ht
t—-1 k
St—1 S52t—2 2 T,z St—1 52t—2  Sk+t—1
t Lk
St cee e Sopq <Z,Z> St - 1 | Sk+t

=0, pre ke{0,-- t—1}

¢o znamend, Ze ¢, splriuje podmienky (6.3). Preto 6; = .
S vyuZzitim vety 6.3 a da dokéazat’ nasledujtica veta.
Veta 6.4. Pokial’ jet > 1 requldrny index, potom plati

det Ht+1

<<Pta (Pt> = m

Dokaz. Ked'Ze ¢, splituje podmienky (6.3), plati

(pro o) = (o, 2 w2+ Fugy) = (1, 2"
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6 FORMALNE ORTOGONALNE POLYNOMY

Ked'Ze t je regularny index, podl'a vety 6.3 plati

So  S1 -+ St—1 1
51 : z
<80t Zt> = ! )=
’ det Ht ’
t—1
St*l PECEY “ e 52t72 Z
t
St DY “ e 32t_1 2
t
so  S1 -+ St_1 <1,z >
t
$1 <z,z >
1
det Ht :
t—1 ot
St—l PEEY PEEEEY S2t—2 <z ’Z >
t ot
St DY DY S2t_1 <Z ’Z >
S0 S1 0 St—1 St
s : s
1 1 t+1 det Ht_;,_l
det Ht : - : : det Ht .
St—1 ot S2t—2 S2t—1
St PR DTS 82t—1 SQt

O]

Veta 6.5. Nech n je pocet navzdjom roznych koreriov funkcie f vo vniitri danej krivky. Potom pre
kazdé p € N U {0} je hodnost” matice Hy, 1, rovnd n.

Dokaz. Nech p € NU {0}, n je pofet navzdjom roéznych koretiov funkcie f v int v a h je
hodnost’ matice H;, 1.
Matica H,, bude mat’ tvar

S0 1 Sntp-1
S1
Hyyp =
5n+p71 P “ e 52n+2p72
Majme n vektorov Ty, - - -, T,, definovanych predpisom
— 2 n+p—1| |
Tl = 17 21, 21, "ty 2 )
| 2 n+p—1|,
TZ = 17 22, 29, "ty 29 )
— 2 ntp—1
Tn - — 17 Zny va Tty Rn :| )
kde z1,- -, z, st navzdjom rdzne korene f v int .

44



6 FORMALNE ORTOGONALNE POLYNOMY

Kazdy riadok matice H,, sa d4 vyjadrit’ linedrnou kombindciou vektorov Yy, --, T,
preto h < n.
Nech D, je diagondlna matica D,, := diag (a1, -+ ,ay) a V;, je Vandermondova matica

definovana predpisom

1 1 1
z1 Z9 Zn
Vi =
A0 T g

Maticu H,, mdzeme rozlozit na tvar
_ T
H,=V,D,V, .

Matice D,,, V,, st reguldrne, preto H,, je taktieZ reguldrna a jej hodnost’ je n. H,, je subma-
tica matice H,,,, preto h > n.

Dokazali sme, Ze hodnost’ matice H,,1, je n. ]

Definicia 6.6. Nech A, B sii stvorcové matice. Vlastnym ¢islom dvojice (A, B) nazveme také
A € C, pre ktoré je splnend rovnost’

det (A —AB) =0.

Vlastnym vektorom dvojice (A, B) odpovedajiicemu vlastnému ¢islu X nazveme nenulovy vektor
x, pre ktory plati
(A—AB)x =0.

z xr

(Pripomerime, Ze pokial B = FE, ¢islo X je vlastné ¢islo matice A a x jeho odpovedajiici vlastny
vektor).

Veta 6.7. Nech t > 1 je requldrny index. Korene requldrneho FOP ¢, stupria t su vlastné ¢isla
dvojice (Ht(l), Hy).

Dékaz. Nech
Yi(2) =uop +ur ez + -+ ut_uztﬂ 1t

Definujme C; € C'** predpisom

[0 0 0 —wupt |
1 0 0 _ul,t
Ct = 0 1
. : —Ut—2,t
L o --- 0 1 —Ut—1,t i
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6 FORMALNE ORTOGONALNE POLYNOMY

Korene polynému ¢, st prave vlastné ¢isla matice Cy (det (Cp — AE) = ( —1) (N).

Nech ) je vlastné ¢islo matice C; a x jeho odpovedajuci vlastny vektor. Ked'Ze H; je regu-
larna, plati
CtZE =& HtCtm = )\Htl'

S vyuzitim (6.4) plati H;C; = Ht(l), ¢o vetu dokazuje. O
Veta 6.8. Nech z1, - - - , 2z, st korene FOP @y, a necht > n. Potom vlastné ¢isla dvojice (Ht(l), Hy)

sil 21, , zp a 0 zvysnych vlastnych cislach (bude ich t — n) nemdme Ziadnu informdciu.

Korene polynému ¢,, (n je pocet navzdjom rdznych koreriov f v int v, n je regularny
index) ziskame podl'a vety 6.7 spocitanim vlastnych ¢isel dvojice (HT(LU, H,,). Prislusné
nasobnosti k tymto korefiom, ziskame rieSenim stistavy

1 1 (6751 S0
21 Zn a9 S1
: ) .| = . : (6.5)
z?_l Zn=t an Sp—1

Veta 6.7 a 6.5 ndm dava mozny pristup ako uréit' n a zi, ..., 2,. Za¢neme uréenim N,
¢o je pocet koretiov vratané nasobnosti. Tato hodnotu uddva sy = (1, 1), ktord uréime
pomocou numerickej integracie. Spo¢itame momenty sy, ..., son—2 taktieZ pomocou nu-
merickej integrécie. Pocet navzajom rdznych koreriov n je ur¢eny hodnost'ou matice H .
Vlastné ¢isla dvojice (Hf@l), H,) budt hl'adané korene z1, - - - , z,,. Tento pristup ma vsak
nevyhody:

e Teoreticky, N —n vlastnych ¢isel matice H y je rovnych nule (pretoze hodnost’ matice
Hpy = n je pocet nenulovych vlastnych cisel matice Hy). Prvky matice Hy, teda
s = (1,2%), kde k = 0,--- ,2N — 2 ziskame numerickou integraciou. V praxi je
naro¢né urcit’ hodnost’ Hy v pripade, Ze rozdiel aproximéacie nulovych vlastnych
¢isel a aproximécie nenulovych vlastnych ¢isel matice Hy je vel'mi maly.

e Aproximdcia korenov z1, ..., z, (ziskanych ako vlastné ¢isla dvojice (HS)7 H,)) ne-
musi byt' vel'mi presnd. Problém hl'adania koretiov ako vlastnych &isel dvojice
(H7(L1), H,) je zvycajne zle podmieneny (¢im viac navzdjom rdznych koreriov ma
f,tymje ,horSie” podmieneny).

s

[ustrujme tato ,zla” podmienenost’ na prikladoch.

Priklad 4. Majme funkciu
f(z) = (z=1)"(z - 5)".

Tato funkcia ma koreni z; = 1 a jeho ndsobnost’ je &1 = 10 a korerni zo = 5 s ndsobnost'ou
ay = 5 (korene uvaZujeme v kruhu so stredom v pociatku a s polomerom 6).
Prepokladajme, Ze pozndme n (pocet navzdjom réznych koretiov), teda n = 2.
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6 FORMALNE ORTOGONALNE POLYNOMY

Korene tejto funkcie st dané korefimi 9, ktoré ziskame najdenim vlastnych ¢isel dvojice
(H. él), H>). Prvky tychto matic aproximujme lichobeznikovym pravidlom (s ukonc¢ujticou
podmienkou na zdvojndsobovanie dielkov ¢;,; = 0.01).

Ziskame korene

+4.999999999999999999999999
+0.999999999999999999999987

—2.754999999996344601779805 - 107241 ;
—2.075000000000000000000006 - 107241

Z1q =
Z9 =

a ich ndsobnosti ziskame rieSenim ststavy (6.5)

+5.000000000006634116552123  +8.131250000000000000000008 - 10~ 241;
+9.999999999999999999999977  —7.031250000000000000000008 - 10241,

Q1 =
(65)] =

Pokial je n = 2, ziskame celkom presné vysledky. V porovnani s metédou Newtonovych
sium (vid" priklad 3) ziskame omnoho lepsiu aproximdciu koreriov. Poznamenajme, Ze
pre vypocet vlastnych ¢isel sme pouzili (a vo vSetkych nasledujuacich prikladoch budeme
pouzivat’) mapleovsku funkciu Eigenvalues.

Priklad 5. Majme funkciu
f(2) =(2—05)(z—1)(z = 1.5)(¢ —2)(z — 2.5)(z — 3)(2 — 3.5)(z — 4)(z — 4.5)(2 — 5).

Tato funkcia ma korene z; = 0.5-4,7i = 1,---,10aa; = as = --- = ai1g = 1 (korene
uvazujeme v kruhu so stredom v potiatku a s polomerom 1) .

Taktiez prepokladajme, Ze n pozndme, teda n = 10. Korene tejto funkcie st vlastné ¢isla
dvojice (H f(l)) , Hi0), kde prvky tychto matic aproximujeme lichobeZznikovym pravidlom
taktiez s ukonc¢ujicou podmienkou na zvojndsobovanie dielkov €;,; = 0.01.

Dostaneme korene

—1.811467584682572494836457 - 10~ 171;

z1 = +4.999754031135463329706464

zo = —0.482619656959052981618906 +0.5201129866949059015081531;

zz = —0.482619656958911278275370 —0.5201129866948603162575781;

zg = —0.595622008950668060429002 —2.462996662781811357859398 10 12%1;
zs = +0.651860363889341962516125 —4.731183266067822156384385 - 10 151;
zg = +1.504605617024623463289221 —4.221220797908450884506024 - 10~ 141;
z7 = +2.375661301782675644001266 —8.726713069376213657790394 - 10~ 154;
zg = +3.196581781270087687752912 —6.647969593400840433500260 - 10 151;
zg = +4.488679269302090335922404 —5.909771789345582354069187 - 10~ 161;
Z19 = +3.907634474652973811576471 —3.137477890967151445118315- 107 1%4;

a ich prisludné nasobnosti
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6 FORMALNE ORTOGONALNE POLYNOMY

oy = +1.002554928572545297606771 +2.358414110534818868983915 - 10~ 1°1;

ay = +0.006031219444170753308798 —0.0095747779052601596945991;

az = +0.006031219444191806273387 +0.0095747779053756563795211;

ag = +0.021388380737484570211877 —1.710785618522756750517458 - 10~ 131;

as = +1.601888245355230055461658 +0.600377383932591845460598 - 10~ 141;

ag = +1.751075501467918821641160 —1.118076372902122342334657 - 10~ 131;

a7 = +1.713254633528743564984151 +1.470044113859738384874495 - 10~ 131;

ag = +1.549297282691785059803322 —7.446613044061553690997540 - 10~ 141;

ag = +1.062954313068195836816857 —1.133589937963106993678142 - 10~ 141;
o = +1.285524893844973010022738 +4.782494470516398424542662 - 10~ 141,

MozZeme si vSimnut/, Ze aproximdcia niektorych koreriov je dost’ nepresna. V porovnani
s metédou Newtonovych sum (vid’ priklad 2) nedostaneme lep$iu aproximéciu koretiov.

Dal'sim cielom tejto kapitoly bude predstavit’ algoritmus, ktory dava lepsiu aproxi-
maéciu hl'adanych koretiov.

Nezndme korene funkcie f, pocet navzdjom réznych koreriov s prislusnymi ndsobnos-
tami teda n, 21, ..., 2p, a1, ...ct,, mOZeme vypocitat’ pomocou formy (-, -), ktord obsahuje
I'ubovol'né polynémy:.

Nech 1, je I'ubovol'ny monicky polyném stupna £, kde £ € NU {0}. Pripomerime, Ze

f'(z)
f(2)

st = 5z [ oW 2 e = 3 () ),
0l =1

pre p,q € NU {0}. Nech M}, € C*** je Gramova matica definovand predpisom
My, == [{¢bp, ¢q>]§zior teda

{0, Y0) (Yo, Yr—1)
My, = )
(Yr—1,%0) (Vp—1,Yp—1)
a matica M ,5,1) € C*** je definovand predpisom M, ,El) = [(Vp, wl%ﬂ’;jqio' teda
(Yo, P1100) (Yo, Y19r—1)
My = z :
(Yr—1,Y1%0) (Vr—1, V1¢r—1)

Definujme polyném ¢,, stupiia n
Pn(2) == Pn(2) + on_1¥n-1(2) + -+ - + o0to(2).

Chceme, aby tento polyném mal rovnaké korene ako funkcia f. Pre takyto polyném musi
platit’
<wk7 S0n> =0,

ke NuU{0}. (6.6)
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Vzhl'adom k podmienke (6.6), koeficienty polynému ¢,, ziskame rieSenim stistavy

(Yo,v%0) - (Y0, Yn-1) o0 (Y0, Yn)

<wn—17 %) T <wn—17 wn—1> On—1 <¢n—17 ¢n>
Nasledujtca veta zovseobectiuje vetu 6.5.

Veta 6.9. Nech n je pocet navzdjom roznych koreriov funkcie f vo vniitri danej krivky. Potom pre
kazdé p € N U {0} je hodnost” matice M, ., rovnd n.

Vzhl'adom k vete 6.9 polyném ¢,, bude mat’ tvar
pn(2) = (2= 21)(z = 22) -+~ (2 = zn).

Poznamenajme, Ze v pripade keby 1 (2) = 2* pre k = 0, ...,n — 1, koeficienty polynému
p, ziskame rieSenim ststavy

(L,1)y - (1,277 00 (1,2")

<Zn—.171> <Zn—1,‘zn—1> O'n'fl <Zn—‘1’Zn>
¢o odpovedd ststave

S0 o Sn—1 g0 Sn

Spn—1 = S2p—2 On—1 Son—1

Ked'Ze korene polynému ¢,, pozname, ndsobnosti tychto ziskame rieSenim ststavy

Yo(z1) -+ tolzn) aq (Yo, o)

: : : : (6.7)

wn—l(z()) T wn—l(zn) Qnp <wn—17 1/]0>
Veta 6.10. Nech t € N. Potom \* je vlastné ¢islo dvojice (Ht(l), Hy) prave vtedy ked'1p1(\*) je
vlastné ¢islo dvojice (Mt(l), My).

Dékaz. Nech Y = 2k + uk,Lka*l + Uk, kde Uk—1,ky -+ U0,k € C.
Definujme maticu 4, € C**

(1 Uga v ot Ugi-1 T
0 .
At = . y
Ut—2,t—1
i 0 0 1 ]
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kde u; ; st koeficienty polyn()mu Yj,prej=1,..,t—1,i=0,..,5 — L
Matice M; = [(¢)p, %)]p =0 a [(¥p, z%)];;lzo moZeme rozlozit’

Mt = At HtAt7 [<¢p’ qu>]pq 0 A?Ht(l)At
Nech ¢ (z) = z — 5 (8 = —up,1). Potom plati

= [y, (2 5)¢q>]pq 0= [<wp7sz>]pq 0 [<¢p>5wq>]pq 0~
ATHD A, — gM, = AT(HY — BH,) Ay

Nech \* je vlastné ¢islo dvojice (Ht( ), H;), x je odpovedajtci vlastny vektor a ked'ze A; je
reguldrna, nech y = A; 'z. Vektory z,y st nenulové, plati

Ht(l)x =\N'Hix < (H,' — pHy)r = (\* — B)Hix <
& AT(HY = BH) Ay = v (VAT Hy Ay < My = 1 (X)) My
Z &oho plynie, Ze 11 (\*) je vlastné &islo dvojice (Mt(l), My). O

Z vety 6.10 a 6.7 plynie, Ze korene regularneho FOP ¢, sa daja ziskat' pomocou

vlastnych ¢isel dvojice (M,(ll), M), kde prvky matice M a M, sa (Yp, Vi), kde p,q =
0,---,n—1.
Otazkou vsak zostdva, ako volit’ polynémy vy, kde k = 0,--- ,n — 1, aby sme dosiahli
najlep$iu aproximaciu hl'adanych koretiov. Pokial’ 1, volime ako t(z) = 2*, problém
hl'adania korefiov, ako sme ukézali, bude zle podmieneny. Pokial budeme volit’ poly-
némy v, ako formélne ortogondlne polynémy, neskdr ukdzeme, Ze dostaneme vel'mi
presnu aproximéciu korefiov. Predstavme si eSte d’alSie vlastnosti FOP.

V pripade, Ze H, je silno reguldrna, ¢o znamend, Ze vSetky matice Hy,--- , H, st regu-
larne (tieto matice nazvime bloky matice H,), vSetky FOP ¢y, ¢1, ..., ¢, budt reguldrne.
Definujme Gramovu maticu G,, predpisom

(pos0) - {P0sPn-1)

{(Pn-1,90) -+ {Pn-1,n-1)
V pripade, Ze H, je silno reguldrna, matica GG,, bude diagondlna, pretoze vzhladom k
(6.3) plati

R <90t, P gt Uo,k> =0,
pret=0,..,n—1ak=0,.,t— 1. Tzn. G, bude mat’ v pripade, Ze H,, je silno reguldrna

tvar

[ {0, o) 0 0
0 (p1,01) 0 0
G = : . . . :
0 tee 0 <Q0n727 Son72> 0
0 0 (On—1,n-1) |
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(1)

Definujme maticu G,,’ predpisom

(0, P10) {(©0, P1Pn—1)
G = (e, s0190q>]§;i0 = : :

(¥n—1, P190) (On—1, P1¥n—1)

V pripade, Ze H, je silno reguldrna, matica G,(ll)

(6.3) plati

bude tridiagonalna, pretoZe vzhl'adom k

(L1908, 0t) = (Pt P1oK) = <90t, (z + UO,I)(Zk + Zk_lukq,k + ...+ uo,k)> =

<<Pt, A R gk Fugn) + UO,l“O,k> =0,

pret=0,...,n—lak=0,.,t—2.Tzn. G\ bude mat’ v pripade, Ze H,, je silno reguldrna
tvar

(@0, @o)

<301> 800>
0

0

(@0, @1)
<<P1, 801>

0
<801, %02>

<90n—2’ Spn—3>
0

<90n—2u (Pn—2>
(Pn—1,¥n—2)

0

<30n—27 SOn—1>

{(¢n-1,Pn-1) i

V pripade, Ze H,, nebude silno reguldrna, vytvorme mnozinu regularnych indexov {i;},
k =0,...,K, kde K je pocet regularnych blokov matice H,, (to znamend, pocet regular-
nych matic v mnozine {Hy, ..., H, }). Pokial n > 1, polynémy ¢o(2) = 1a ¢1(z) = 2 — 1,
kde p = z—(l) (1 je aritmeticky priemer korefiov), budu reguldrne a ¢,, bude vzhl'adom k
vete 6.5 posledny reguldrny polyném. Preto plati io = 0,41 = laix = n.

Definujme postupnost’ {¢;}72, tak, Ze pokial ¢ je reguldrny index, ¢; bude reguldrny
FOP (ur¢eny jednoznaé¢ne) a pokial ¢ nie je regularny index, ¢:(z) = 2""p,(2), kde r
bude najvacsi reguldrny index mensi ako t. V pripade, Ze ¢ nie je regularny index, bu-
deme ¢; nazyvat’ vnttorny polyném. Takto vytvorené polynémy modzme rozdelit' do
blokov tak, Ze kazdy blok bude za¢inat’ regularnym polynémom a zvysné polynémy v
danom bloku budt vniatorné

(0]
oW = [p1 p2 -+ @iy
02 = [0 Pist1 r Pig-1]
@(K_l) [‘PiK—l Pirg_1+1 : @ikfl]
oK) .— [on @nt1 - ]

e0)
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6 FORMALNE ORTOGONALNE POLYNOMY

Polozme pre kazdy p— ty blok dizku bloku I, := 4,11 — ip, kde p = 0, ..., K — 1 a nech
<¢051;Z)0> o <¢07wq>
(D, ) := : : c Cl+D)x(g+1)
<¢p7¢0> U <¢p7wq>

pre kazdé dva vektory

D:=[go b1 -+ Pp] Vi=[tho 1 -+ W]
Nasledujtca veta popisuje struktiaru G,, v pripade, Ze H,, nie je silno regularna.

Veta 6.11.

® 0@\ _ | Oxi, ak p#q _ _
<@ ,0 > { %p ak peg pre p,q=0,..,K —1,

kde matica 6, € C'»*!» je requldrna, symetrickd, nulovd nad vedl'ajSou diagondlou a na vedlajsej
diagondle rovnd (z'»+e=1 o, % kdep =0, ..., K — 1. 6, bude mat’ Hankelovu Struktiiru.

Dokaz. Vetu dokdzZeme pomocou indukcie vzhladom k max{p, ¢}. Pre nulty blok, teda
0O = [pg] plati

(61,0 = [(p0, 20)] = [{1,1)] = [s0] = bo.

dp je splituje pozadované vlastnosti. Prepokladajme, Ze veta plati pre p,¢ = 0,1,....,k — 1,
kde k € {1,..., K — 1}. Ozna¢me prvy polyném v bloku ©*) ako ¢, a dizku toho bloku [,
tzn.

@(k') — [SOT Org1 e QOT—l-l—l] = |:spr Z2Qp v 2 spri| .
Ked'Ze polyném ¢, je regularny a zvysné polynémy v danom bloku st vnatorné, matice
H, a H,,;sareguldrne a matice H,41, H,42, ..., H,;—1 st singuldrne. Ciel om je dokézat/,
ze

{®0, @r) (po,zpr) -+ <(700’ Zl_l@r>
(o1, 0r) (p1,20r) - <¢1’ Zl*ltpr>
L := . . . - Or><l~
P R PN R O AP
a
o) lonzed o (ond o)
5= (27, or) - :
(ZYor, or) . o (A, 2L,

je reguldrna a mé vyssie uvedené vlastnosti. 6 bude mat’ Hankelovu Struktdaru (plynie
to zo symetri¢nosti ¢ a z vlastnosti, Ze pre I'ubovolné dva polynémy ¢, ¢ plati (¢, z¢) =

(210, 9)).
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6 FORMALNE ORTOGONALNE POLYNOMY

Ked'Ze ¢, je reguldrny FOD, z (6.3) plynie

(@s 2 or) = <Zt<ps, ¢r) =0, pret+s<r.

Inymi slovami, polyném ¢, je kolmy na vSetky polynémy stuptia mensieho ako .
Z toho plynie, Ze matica L bude mat’

r 0 0

0 0
<(Pr7l+1a Zlil@r>x
x ®

<90r—l+2a Zl_1¢r>

(g *

<90r71a2l_1907"> i

X

L 0 {pr_1,20:) <‘Pr71az280r>

Ked'Ze ¢, je kolmy na vSetky polynémy stupiia mensieho ako 7, tzn. (¢, ¢,) = 0, pre
t < r plati

(or—1,20r) = <907«_2,Z2(pr> == <‘Pr—l+1azl_1907"> = (2", 1) = (Pr, 1) - (6.8)
Ked'Ze matica H, je singuldrna a plati (¢,, ¢,) = dZZtH ;:1 musi platit/, Ze (¢, ¢,) = 0.
Prvok (pr,¢r) = 0 je prvy prvok matice ¢ a ked'Ze plati (6.8), je tomuto prvku, teda
nule rovna prvé ,antidiagonéla” matice L (teda ,antidiagonéla”, ktora obsahuje prvky
oznacené znakom x). Polyném ¢, je teda kolmy na v3etky polynémy stuprnia mensieho
ako r + 1, preto plati

<§07’—17 22(;07’> = <§0r—2; 23907’> == <90r7l+27 Zlilﬁpr> = <ZT+17 907‘> = <ZSDT7 SOT> . (6.9)

Definujme maticu R,

1 uO,l cee e uO,T—l
0 . . :
RT‘ = . t.. . . s (6.10)
Upr—2,r—1
0 o 1
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6 FORMALNE ORTOGONALNE POLYNOMY

kde u; ; st koeficienty polynému ¢;, j = 1,...,7—1,i =0, ..., j — 1. D4 sa ukdzat/, Ze plati

RZ+2HT+2RT+2 = [<‘Pp> <,0q>];:;1:0 =Gri2 =
5 _
01

(6.11)
Ok—1
0 (2" or)
(£ o) (2r,200) |
Ked'Ze matica H, je singuldrna, z predpokladu dy, ..., 6;—1 st reguldrne a plati (6.11),
potom musi platit’ (2", ¢, ) = 0. Tomu to prvku je vzhladom k (6.9) rovny druhy prvok

prvého stipca a prvy prvok druhého stipca matice § a zaroveti cela druha ,antidiagonala”
matice L (teda ,antidiagondla”, ktord obsahuje prvky oznacené znakom ®).

Polyném ¢, je kolmy na vSetky polynémy stupiia mensieho ako r + 2. Podobne pokra-
¢ujeme d'alej, zistime, ked'Zze H, 3, ..., H,y;—1 st singuldrne, H,; je reguldrna, Ze plati

<Zr+27807‘> = <ZT+3a 907"> = <Zr+l727907‘> =0.

Prvok (2"172 ¢,) teda nula, je rovnd prvku oznaceného znakom = v matici L a prvkom
na prvej vedl'ajSej diagondle matice ¢ (to je diagonala nachadzajtca sa tesne nad vedl aj-
Sou diagondlou). Polyném ¢, je kolmy na vsetky polynémy stuptia mensieho ako r+{—1,
bude platit’

(7Y r) = (2% 200 ) = = {pr, 2700} = (24170, ) 20
Teda prvky na vedlajsej diagondle matice § budd rovné (2"+'~1 ). Matica § bude re-
guldrna, ¢o plynie z toho, Ze H,; je reguldrna. O

n—1

Poznamenajme, Ze v pripade, ked’ H,, nebude silno reguldrna, matica Gy, = [{¢p, ¢q)],, ;=9

bude reguldrna a blokovo diagonélna, G,, = diag(do, 01, ..., 0r—1)-
Poznamka 6.12. Maticu A = [ap7q]ifq1:0 €
matica, pokial a,, =0, prep+¢q <1 —2.

C*!'budeme nazyvat’ dolna anti-Hessenbergova

Nasledujtca veta popisuje Struktiru v pripade, Ze H, nie je silno regulédrna.

Veta 6.13.
Olpxlq ak ‘p— q| > 1
ak =qg+1
<@(p)7901@(‘”> = o b= pre p,q=0,..,K —1,

0, ak p=q-1
o) ak  p=gq
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6 FORMALNE ORTOGONALNE POLYNOMY

kde matica (5](;1) € C»* je symetrickd, dolnd anti-Hessenbergova matica, na proej nenulovej ved-
V'ajsej diagondle rovnd (T =1 ;) kdep = 0,..., K — 1. o) md Hankeloou Struktiiru.s\) =
0. Proky matice oy, kde p = 1, ..., K — 1 sii nulové okrem prokov v pravom dolnom rohu, ktoré sii

rovné (i1 o, ).

Matica G = [{©p, 1 gpq>];;io bude blokovo tridiagonalna a bude mat’ tvar

o) of
1
01 5§) o}
012 5?32 of
| 01—-1 551_)1 _

Napriklad, pre n = 10 a bloky

o)
ol
o2
0B =

©7]

|
e e S

o

S

>

budi mat matice G,, a Gg) tvar

® -

O o oo
b O oo
b DO o
® D DO

®H o o
SPONES
® DO

SPNO)

O oo
SO o
© D DBO
O] DD DO
SPRONES
SPAS MO
® D DO

O]
SPHO)
SPASNO)
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6 FORMALNE ORTOGONALNE POLYNOMY

Prvky oznac¢ené ® st nenulové a v kaZdom bloku rovnaké.

Z vety 6.7 a 6.10 (matica M; bude mat’ tvat G; a matica Mt(l) bude mat’ tvar Ggl)) plynie,

Ze pokial' t > 1 je reguldrny index a 21, - - - , z; st korene ¢;, potom vlastné ¢isla dvojice
(Gil), Gi) stz — py-+- 2 — p, kde p = ‘;—(1] je aritmeticky priemer korenov. Obzvlast,
vlastné ¢isla dvojice (G,(ll), Gp)sQzy — fu, -+, 2p — [

Veta 6.14. Nech k € N. Potom det Gy, = det Hy, a det G\ = det (H{" — puHy,), kde ju = 5
je aritmeticky priemer koreriov.

Dokaz. Nech Ry, € CF*F je definovana podla (6.10). Potom ako uz bolo spomenuté G, sa
da rozloZit' ako
Gy = RFHLRy..

Ked'Ze Ry je hornd trojuholnikovd matica s jednotkovymi prvkami na diagondle, plati
det Ry = det R;{ = 1. Preto plati

det G, = det Hy.

Ked'ze p1(z) = z — pu (i je aritmeticky priemer koretiov), plati

Gi(cl) = [<<Pp72¢q>]];,;1:0 - [<90paﬂ¢q>]];,;i0 = [<¢p’z<pq>]]1§;1i0 — G-

Matica [(¢p, zwq)]l;;io sa da (podobne ako G) rozlozit

(eps 2pa))E oLy = REHV Ry,
a preto
G\ = RTH" Ry — uRTH Ry, = RT(H" — juHy) Ry,

Z ¢oho plynie
det G,(Cl) = det (H,gl) — pHy).

Nasledujtca veta zovSeobecriuje vetu 6.8.

Yy

Veta 6.15. Nech t > 1, r je najvicsi requldrny index mensi alebo rovnyj ako t. Potom vlastné
¢isla dvojice (Ggl), G') su vlastné ¢isla dvojice (G&l), G) a o zvysnych vlastnych ¢islach (bude
ich t — r) nemdme Ziadnu informdciu.
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6 FORMALNE ORTOGONALNE POLYNOMY

6.2 Algoritmus

Nezndme korene f moZeme spocitat’ pomocou vlastnych ¢isel dvojice (Gg), Gy,). Potre-
bujeme vsak poznat’ n (pocet navzajom rdoznych koreniov) a FOP ¢y, ..., ¢,—1. Pokial
t € {0,---,n — 1} bude reguldrny index (tzn. matica G; a teda i H; bude reguldrna),

uréime korene ¢; pomocou vlastnych ¢isel dvojice (GEI), G). V opacnom pripade bude
¢ vnutorny polyném. Na priklade si ilustrujme, ako by mohol algoritmus vypadat'.

Najprv spotitame N = so = (1,1), teda pocet vSetkych koreriov funkcie f. Prepokla-
dajme, ze N = 10. Spocitame p = 2 = 8‘3 Polyném ¢y a ¢1 tymto uz pozname,
wo(z) = 1lap; = z— p. Otdzkou je, & n = 1 alebo n > 1. Pokial by n = 1, potom by
matica Hi444+1 a teda i G141 bola singularna pre vSetky ¢t > 0. Ked'Ze ¢, je reguldrny
FOP a plati (¢1,¢1) = gg: gf (vid’ veta 6.4), H, a teda i G bude singuldrna prave vtedy
ked’” (¢1,¢1) = 0. Predpokladajme, Ze (1, 1) # 0. V tom pripade G2 bude regulédrna,

teda ¢y bude reguldrny FOP a n > 1. Spoc¢itanim vlastnych ¢isel dvojice (Gél), G2), kde

Ggl) a G2 budu vyzerat’ (vid’ Struktaru G,(Cl), G} z vety 6.11 a 6.13)

(;2:[80 0 } G(l):[ 0 (p1,91)
0 <8017<P1> 2 <801,<P1> <<P1,<P%> ’

ziskame 2. Teda p2(2) = (z — (A1 + 1)) (z — (A2 + u)), kde A1, Ag st vlastné &isla dvo-
jice (Ggl), G2). Spocitame (2, p2) (uréuje ndm, &i je G reguldrna, a teda &i bude g3 re-
guldrny FOP). Prepokladajme, Ze (p2,¢2) = 0. To znamend, Ze y3 bude vytvoreny ako
vnutorny polyném. Este predtym musime rozhodnut/, ¢i n = 2 alebo n > 2.V pripade,
ze n = 2, Ga4441 bude singuldrna pre vSetky ¢t > 0. G24441 je singuldrna prave vtedy
ked’ (z'¢2, p2) = 0 (vid’ dOkaz vety 6.13). Vieme, Ze n mdZe byt najviac N. Preto, pokial
G3,- -+ ,Gn budu singuldrne, bude n = 2. Hladdme teda 7 < N — 2 — 1 = 7 tak, aby
(272, p2) # 0a (2'pa, p2) = 0,pret =0,--- ,7 — 1. Pokial také 7 nendjdeme, n = 2. V
pripade, Ze ndjdeme také 7, znamena to, Ze G2 .11 je reguldrna a Gs, - - - , Goy, st singu-
larne. 7 + 1 uréuje dizku bloku, ktory za¢ina regularnym FOP ¢, a zvy$né polynémy st
vnutorné. Predpokladajme, Ze (292, p2) = 0 a (2202, 2) # 0. To znamend, Ze polynémy
3 a 4 budt vnitorné a 5 bude regularny. Preto ¢3(2) = 2¢a(2), pa(2) = 2%p2(2) a ko-

rene o5 ziskame pomocou vlastnych ¢isel dvojice (Gél), Gs), kde Gél) a G5 budu vypadat’

S0 0 0 0
0 (p1,%1) 0 0
Gs=10 0 0 0 (02, 02) |,
0 0 0 (2202, 02)  (2%p2, 09)
0 0 (2202, 02) (ZPp2,02) (2*02,02)
0 (o1, 1) 0 0 0
<§01a@1> <801790%> 0 0 <22S02>802>
Gél) = 0 0 0 <z2<p2,g02> <22<p2,cp1<,02>
0 0 (222, 02) (2202, 0102) (202, 0102)

0 <22<P2,<P2> <22902,<P1802> <Z38027<P1902> <Z4<P27<P1<P2>
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6 FORMALNE ORTOGONALNE POLYNOMY

@5 bude mat’ tvar
25(2) = (2= (A +0)) (2= Oa10)) (2 = g+ 1) (2= a+40)) (= s +11)), kde A, -+, As st

vlastné ¢isla dvojice (Gél), G's). Dalej spotitame (05, ¢5). Predpokladajme, Ze (5, 5) = 0,
tzn. G¢ bude singuldrna. Hl'addme 7 < N — 5 — 1 = 4 tak, aby (2"¢5,¢5) # 0 a
('¢s5,05) =0,pret =0,...,7 — 1. Prepokladajme, Ze

(25, 05) = (2205, 05) = (2305, ¢05) = (245, ¢5) = 0. To znamens, ze G19 bude singu-
larna, a preto n = 5. Nasli sme teda 5 navzajom rdoznych koretiov f, ktoré st korerimi (5.
Naésobnosti k tymto koreriov, ur¢ime rieSenim ststavy (6.7).

V praxi vsak algoritmus tak ,jednoducho” fungovat' nebude. Pre reguldrne FOP ¢, plati,
Ze determinant matice G; je nenulovy a v pripade vnutorného polynému je nulovy.
Ked'Ze determinant G, je uréeny formou (-, ), ktort ziskame pomocou numerickej in-
tegrdcie (v nasom pripade lichobeznikovym pravidlom), dostaneme jeho aproximdciu,
ale nie skuto¢nti hodnotu. Preto, pokial’ by sme vyhodnocovali tento determinant ako
,byt rovny nule”, dostali by sme len regularne FOP. M6Ze sa preto zdat’, Ze vntatorné
polynémy nie st potrebné pre vypocet. Nazvime reguldrny FOP ¢; dobre podmieneny,
ak prislusny problém hl'adania korenov tohoto polynému, teda vlastnych ¢isel dvojice

(Ht(l), H,;) je dobre podmieneny. Pre stabilny algoritmus je rozhodujtice generovat’ len
dobre podmienené reguldrne FOP. V tomto pristupe st bloky (0, ©) ,jemne” vacsie ako
je nutné nato, aby sme sa vyhli zle podmienenym blokom. Inymi slovami, podmienka
nato, aby bol ¢; reguldrny, bude ,jemne” silnejSia, ¢im dostaneme viac vnatornych po-
lynémov a tym aj vacsie bloky. M to nasledujticu nevyhodu. Nech

© = [pr zpr -+ 271y, ] jeblok dizky I, ktory za¢ina dobre podmienenym regularnym
FOP. Matica (©, ©) nebude dolna trojuholnikova, tzn. budeme teda musiet’ pridat’ prvky
do matice G a GW), pretoZze (z%¢;,, ¢q) prea =0,1,--- ,1 — 1, bude nula len v pripade, Ze
q=0,1,---,r—a—1a (z%,,p1pq) prea = 0,1,--- .1 — 1, bude nula len pripade, Ze
q=0,1,---,r—a—2.[5].

Na vstupe algoritmu pozadujeme tri hodnoty. Prvou bude forma (-,-) (vid’ (6.1), teda
integral zahfnajtci funkciu f a krivku v, vo vnutri ktorej hfadame korene f) a hod-
NOtY €cond A Estop tak, aby eg0p < Econd- Hodnota e.0nq urcuje dizku bloku a Estop UI-
¢uje, kedy m4é algoritmus skoncit/, teda pre nejaky polyném ¢, bude r = n. Predpo-
kladajme, Ze algoritmus vygeneruje nejaky reguldrny FOP (prvy reguldarny FOP je o).
Pokial' |{¢r, ¢r)| > €cond, potom ¢,11 bude vygenerovany ako reguldrny FOP. V opac-
nom pripade hladdme najmensie ¢ také, zet <N —1—-ra |<zt<,0r, g0r>‘ > €cond- Hodnota
tohto ¢ bude dizka bloku (teda presnejsie, dizka bloku bude ¢ + 1, t bude potet vnitor-
nych polynémov v bloku). Pokial’ také ¢ nendjdeme, a zarovern }<ztg0r, gpr>‘ < Estop prE
vsetky t € {0,--- , N —1 —r}, bude n = r a hI'adané korene budu korene ¢,. Pokial’ také
t nendjdeme, a zaroven }<zt<pr, gpr>‘ > estop pre nejaké t € {0,--- | N — 1 — r}, pouZijeme

iV . )3 m _ t
ako dlzku bloku hodnotu m, pre ktorta plati [(z" ¢, )| = 0t 0% [(z"or, or)|.
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Algoritmus bude vypadat nasledovne:

Vstup: (-, ), €conds Estops 1Ak AbY cond > Estop
Vystup: n, korene
N« (1,1)
if N = 0 then
n < 0 korene < ()
else
po(2) <1
w4 (2, DAN; 91(2) < 2 — p
r+1
while r < N do
lf |<(p’f7 (;OTH Z Econd then
vygenerovat’ 41 ako requldrny FOP pomocou vlastnijch ¢isel dvojice (G&”, G,)
r<—r+1
else
vsetky_male < 1; t_nenajdene < 1; maximum < 0;t < 0
while t_nenajdene=1landt < N —1—rdo
el < [(z'pr(2), ¢r(2))]
if vsetky_male = 1 and (el < €4,p) then
vsetky_male < 1
else
vsetky_male < 0
end if
if (el > econq) then
t_nenajdene < 0; t_large « ¢
end if
if (el > maximum) then
maximum < el; t_max < ¢
end if
t+—t+1
end while
if t_nenajdene = 1 then
if vsetky_male = 1 then
n < r; korene < korene(yp,.); stop
else
dlzka_bloku <+ t_max
end if
else
dlzka_bloku < t_large
end if
fori =1 : dlzka_bloku do
Prri(2) + 2'0r(2)
end for
vygenerovat’ Y, dizka,_bloku+1 ako reguldrny FOP pomocou vlastnijch ¢isel dvojice

1
(Gf-ﬁdmka_bloku» G'r+dlzka_bloku)
r < r + dlzka_bloku + 1
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end if
end while
n < N; korene < korene(pn); stop
end if

6.3 Numerické vysledky

Vo vsetkych nasledujtcich prikladoch budeme formu (:,-) aproximovat’ lichobezniko-
vym pravidlom s ukoncujicou podmienkou na zdojndsobovanie dielkov ¢;,; = 0.01,
pocinajic 150 dielkami.

Priklad 6. Majme funkciu
fZ)=(==-05)(z=1)(z2=1.5)(2=2)(2 —2.5)(2 — 3)(2 — 3.5) (2 — 4)(z — 4.5)(z — 5).

Tato funkcia ma korene z; = 0.5 4,7 = 1,--- ,10aa; = ag = - --
uvazujeme v kruhu so stredom v potiatku a s polomerom 1) .

= a19 = 1 (korene

Aplikujme algoritmus FOP. Zvol'me €.ypq (urcéujtci dizku bloku), econd = 1 @ €5t0p =
10712, Algoritmus vygeneruje len regularne FOP, rozhodne, Ze n = 10 a uréi aproximéciu

koreniov pomocou vlastnych &isel dvojice (G (1%), G1o). Aproximdcia bude celkom presna:

z; = +4.999999999999950887822831 +2.236535001858565543814570 - 10~ 141;
zp = +0.499999999999895029008910 +4.762471870602171360063338 - 10~ 41,
zz3 = +4.499999999995536126672912 +1.995609219048099304273401 - 10~ 124;
zg = +0.999999999992112028176322 +3.713184136420295955567267 - 10~ 121,
zs = +3.999999999921349794339356 +3.524960073596153508602400 - 10~ 111,
zg = +1.499999999883118456208806 +5.593682728889198282869536 - 10~ i,
z7 = +3.499999999533539946776575 +2.122334507166894810155582 10194,
zg = +1.999999999410742714758237 +2.820584180739432275391597 - 10 1%4;
zg = +2.999999998863309276275573 +5.277233499172038252546113 - 10194
zip = +2.499999998772024033290489 +5.809189400056830760325972 - 10~ 104;
a prislusné nasobnosti k tymto koretiom
a; = +1.000000618155722521793686 —2.573972910278876570143031 - 10~ 31;
ay = +0.999999999998827547595634 +5.365452148362951083613341 - 10~ 131;
az3 = +1.000000000031687555447961 —1.410241553724440107888973 - 10~ 1i;
ag = +0.999999999947001798808047 +2.514171147599867772549327 - 10~ 111;
as = +1.000000000357963845258963 —1.611459362749514462708630 - 10~ 1%1;
as = +0.999999999507057559590359 +2.367676700787758844220548 - 10194,
a7 = +1.000000001227101587195130 —5.662898831500744005676590 - 10~ 191;
ag = +0.999999998636941611416995 +6.487544104078801885737354 - 10~ 1%4;
ag = +1.000000001086867450406649 —5.262234507708177835017824 - 10~ 1%1;
ajo = +0.999999999206067298617283 +3.568187458466277732465637 - 10 1%1.
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V porovnani s metédou Newtonovych sim (vid" priklad 2) alebo v porovnani s apro-
ximdciou koreniov pomocou vlastnych ¢isel dvojice prislusnych matic (H S)), Hyp) (vid’
priklad 5) ziskame omnoho lepsiu aproximéciu koreriov.

Priklad 7. Majme funkciu
f(2) = (z = 0.5+ 2i)*(z — 1)%(z — 0.25i)%(z + 2 — 0.75i)*.

Chceme néjst’ korene f v kruhu so stredom v pociatku a polomerom 3. Zvol'me €.5g = 1
a Estop = 10712, Algoritmus vygeneruje len regularne FOP, ziskame aproximéciu

zy = —2.000000000000000000000014 +0.7499999999999999999999911;
zo = -+0.500000000000000000000013 —2.0000000000000000000000141;
zz = +0.999999999999999999999919 +6.37 - 107234;

zqg = +7.54-10723 +0.2499999999999999999999751;

a prislusné nasobnosti k tymto koretiom

;= +3.999999999999999999999689 +2.291058066781989871996152 - 10~ 231;
ay = +3.999999999999999999999857 —5.622227528386813756245476 - 10~ 231;
a3 = +2.000000000000000000000186 —4.001799151763282504352822 - 10~ 221;
ag = +2.000000000000000000000009 +5.542116097923764892777754 - 10~ 221,

Sktisme zmenit’ e.,,q @ zvol'me ho .., = 100. Hodnotu €4, nechajme rovnaku, teda
Estop = 1012, Algoritmus rozhodne, Ze n = 5. Polynémy ¢y, p1 a @5 vygeneruje ako
reguldrne a polyndmy o2, ¢3 a ¢4 vygeneruje ako vnatorné. Aproximécia korefiov bude

zy = +0.500000000000000000000005 —2.0000000000000000000000031;
zZo = —1.999999999999999999999988 +0.7499999999999999999999961;
zz = +0.999999999999999999999936 +7.42 10~ 23i;

zg = +2.903-10722 +0.2500000000000000000001301;
zs = —2.131583461684562238443964 +1.3907405628172700342215981,

a prislusné ndsobnosti k tymto koretiom

a1 = +3.999999999999999999999939 —6.451447086575132784547315 - 10234
ay = +3.999999999999999999999908 +1.975802708480941913481389 - 10224
az = +2.000000000000000000000080 —5.443605472493482165264987 - 107221
g = +1.999999999999999999999818 +6.028015079966965501285023 - 10231
as = —1.473377105460921655956087 - 10723 —7.108676072969119710466932 - 10~ 231.

Posledny ,falosny” koren z5 moze byt jednoducho odstrdneny s uréenim nasobnosti.
Falo3ny koreti sa objavil preto, lebo hodnota ¢4 bola prili$ vel'kd, preto algoritmus vy-
generoval v skutocnosti regularny ¢4 ako vnatorny polyném. Veta 6.15 hovori, pokial
4 je najvacsi regularny index mensi ako rovny 5, vlastné ¢isla dvojice (Gél), Gs) budu
vlastné vlastné ¢isla dvojice (Gfll), G4) ajedno vlastné &islo bude 'ubovolné. Preto sa ob-
javil 'ubovolny falosny korer, ktorého nasobnost’ bude 0.
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6 FORMALNE ORTOGONALNE POLYNOMY

Co by sa stalo keby, bola hodnota ¢, prilis mala? Zvolme g0y = 10720 a geong = 1.
Algoritmus vygeneruje ¢1, 2,93 a ¢4 ako regularne FOP. Potom zisti, Ze pre vSetky
t € {0,1,---,,7} je (2'pu,p1) < Econd, ale existuje nejaké t € {0,1,---,7} také, Ze
("4, 04) > estop. TaktieZ zisti, Ze pre t = 7 je hodnota (2'¢4,¢4) najvicsia, vyhod-
noti t = 7 ako pocet vnutornych polynémov v danom bloku. Preto bude néasledujtcich 7
polynémov, teda s, - - - , @11 vnatornych a ¢12 bude reguldrny FOP. Ked'Ze N = 12 (teda
pocet vsetkych koretiov f v uvazovanom kruhu), vyhodnoti korene f ako korene ¢1s.

Aproximdcia koreriov je nasledovna:

z1 = —1.999999999999999999999996 +0.7499999999999999999999891;
zp = —2.968739413612223121751877 +3.4073459561557967732290801;
zz3 = —3.580107273415913398941241 +1.5572056722628084279086121;
zg = +2.629217278343668642967531 —0.7162268127670137600559371;
zs = +0.499999999999999999999997 —2.0000000000000000000000341;
ze = +0.999999999999999999999846 +6.052 - 10224,

z7 = —0.717243102501782258918439 —2.1230906794930701815221001;
zg = —1.509239191770123588157780 —1.6088169795318374029382281;
zg = —4.034-1022 +0.2500000000000000000004861;
z10 = +1.949454888515531828329404 +1.3264355159814955850930311;
z13 = —0.556013825579570469494682 +2.7172701196018943676664811;
z1p = +0.252146509819096894714236 +0.8350037294927683566687411;

a prislusné ndsobnosti k tymto koretiom

a1 = +3.999999999999999999999777 —1.916582822903756988384832 - 10231
ap = —4.433139364355197650965434 - 1072° +2.337260434534531871130492 - 1072°1
a3 = +1.385743423028402652984932 - 1072% +2.195691910135343325953103 - 10241
as = +6.106788383640776980306625 - 1072* +7.489682074406926536553114 - 10251
as = +3.999999999999999999999731 +4.965860826746904029916142 - 10231
ag = +2.000000000000000000000794 —3.042294302503731574514758 - 107211
a7 = —1.519013862141372882934470 - 102* +4.108545643847167047334642 - 107231
ag = +3.595413978584083726437563 - 10723 —2.298980623970251954551482 - 10231
ag = +1.999999999999999999998194 +4.523981706307247133425379 - 107211
o= —4.682554494381650570929491 - 10%*  —1.466759739462927009125751 - 10~ 241;
a1 = +5.371582433972661692369409 - 1072% —8.845006619163390186684995 - 10241
o= +1.212122763484102508004265 - 10721 —1.403095787176452685558010 - 10211,

,Falosné” korene mdzeme odhalit’ uréenim nisobnosti.

Priklad 8. Majme funkciu
f(2) = e3> 4+ 2zcos (2) — 1

UvaZujme korene f v kruhu so stredom v pociatku a polomerom 2. Korene tejto funkcie
nepozndme, preto pre porovnanie s nasou najdenou aproximéciou, pouZijeme korene
ndjdené pomocou mapleovskej funkcie fsolve. Na podc¢iarknutych desatinnych mies-
tach sa budu aproximované korene zhodovat’ s korerimi najdenymi Mapleom. Zvol'me
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Econd = 0.1 @ £510p = 10712, Algoritmus vygeneruje len reguldrne FOP a rozhodne, Ze
n =4.
Aproximované korene budu

z; = —1.815599967527762329944611 +7.372743834569443620859560 - 10211,
Z; = +0.509287914465280161524501 —1.3021590228593304744647081;
zz3 = +0.509287914465280161539503 +1.3021590228593304744540041;
zg = +0.016808019776392975361102 +2.907582895955905573196906 - 10 211;

a prislusné nasobnosti k tymto koreriom

aq +1.055230342613991819839879  +1.439436960240952502922623 - 10~ 201;
ay = +1.074677398053310340309933 +0.0097578684721972747805211;
az = +1.074677398053310340316275 —0.0097578684721972747405721;
ag = +0.795420084097711800197583 —5.434311066755535397960945 - 10~ 201,

Pokial' zvolime €qong = 1 @ st0p = 10712, algoritmus rozhodne, Ze n = 4, vygeneruje
©0, ¢1 ako regularny FOP, ¢ vygeneruje ako vniatorny polyném, ¢3 a ¢4 ako regularne
FOP. Aproximécia koreriov je nasledovna:

z; = —1.844233953262213374915927 +2.349175682278690796103235 - 10~ 2°1;
zo = +0.530894930292930532471838 +1.331791876751120929433932i:
z3 = +0.530894930292930532471834 —1.3317918767511209294339311;
Z4 —7.1-107% +9.737750774579561008880085 - 107241

a prislusné nasobnosti k tymto koretiom

a1 = +1.000005222818324300664046 +2.736962428291107697643989 - i;
az = +0.999999999999999999999791 +7.194640494331737258817867 - 10~ 231,
az = +0.999999999999999999999798 —6.463257029874457045741021 - 10~ 231;
ag = +1.000000000000000000000032 —1.029079707286390982841245 - 10~ 231

Tento priklad ilustruje ako je dolezité generovat’ len dobre podmienené regularne FOP.
Ako uZ bolo spomenuté, je vhodné zvolit’ bloky ,jemne” vicsie, aby sa predislo zle pod-
mienenym reguldrnym FOP. V tomto pripade, keby bolo €.,,q¢ = 0.1, kazdy blok by mal
dizku jedna - teda boli by v fiom len reguldrne FOP. V pripade, Ze conq = 1, druhy blok
bude mat’ dizku dva - bude sa v lom vyskytovat' reguldrny FOP ; a vntitorny polyném
2. Aproximécia koreriov bude tym o nieco presnejsia.
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7 Zaver

Této praca sa zaoberala vlastnost'ami koreriov holomorfnych funkcii a nasledne met6-
dami pre aproximdciu tychto koretiov. Cielom préace bolo zozndmit’ sa s tedriou kom-
plexnych funkcii, predovsetkym tedriou rezidui. To sme vyuZzili pri odvodeni met6d hl'a-
dajtcich nezndme korene.

Vsetky korene funkcie f vo vnatri krivky v nie je tak jednoduché ziskat'. Software Maple
alebo Matlab vZdy urcia len jeden koreri danej funkcie, pokial’ sa nejedna o polyném.
Této praca obsahuje met6dy, ktoré aproximuju vetky korene f v int .

Metéda Newtonovych stiim je zaloZena na vytvoreni polynému stuptia N (IV je pocet
vSetkych korefiov vratane ndsobnosti funkcie f v int ), majticeho rovnaké korene ako f.
Koeficienty tohto polynému ziskame rieSenim stistavy obsahujticej hodnoty ziskané nu-
merickou integraciou. Problém hl'adania koreriov pomocou tejto met6dy je zle podmie-
neny v tom zmysle, Ze pokial' zmenime hodnoty danej ststavy vel'mi malo, dostaneme
vel'ké zmeny v koretioch polynému, ktorého koeficienty st riegenim tejto stistavy. Cim
vacsie bude N, tym horSie bude podmieneny problém hl'adania koretiov f. Tato zl4 pod-
mienenost’ sa da ¢iastocne vyriesit’ tym, Ze vnutro danej krivky rozdelime na niekol'ko
podoblasti, v ktorych sa vyskytuje len predom zvoleny maly pocet koreriov. Pokial' mé
vSak f koren vel'kej ndsobnosti, delenie vnutra krivky neprinesie tspech.

Metéda zaloZzend na formdlnych ortogondlnych polynémoch spociva vo vytvoreni po-
lynému stuptia n (n je pocet vietkych navzdjom réznych korefiov f v int 7), ktory ma
rovnaké korene ako f. Korene tohto polynému s vlastné ¢isla dvojice istych matic. V
porovnani s metédou Newtonovych sim nam tdto metéda déva lepsiu aproximdciu ko-
refiov.

MoZnym pokracovanim prace by mohol byt odhad chyby aproximovanych korefiov po-
mocou oboch metéd.
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A PRILOHY NA CD

A Prilohy na CD

PriloZené CD obsahuje nasledujtice stbory:

e metoda_newtonovych_sum.mw - mapleovsky sabor s procedtirami a prikladmi
z kapitoly Metéda Newtonovych sim

e metoda_newtonovych_sum.pdf - vyexportovany stbor s proceddrami a pri-
kladmi z kapitoly Met6éda Newtonovych stm

e formalne_ortogonalne_polynomy.mw - mapleovsky stibor s proceddrami a
prikladmi z kapitoly Formalne ortogonélne polynémy

e formalne_ortogonalne_polynomy.pdf - vyexportovany stibor s proceddrami
a prikladmi z kapitoly Formalne ortogonélne polynémy
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