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Abstrakt

V této diplomové práci zkoumáme faktorizace na kompletńıch graf̊u K4k+3 na pulce pro
k ≥ 1 (pulec je graf G, který vznikne ztotožněńım libovolného vrcholu cyklu Cm s kon-
covým vrcholem cesty délky |V (G)| − m, kde 3 ≤ m ≤ |V (G)| − 1).

Ukážeme, že každý pulec na 4k + 3 vrcholech faktorizuje kompletńı graf K4k+3, je-li
délka cyklu m = 3, 4, . . . , 2k + 2, 2k + 4, . . . , 4k + 2 pro k liché resp. m = 3, 4, . . . , 2k +
1, 2k + 3, . . . , 4k + 2 pro k sudé. Všimneme si, že chyb́ı délky cykl̊u m = 2k + 3 pro k
liché resp. m = 2k + 2 pro k sudé. Důkazy pro tyto délky ještě nejsou zcela dokončené,
ale určitě se objev́ı v článku, který bude navazovat na tuto práci.

Kĺıčová slova: faktorizace, kompletńı graf, unicyklický graf, pulec

Abstract

In this master thesis we investigate factorizations of complete graphs K4k+3 into tadpoles
for k ≥ 1 (a tadpole is a graph G that arise if we glue one terminal vertex of path of
length |V (G)| − m to an arbitary vertex of cycle Cm for 3 ≤ m ≤ |V (G)| − 1).

We show that every tadpole with 4k + 3 vertices factorizes a complete graph K4k+3
if lengths of cycles are m = 3, 4, . . . , 2k + 2, 2k + 4, . . . , 4k + 2 for k odd resp. m =
3, 4, . . . , 2k + 1, 2k + 3, . . . , 4k + 2 for k even. We see that lengths of cycles m = 2k + 3
for k odd resp. m = 2k + 2 for k even are missing. Proofs of this lengths of cycles are not
finished yet. But they will be featured in the article that follows this thesis.

Keywords: factorization, complete graph, unicycle graph, tadpole
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3.3 Nutné podmı́nky faktorizace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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3.5 Faktorizace kompletńıho bipartitńıho grafu . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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1 Úvod
Faktorizace kompletńıch graf̊u představuje klasický problém nejen v teorii graf̊u, ale i teorii
design̊u. Toto téma je zkoumáno od 60. let 20. stolet́ı. Co se týče faktorizace kompletńıch
graf̊u na kostry byly známy do přelomu tiśıcilet́ı pouze zřejmé výsledky (faktorizace na ha-
miltonovské cesty a dvojhvězdy). Dı́ky práce týmu kolem prof. Frončka (Kovář, Kovářová,
Kubesa) se podařilo úplně charakterizovat kostry s nejvýše čtyřmi nelistovými vrcholy,
které faktorizuj́ı a které ne ([2], [3], [6], [5], [7], [9], [10]). Dále byly nalezeny některé
faktorizujćı kostry s pěti nelistovými vrcholy ([13], [14]).

Ukazuje se, že pro faktorizace na unicyklické grafy lze s výhodou použ́ıt metod fak-
torizace na kostry. Unicyklickými grafy lze faktorizovat pouze kompletńı grafy s lichým
počtem vrchol̊u, tzn. K2n+1. V práci chceme nalézt co největš́ı tř́ıdu pulc̊u, kteř́ı faktorizuj́ı
K2n+1, pro n liché.
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2 Základńı pojmy
V rámci této kapitoly zavedeme základńı pojmy z teorie graf̊u, které budeme potřebovat
pro tuto práci. Většina definic je převzata z následuj́ıćıch skript [4].

2.1 Graf

2.1. Definice Graf G (také jednoduchý graf nebo obyčejný graf) je uspořádaná dvojice
(V, E), kde V je neprázdná množina vrchol̊u a E je množina hran - množina dvouprv-
kových podmnožin množiny V .

Množině V nebo také V (G) (chceme-li zd̊uraznit, že se jedná o graf G) ř́ıkáme vrcholová
a množině E nebo také E(G) ř́ıkáme hranová. Graf G lze také označit G(V, E), nebo
G = (V, E). K zobrazeńı grafu lze využ́ıt diagram. Ten je výhodný pro zobrazeńı malých
graf̊u. Vrcholy zobraźıme jako body v rovině (malá prázdná kolečka). Hrana {x, y} bývá
znázorněná v diagramu křivkou (nejčastěji úsečka nebo oblouk) spojuj́ıćı vrcholy x a y.
Vrcholy x a y jsou koncové vrcholy hrany a ř́ıkáme, že vrchol x resp. y je incidentńı
s hranou {x, y}. Hranu {x, y} znač́ıme zkráceně xy. Jako sousedńı vrcholy označujeme
vrcholy spojené hranou, jinak ř́ıkáme, že jsou vrcholy nesousedńı nebo nezávislé.

Pro popis hran použ́ıváme nejčastěji ṕısmena e nebo f , vrcholy označujeme ṕısmeny
u, v, x, y. Incidentńı hranu e s vrcholy u, v popisujeme jako e = uv, př́ıpadně jen uv.
Ukázka grafu je na obr. 1

v1

v2 v3

v4

v5

v6v7

v8

Obr. 1: Př́ıklad grafu

Grafy lze definovat i mnohem obecněji. V takových grafech se vyskytuj́ı násobné hrany
(mezi dvěma vrcholy může být v́ıce hran) nebo smyčky (koncové vrcholy hrany jsou
identické). Takové grafy označujeme jako multigrafy. Grafy bez smyček a násobných hran
označujeme jako jednoduché grafy. V práci se zabýváme pouze jednoduchými grafy.
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2.2 Stupeň vrcholu a stupňová posloupnost

2.2. Definice Stupeň vrcholu v ∈ V (G) je počet hran, se kterými je vrchol v incidentńı.
Stupeň vrcholu v grafu G znač́ıme deg(v) respektive degG(v), chceme-li určit, kterému

grafu patř́ı vrchol v.
V grafu rozlǐsujeme nejmenš́ı stupeň vrcholu a nejvěťśı stupeň vrcholu, které znač́ıme

δ(G) respektive ∆(G), kde δ(G) = min{deg(v) : v ∈ V (G)} a ∆(G) = max{deg(v) : v ∈
V (G)}. Viz obr. 2

v1 v2

v3

v4

v5v6

v7

v8

Obr. 2: Graf G, kde deg(v1) = 4, deg(v2) = 5, deg(v3) = 2, deg(v4) = 4, deg(v5) =
2, deg(v6) = 3, deg(v7) = 4, deg(v8) = 4, δ(G) = 2, ∆(G) = 5

2.3. Definice Necht’ V (G) = {v1, v2, . . . , vn} a d1 = deg v1 ≥ d2 = deg v2 ≥ · · · ≥ dn =
deg vn. Potom posloupnost (d1, d2, . . . , dn) je stupňová posloupnost grafu G.

2.3 Základńı tř́ıdy graf̊u

2.4. Definice Graf na n vrcholech, který obsahuje všech


n
2


hran, se nazývá kompletńı

graf a znač́ı se Kn.

2.5. Definice Mějme graf G na n vrcholech, n ≥ 3, a V (G) = {v1, v2, . . . , vn}. Pokud
E(G) = {vivi+1 : i = 1, 2, . . . , n − 1} ∪ {vnv1}, pak se graf G nazývá cyklus a znač́ıme jej
Cn. Č́ıslo n je délka cyklu Cn.

2.6. Definice Mějme graf G na n vrcholech a V (G) = {v1, v2, . . . , vn}. Pokud E(G) =
{vivi+1 : i = 1, 2, . . . , n − 1}, pak se graf G nazývá cesta a znač́ıme ji Pn. Č́ıslo n je počet
vrchol̊u cesty Pn. Počet hran v cestě Pn je délka cesty.

2.7. Definice Graf, který má vrcholovou množinu rozdělenou na dvě neprázdné dis-
junktńı podmnožiny M a N (|M | = m, |N | = n), a který obsahuje jen hrany uv, kde
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u ∈ M a v ∈ N , nazýváme bipartitńı graf. Pokud bipartitńı graf s partitami M a N
obsahuje všech m · n hran, tak se nazývá kompletńı bipartitńı graf a znač́ıme jej Km,n.

Př́ıklady základńıch tř́ıd graf̊u vid́ıme na obr. 3

K5 C8

P4 K4,3

Obr. 3: Př́ıklady základńıch tř́ıd graf̊u

2.4 Podgrafy

2.8. Definice Graf H nazveme podgrafem grafu G, jestliže V (H) ⊆ V (G) a E(H) ⊆
E(G).

2.9. Definice Podgraf F grafu G nazveme faktorem G, jestliže V (F ) = V (G).
Podgraf H grafu G je vlastńım podgrafem, pokud V (G) ̸= V (H) nebo E(G) ̸= E(H).

2.10. Definice Indukovaný podgraf H grafu G obsahuje všechny hrany grafu G, které
jsou incidentńı s vrcholy z V (H). Př́ıklady podgraf̊u si předvedeme na obr. 4
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G H

F I

Obr. 4: Graf G a jeho: faktor F , podgraf H a indukovaný podgraf I
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2.5 Isomorfismus

2.11. Definice Isomorfismus graf̊u G a H je bijektivńı zobrazeńı f : V (G) → V (H),
pro které plat́ı, že každé dva vrcholy u, v v grafu G jsou sousedńı právě tehdy, když jsou
sousedńı jejich obrazy f(u), f(v) v grafu H. Isomorfńı grafy znač́ıme G ∼= H.

Je zřejmé, že hledané zobrazeńı f z definice zachovává strukturu grafu. Jsou-li G ∼= H,
pak diagramy grafu mohou vypadat jinak, ale struktura grafu je nezměněná. Ukázka je
na obr. 5

u1

u2

u3 u4

u5

u6 v1

v2

v3 v4

v5

v6

G H

Obr. 5: Isomorfńı grafy G a H s isomorfismem f(u1) = v1, f(u2) = v4, f(u3) = v2, f(u4) =
v5, f(u5) = v3, f(u6) = v6

Uved’me některé nutné podmı́nky isomorfismu dvou graf̊u. Důkazy těchto podmı́nek
lze nalézt zde [4]. Jsou-li G a H isomorfńı, pak plat́ı:

• |V (G)| = |V (H)|,

• |E(G)| = |E(H)|,

• G a H maj́ı stejnou stupňovou posloupnost,

• má-li G podgraf N , pak H má podgraf N ′, který je isomorfńı s N .

Vzhledem k tomu, že výše uvedené podmı́nky jsou nutné, tak je lze výhodně použit
abychom ukázali, že G ̸∼= H. Pokud jsou splněny nelze ř́ıct, že G ∼= H. Na obr. 6 je
př́ıklad neisomorfńıch graf̊u. G a H, které splňuj́ı prvńı tři nutné podmı́nky, ale nesplňuj́ı
podmı́nku čtvrtou.
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u1 u2

u3

u4u5

u6

v1 v2

v3

v4v5

v6

G H

Obr. 6: G ̸∼= H, protože G obsahuje C3 na rozd́ıl od H

2.6 Sled, tah a cesta

2.12. Definice (v0, vn)-sledem v grafu G rozumı́me posloupnost vrchol̊u a hran

(v0, e1, v1, e2, v2, . . . , en, vn),

kde vi, i = 0, 1, . . . , n jsou vrcholy grafu G a ej, j = 1, 2, . . . , n jsou hrany grafu G, přičemž
každá hrana ej má koncové vrcholy vj−1 a vj.

Při ”procházeńı grafu sledem“, můžeme opakovat vrcholy i hrany. Vrchol v0 je počátečńı
a vrchol vn je koncový vrchol (v0, vn)-sledu. Ostatńı vrcholy jsou vnitřńı. Jestliže v0 =
vn, pak je sled uzavřený. Protože použ́ıváme jednoduché grafy lze hrany v zápisu sledu
vynechávat. Délka sledu je počet hran, které se nacháźı ve sledu včetně jejich opakováńı.
2.13. Definice Tah je sled, ve kterém se žádné hrany neopakuj́ı. Tah s počátečńım
vrcholem v0 a koncovým vrcholem vn nazveme (v0, vn)-tahem.

Tah je speciálńı sled, proto jsou definice počátečńıch, koncových a vnitřńıch vrchol̊u
stejné. Definice délky tahu je rovněž stejná, ale nevyskytuj́ı se zde opakuj́ıćı se hrany.
Uzavřeným tahem nazveme tah, kde počátečńı a koncový vrchol splývaj́ı.
2.14. Definice Cesta je sled, ve kterém se neopakuj́ı vrcholy. Cestu s počátečńım
vrcholem v0 a koncovým vrcholem vn nazveme (v0, vn)-cestou.

V rámci této definice chápeme cestu jako ”putováńı“ grafem, výše jsme definovali cestu
jako graf.

Definice sledu, tahu a cesty si demonstrujeme na obr. 7. Posloupnost v1, v2, v3, v1, v2, v6,
v5, v4, v7, v8 je (v1, v8)-sled (opakuje se hrana v1v2 a jej́ı koncové vrcholy), posloupnost
v1, v2, v3, v1, v6, v5, v4, v8 je (v1, v8)-tah (opakuje se vrchol v1) a posloupnost v1, v2, v3, v4, v5,
v6, v7, v8 je (v1, v8)-cestou.
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v1 v2

v3

v4

v5v6

v7

v8

Obr. 7: Ukázka sledu, tahu a cesty

2.7 Souvislost grafu

2.15. Definice Řekneme, že vrchol v je dosažitelný z vrcholu u, jestliže v grafu existuje
sled z vrcholu u do vrcholu v. Graf nazveme souvislý, jestliže pro každé dva vrcholy u, v
je vrchol v dosažitelný z vrcholu u. V opačném př́ıpadě je graf nesouvislý.

Komponenta grafu G je maximálńı souvislý podgraf grafu G. Slovo ”maximálńı“ zna-
mená, že neexistuje souvislý podgraf grafu G takový, že komponenta je jeho vlastńı pod-
graf.

2.8 Vzdálenost v grafu

2.16. Definice Vzdálenost vrcholu u od vrcholu v je délka nejkratš́ı cesty z vrcholu u do
vrcholu v. Vzdálenost budeme značit jako dist(u, v) nebo distG(u, v). V př́ıpadě, že jsou
u, v nedosažitelné, tak distG(u, v) = ∞.

Lze dokázat, že takto definovaná vzdálenost splňuje vlastnosti metriky. Definici si
ilustrujeme na obr. 8. Č́ısla u vrchol̊u představuj́ı vzdálenost vrchol̊u od vrcholu u.
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Obr. 8: Vzdálenosti od vrcholu u

2.9 Stromy a kostry

2.17. Definice Strom je acyklický (bez cykl̊u), souvislý graf.

2.18. Věta Strom s n vrcholy má přesně n − 1 hran.
Důkaz věty 2.18 lze nalézt zde [4]. Z definice stromu je zřejmé, že strom je graf, který

obsahuje nejmenš́ı počet hran na daném počtu vrchol̊u tak, aby byl souvislý. V každém
stromu je mezi dvojićı vrchol̊u právě jedna cesta. Ve stromu lze porušit jeho souvislost
odebráńım jakékoliv hrany (každá hrana je tzv. most). Stromy označujeme symbolem Tn

(z anglického tree), kde n představuje počet vrchol̊u. Př́ıklad stromu je na obr. 9.

Obr. 9: Strom

2.19. Definice Kostrou souvislého grafu G rozumı́me takový faktor grafu G, který je
stromem.
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2.10 Unicyklický graf

2.20. Definice Unicyklický graf G je graf s jediným cyklem.
Ukázka unicyklického grafu je na obr. 10

Obr. 10: Unicklycký graf

2.21. Definice Pulcem na n vrcholech budeme rozumět graf, který vznikne z cyklu Cm,
tak, že z jednoho vrcholu vede netriviálńı cesta délky n − m, kde m = 3, 4, . . . , n − 1.
Pulce znač́ıme TP (m, n − m). Zkratka TP je z anglického slova tadpole (pulec).

Obr. 11: Př́ıklad pulce TP (6, 3)
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3 Dekompozice a faktorizace graf̊u
V rámci této kapitoly si nadefinujeme pojmy dekompozice a faktorizace graf̊u.
3.1. Definice Mějme graf H na n vrcholech. Dekompozice grafu H je množina navzájem
hranově disjunktńıch podgraf̊u G1, G2, . . . , Gs grafu H taková, že každá hrana grafu H
je obsažena v právě jednom podgrafu Gr, kde r ∈ {1, 2, . . . , s}. Jestliže je každý podgraf
Gr isomorfńı s grafem G, pak se jedná o G-dekompozici grafu H. Jestliže je G souvislý
faktor grafu H, pak G-dekompozici nazveme G-faktorizaćı (viz obr. 12).
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Obr. 12: G-faktorizace kompletńıho grafu K6 housenkou (2, 3, 2)

3.1 Nutné podmı́nky dekompozice
Z definice 3.1 je okamžitě zřejmá prvńı nutná podmı́nka G-dekompozice. Ta tvrd́ı, že
počet hran |E(G)| muśı dělit počet hran |E(H)|, nebot’ každá hrana grafu H patř́ı do
právě jedné kopie grafu G. Dále existuje nutná podmı́nka, která omezuje nejvyšš́ı stupeň
vrcholu v grafu G. Jej́ı konkrétńı podobu uvedeme později.
3.2. Definice G-dekompozice grafu H s n vrcholy na podgrafy G0, G1, . . . , Gs je cyk-
lická, pokud existuje uspořádáńı (x0, x1, . . . , xn−1) vrchol̊u v grafu H a pokud existuje
isomorfismus φi : G → Gi, pro i = 0, 1, 2, . . . , s takový, že φi(xj) = xj+i pro každé
j = 0, 1, . . . , n − 1, přičemž součty j + i jsou brány modulo n a |E(H)|/|E(G)| = s + 1
(viz obr. 13).

19



v0

v2

v4

v5

v6

v0

v2

v4

v5

v6

v0

v2

v4

v5

v6

v0

v2

v4

v5

v6

v0

v2

v4

v5

v6

v0

v2

v4

v5

v6

v0

v2

v4

v5

v6

v1v1

v1 v1

v1 v1

v1

v3 v3

v3 v3

v3 v3

v3

Obr. 13: Cyklická G-dekompozice grafu H, je-li G ∼= C3 a H ∼= K7
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Z výše uvedené definice cyklické G-dekompozice je zřejmé, že celý problém je naj́ıt
vhodné umı́stěńı prvńı kopie grafu G v grafu H a zbylých s kopíı grafu G źıskáme po-
stupnou rotaćı prvńı kopie v grafu H. Rotaćı grafu G s vrcholovou množinou V (G) =
{v0, v1, . . . , vn−1} o jedničku, rozumı́me přemı́stěńı každého jeho vrcholu vi, i ∈ {0, 1, . . . , n−
1}, do vrcholu vi+1, kde součty jsou brány modulo n. Z předchoźıho je také zřejmé, že
během rotace nemůže být žádná hrana grafu G totožná se svým předchoźım umı́stěńım.

3.2 Postačuj́ıćı podmı́nky dekompozice
Pro graf G, který rozkládá graf H, nejsou známy žádné zcela obecné postačuj́ıćı podmı́nky
pro dekompozici a to ani v př́ıpadě, že je H kompletńı. Proto byly nalezeny postačuj́ıćı
podmı́nky pouze pro některé tř́ıdy graf̊u. V našem př́ıpadě se věnujeme rozklad̊um kom-
pletńıch graf̊u, tedy H ∼= Kn.

G-dekompozici kompletńıho grafu převád́ıme na problém hledáńı určitého ohodnoceńı
grafu G. Pro pochopeńı dekompozice kompletńıho grafu pomoćı ohodnoceńı označ́ıme
vrcholy kompletńıho grafu Kn v0, v1, . . . , vn−1. Dále zavedeme tzv. délku hrany v kom-
pletńım grafu Kn jako menš́ı z č́ısel |j − i|, n − |j − i| (viz obr. 14). Z toho lze ukázat,
že v kompletńım grafu s lichým počtem vrchol̊u je každá délka hrany l, l = 1, 2, . . . , n−1

2 ,
zastoupena n krát. V př́ıpadě, že kompletńı graf má sudý počet vrchol̊u, pak je délka
hrany l, l = 1, 2, . . . , n

2 − 1 zastoupena n krát a hrana délky n
2 je zastoupena n

2 krát.
Ohodnoceńı grafu G, které je použ́ıváno k dekompozićım, je pouze prosté zobrazeńı vr-
cholové množiny grafu G do množiny M po sobě jdoućıch nezáporných celých č́ısel, kde
z ohodnoceńı vrchol̊u stanovujeme délky hran podle výše uvedených pravidel.
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Obr. 14: Př́ıklad ohodnoceńı vrchol̊u v K6, K8 a délek hran incidntńıch s vrcholem v5 a v7

Nyńı nadefinujeme tzv. ρ-ohodnoceńı grafu G. Existuj́ı i daľśı ohodnoceńı a to α, β, σ.
Ty ovšem nebudeme zde uvádět, nebot’ pro nás nejsou d̊uležitá. Jejich definice lze nalézt
zde [11].
3.3. Definice Mějme graf G s n hranami a nejvýše 2n+1 vrcholy. Necht’ existuje prosté
zobrazeńı ρ : V (G) → {0, 1, . . . , 2n} takové, že množina všech délek hran grafu G je
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{1, 2, . . . , n} a délka l hrany uv ∈ E(G), kde ρ(u) = i, ρ(v) = j je definována vztahem
l(ij) = min{|i + j|, 2n + 1 − |i + j|}. Potom graf G umožňuje ρ-ohodnoceńı (viz obr. 15).
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Obr. 15: ρ-ohodnoceńı v C6

3.4. Věta Necht’ G je graf s n hranami a nejvýše 2n+1 vrcholy. Potom existuje cyklická
G-dekompozice kompletńıho grafu K2n+1 právě tehdy, když G umožňuje ρ-ohodnoceńı [11].

Kompletńı graf K2n+1 má n(2n+1) hran s t́ım, že každá hrana délky l ∈ {1, 2, . . . , n} je
obsažena v K2n+1 přesně 2n+1 krát. Když nyńı budeme rotovat graf G s ρ-ohodnoceńım,
jenž má každou hranu délky l ∈ {1, 2, . . . , n} přesně jedenkrát, pak pokryjeme každou
hranu K2n+1 přesně jednou. T́ım vznikne 2n+1 kopíı grafu G, které definuj́ı G-dekompozici
K2n+1.

3.3 Nutné podmı́nky faktorizace
G-faktorizace je speciálńım př́ıpadem G-dekompozice. Dı́ky tomu jsou nutné podmı́nky
G-faktorizace př́ısněǰśı než-li u G-dekompozice. V rámci tohoto textu se budeme zabývat
faktorizaćı kompletńıch graf̊u Kn na kostry, a proto uvedeme pouze dvě, a to nejd̊uležitěǰśı,
nutné podmı́nky takové faktorizace. Daľśı podmı́nky lze nalézt zde [12].

Necht’ T je kostra grafu Kn, potom T je strom na n vrcholech s n−1 hranami. Jak jsme
již uvedli u G-dekompozice počet hran grafu T muśı dělit počet hran grafu Kn. Protože
Kn má 1

2n(n−1) hran a T má n−1 hran, lze uvažovat o G-faktorizaci, resp. T -faktorizaci
pouze v př́ıpadě, že n je sudé. Proto dále uvažujeme pouze kompletńı grafy K2n.

Mějme kompletńı graf K2n, který má n(2n − 1) hran a strom T2n, který má 2n − 1
hran. Každá T2n-faktorizace K2n obsahuje n faktor̊u. Předpokládejme, že by kostra T2n

měla vrchol x stupně vyšš́ıho než n. Ztotožněme tedy vrchol x s některým z vrchol̊u v
K2n, t́ım pokryjeme v́ıce než n hran incidentńıch s t́ımto vrcholem. Dále v́ıme, že každý
vrchol v T2n má stupeň alespoň jedna. Z toho plyne, že každý ze zbylých n − 1 faktor̊u
pokryje alespoň jednu hranu incidentńı s vrcholem x v K2n. To ovšem znamená, že n
faktory pokryjeme v́ıce než 2n − 1 hran incidentńıch s vrcholem x. Pak by ovšem některá
hrana incidentńı s x musela být pokryta v́ıcekrát, nebot’ degK2n

(x) = 2n − 1.
Proto existuje-li T2n-faktorizace K2n, pak ∆(T2n) ≤ n. Tuto podmı́nku nazýváme

stupňovou podmı́nkou.
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3.4 Postačuj́ıćı podmı́nky faktorizace
Postačuj́ıćı podmı́nky faktorizace jsou relativně neprozkoumané. Dlouho byly známy pouze
triviálńı výsledky faktorizace K2n na hamiltonovské cesty a na dvojhvězdy (dvojhvězda
vznikne tak, že spoj́ıme hranou centrálńı vrcholy dvou hvězd K1,n−1). Všechny postačuj́ıćı
podmı́nky faktorizace na kostry jsou založeny na ohodnoceńı. Nejznáměǰśı taková ohodno-
ceńı jsou ρ-symetrické ohodnoceńı, smı́̌sené ρ-ohodnoceńı a přeṕınaćı ohodnoceńı. V rámci
této práce se budeme věnovat pouze smı́̌senému ρ-ohodnoceńı a přeṕınaćımu ohodnoceńı.
3.5. Definice G-dekompozice grafu H s 2n vrcholy na G0, G1, . . . , Gs je bicyklická,
jestliže existuje uspořádáńı (x0, x1, . . . , xn−1, y0, y1, . . . , yn−1) vrchol̊u H a isomorfismus
φi : G → Gi, pro i = 0, 1, 2, . . . , s, takový, že φi(xj) = xj+i a φi(yj) = yj+i pro každé
j = 0, 1, . . . , n − 1, kde součty j + i jsou brány modulo n.

3.6. Poznámka Z definice plyne, že 2n vrchol̊u grafu H muśıme rozdělit do dvou stejně
velkých množin, např. X a Y , kde |X| = |Y | = n, dále muśıme vhodně umı́stit prvńı
kopii G0 a zbývaj́ıćı kopie grafu G źıskáme postupným otáčeńım G0 tak, že vrcholy z G0
umı́stěné do X, rotujeme v rámci X a vrcholy z G0, umı́stěné do Y , rotujeme v rámci Y .

3.5 Faktorizace kompletńıho bipartitńıho grafu
Pro dekompozici pravidelných kompletńıch bipartitńıch graf̊u zavedl Fronček bipartitńı
ρ-ohodnoceńı.
3.7. Úmluva Hranu xy, tedy hranu mezi vrcholy x a y, budeme pro př́ıpad ohodnoceńı
vrchol̊u č́ısly λ(x) a λ(y) označovat (λ(x), λ(y)).

3.8. Definice Necht’ G je bipartitńı graf s množinou vrchol̊u V (G) = X0 ∪ X1 a n
hranami. Dále necht’ je ρ prosté zobrazeńı ρ : Xi → Si, kde Si je podmnožinou množiny
Vi = {0i, 1i, . . . , (n − 1)i}, pro i = 0, 1. Pak je délka hrany (x0, y1) pro x0 ∈ V0 a y1 ∈ V1
definována jako l01(x0, y1) = y − x, kde rozd́ıl y − x je brán modulo n. Jestliže množina
všech délek hran je rovna {0, 1, . . . , n − 1}, potom je ρ bipartitńı ρ-ohodnoceńı.

Existuje-li bipartitńı ρ-ohodnoceńı, pak je zaručena bicyklická dekompozice kom-
pletńıho grafu Kn,n. To bylo dokázáno zde [3].
3.9. Věta Necht’ má bipartitńı graf G s n hranami bipartitńı ρ-ohodnoceńı. Pak existuje
bicyklická dekompozice kompletńıho grafu Kn,n na n kopíı grafu G.

Tato věta je významná pro daľśı ohodnoceńı, která umožňuj́ı faktorizaci kompletńıch
graf̊u na kostry.

3.6 Smı́̌sené ρ-ohodnoceńı
Smı́̌sené ρ-ohodnoceńı, budeme nazývat krátce smı́̌sené ohodnoceńı. Smı́̌sené ohodnoceńı
bylo definováno Frončkem v [3].
3.10. Definice Necht’ je graf G s V (G) = V0 ∪ V1, V0 ∩ V1 = ∅ a |V0| = |V1| = n. Necht’ je
λ prosté zobrazeńı λ : Vi → {0i, 1i, . . . , (n − 1)i}, pro i = 0, 1. Čistá délka hrany (xi, yi),
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kde xi, yi ∈ Vi, i ∈ {0, 1}, pro λ(xi) = pi a λ(yi) = qi je definována jako

lii(xi, yi) = min{|p − q|, n − |p − q|}.

Smı́̌sená délka hrany (x0, y1), kde x0 ∈ V0, y1 ∈ V1, pro λ(x0) = p0 a λ(y1) = q1, je
definována jako

l01(x0, y1) = (q − p) (mod n),
kde p, q ∈ {0, 1, . . . , n−1} jsou ohodnoceńı vrchol̊u bez index̊u. Hrany (xi, yi), kde i = 0, 1,
s čistou délkou lii jsou čisté ii-hrany a hrany (x0, y1) se smı́̌senou délkou l01 jsou smı́̌sené
hrany.

3.11. Definice Necht’ G je graf se 4n + 1 hranami, V (G) = V0 ∪ V1, V0 ∩ V1 = ∅, a
|V0| = |V1| = 2n + 1. Necht’ λ je prosté zobrazeńı λ : Vi → {0i, 1i, . . . , (2n)i}, pro i = 0, 1,
a nakonec necht’ délky hran jsou poč́ıtány dle Definice 3.10. Pak řekneme, že G má smı́̌sené
ρ-ohodnoceńı, pokud:

1. {lii(xi, yi) : (xi, yi) ∈ E(G)} = {1, 2, . . . , n}, pro i = 0, 1,

2. {l01(x0, y1) : (x0, y1) ∈ E(G)} = {0, 1, . . . , 2n}.

Z definice je zřejmé, že kostra T muśı mı́t 4n+2 vrchol̊u, aby měla smı́̌sené ohodnoceńı.
Je tedy zřejmé, že smı́̌sené ohodnoceńı nelze použ́ıt v př́ıpadě, že kostra má 4n vrchol̊u.
Má-li kostra T smı́̌sené ohodnoceńı, pak je jej́ı vrcholová množina rozdělena na dvě stejně
velké množiny V0, V1. Celý graf je potom složen ze tř́ı podgraf̊u a to H0, H1 a H01, s t́ım,
že H0 je indukovaný na V0 (má n hran), H1 je indukovaný na V1 (má n hran) a H01
je bipartitńı graf s partitami X0 ⊆ V0 a X1 ⊆ V1. Podgrafy H0 a H1 splňuj́ı podmı́nky
ρ-ohodnoceńı a H01 splňuje podmı́nky bipartitńıho ρ-ohodnoceńı. Smı́̌sené ohodnoceńı
tedy můžeme chápat jako ”slepeńı“ dvou graf̊u s ρ-ohodnoceńı a bipartitńıho grafu s
bipartitńım ρ-ohodnoceńı(viz obr. 16, obr. 17). Následuj́ıćı věta byla dokázana v [3].
3.12. Věta Necht’ je G graf s 4n + 1 hranami, který má smı́̌sené ρ-ohodnoceńı. Potom
existuje bicyklická dekompozice kompletńıho grafu K4n+2 na 2n + 1 kopíı grafu G.
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Obr. 16: Strom T se smı́̌seným ohodnoceńım
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Obr. 17: Bicyklická T -faktorizace K10
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3.7 Přeṕınaćı ohodnoceńı
Na závěr této kapitoly uvedeme přeṕınaćı ohodnoceńı, které zajǐst’uje T -faktorizaci kom-
pletńıch graf̊u K4n. Důkaz v [9].
3.13. Věta Graf G s 4n − 1 hranami má přeṕınaćı smı́̌sené ohodnoceńı, jestliže splňuje
následuj́ıćı podmı́nky:
Množina vrchol̊u V (G) = V0 ∪ V1, V0 ∩ V1 = ∅, |V0| = |V1| = 2n. Necht’ je λ prosté
zobrazeńı λ : Vi → {0i, 1i, . . . , (2n − 1)i}, pro i = 0, 1 (délky hran jsou definovány stejně
jako v Definici 3.10), potom:

1. {lii(xi, yi) : (xi, yi) ∈ E(G)} = {1, 2, . . . , n}, pro i = 0, 1,

2. existuje isomorfismus φ takový, že G je isomorfńı s G′, kde V (G′) = V (G) a E(G′) =
(E(G) \ {(k0, (k + n)0), (l1, (l + n)1)}) ∪ {(k0, (l + n)1), ((k + n)0, l1)},

3. {l01(x0, y1) : (x0, y1) ∈ E(G)} = {0, 1, . . . , 2n−1}\{l01(k0, (l+n)1), l01((k+n)0, l1)}.

3.14. Věta Necht’ G je graf na 4n vrcholech s 4n−1 hranami, maj́ıćı přeṕınaćı smı́̌sené
ohodnoceńı. Potom existuje G-dekompozice kompletńıho grafu K4n na 2n isomorfńıch kopíı
G (viz obrázky 18, 19).
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Obr. 18: Přeṕınaćı ohodnoceńı housenky (2, 4, 2, 2)
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Obr. 19: Bicyklická faktorizace K8 na housenky (2, 4, 2, 2)

Problém dekompozice kompletńıch graf̊u poutá pozornost matematik̊u přes padesát
let. Výzkum v této oblasti inspirovala Ringelova hypotéza z roku 1963, která ř́ıká, že každý
strom T s m hranami rozkládá kompletńı graf K2m+1. Se silněǰśı hypotézou poté přǐsel
Kotzig. Ta tvrd́ı, že každý strom má graciózńı ohodnoceńı, což je postačuj́ıćı podmı́nka
pro T -dekompozici K2m+1. Dosud nebyla hypotéza ani potvrzena ani vyvrácena.

Výsledky ohledně graciózńıch a ρ–ohodnoceńı lze nalézt v [8], jedná se o skoro úplný
a kvalitńı přehled. Eldergill v diplomové práci [1] z roku 1997 uvedl nutnou a postačuj́ıćı
podmı́nku pro cyklickou faktorizaci K2n na symetrické kostry a úplně klasifikoval stromy
řádu 10 (rozhodl o všech stromech řádu 10, zda faktorizuj́ı nebo nefaktorizuj́ı K10).

Daľśı krok ve výzkumu T -faktorizaćı kompletńıch graf̊u udělal D. Fronček t́ım, že de-
finoval smı́̌sené ρ–ohodnoceńı [2], [3]. Touto metodou objevil širš́ı tř́ıdu stromů na 4n + 2
vrcholech, které faktorizuj́ı K4n+2. To je postačuj́ıćı podmı́nka pro T -faktorizaci kom-
pletńıch graf̊u K4n+2, i když strom T neńı symetrický. Pro faktorizaci stromů na 4n
vrcholech bylo zavedeno přeṕınaćı ohodnoceńı [9]. Nevýhodou přeṕınaćıho ohodnoceńı je
ovšem požadavek na silný automorfismus faktorizuj́ıćıho grafu.

Rovněž byla provedena klasifikace všech housenek diametru 4 a 5 [10] a [5]. Také byla
nalezena faktorizace pro některé housenky diametru 6 [13] a [14]. Klasifikace všech stromů
s nejvýše čtyřmi nelistovými vrcholy uvád́ı ve své práci Fronček, Kovář, Kubesa [6].
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4 Faktorizace kompletńıch graf̊u na pulce
Nejprve připomeneme, že unicyklický graf je graf s právě jedńım cyklem a pulec je graf,
který se skládá z cyklu, kde z jednoho vrcholu vede netriviálńı cesta.

4.1 Nutné podmı́nky faktorizace kompletńıch graf̊u na unicyk-
lické grafy

Necht’ G je souvislý unicyklický graf na n vrcholech a Kn je kompletńı graf na n vrcholech.
Vı́me, že |E(Kn)| = 1

2n(n − 1) a |E(G)| = n. Aby G faktorizoval Kn, tak muśı být č́ıslo
1
2n(n−1) dělitelné č́ıslem n. Tedy č́ıslo n−1

2 muśı být přirozené, proto je č́ıslo n liché. Dále
budeme tudiž uvažovat kompletńı grafy a souvislé unicyklické grafy na 2n + 1 vrcholech.
Je zřejmé, že unicyklický graf r̊uzný od cyklu muśı mı́t alespoň 4 vrcholy, proto stanov́ıme
n ≥ 2.

4.2 Postačuj́ıćı podmı́nky faktorizace kompletńıch graf̊u K2n+1
na unicyklické grafy, pro liché n

Mějme souvislý unicyklický graf G takový, že obsahuje vrchol v, který lež́ı na cyklu a
deg(v) = 2. Označme sousedy vrcholu v jako x, y. Vytvořme strom T = G − v.
4.1. Věta Necht’ strom T = G − v bicyklicky faktorizuje kompletńı graf K2n s t́ım, že
φ0(x) ∈ {x0, x1, . . . , xn−1} a φ0(y) ∈ {y0, y1, . . . , yn−1} (viz definice 3.5). Potom souvislý
unicyklický graf G faktorizuje kompletńı graf K2n+1.

D̊ukaz. Necht’ V (K2n+1 = {v}∪{x0, x1, . . . , xn−1}∪{y0, y1, . . . , yn−1}) a K2n = K2n+1−v.
Předpokládejme, že strom T = G − v bicyklicky faktorizuje kompletńı graf K2n, přičemž
T0, T1, . . . , Tn−1 jsou jednotlivé faktory této faktorizace a φi : T → Ti pro i = 0, 1, . . . , n−1
jsou př́ıslušné isomorfismy.

Stanovme φ0(x) = xi a φ0(y) = yj.
Protože {φj(x) = xi+j : j = 0, 1, . . . , n − 1} = {x0, x1, . . . , xn−1} a {φi(y) = yj+i : i =

0, 1, . . . , n − 1} = {y0, y1, . . . , yn−1}, tak množina {φj(x)v : j = 0, 1, . . . , n − 1} ∪ {φi(y)v :
i = 0, 1, . . . , n − 1} je množina všech hran incidentńıch v K2n+1 s vrcholem v.

Přidáme-li ke každému faktoru Ti, i = 0, 1, . . . , n − 1 vrchol v a hrany vφi(x), vφi(y)
dostáváme G-faktorizaci kompletńıho grafu K2n+1.

�

4.3 Pulci na 2n + 1 vrcholech pro n liché
Protože uvažujeme kompletńı grafy K2n+1 pro n liché, tak polož́ıme n = 2k+1 a dostaneme
kompletńı graf K4k+3, kde k je alespoň 1.

Nyńı si jediný vrchol stupně 3 v pulci TP (m, 4k + 3 − m) označ́ıme jako y. Souseda
vrcholu y lež́ıćıho na cyklu označ́ıme jako v. Souseda vrcholu v, který je stupně 2 označ́ıme
jako x. Pokud z pulce TP (m − 4k + 3) odebereme vrchol v, vznikne cesta P . Ve všech
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následuj́ıćıch d̊ukazech ukážeme, že cesta P umožňuje smı́̌sené ohodnoceńı takové, že
φ0(x) ∈ V0 a φ0(y) ∈ V1 a dist(φ0(x), φ0(y)) = m − 2. Potom totiž z vět 3.12 a 4.1 plyne,
že pulec TP (m, 4k + 3 − m) faktorizuje K4k+3.
4.2. Věta Každý pulec TP (m, 4k + 3 − m) faktorizuje kompletńı graf K4k+3 pro m =
3k + 3, 3k + 4, . . . , 4k + 2.

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že cesta P umožňuje smı́̌sené ohodnoceńı. Cestu P rozděĺıme
na tři na sebe navazuj́ıćı cesty P00, P01 a P11, přičemž P00 obsahuje čisté 00-hrany, cesta
P01 obsahuje smı́̌sené 01-hrany a cesta P11 čisté 11-hrany.

• Necht’ k je liché, k = 2q + 1.

P00 = q0, (q + 1)0, (q − 1)0, (q + 2)0, . . . , (2q)0, 00, (2q + 1)0,
P01 = (2q + 1)0, (4q + 2)1, (2q + 2)0, (4q + 1)1, . . . , (3q + 3)1, (3q + 1)0, (3q +
2)1, (3q + 2)0, (3q + 1)1, (3q + 3)0, . . . , (4q + 1)0, (2q + 2)1, (4q + 2)0, (2q + 1)1,
P11 = q1, (q + 1)1, (q − 1)1, (q + 2)1, . . . , (2q)1, 01, (2q + 1)1.

Pak:

P00 obsahuje čisté 00-hrany délek: 1, 2, 3, . . . , 2q, 2q + 1 = k,
P00 obsahuje smı́̌sené 01-hrany délek: 2q + 1 = k, 2q, 2q − 1, . . . , 2, 1, 0, 4q + 2 =
2k, 4q + 1 = 2k − 1, . . . , 2q + 4, 2q + 3, 2q + 2 = k + 1,
P11 obsahuje čisté 11-hrany délek: 1, 2, 3, . . . , 2q, 2q + 1 = k.

• Necht’ k je sudé. Označ́ıme k = 2q.

P00 = q0, (q − 1)0, (q + 1)0, (q − 2)0, . . . , (2q − 1)0, 00, (2q)0,
P01 = (2q)0, (4q)1, (2q + 1)0, (4q − 1)1, . . . , (3q − 1)0, (3q + 1)1, (3q)0, (3q)1, (3q +
1)0, (3q − 1)1, . . . , (4q − 1)0, (2q + 1)1, (4q)0, (2q)1,
P11 = q1, (q − 1)1, (q + 1)1, (q − 2)1, . . . , (2q − 1)1, 01, (2q)1.

Pak:

P00 obsahuje čisté 00-hrany délek: 1, 2, 3, . . . , 2q − 1, 2q = k,
P00 obsahuje smı́̌sené 01-hrany délek: 2q = k, 2q − 1, 2q − 2, . . . , 2, 1, 0, 4q =
2k, 4q − 1 = 2k − 1, . . . , 2q + 3, 2q + 2, 2q + 1 = k + 1,
P11 obsahuje čisté 11-hrany délek: 1, 2, 3, . . . , 2q − 1, 2q = k.

Vid́ıme, že jak pro k liché, tak pro k sudé umožňuje cesta P na 4k + 2 vrcholech smı́̌sené
ohodnoceńı. Tomuto smı́̌senému ohodnoceńı cesty P ř́ıkejme základńı. Tedy existuje bicyk-
lická faktorizace kompletńıho grafu K4k+2 na faktory P0, P1, . . . , P2k, kde Pr

∼= P pro
každé r = 0, 1, . . . , 2k. Nyńı ztotožńıme vrchol x s vrcholem q0 ∈ V0 (φ0(x) = q0) cesty
P a interńı vrchol y cesty P postupně ztotožńıme s vrcholy i1 ∈ V1 (φ0(y) = i1), kde
i ∈ {0, 1, . . . , q −2, q −1, q +1, q +2, . . . , k −1, k}. Jestliže ke každému faktoru Pr přidáme
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Obr. 20: Konstrukce pro k = 3

vrchol v a hrany (q + r)0v, (i + r)1v (součty q + r, i + r jsou brány modulo (2k + 1)), tak
dostáváme TP (m, 4k +3−m)-faktorizace K4k+3 pro m = 3k +3, 3k +4, . . . , 4k +2, nebot’
vzdálenosti vrchol̊u i1, i ∈ {0, 1, . . . , q − 2, q − 1, q + 1, q + 2, . . . , k − 1, k} od vrcholu q0
jsou 3k + 1, 3k + 2, . . . , 4k.
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Obr. 21: Konstrukce pro k = 4
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Obr. 22: Konstrukce pro k = 7
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Obr. 23: Konstrukce pro k = 8
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4.3. Věta Každý pulec TP (m, 4k + 3 − m) faktorizuje kompletńı graf K4k+3 pro m =
3, 4, . . . , k + 2.

D̊ukaz. Odebereme ze základńıho smı́̌seného ohodnoceńı cesty P na 4k+2 vrcholech čisté
hrany (q0, (q +1)0) a (q1, (q +1)1) délky 1 pro k = 2q +1, resp. (q0, (q −1)0) a (q1, (q −1)1)
pro k = 2q délky 1 a smı́̌sené hrany ((3q + 2)0, (3q + 1)1) a ((3q + 1)0, (3q + 2)1) pro
k = 2q + 1 resp. ((3q)0, (3q + 1)1) a ((3q + 1)0, (3q)1) pro k = 2q délek 1 a 2k.

Následně přidáme čisté hrany ((3q+1)0, (3q+2)0) a ((3q+1)1, (3q+2)1) pro k = 2q+1
resp. ((3q)0, (3q +1)0) a ((3q)1, (3q +1)1) pro k = 2q délky 1 a smı́̌sené hrany (q0, (q +1)1)
a ((q + 1)0, q1) pro k = 2q + 1 resp. ((q − 1)0, q1) a (q0, (q − 1)1) pro k = 2q délek 1 a 2k.

Dostáváme jiné smı́̌sené ohodnoceńı cesty P . Tedy existuje bicyklická faktorizace kom-
pletńıho grafu K4k+2 na faktory P0, P1, . . . , P2k, kde Pr

∼= P pro každé r = 0, 1, . . . , 2k.
Nyńı ztotožńıme vrchol x s vrcholem q0 ∈ V0 (φ0(x) = q0) cesty P a interńı vrchol
y cesty P postupně ztotožńıme s vrcholy i1 ∈ V1 (φ0(y) = i1), kde i ∈ {0, 1, . . . , q −
2, q − 1, q + 1, q + 2, . . . , k − 1, k}. Jestliže ke každému faktoru Pr přidáme vrchol v a
hrany (q + r)0v, (i + r)1v (součty q + r, i + r jsou brány modulo (2k + 1)), tak dostáváme
TP (m, 4k + 3 − m)-faktorizace K4k+3 pro m = 3, 4, . . . , k + 2, nebot’ vzdálenosti vrchol̊u
i1, i ∈ {0, 1, . . . , q − 2, q − 1, q + 1, q + 2, . . . , k − 1, k} od vrcholu q0 jsou 1, 2, . . . , k.
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Obr. 24: Konstrukce pro k = 3
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Obr. 25: Konstrukce pro k = 4
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Obr. 26: Konstrukce pro k = 7
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Obr. 27: Konstrukce pro k = 8
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4.4. Věta Necht’ k je liché. Pak každý pulec TP (m, 4k + 3 − m) faktorizuje kompletńı
graf K4k+3 pro m = k + 2, k + 3, . . . , 2k + 2.

D̊ukaz. Označ́ıme k = 2q + 1.
Odebereme ze základńıho smı́̌seného ohodnoceńı P smı́̌senou hranu (3q+2)0, (3q+2)1)

délky 0 a následně přidáme smı́̌senou hranu (q0, q1) délky 0.
Dostáváme jiné smı́̌sené ohodnoceńı cesty P . Tedy existuje bicyklická faktorizace kom-

pletńıho grafu K4k+2 na faktory P0, P1, . . . , P2k, kde Pr
∼= P pro každé r = 0, 1, . . . , 2k.

Nyńı ztotožńıme vrchol x s vrcholem (3q + 2)0 ∈ V0 (φ0(x) = (3q + 2)0) cesty P a interńı
vrchol y cesty P postupně ztotožńıme s vrcholy i1 ∈ V1 (φ0(y) = i1), kde i ∈ {0, 1, . . . , k}.
Jestliže ke každému faktoru Pr přidáme vrchol v a hrany (q + r)0v, (i + r)1v (součty
q + r, i + r jsou brány modulo (2k + 1)), tak dostáváme TP (m, 4k + 3 − m)-faktorizace
K4k+3 pro m = k + 2, k + 3, . . . , 2k + 2, nebot’ vzdálenosti vrchol̊u i1, i ∈ {0, 1, . . . , k} od
vrcholu (3q + 2)0 jsou k, k + 1, . . . , 2k.
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Obr. 28: Konstrukce pro k = 3
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Obr. 29: Konstrukce pro k = 7
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4.5. Věta Necht’ k je liché. Pak každý pulec TP (m, 4k + 3 − m) faktorizuje kompletńı
graf K4k+3 pro m = 2k + 4, 2k + 5, . . . , 3k + 3.

D̊ukaz. Označ́ıme k = 2q + 1.
Odebereme ze základńıho smı́̌seného ohodnoceńı cesty P na 4k+2 vrcholech čisté hrany

(q0, (q+1)0) a (q1, (q+1)1) délky 1 a smı́̌sené hrany ((3q+2)0, (3q+1)1), ((3q+1)0, (3q+2)1)
a ((3q + 2)0, (3q + 2)1) délek 1, 2k a 0.

Následně přidáme čisté hrany ((3q + 1)0, (3q + 2)0) a ((3q + 1)1, (3q + 2)1) délky 1 a
smı́̌sené hrany (q0, (q + 1)1), ((q + 1)0, q1) a (q0, q1) délek 1, 2k a 0.

Dostáváme jiné smı́̌sené ohodnoceńı cesty P . Tedy existuje bicyklická faktorizace kom-
pletńıho grafu K4k+2 na faktory P0, P1, . . . , P2k, kde Pr

∼= P pro každé r = 0, 1, . . . , 2k.
Nyńı ztotožńıme vrchol x s vrcholem (3q + 2)0 ∈ V0 (φ0(x) = (3q + 2)0) cesty P
a interńı vrchol y cesty P postupně ztotožńıme s vrcholy i1 ∈ V1 (φ0(y) = i1), kde
i ∈ {0, 1, . . . , q −2, q −1, q +1, q +2, . . . , k −1, k}. Jestliže ke každému faktoru Pr přidáme
vrchol v a hrany (q + r)0v, (i + r)1v (součty q + r, i + r jsou brány modulo (2k + 1)),
tak dostáváme TP (m, 4k + 3 − m)-faktorizace K4k+3 pro m = 2k + 4, 2k + 5, . . . , 3k + 3,
nebot’ vzdálenosti vrchol̊u i1, i ∈ {0, 1, . . . , q −2, q −1, q +1, q +2, . . . , k −1, k} od vrcholu
(3q + 2)0 jsou 2k + 2, 2k + 3, . . . , 3k + 1.
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Obr. 30: Konstrukce pro k = 3
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Obr. 31: Konstrukce pro k = 7
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4.6. Věta Necht’ k je sudé. Pak každý pulec TP (m, 4k + 3 − m) faktorizuje kompletńı
graf K4k+3 pro m = k + 2, k + 3, . . . , 2k + 1.

D̊ukaz. Označ́ıme k = 2q.
Odebereme ze základńıho smı́̌seného ohodnoceńı cesty P na 4k + 2 vrcholech čisté

hrany (q0, (q − 1)0) a (q1, (q − 1)1) pro k = 2q délky 1 a smı́̌sené hrany ((3q)0, (3q +
1)1), ((3q + 1)0, (3q)1) a ((3q)0, (3q)1) délek 1, 2k a 0.

Následně přidáme čisté hrany ((3q)0, (3q + 1)0) a ((3q)1, (3q + 1)1) délky 1 a smı́̌sené
hrany ((q − 1)0, q1), (q0, (q − 1)1) a (q0, q1) délek 1, 2k a 0.

Dostáváme jiné smı́̌sené ohodnoceńı cesty P . Tedy existuje bicyklická faktorizace kom-
pletńıho grafu K4k+2 na faktory P0, P1, . . . , P2k, kde Pr

∼= P pro každé r = 0, 1, . . . , 2k.
Nyńı ztotožńıme vrchol x s vrcholem (3q)0 ∈ V0 (φ0(x) = (3q)0) cesty P a interńı vrchol
y cesty P postupně ztotožńıme s vrcholy i1 ∈ V1 (φ0(y) = i1), kde i ∈ {0, 1, . . . , q −
2, q − 1, q + 1, q + 2, . . . , k − 1, k}. Jestliže ke každému faktoru Pr přidáme vrchol v a
hrany (q + r)0v, (i + r)1v (součty q + r, i + r jsou brány modulo (2k + 1)), tak dostáváme
TP (m, 4k + 3 − m)-faktorizace K4k+3 pro m = k + 2, k + 3, . . . , 2k + 1, nebot’ vzdálenosti
vrchol̊u i1, i ∈ {0, 1, . . . , q − 2, q − 1, q + 1, q + 2, . . . , k − 1, k} od vrcholu (3q)0 jsou
k, k + 1, . . . , 2k − 1.
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Obr. 32: Konstrukce pro k = 4
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Obr. 33: Konstrukce pro k = 8
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4.7. Věta Necht’ k je sudé. Pak každý pulec TP (m, 4k + 3 − m) faktorizuje kompletńı
graf K4k+3 pro m = 2k + 3, 2k + 4, . . . , 3k + 3.

D̊ukaz. Označ́ıme k = 2q.
Odebereme ze základńıho smı́̌seného ohodnoceńı P smı́̌senou hranu (3q)0, (3q)1) délky

0 a následně přidáme smı́̌senou hranu (q0, q1) délky 0.
Dostáváme jiné smı́̌sené ohodnoceńı cesty P . Tedy existuje bicyklická faktorizace kom-

pletńıho grafu K4k+2 na faktory P0, P1, . . . , P2k, kde Pr
∼= P pro každé r = 0, 1, . . . , 2k.

Nyńı ztotožńıme vrchol x s vrcholem (3q)0 ∈ V0 (φ0(x) = (3q)0) cesty P a interńı vrchol y
cesty P postupně ztotožńıme s vrcholy i1 ∈ V1 (φ0(y) = i1), kde i ∈ {0, 1, . . . , k}. Jestliže
ke každému faktoru Pr přidáme vrchol v a hrany (q + r)0v, (i + r)1v (součty q + r, i + r
jsou brány modulo (2k + 1)), tak dostáváme TP (m, 4k + 3 − m)-faktorizace K4k+3 pro
m = 2k + 3, 2k + 4, . . . , 3k + 3, nebot’ vzdálenosti vrchol̊u i1, i ∈ {0, 1, . . . , k} od vrcholu
(3q)0 jsou 2k + 1, 2k + 2, . . . , 3k + 1.
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Obr. 34: Konstrukce pro k = 4
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Obr. 35: Konstrukce pro k = 8
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5 Závěr
V kapitole 4 jsme dokázali následuj́ıćı věty:
5.1. Věta Necht’ k je liché. Pak každý pulec TP (m, 4k + 3 − m) faktorizuje kompletńı
graf K4k+3 pro m = 3, 4, . . . , 2k + 1, 2k + 2, 2k + 4, 2k + 5, . . . , 4k + 2.

5.2. Věta Necht’ k je sudé. Pak každý pulec TP (m, 4k + 3 − m) faktorizuje kompletńı
graf K4k+3 pro m = 3, 4, . . . , 2k, 2k + 1, 2k + 3, 2k + 4, . . . , 4k + 2.

Důkazy vět 5.1 a 5.2 plynou z vět dokázaných v kapitole 4 a věty 3.12. Je patrné, že
jak v př́ıpadě, kdy k je liché, tak v př́ıpadě, kdy k je sudé, chyb́ı jedna délka cyklu.

Ve všech d̊ukazech odeb́ıráme z pulce vrchol cyklu tak, aby vznikla cesta. Pro takto
vzniklou cestu pak hledáme vhodné smı́̌sené ohodnoceńı. V př́ıpadě, že máme pulce
TP (2k + 3, 2k) pro k liché resp. TP (2k + 2, 2k + 1) pro k sudé, tak odebereme vrchol
cyklu tak, že vznikne tzv. kometa (kometa je graf, který vznikne ztotožněńım koncových
vrchol̊u alespoň tř́ı cest). A pak opět hledáme vhodné smı́̌sené ohodnoceńı takové ko-
mety. V tuto chv́ıli ještě neńı proveden přesný d̊ukaz pro kometu, která vznikne z pulce
TP (2k + 2, 2k + 1). Tento d̊ukaz bude určitě součást́ı navazuj́ıćıho odborného článku.

Přirozeným pokračováńım této práce je plněńı následuj́ıćıch úkol̊u:

• dokončit faktorizace K4k+3 pro pulce TP (2k+3, 2k), kde k je liché a TP (2k+2, 2k+
1), kde k je sudé,

• výzkum faktorizace K4k+1 na pulce TP (m, 4k + 1 − m), kde m = 3, 4, . . . , 4k, s
využit́ım přeṕınaćıho ohodnoceńı,

• s využit́ım věty 4.1, hledat faktorizace K2n+1 na jiné unicyklické grafy.
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[9] Kovářová, T.: Spanning Tree Factorizations of Complete Graphs, Ph.D. Thesis. VŠB
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