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Abstrakt

V této diplomové praci zkoumame faktorizace na kompletnich graft Ky, 3 na pulce pro
k > 1 (pulec je graf G, ktery vznikne ztotoznénim libovolného vrcholu cyklu C,, s kon-
covym vrcholem cesty délky |V (G)| —m, kde 3 <m < |[V(G)| — 1).

Ukazeme, ze kazdy pulec na 4k + 3 vrcholech faktorizuje kompletni graf Ky, 3, je-li
délka cyklu m = 3,4,...,2k+ 2,2k +4,...,4k + 2 pro k liché resp. m = 3,4,...,2k +
1,2k + 3,...,4k 4+ 2 pro k sudé. Vsimneme si, ze chybi délky cykla m = 2k + 3 pro k
liché resp. m = 2k + 2 pro k sudé. Dukazy pro tyto délky jesté nejsou zcela dokoncené,
ale urc¢ité se objevi v ¢lanku, ktery bude navazovat na tuto praci.

Klicova slova: faktorizace, kompletni graf, unicyklicky graf, pulec

Abstract

In this master thesis we investigate factorizations of complete graphs Ky 3 into tadpoles
for k£ > 1 (a tadpole is a graph G that arise if we glue one terminal vertex of path of
length |V(G)| —m to an arbitary vertex of cycle C,, for 3 < m < |V(G)| —1).

We show that every tadpole with 4k + 3 vertices factorizes a complete graph Kyx. 3
if lengths of cycles are m = 3,4,...,2k + 2,2k + 4,...,4k + 2 for k odd resp. m =
3,4,....2k+ 1,2k + 3,...,4k + 2 for k even. We see that lengths of cycles m = 2k + 3
for k£ odd resp. m = 2k + 2 for k even are missing. Proofs of this lengths of cycles are not
finished yet. But they will be featured in the article that follows this thesis.

Keywords: factorization, complete graph, unicycle graph, tadpole
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1 Uvod

Faktorizace kompletnich grafii predstavuje klasicky problém nejen v teorii grafi, ale i teorii
designti. Toto téma je zkouméano od 60. let 20. stoleti. Co se tyce faktorizace kompletnich
grafti na kostry byly zndmy do prelomu tisicileti pouze zrejmé vysledky (faktorizace na ha-
miltonovské cesty a dvojhvézdy). Diky prace tymu kolem prof. Froncka (Kovar, Kovarova,
Kubesa) se podafilo tplné charakterizovat kostry s nejvyse ¢tyrmi nelistovymi vrcholy,
které faktorizuji a které ne ([2], [3], [6], [B], [7], [9], [10]). Déale byly nalezeny nékteré
faktorizujci kostry s péti nelistovymi vrcholy ([13], [14]).

Ukazuje se, ze pro faktorizace na unicyklické grafy lze s vyhodou pouzit metod fak-
torizace na kostry. Unicyklickymi grafy lze faktorizovat pouze kompletni grafy s lichym
poctem vrcholi, tzn. Ky, 1. V praci chceme nalézt co nejvétsi tiidu pulct, kteti faktorizuji
Ko, i1, pro n liché.



2 Zakladni pojmy

V ramci této kapitoly zavedeme zakladni pojmy z teorie grafli, které budeme potiebovat
pro tuto praci. Vétsina definic je prevzata z nasledujicich skript [4].

2.1 Graf

2.1. Definice Graf G (také jednoduchy graf nebo obycejny graf) je usporddana dvojice
(V,E), kde V' je neprazdnd mnozina vrcholi a F je mnozina hran - mnozina dvouprv-
kovych podmnozin mnoziny V.

Mnoziné V nebo také V(G) (chceme-li zduraznit, Ze se jedna o graf G) fikdme vrcholovd
a mnoziné E nebo také E(G) fikdme hranovd. Graf G lze také oznacit G(V, E), nebo
G = (V, E). K zobrazeni grafu lze vyuzit diagram. Ten je vyhodny pro zobrazeni malych
grafu. Vrcholy zobrazime jako body v roviné (maléd prazdna kolecka). Hrana {z,y} byva
znazornéna v diagramu kiivkou (nejcéastéji tisecka nebo oblouk) spojujici vrcholy z a y.
Vrcholy = a y jsou koncové vrcholy hrany a tikdme, ze vrchol x resp. y je incidentni
s hranou {z,y}. Hranu {z,y} znacime zkracené zy. Jako sousedni vrcholy oznacujeme
vrcholy spojené hranou, jinak fikdme, Ze jsou vrcholy nesousedni nebo nezdvislé.

Pro popis hran pouzivame nejcastéji pismena e nebo f, vrcholy oznacujeme pismeny
u, v, x,y. Incidentni hranu e s vrcholy u,v popisujeme jako e = wuwv, pripadné jen wuwv.

Ukéazka grafu je na obr.

(%) V3

U1 Uy

Ug Us

U7 Us
Obr. 1: Priklad grafu

Grafy lze definovat i mnohem obecnéji. V takovych grafech se vyskytuji ndsobné hrany
(mezi dvéma vrcholy muze byt vice hran) nebo smycky (koncové vrcholy hrany jsou
identické). Takové grafy oznacujeme jako multigrafy. Grafy bez smycek a nasobnych hran
oznacujeme jako jednoduché grafy. V praci se zabyvame pouze jednoduchymi grafy.
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2.2 Stupen vrcholu a stupnova posloupnost

2.2. Definice Stupern vrcholu v € V(G) je pocet hran, se kterymi je vrchol v incidentni.

Stupen vrcholu v grafu G znacime deg(v) respektive degq(v), chceme-li uréit, kterému
grafu patti vrchol v.

V grafu rozlisujeme nejmensi stupen vrcholu a nejvetsi stupen vrcholu, které znacime
d(@) respektive A(G), kde §(G) = min{deg(v) : v € V(G)} a A(G) = max{deg(v) : v €
V(G)}. Viz obr.

U1 %)

Ug U3

U7 V4

Ve Us

Obr. 2: Graf G, kde deg(vy) = 4,deg(vy) = 5,deg(vs) = 2,deg(vy) = 4,deg(vs) =
27 deg(vﬁ) = 37 deg<v7) = 4a deg(“S) = 45 5(G) = 27 A(G) =5

2.3. Definice Necht V(G) = {vy,vs,...,v,} a dy =degv) > dy = degvg > -+ > d,, =
degv,. Potom posloupnost (dy,ds, ..., d,) je stupriovd posloupnost grafu G.

2.3 Zakladni tridy grafa

2.4. Definice Graf na n vrcholech, ktery obsahuje vsech (g) hran, se nazyva kompletni
graf a znaci se K.

2.5. Definice Méjme graf G na n vrcholech, n > 3, a V(G) = {vy,vq,...,v,}. Pokud
E(G) =A{vvi1 :i=1,2,...,n— 1} U{v,v1}, pak se graf G nazyva cyklus a znacime jej
C,. Cislo n je délka cyklu C,.

2.6. Definice M¢jme graf G na n vrcholech a V(G) = {vy,vs,...,v,}. Pokud E(G) =
{vivig1 11 =1,2,... ,n— 1}, pak se graf G nazyva cesta a znacime ji P,. Cislo n je pocet
vrcholi cesty P,. Pocet hran v cesté P, je délka cesty.

2.7. Definice Graf, ktery ma vrcholovou mnozinu rozdélenou na dvé neprazdné dis-
junktni podmnoziny M a N (|M| = m,|N| = n), a ktery obsahuje jen hrany wov, kde
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u € M a v € N, nazyvame bipartitni graf. Pokud bipartitni graf s partitami M a N
obsahuje vSech m - n hran, tak se nazyva kompletni bipartitni graf a znacime jej K, .

Priklady zakladnich tiid grafii vidime na obr.

K Cy

P4 K473

Obr. 3: Priklady zakladnich trid grafi

2.4 Podgrafy

2.8. Definice Graf H nazveme podgrafem grafu G, jestlize V(H) C V(G) a E(H) C

E(G).

2.9. Definice Podgraf F' grafu G nazveme faktorem G, jestlize V(F') = V(G).
Podgraf H grafu G je viastnim podgrafem, pokud V(G) # V(H) nebo E(G) # E(H).

2.10. Definice Indukovany podgraf H grafu G obsahuje vSechny hrany grafu G, které
jsou incidentni s vrcholy z V(H). Priklady podgrafi si pfedvedeme na obr.
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Obr. 4: Graf G a jeho: faktor F', podgraf H a indukovany podgraf I
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2.5 Isomorfismus

2.11. Definice Isomorfismus grafi G a H je bijektivni zobrazeni f : V(G) — V(H),
pro které plati, ze kazdé dva vrcholy u,v v grafu G jsou sousedni pravé tehdy, kdyz jsou
sousedni jejich obrazy f(u), f(v) v grafu H. Isomorfni grafy znacime G = H.

Je zrejmé, ze hledané zobrazeni f z definice zachovava strukturu grafu. Jsou-li G = H,
pak diagramy grafu mohou vypadat jinak, ale struktura grafu je nezménéna. Ukazka je
na obr. [

Uy Ug U1 Ve
o—o0
G H
U20 Us V2 Us
O—0
us Uy U3 V4

Obr. 5: Isomorfni grafy G a H s isomorfismem f(uy) = vy, f(ug) = vy, f(ug) = va, f(us) =
vs, fus) = vs, f(ue) = ve

Uved'me nékteré nutné podminky isomorfismu dvou grafti. Ditkazy téchto podminek
1ze nalézt zde [4]. Jsou-li G a H isomorfni, pak plati:

o V(G)|=I[V(H)],

o |[E(G)|=I[EH),

e (G a H maji stejnou stupnovou posloupnost,

e mi-li G podgraf N, pak H mé podgraf N’, ktery je isomorfni s N.

Vzhledem k tomu, ze vysSe uvedené podminky jsou nutné, tak je lze vyhodné pouzit
abychom ukézali, ze G % H. Pokud jsou splnény nelze fict, ze G = H. Na obr. [f je
priklad neisomorfnich grafii. G a H, které splnuji prvni t¥i nutné podminky, ale nespliuji
podminku ¢tvrtou.
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Uy U2 U1 V2

Ue U3 Ve U3

Us Uy Us V4

Obr. 6: G 22 H, protoze G obsahuje C3 na rozdil od H

2.6 Sled, tah a cesta

2.12. Definice (v, v,)-sledem v grafu G rozumime posloupnost vrcholt a hran

(U07 €1,V1,€2,V2,..., enuvn)u

kde v;,7 = 0,1,...,n jsou vrcholy grafu G ae;,j = 1,2,...,n jsou hrany grafu G, pficemz
kazda hrana e; ma koncové vrcholy v;_1 a v;.

Pri,, prochézeni grafu sledem*, mizeme opakovat vrcholy i hrany. Vrchol vy je pocdtecni
a vrchol v, je koncovy vrchol (vg,v,)-sledu. Ostatni vrcholy jsou wnitrni. Jestlize vy =
U, pak je sled wzavreny. Protoze pouzivame jednoduché grafy lze hrany v zapisu sledu
vynechavat. Délka sledu je pocet hran, které se nachéazi ve sledu véetné jejich opakovani.

2.13. Definice Tuh je sled, ve kterém se zadné hrany neopakuji. Tah s pocatecnim
vrcholem vy a koncovym vrcholem v, nazveme (vg, v, )-tahem.

Tah je specialni sled, proto jsou definice poc¢atecnich, koncovych a vnitinich vrcholi
stejné. Definice délky tahu je rovnéz stejnd, ale nevyskytuji se zde opakujici se hrany.
Uzavrenym tahem nazveme tah, kde pocatecni a koncovy vrchol splyvaji.

2.14. Definice  Cesta je sled, ve kterém se neopakuji vrcholy. Cestu s pocatecnim
vrcholem vy a koncovym vrcholem v, nazveme (v, v,)-cestou.

V ramci této definice chapeme cestu jako ,, putovani grafem, vyse jsme definovali cestu
jako graf.

Definice sledu, tahu a cesty si demonstrujeme na obr.[7} Posloupnost vy, va, v3, v1, va, Vs,
Vs, Vg, U7, Vg je (v1,vg)-sled (opakuje se hrana vive a jeji koncové vrcholy), posloupnost
v1, U2, Vs, U1, Vg, Us, Uy, Ug je (1, vg)-tah (opakuje se vrchol v1) a posloupnost vy, vy, v3, v4, U5,
vg, U7, Vs je (v1, vg)-cestou.
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U1 V2

Vg U3

(%4 V4

Ve Us

Obr. 7: Ukazka sledu, tahu a cesty

2.7 Souvislost grafu

2.15. Definice Rekneme, e vrchol v je dosazitelny z vrcholu u, jestlize v grafu existuje
sled z vrcholu u do vrcholu v. Graf nazveme souvisly, jestlize pro kazdé dva vrcholy u, v
je vrchol v dosazitelny z vrcholu u. V opa¢ném pripadeé je graf nesouvisly.

Komponenta grafu G je maximalni souvisly podgraf grafu G. Slovo ,, maximalni“ zna-
mena, ze neexistuje souvisly podgraf grafu G takovy, ze komponenta je jeho vlastni pod-
graf.

2.8 Vzdalenost v grafu

2.16. Definice Vzdalenost vrcholu v od vrcholu v je délka nejkratsi cesty z vrcholu v do
vrcholu v. Vzdalenost budeme znacit jako dist(u,v) nebo distg(u,v). V pripadé, ze jsou
u, v nedosazitelné, tak distg(u,v) = co.

Lze dokazat, ze takto definovand vzdalenost spliuje vlastnosti metriky. Definici si
ilustrujeme na obr. . Cisla u vrcholi predstavuji vzdalenost vrcholl od vrcholu w.
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Obr. &8: Vzdéalenosti od vrcholu u

2.9 Stromy a kostry

2.17. Definice Strom je acyklicky (bez cykli), souvisly graf.

2.18. Véta Strom s n vrcholy ma presné n — 1 hran.

Ditkaz véty 1ze nalézt zde [4]. Z definice stromu je zfejmé, ze strom je graf, ktery
obsahuje nejmensi pocet hran na daném poctu vrcholt tak, aby byl souvisly. V kazdém
stromu je mezi dvojici vrcholi pravé jedna cesta. Ve stromu lze porusit jeho souvislost
odebranim jakékoliv hrany (kazdd hrana je tzv. most). Stromy oznacujeme symbolem T,
(z anglického tree), kde n predstavuje pocet vrcholi. Priklad stromu je na obr. |§]

Obr. 9: Strom

2.19. Definice Kostrou souvislého grafu G rozumime takovy faktor grafu G, ktery je
stromem.
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2.10 Unicyklicky graf

2.20. Definice Unicyklicky graf G je graf s jedinym cyklem.
Ukézka unicyklického grafu je na obr.

Obr. 10: Unicklycky graf

2.21. Definice Pulcem na n vrcholech budeme rozumét graf, ktery vznikne z cyklu C,,,
tak, ze z jednoho vrcholu vede netrividlni cesta délky n — m, kde m = 3,4,...,n — 1.
Pulce znac¢ime T'P(m,n —m). Zkratka TP je z anglického slova tadpole (pulec).

Obr. 11: Priklad pulce T P(6, 3)
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3 Dekompozice a faktorizace grafa

V ramci této kapitoly si nadefinujeme pojmy dekompozice a faktorizace grafi.

3.1. Definice Méjme graf H na n vrcholech. Dekompozice grafu H je mnozina navzajem
hranové disjunktnich podgrafi Gy, Gs,...,G, grafu H takova, ze kazda hrana grafu H
je obsaZena v pravé jednom podgrafu G,, kde r € {1,2,...,s}. Jestlize je kazdy podgraf
G, isomorfni s grafem G, pak se jednd o G-dekompozici grafu H. Jestlize je G souvisly
faktor grafu H, pak G-dekompozici nazveme G-faktorizaci (viz obr. .

o
—

s | )

e
w

Obr. 12: G-faktorizace kompletniho grafu Kg housenkou (2,3, 2)

3.1 Nutné podminky dekompozice

Z definice je okamzité zfejma prvni nutnd podminka G-dekompozice. Ta tvrdi, zZe
pocet hran |E(G)| musi délit pocet hran |E(H)|, nebot kazda hrana grafu H pati{ do
praveé jedné kopie grafu G. Déale existuje nutnd podminka, kterd omezuje nejvyssi stupen
vrcholu v grafu G. Jeji konkrétni podobu uvedeme pozdéji.

3.2. Definice (G-dekompozice grafu H s n vrcholy na podgrafy Gy, Gy, ..., G je cyk-
lickd, pokud existuje usporadani (zg,x1,...,%,_1) vrcholu v grafu H a pokud existuje
isomorfismus ¢; : G — G;, pro i = 0,1,2,...,s takovy, ze ¢;(x;) = z;4; pro kazdé
j=0,1,...,n — 1, pficemz soucty j + ¢ jsou brany modulo n a |E(H)|/|E(G)| = s+ 1

(viz obr. [13).
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Obr. 13: Cyklickd G-dekompozice grafu H, je-li G = C5 a H = K5
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7 vyse uvedené definice cyklické G-dekompozice je zfejmé, ze cely problém je najit
vhodné umisténi prvni kopie grafu G v grafu H a zbylych s kopii grafu G ziskdme po-
stupnou rotaci prvni kopie v grafu H. Rotaci grafu G s vrcholovou mnozinou V(G) =
{vo,v1, ..., v,_1} 0 jedni¢ku, rozumime premisténi kazdého jeho vrcholu v, i € {0,1, ..., n—
1}, do vrcholu v;41, kde soucty jsou brany modulo n. Z predchoziho je také ziejmé, ze
béhem rotace nemuze byt zadna hrana grafu G totozna se svym predchozim umisténim.

3.2 Postacujici podminky dekompozice

Pro graf G, ktery rozklada graf H, nejsou znamy zadné zcela obecné postacujici podminky
pro dekompozici a to ani v ptipadé, ze je H kompletni. Proto byly nalezeny postacujici
podminky pouze pro nékteré tiidy grafii. V nasem piipadé se vénujeme rozkladiim kom-
pletnich graft, tedy H = K,,.

G-dekompozici kompletniho grafu prevadime na problém hledani urcitého ohodnoceni
grafu G. Pro pochopeni dekompozice kompletniho grafu pomoci ohodnoceni oznacime
vrcholy kompletniho grafu K, vg,vq,...,v,_1. Dale zavedeme tzv. délku hrany v kom-
pletnim grafu K, jako mens{ z &isel |j — i|,n — |j — 4| (viz obr. [14). Z toho lze ukézat,
ze v kompletnim grafu s lichym poc¢tem vrcholi je kazda délka hrany [, [ =1,2,..., ”T’l,
zastoupena n krat. V pripadé, ze kompletni graf ma sudy pocet vrcholi, pak je délka
hrany [, [ = 1,2,...,5 — 1 zastoupena n krdt a hrana délky 7 je zastoupena 7 krat.
Ohodnoceni grafu G, které je pouzivano k dekompozicim, je pouze prosté zobrazeni vr-
cholové mnoziny grafu G do mnoziny M po sobé jdoucich nezapornych celych ¢isel, kde

z ohodnoceni vrcholti stanovujeme délky hran podle vyse uvedenych pravidel.

OUV2

Obr. 14: Priklad ohodnoceni vrcholt v Kg, Ky a délek hran incidntnich s vrcholem vy a v7

Nyni nadefinujeme tzv. p-ohodnoceni grafu GG. Existuji i dalsi ohodnoceni a to «, 3, 0.
Ty ovSem nebudeme zde uvadét, nebot pro nas nejsou diilezita. Jejich definice lze nalézt
zde [11].

3.3. Definice M¢jme graf G's n hranami a nejvyse 2n+ 1 vrcholy. Necht existuje prosté
zobrazeni p : V(G) — {0,1,...,2n} takové, ze mnozina vSech délek hran grafu G je
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{1,2,...,n} a délka [ hrany uv € E(G), kde p(u) = i, p(v) = j je definovana vztahem
1(i7) = min{|i + j|,2n + 1 — |i + j|}. Potom graf G umoziiuje p-ohodnoceni (viz obr. [L5)).

Obr. 15: p-ohodnoceni v Cg

3.4. V&ta Necht G je graf s n hranami a nejvyse 2n+1 vrcholy. Potom existuje cyklickd
G-dekompozice kompletniho grafu K, 1 prdvé tehdy, kdyz G umoznugje p-ohodnocent [11)].

Kompletni graf Ks, 1 ma n(2n+1) hran s tim, Ze kazda hrana délky [ € {1,2,...,n} je
obsazena v Ky, 1 presné 2n + 1 krat. Kdyz nyni budeme rotovat graf G's p-ohodnocenim,
jenz ma kazdou hranu délky [ € {1,2,...,n} presné jedenkrat, pak pokryjeme kazdou
hranu Ky, 1 presné jednou. Tim vznikne 2n+1 kopii grafu G, které definuji G-dekompozici
K2n+1.

3.3 Nutné podminky faktorizace

G-faktorizace je specialnim ptripadem G-dekompozice. Diky tomu jsou nutné podminky
G-faktorizace ptisnéjsi nez-li u G-dekompozice. V ramci tohoto textu se budeme zabyvat
faktorizaci kompletnich grafti K, na kostry, a proto uvedeme pouze dvé, a to nejdulezitéjsi,
nutné podminky takové faktorizace. Dalsi podminky lze nalézt zde [12].

Necht T je kostra grafu K,,, potom T je strom na n vrcholech s n—1 hranami. Jak jsme
jiz uvedli u G-dekompozice pocet hran grafu 7" musi délit pocet hran grafu K. Protoze
K, ma %n(n —1) hran a T"ma n — 1 hran, lze uvazovat o G-faktorizaci, resp. T-faktorizaci
pouze v pripadé, ze n je sudé. Proto dale uvazujeme pouze kompletni grafy Ks,.

Méjme kompletni graf Ks,, ktery mé n(2n — 1) hran a strom T5,, ktery ma 2n — 1
hran. Kazda Tsy,-faktorizace K, obsahuje n faktort. Predpokladejme, ze by kostra 75,
méla vrchol x stupné vyssiho nez n. Ztotoznéme tedy vrchol x s nékterym z vrcholid v
K5, tim pokryjeme vice nez n hran incidentnich s timto vrcholem. Dale vime, ze kazdy
vrchol v T, méa stupen alespon jedna. Z toho plyne, ze kazdy ze zbylych n — 1 faktori
pokryje alespon jednu hranu incidentni s vrcholem x v K5,. To ovSsem znamend, Ze n
faktory pokryjeme vice nez 2n — 1 hran incidentnich s vrcholem x. Pak by ovSem néktera
hrana incidentni s z musela byt pokryta vicekrat, nebot degy, (x) =2n — 1.

Proto existuje-li Ty,-faktorizace Ks,, pak A(T3,) < n. Tuto podminku nazyvame

stupriovou podminkou.
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3.4 Postacujici podminky faktorizace

Postacujici podminky faktorizace jsou relativné neprozkoumané. Dlouho byly znamy pouze
trividlni vysledky faktorizace K3, na hamiltonovské cesty a na dvojhvézdy (dvojhvézda
vznikne tak, Ze spojime hranou centralni vrcholy dvou hvézd K ,_1). VSechny postacujici
podminky faktorizace na kostry jsou zalozeny na ohodnoceni. Nejznaméjsi takova ohodno-
ceni jsou p-symetrické ohodnoceni, smisené p-ohodnoceni a prepinaci ohodnoceni. V ramci
této prace se budeme vénovat pouze smisenému p-ohodnoceni a prepinacimu ohodnoceni.

3.5. Definice G-dekompozice grafu H s 2n vrcholy na Gy, Gy,...,Gs je bicyklickd,
jestlize existuje usporadani (zg,x1,...,Tn_1,%0,Y1,--->Yn—1) vrcholi H a isomorfismus
¢i - G — Gy, proi =0,1,2,...,s, takovy, ze ¢;(z;) = xj4; a ¢i(y;) = y;+; pro kazdé
j=0,1,...,n—1, kde soucty j + ¢ jsou brany modulo n.

3.6. Poznamka 7 definice plyne, ze 2n vrcholi grafu H musime rozdélit do dvou stejné
velkych mnozin, napt. X a Y, kde |X| = |Y| = n, ddle musime vhodné umistit prvni
kopii Gy a zbyvajici kopie grafu G ziskame postupnym otacenim Gy tak, ze vrcholy z G
umisténé do X, rotujeme v ramci X a vrcholy z G, umisténé do Y, rotujeme v rameci Y.

3.5 Faktorizace kompletniho bipartitniho grafu

Pro dekompozici pravidelnych kompletnich bipartitnich grafii zavedl Fronc¢ek bipartitni
p-ohodnoceni.

3.7. Umluva Hranu xy, tedy hranu mezi vrcholy x a y, budeme pro ptripad ohodnoceni
vrcholt ¢isly A(z) a A(y) oznacovat (A(z), A(y)).

3.8. Definice Necht G je bipartitn{ graf s mnozinou vrcholi V(G) = Xo U X; a n
hranami. Déle necht je p prosté zobrazeni p : X; — S;, kde S; je podmnoZinou mnoZiny
Vi=4{0;,1;...,(n—1);}, pro i = 0,1. Pak je délka hrany (zo,y1) pro zop € Vo ay; € Vi
definovéna jako lp1(xg,11) = y — x, kde rozdil y — x je bran modulo n. Jestlize mnozina
vSech délek hran je rovna {0,1,...,n — 1}, potom je p bipartitni p-ohodnocent.

Existuje-li bipartitni p-ohodnoceni, pak je zarucena bicyklickd dekompozice kom-
pletniho grafu K, ,. To bylo dokdzano zde [3].

3.9. V&ta Necht md bipartitni graf G s n hranami bipartitni p-ohodnoceni. Pak existuje
bicyklickd dekompozice kompletniho grafu K, , na n kopii grafu G.

Tato véta je vyznamna pro dalsi ohodnoceni, ktera umoznuji faktorizaci kompletnich
grafii na kostry.

3.6 Smisené p-ohodnoceni

Smisené p-ohodnoceni, budeme nazyvat kratce smisené ohodnoceni. Smisené ohodnoceni
bylo definovano Fronckem v [3].

3.10. Definice Necht je graf G s V(G) = VoU Vi, VoNV; =0 a |Vg| = |Vi| = n. Necht je
A prosté zobrazeni A : V; — {0;,1;,...,(n — 1);}, pro i = 0, 1. Cista délka hrany (x;,v;),
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kde z;,y; € V;, 1 € {0,1}, pro MN(x;) = p; a AM(y;) = ¢; je definovana jako
lii(wi, i) = min{|p — q,n — [p — ¢/}

SmiSend délka hrany (xg,y1), kde xg € Vo,y1 € Vi, pro A(xg) = po a My1) = ¢, je
definovana jako

lor(wo,y1) = (¢ —p) (mod n),

kde p,q € {0,1,...,n—1} jsou ohodnoceni vrcholi bez indext. Hrany (x;,y;), kde i = 0, 1,
s ¢istou délkou [; jsou cisté ti-hrany a hrany (xq,y;) se smiSenou délkou ly; jsou smisené
hrany.

3.11. Definice Necht G je graf se 4n + 1 hranami, V(G) = Vo UV, Vo NV = 0, a
[Vo| = |[Vi] = 2n + 1. Necht X je prosté zobrazeni A : V; — {0;,1;,...,(2n);}, proi =0, 1,
a nakonec necht délky hran jsou pocitany dle Definice m Pak fekneme, ze G ma smisené
p-ohodnoceni, pokud:

L {li(zi, ) « (2, y:) € E(G)} ={1,2,....,n}, proi=0,1,
2. {101($0,y1> : (Io,yl) c E(G)} = {O, 1, ey 2n}

7 definice je ziejmé, ze kostra T musi mit 4n—+2 vrcholti, aby méla smiSené ohodnoceni.
Je tedy zfejmé, ze smiSené ohodnoceni nelze pouzit v pripadé, ze kostra ma 4n vrcholu.
Ma-li kostra T" smisené ohodnoceni, pak je jeji vrcholova mnozina rozdélena na dvé stejné
velké mnoziny Vy, V;. Cely graf je potom slozen ze tii podgraft a to Hy, H; a Hpy, s tim,
ze Hy je indukovany na Vj (ma n hran), H; je indukovany na V; (mé n hran) a Hy
je bipartitni graf s partitami Xy C Vy a X; C Vj. Podgrafy Hy a H; spliuji podminky
p-ohodnoceni a Hy; splnuje podminky bipartitniho p-ohodnoceni. Smisené ohodnoceni
tedy muzeme chapat jako ,slepeni* dvou grafii s p-ohodnoceni a bipartitnitho grafu s
bipartitnim p-ohodnoceni(viz obr. [16] obr. [L7)). Nésledujici véta byla dokdzana v [3].

3.12. Véta Necht je G graf s 4n + 1 hranami, ktery md smiSené p-ohodnoceni. Potom
existuje bicyklickd dekompozice kompletniho grafu Ky,.o na 2n + 1 kopii grafu G.

Obr. 16: Strom T se smiSenym ohodnocenim
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Obr. 17: Bicyklicka T-faktorizace Kiq
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3.7 Prepinaci ohodnoceni
Na zavér této kapitoly uvedeme piepinaci ohodnoceni, které zajistuje T-faktorizaci kom-
pletnich grafa Ky,. Dikaz v [9].

3.13. Véta Graf G s 4n— 1 hranami md prepinaci smisené ohodnoceni, jestlize splnuje
nasledujici podminky:

Mnozina vrcholt V(G) = Vo U Vi, Vo NV = 0,
zobrazeni A : V; — {0;,1;,...,(2n — 1);}, pro i =
jako v Definici , potom:

1. {l”(fﬂl,yl) : (.lel,yz) € E(G)} = {1,2, R ,n}, pro 1= O, 1,

2. existuje isomorfismus ¢ takovy, ze G je isomorfni s G', kde V(G’') = V(G) a E(G') =
(E(G) \ {(ko, (k +n)o), (I, (L +1)1)}) U{(ko, (I + 1)), (k +n)o, )},

3. {l()l(l’o,yl) : (l’o,yl) c E(G)} = {O, 17 ey 2n—1}\{l01(k:0, (l+n)1), l01((k‘+n)0, ll)}

[Vo| = |Vi| = 2n. Necht je X\ prosté
0,1 (délky hran jsou definovény stejné

3.14. Véta Necht G je graf na 4n vrcholech s 4n —1 hranami, majici prepinaci smisené
ohodnoceni. Potom existuje G-dekompozice kompletniho grafu K4, na 2n isomorfnich kopit

G (viz obrdzky (18, [19).

Obr. 18: Prepinaci ohodnoceni housenky (2,4, 2,2)
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Obr. 19: Bicyklicka faktorizace K na housenky (2,4,2,2)

Problém dekompozice kompletnich grafii poutda pozornost matematikii pres padesat
let. Vyzkum v této oblasti inspirovala Ringelova hypotéza z roku 1963, ktera rika, ze kazdy
strom 7' s m hranami rozklada kompletni graf Ko, 1. Se silnéjsi hypotézou poté prisel
Kotzig. Ta tvrdi, ze kazdy strom ma gracidézni ohodnoceni, coz je postacujici podminka
pro T-dekompozici Ko, 1. Dosud nebyla hypotéza ani potvrzena ani vyvracena.

Vysledky ohledné graciéznich a p-ohodnoceni lze nalézt v [§], jednd se o skoro uplny
a kvalitni piehled. Eldergill v diplomové praci [I] z roku 1997 uvedl nutnou a postacujici
podminku pro cyklickou faktorizaci K5, na symetrické kostry a tuplné klasifikoval stromy
radu 10 (rozhodl o vSech stromech fadu 10, zda faktorizuji nebo nefaktorizuji Ky).

Dalsi krok ve vyzkumu T-faktorizaci kompletnich grafii udélal D. Froncek tim, ze de-
finoval smisené p—ohodnoceni [2], [3]. Touto metodou objevil Sirsi t¥idu stromi na 4n + 2
vrcholech, které faktorizuji Ky, 2. To je postacujici podminka pro T-faktorizaci kom-
pletnich grafi Ky, o, i kdyz strom 7' neni symetricky. Pro faktorizaci stromt na 4n
vrcholech bylo zavedeno prepinaci ohodnoceni [9]. Nevyhodou prepinaciho ohodnoceni je
ovsem pozadavek na silny automorfismus faktorizujiciho grafu.

Rovnéz byla provedena klasifikace vSech housenek diametru 4 a 5 [10] a [5]. Také byla
nalezena faktorizace pro nékteré housenky diametru 6 [13] a [14]. Klasifikace vsech stromii
s nejvyse ¢tyimi nelistovymi vrcholy uvadi ve své praci Froncek, Kovar, Kubesa [6].
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4 Faktorizace kompletnich grafi na pulce

Nejprve pripomeneme, ze unicyklicky graf je graf s pravé jednim cyklem a pulec je graf,
ktery se sklada z cyklu, kde z jednoho vrcholu vede netrivialni cesta.

4.1 Nutné podminky faktorizace kompletnich grafi na unicyk-
lické grafy

Necht G je souvisly unicyklicky graf na n vrcholech a K, je kompletni graf na n vrcholech.
Vime, ze |E(K,)| = sn(n — 1) a |E(G)| = n. Aby G faktorizoval K,,, tak musi byt ¢islo
%n(n —1) délitelné ¢islem n. Tedy ¢islo ”7_1 musi byt prirozené, proto je ¢islo n liché. Dale
budeme tudiz uvazovat kompletni grafy a souvislé unicyklické grafy na 2n + 1 vrcholech.
Je ztejmé, ze unicyklicky graf rtizny od cyklu musi mit alespon 4 vrcholy, proto stanovime
n > 2.

4.2 Postacujici podminky faktorizace kompletnich grafa K,
na unicyklické grafy, pro liché n

Méjme souvisly unicyklicky graf G takovy, ze obsahuje vrchol v, ktery lezi na cyklu a
deg(v) = 2. Oznacme sousedy vrcholu v jako x,y. Vytvorme strom 7' = G — v.

4.1. Véta Necht strom T = G — v bicyklicky faktorizuje kompletni graf Ko, s tim, Ze

do(x) € {zo, 21, .-, Zp1} @ Go(y) € {Yo,y1,- -, Yn—1} (viz definice [3.5). Potom souvisly
unicyklicky graf G faktorizuje kompletni graf Kopyq.

Diikaz. Necht V(Ko = {v}U{xo, 1, .., Tn 1 }U{Y0, Y1, - -, Yn_1}) a Koy = Kopy1—0.
Predpokladejme, ze strom T' = G — v bicyklicky faktorizuje kompletni graf Ko, pficemz
Ty, T, ..., T, jsou jednotlivé faktory této faktorizacea ¢; : T' — T; proi = 0,1,... ,n—1
jsou prislusné isomorfismy.

Stanovme ¢g(x) = x; a ¢o(y) = y;.

Protoze {¢;(z) = xi1;: j=0,1,...,n— 1} ={zo,21,...,xpn1} a {Ps(y) = yj4i 1 i =
0,1,...,n—=1} ={yo,y1,- - -, Yn—1}, tak mnozina {¢;(z)v: 7 =0,1,...,n—1}U{¢;(y)v :
i=0,1,...,n— 1} je mnozina vsech hran incidentnich v Ky, s vrcholem v.

Pridame-li ke kazdému faktoru T;,i = 0,1,...,n — 1 vrchol v a hrany ve;(x), vé;(y)
dostavame G-faktorizaci kompletniho grafu Ks,11.

O

4.3 Pulci na 2n + 1 vrcholech pro n liché

Protoze uvazujeme kompletni grafy Ko, pron liché, tak polozime n = 2k+1 a dostaneme
kompletni graf Ky, 3, kde k je alespon 1.

Nyni si jediny vrchol stupné 3 v pulci TP(m, 4k + 3 — m) oznacime jako y. Souseda
vrcholu y leziciho na cyklu oznac¢ime jako v. Souseda vrcholu v, ktery je stupné 2 oznac¢ime
jako x. Pokud z pulce TP(m — 4k + 3) odebereme vrchol v, vznikne cesta P. Ve vsech
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nasledujicich dikazech ukazeme, ze cesta P umoznuje smisené ohodnoceni takové, ze

do(z) € Vo a ¢o(y) € Vi adist(do(z), do(y)) = m — 2. Potom totiz z vét a [4.1| plyne,
ze pulec T'P(m, 4k + 3 —m) faktorizuje Kypys.

4.2. Véta Kazdy pulec TP(m,4k + 3 — m) faktorizuje kompletni graf Kuys pro m =
3 43,3k +4,. .. Ak +2.

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze cesta P umoznuje smisené ohodnoceni. Cestu P rozdélime
na tii na sebe navazujici cesty Py, Py1 a Py, pricemz Py, obsahuje ¢isté 00-hrany, cesta
Py1 obsahuje smisené 01-hrany a cesta P;; Cisté 11-hrany.

e Necht k je liché, k = 2¢ + 1.

Poo = qo, (¢ + 1)0, (¢ — 1)o, (¢ + 2)o, - - -, (29)0, 00, (2¢ + 1)o,

P01 = (2(] + ].)0, (4(] + 2)1, (2q + 2)0, (4(] + 1)1, ceey (3(] + 3)1, (3q + 1)0, (3(] +
2)1, (3(] + 2)0, (3q + 1)1, (3(] + 3)0, cey (4(] + 1)07 (2(] + 2)1, (4q + 2)0, (2(] + ].)1,

Pll = {1, (q + 1)17 (q - 1)1) (q + 2)17 EIRCI) (ZQ)bOl) (2q + 1)1
Pak:

Py obsahuje ¢isté 00-hrany délek: 1,2,3,...,2¢,2¢ + 1 =k,

Pyy obsahuje smisené 01-hrany délek: 2¢g+1 = k,2q,2g—1,...,2,1,0,4q+2 =
%, dg+1=2k—1,...,2¢+4,2¢+3,2¢+2=Fk+1,

Py obsahuje cisté 11-hrany délek: 1,2,3,...,2¢,2¢+ 1 = k.
e Necht k je sudé. Oznacime k = 2q.

Poo = qo, (¢ — 1)o, (¢ + 1)o, (¢ — 2)o, - . ., (2¢ — 1), 00, (2¢)o,

(
Por = (2q)o, (49)1, (2¢+1)0, (4¢ — 1)1, ..., (3¢ — 1)o, (3¢ + 1)1, (39)o, (39)1, (3¢ +
1o, (3¢ — 1)1,...,(4qg — 1)o, (2 + 1)1, (49)o, (29)1,

(

Pll = {1, (q - 1)17 q + 1)1) (q - 2)17 R (2(] - 1)17017 (2(1)1
Pak:

Pyy obsahuje ¢isté 00-hrany délek: 1,2,3,...,2q — 1,2q = k,

Py obsahuje smisené 01-hrany délek: 2¢ = k,2q¢ — 1,29 — 2,...,2,1,0,4q =
%, dg—1=2k—1,...,20+3,2¢+2,2¢+1=Fk+1,

Py, obsahuje cisté 11-hrany délek: 1,2,3,...,2¢ — 1,2q = k.

Vidime, ze jak pro k liché, tak pro k sudé umoznuje cesta P na 4k + 2 vrcholech smisené
ohodnoceni. Tomuto smisenému ohodnoceni cesty P tikejme zdkladni. Tedy existuje bicyk-
licka faktorizace kompletniho grafu Ky.,o na faktory Py, Py, ..., Py, kde P, = P pro
kazdé r = 0,1,...,2k. Nyni ztotoznime vrchol z s vrcholem ¢y € Vi (do(z) = qo) cesty
P a interni vrchol y cesty P postupné ztotoznime s vrcholy i1 € Vi (¢o(y) = 41), kde
ie{0,1,...,q—2,q—1,q+1,q+2,...,k—1,k}. Jestlize ke kazdému faktoru P, ptidame
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Obr. 20: Konstrukce pro k = 3

vrchol v a hrany (q + 7)ov, (i + 7)1v (soucty q + r,i + r jsou brany modulo (2k + 1)), tak
dostdvdme T P(m, 4k + 3 —m)-faktorizace Kyiy3 pro m = 3k+3,3k+4,...,4k+2, nebot
vzdalenosti vrchola 41,7 € {0,1,...,d —2,g—1,g+ 1,¢+2,...,k — 1,k} od vrcholu g
jsou 3k + 1,3k + 2, ..., 4k.

U
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Obr. 21: Konstrukce pro k =4
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br. 22: Konstrukce pro k =7
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Obr. 23: Konstrukce pro k = 8
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4.3. Véta Kazdy pulec TP(m,4k + 3 —m) faktorizuje kompletni graf Kayys pro m =
3.4, k+2.

Diikaz. Odebereme ze zakladniho smiseného ohodnoceni cesty P na 4k-+2 vrcholech ¢isté
hrany (qo, (¢+1)o) a (¢1, (¢+1)1) délky 1 pro k = 2¢+1, resp. (o, (¢ —1)o) a (g1, (¢—1)1)
pro k = 2¢q délky 1 a smiSené hrany ((3¢ + 2)o, (3¢ + 1)1) a ((3¢ + 1)o, (3¢ + 2)1) pro
k =2q+ 1 resp. ((3¢)o, (3¢ + 1)1) a ((3¢ + 1)o, (39)1) pro k = 2q délek 1 a 2k.

Nésledné pridame ¢isté hrany ((3¢+1)o, (3¢+2)o) a ((3¢+1)1, (3¢+2)1) pro k = 2g+1
resp. ((3¢)o, 3¢+ 1)) a ((3¢)1, (3g+1)1) pro k = 2¢q délky 1 a smiSené hrany (qo, (¢+1)1)
a((g+1)o,q1) pro k =2q+ 1 resp. ((¢ —1)o,q1) a (qo, (¢ — 1)1) pro k = 2q délek 1 a 2k.

Dostavame jiné smisené ohodnoceni cesty P. Tedy existuje bicyklicka faktorizace kom-
pletniho grafu Ky o na faktory Py, Pi,..., Pay, kde P. = P pro kazdé r = 0,1,...,2k.
Nyni ztotoZnime vrchol x s vrcholem ¢o € Vi (¢o(x) = qo) cesty P a interni vrchol
y cesty P postupné ztotoznime s vrcholy iy € Vi (¢o(y) = 1), kde i € {0,1,...,q —
2,g—1,q+1,q+2,...,k — 1,k}. Jestlize ke kazdému faktoru P, priddme vrchol v a
hrany (q + 7)ov, (i + )10 (souCty g+ r,i + r jsou brany modulo (2k + 1)), tak dostdvame
TP(m,4k + 3 — m)-faktorizace Ky.43 pro m = 3,4, ...,k + 2, nebot vzdélenosti vrcholi
i, i€ {0,1,...,4—2,q—1,q+1,q+2,...,k—1,k} od vrcholu ¢ jsou 1,2,... k.

O

Obr. 24: Konstrukce pro k = 3
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Obr. 25: Konstrukce pro k =4
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Obr. 26: Konstrukce pro k =7
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Obr. 27: Konstrukce pro k = 8
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4.4. V&ta Necht k je liché. Pak kazdy pulec TP(m,4k + 3 —m) faktorizuje kompletni
graf Kygrz prom=k+2k+3,...,2k+ 2.

Dikaz. Oznacime k = 2q + 1.

Odebereme ze zdkladniho smiSeného ohodnoceni P smiSenou hranu (3¢+2)o, (3¢+2)1)
délky 0 a nasledné priddme smiSenou hranu (qo, ¢;) délky 0.

Dostavame jiné smisené ohodnoceni cesty P. Tedy existuje bicyklicka faktorizace kom-
pletniho grafu Ky o na faktory Py, Pi,..., Po, kde P. = P pro kazdé r = 0,1,...,2k.
Nyni ztotoznime vrchol x s vrcholem (3¢ 4 2)g € Vi (¢o(x) = (3¢ + 2)0) cesty P a interni
vrchol y cesty P postupné ztotoznime s vrcholy i3 € Vi (¢o(y) = 41), kde i € {0,1, ..., k}.
Jestlize ke kazdému faktoru P, priddme vrchol v a hrany (q + r)ov, (i + r)1v (soulty
q + r,i 4 r jsou brany modulo (2k + 1)), tak dostavame T'P(m, 4k + 3 — m)-faktorizace
Kyeis prom =k +2,k+3,...,2k + 2, nebot vzdalenosti vrcholt 7,4 € {0,1,...,k} od
vrcholu (3q + 2)g jsou k, k+1,...,2k.

U

Obr. 28: Konstrukce pro k = 3
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Obr. 29: Konstrukce pro k =7
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4.5. V&ta Necht k je liché. Pak kazdy pulec TP(m,4k + 3 —m) faktorizuje kompletni
graf Kyei3 prom =2k +4,2k+5,...,3k + 3.

Dikaz. Oznacime k = 2q + 1.

Odebereme ze zéakladniho smiseného ohodnoceni cesty P na 4k+2 vrcholech ¢isté hrany
(g0, (g+1)o) a (g1, (¢+1)1) délky 1 a smiSené hrany ((3g+2)o, (3¢+1)1), ((3g+1)o, (3¢+2)1)
a ((3¢+2)o, (3¢ +2)1) délek 1,2k a 0.

Nésledné pridame ¢isté hrany ((3¢ + 1)o, (3¢ + 2)0) a ((3¢ + 1)1, (3¢ + 2)1) délky 1 a
smiSené hrany (qo, (¢ + 1)1), ((¢ + 1)o,¢1) a (g0, q1) délek 1,2k a 0.

Dostavame jiné smisené ohodnoceni cesty P. Tedy existuje bicyklicka faktorizace kom-
pletniho grafu Ky, na faktory Py, Py, ..., Po, kde P. = P pro kazdé r = 0,1,...,2k.
Nyni ztotoznime vrchol = s vrcholem (3¢ + 2)y € Vi (¢o(z) = (3q + 2)g) cesty P
a interni vrchol y cesty P postupné ztotoznime s vrcholy iy € Vi (¢o(y) = i1), kde
ie€{0,1,...,q—2,q—1,q+1,q+2,...,k—1,k}. Jestlize ke kazdému faktoru P, ptidame
vrchol v a hrany (g + r)ov, (i + r)1v (soucty ¢ + r,i + r jsou brany modulo (2k + 1)),
tak dostavame T P(m, 4k 4+ 3 — m)-faktorizace Kyp13 pro m =2k + 4,2k +5,...,3k + 3,
nebot vzdalenosti vrcholt iy, € {0,1,...,q—2,¢—1,q+1,q+2,...,k—1,k} od vrcholu
(3¢ + 2)o jsou 2k + 2,2k +3,..., 3k + 1.

O

Obr. 30: Konstrukce pro k = 3
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4.6. V&ta Necht k je sudé. Pak kaZdy pulec T P(m,4k + 3 —m) faktorizuje kompletni
graf Kygrz prom=k+2k+3,...,2k+ 1.

Diikaz. Oznacime k = 2q.

Odebereme ze zakladniho smiseného ohodnoceni cesty P na 4k + 2 vrcholech cisté
hrany (qo, (¢ — 1)o) a (q1,(q — 1)1) pro k = 2¢q délky 1 a smiSené hrany ((3q)o, (3¢ +
1)1),((3¢g+ 1)o, (39)1) a ((39)o, (3¢q)1) délek 1,2k a 0.

Nésledné pridame ¢isté hrany ((3¢)o, (3¢ + 1)o) a ((3¢)1, (3¢ + 1)1) délky 1 a smiSené
hrany ((¢ — 1)o, 1), (g0, (¢ — 1)1) a (qo, q1) délek 1,2k a 0.

Dostavame jiné smisené ohodnoceni cesty P. Tedy existuje bicyklicka faktorizace kom-
pletniho grafu Ky, na faktory Py, Py, ..., Po, kde P. = P pro kazdé r = 0,1,...,2k.
Nyni ztotoznime vrchol x s vrcholem (3¢)o € Vo (¢o(x) = (3¢)o) cesty P a interni vrchol
y cesty P postupné ztotoznime s vrcholy iy € Vi (¢o(y) = 1), kde i € {0,1,...,q —
2,g—1,q+1,q+2,...,k — 1,k}. Jestlize ke kazdému faktoru P, priddme vrchol v a
hrany (¢4 7)ov, (i +7)1v (soucty ¢+ 7,7+ r jsou brany modulo (2k + 1)), tak dostavame
TP(m,4k + 3 — m)-faktorizace Ky, 3 prom =k +2,k+3,...,2k + 1, nebot vzdalenosti
vrcholu iy,i € {0,1,...,¢ —2,¢q — 1,¢q+ 1,¢q+ 2,....,k — 1,k} od vrcholu (3¢)y jsou
kok+1,... .2k —1.

O
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Obr. 32: Konstrukce pro k =4
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Obr. 33: Konstrukce pro k = 8
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4.7. V&ta Necht k je sudé. Pak kaZdy pulec T P(m,4k + 3 —m) faktorizuje kompletni
graf K,z prom =2k + 3,2k +4,...,3k + 3.

Dikaz.  Oznacime k = 2q.

Odebereme ze zékladniho smiSeného ohodnoceni P smiSenou hranu (3¢)o, (3¢)1) délky
0 a nasledné pfiddme smiSenou hranu (g, ¢;) délky 0.

Dostavame jiné smisené ohodnoceni cesty P. Tedy existuje bicyklicka faktorizace kom-
pletniho grafu Ky o na faktory Py, Pi,..., Pa, kde P. = P pro kazdé r = 0,1,...,2k.
Nyni ztotoznime vrchol x s vrcholem (3¢) € Vo (¢o(z) = (3¢)o) cesty P a interni vrchol y
cesty P postupné ztotoznime s vrcholy i; € Vi (¢o(y) = i1), kde i € {0, 1,...,k}. Jestlize
ke kazdému faktoru P, priddme vrchol v a hrany (q + 7)ov, (i + r)1v (soucty q + r,i +r
jsou brany modulo (2k + 1)), tak dostavame T'P(m, 4k + 3 — m)-faktorizace Kyxi3 pro
m = 2k + 3,2k +4,...,3k + 3, nebot vzdalenosti vrcholii i1,7 € {0,1,...,k} od vrcholu
(3q)o jsou 2k + 1,2k +2,...,3k + 1.

U

Obr. 34: Konstrukce pro k =4
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Obr. 35: Konstrukce pro k = 8
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5 Zavér
V kapitole 4] jsme dokézali nasledujici véty:

5.1. Véta Necht k je liché. Pak kaZdyj pulec TP(m,4k + 3 —m) faktorizuje kompletni
graf Kyeyz prom = 3,4,...,2k+ 1,2k + 2,2k + 4,2k +5,...,4k + 2.

5.2. Véta Necht k je sudé. Pak kaZdy pulec TP(m,4k + 3 —m) faktorizuje kompletni
graf Kyers prom = 3,4,...,2k, 2k + 1,2k + 3,2k +4,...,4k + 2.

Dukazy vét a 5.2 plynou z vét dokdzanych v kapitole [4 a véty Je patrné, Ze
jak v pripadé, kdy k je liché, tak v pripadé, kdy k je sudé, chybi jedna délka cyklu.

Ve vsech dikazech odebirame z pulce vrchol cyklu tak, aby vznikla cesta. Pro takto
vzniklou cestu pak hledame vhodné smiSené ohodnoceni. V pripadé, ze mame pulce
TP(2k + 3,2k) pro k liché resp. TP(2k + 2,2k + 1) pro k sudé, tak odebereme vrchol
cyklu tak, ze vznikne tzv. kometa (kometa je graf, ktery vznikne ztotoznénim koncovych
vrcholt alespon tif cest). A pak opét hleddme vhodné smiSené ohodnoceni takové ko-
mety. V tuto chvili jesté neni proveden presny ditkaz pro kometu, kterd vznikne z pulce
TP(2k 4 2,2k + 1). Tento dikaz bude urcité souc¢dsti navazujictho odborného ¢lanku.

Prirozenym pokracovanim této prace je plnéni nasledujicich tkoli:

e dokonéit faktorizace Ky 3 pro pulce T'P(2k+3,2k), kde k je liché a T P(2k+2, 2k +
1), kde k je sudé,

e vyzkum faktorizace Ky1 na pulce TP(m,4k + 1 — m), kde m = 3,4,...,4k, s
vyuzitim prepinaciho ohodnoceni,

e s vyuzitim véty [4.1] hledat faktorizace Kj,41 na jiné unicyklické grafy.
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