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INTRODUCCION

La presentacién y defensa de la presente memoria se hace dentro del marco legal
establecido por el Real Decreto 99/2011, de 28 de enero, por el que se regulan las
ensefianzas oficiales de doctorado, que ya en su prélogo establece el papel
fundamental que debe jugar el doctorado como interseccion entre el Espacio
Europeo de Educacion Superior (EEES) y el Espacio Europeo de Investigacion
(EEI), como pilares basicos de una sociedad basada en el conocimiento.

Es el resultado de muchas horas de dedicacion a la investigacién durante las cuales
se han desarrollado las competencias basicas que ese RD establece en su articulo 5,
punto 1. y que se transcriben a continuacién:

(@) Comprensiéon sistematica de un campo de estudio y dominio de las
habilidades y métodos de investigacion relacionados con dicho campo.

(b) Capacidad de concebir, disefiar o crear, poner en practica y adoptar un
proceso sustancial de investigacién o creacion.

(c) Capacidad para contribuir a la ampliacion de las fronteras del conocimiento a
través de una investigacion original.

(d) Capacidad de realizar un analisis critico y de evaluacion y sintesis de ideas
nuevas y complejas.

(e) Capacidad de comunicacion con la comunidad académica y cientifica y con
la sociedad en general acerca de sus &mbitos de conocimiento en los modos e
idiomas de uso habitual en su comunidad cientifica internacional.

(f) Capacidad de fomentar, en contextos académicos y profesionales, el avance
cientifico, tecnoldgico, social, artistico o cultural dentro de una sociedad
basada en el conocimiento.

También las capacidades y destrezas personales para las actividades que se
relacionan en el punto 2. de ese mismo articulo:

(@) Desenvolverse en contextos en los que hay poca informacion especifica.

(b) Encontrar las preguntas claves que hay que responder para resolver un
problema complejo.

(c) Disefiar, crear, desarrollar y emprender proyectos novedosos e innovadores
en su ambito de conocimiento.

(d) Trabajar tanto en equipo como de manera autdbnoma en un contexto
internacional o multidisciplinar.

(e) Integrar conocimientos, enfrentarse a la complejidad y formular juicios con
informacion limitada.

(f) Lacriticay defensa intelectual de soluciones.

A estas competencias establecidas desde el marco estatal, se suman las propias del
programa de doctorado de la Universidad de Burgos en el que se inscribe la presente
memoria, “Doctorado en Ciencias Juridicas, Econémicas y Sociales”. Asimismo, el
tema de estudio se encuadra en la linea de investigacion “16. Métodos cuantitativos
estadisticos y de toma de decisiones aplicados a las ciencias sociales” de las
definidas en la memoria del programa de doctorado, en tanto en cuanto se analizan
algunos sistemas de colas como procesos estocasticos, en el ambito general de la
“Estadistica e Investigacion Operativa”.



Introduccion

Los sistema de colas se vienen estudiando desde inicios del siglo XX. Suele
formarse una cola ante una instalacion que proporciona determinado servicio. La
teoria de colas pretende estudiar las fluctuaciones que se producen en estas
situaciones: el numero de clientes, el tiempo que debe esperar cada uno antes de ser
atendido, la duracion del tiempo de servicio...

Los términos cliente, servicio y servidor se utilizan de modo genérico.
Ciertamente, puede tratarse de personas que llegan a una tienda y son atendidas por
un vendedor. Pero también puede tratarse de llamadas telefonicas que se reciben en
una centralita (de hecho ésta es precisamente la cuestion que inici6 la teoria de
colas, como veremos enseguida), mercancias que esperan ser embarcadas, maquinas
que necesitan una reparacion, trabajos enviados a una impresora ...

Los estudios que se han ido desarrollando comprenden la modelizacion de los
procesos de llegada de clientes y de la atencion que reciben, la estimacién de los
parametros que rigen estos procesos y el analisis probabilistico del estado del
sistema.

Se aplican diversos métodos matematicos, probabilisticos y numéricos para el
andlisis de modelos especificos basados en situaciones reales. También, a medida
que se han planteado nuevas de estas situaciones, se han ido disefiando y
resolviendo nuevos modelos tedricos que pudieran describirlas.

A lo largo de este trabajo, tras una breve resefia histérica y la obligada definicion de
la notacion, se detallan los objetivos de este trabajo y se comienza con una revisién
del estado actual del tema.

En los capitulos 1 a 3, se estudian, desde el punto de vista probabilistico, algunos
modelos de colas en masa en tiempo discreto, se describe también la simulacion de
estos sistemas y la comparacion de los resultados obtenidos en el analisis
probabilistico con los observados en las simulaciones. Tanto para las simulaciones
como para los calculos de las distribuciones se ha empleado MAPLE (Maplesoft;
Waterloo Maple Inc.).

Tras las conclusiones se incluyen dos apéndices donde se detallan aspectos
relacionados con la construccion de las matrices de transicion del modelo del
capitulo 2 y las modificaciones necesarias para el cumplimiento de las hip6tesis del
teorema de Rouché en el capitulo 3. La memoria finaliza con una relacion de la
bibliografia citada.

1 Procesos estocasticos y teoria de colas

En este epigrafe se exponen de manera sucinta las definiciones y resultados basicos
que se pueden encontrar desarrollados en cualquiera de los textos generales sobre
esta materia, por ejemplo [69], [30], [72], [74], [97], [105] y [118]. El libro de Feller
[39] tiene tres capitulos especificamente dedicados a cadenas y procesos de Markov.
Hunter [61] se ocupa de variables aleatoria discretas y teoria de matrices aplicada al
andlisis de cadenas de Markov. Neuts [104] se centra en un enfoque matricial para
el estudio de un sistema de espera a traves de la cadena de Markov subyacente.
Stewart [125] trata los fundamentos matematicos de la teoria de la probabilidad,
cadenas de Markov y colas; ademas, los capitulos finales estan especificamente
dedicados a la simulacion.



Procesos estocasticos y cadenas de Markov

Muchos sistemas que varian de manera aleatoria con el tiempo se pueden expresar
de la siguiente manera:

Sea X una variable aleatoria adecuada para indicar el estado del sistema, y
consideremos un pardmetro t que toma valores en un conjunto T —un intervalo de
R que abarque todo el lapso de evolucién del sistema.

Entonces, si llamamos X (t) al estado del sistema en el momento t , el conjunto
{X(t), teT}
describe el desarrollo del sistema a lo largo de todo el intervalo.

Esto es precisamente un proceso estocastico. Tal como esta descrito, el conjunto
T es un conjunto no numerable, y un proceso asi es un proceso en tiempo continuo .
Pero podria darse el caso de que un sistema solo pudiera cambiar de estado a
intervalos regulares (o0 que por algin motivo fuera conveniente considerarlo asi);
entonces t deberia tomar valores en un conjunto finito o a lo sumo numerable. Se
trataria de un proceso en tiempo discreto, y lo denotariamos por

{X.,t=0,1,2,..}

Ademas, también podemos aplicar esta distincion al conjunto de estados del sistema
—es decir, el conjunto de valores que la variable X puede tomar—, de modo que
podemos tener procesos con conjunto de estados discreto o continuo.

Los procesos estocasticos son adecuados para el estudio de las colas. Por ejemplo, si
indicamos por Q (t) el nimero de clientes presentes en el sistema en el momento t,
{Q(t)} es un proceso estocastico en tiempo continuo con conjunto de estados
discreto. O podemos indicar por W, el tiempo que el n-ésimo cliente en llegar
debe esperar hasta que le atiendan; entonces {W, } se puede considerar un proceso
en tiempo discreto con conjunto de estados continuo.

2 Cadenas de Markov

Conceptos basicos

Llamamos cadena a un proceso con conjunto de estados E discreto. En este caso,
los estados se pueden numerar y podemos considerar E — N (o tal vez 7).

Una cadena puede ser, claro, en tiempo discreto o en tiempo continuo.

Sea { X, t=0, 1, 2, ... } una cadena en tiempo discreto. Diremos que es una
cadena de Markov cuando

P(X[ :thxt—lzxt—l’xt—2zxt—2 [ XOZXO):P(XI :thxt—l:Xt—l)

Se llaman probabilidades de transicion las probabilidades condicionadas
Pom () =P(X;=m| X, =n)

Una cadena de Markov es homogénea en el tiempo cuando p,n,(t) no depende de
t; en este caso, se expresa simplemente por p ., -
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Para una cadena de Markov homogénea con conjunto de estados E, definimos la
matriz de transicién como P=(p,,; nmeE).

De una matriz como esta, de términos no negativos y cuyas filas suman 1, decimos
que es una matriz estocastica .

Para toda matriz estocéstica M existe una cadena de Markov homogénea cuya
matriz de transicion es precisamente M.

Llamaremos probabilidades de transicion en k pasos a las probabilidades
prgkni = P(xt+k = ml Xt = n)

Vamos a definir, ademas © _[1 si n=m
"m0 si n#m
Puesto que
@ _ k) _ (kD)
pnm_zpnr'prm . pnm_zpnr “Prm
rekE 1 rekE
sera (p%; nmeE)=P*

que es también una matriz estocastica.

Clasificacion de estados

Sea { X;,t=0, 1, 2, ... } una cadena de Markov homogénea en tiempo discreto,
con conjunto de estados E.

Un subconjunto C de E es cerrado cuando desde los estados de C sdlo se
puede llegar a otros estados de C. Una cadena de Markov es irreducible si su
Unico subconjunto cerrado es precisamente E.

Consideremos un estado n tal que paraalgin k > 1: plt >0

El maximo com(n divisor d de todos los k tales que p{’ >0 se llama
periodo del estado n;si d > 1, el estado n es periédico de periodo d.

Si para el estado n el periodo es 1, diremos que el estado n es aperiédico.
Definimos, ademas, f ) como la probabilidad de que la primera llegada al estado

m desde el estado n tenga lugar en k pasos. Entonces,
an = fn(ri;)
x

es la probabilidad de que el sistema, partiendo del estado n, llegue alguna vez al
estado m.

Por tanto, F,,, <1. Cuandosea F,, =1, {fn(';)}k ser4 una distribucién de proba-
bilidades, a la que llamaremos distribucion del primer paso por el estado m.

Si F,, =1, diremos que el estado n es persistente; en caso contrario, n es
transitorio .

Para un estado n persistente, llamaremos tiempo medio de retorno a la esperanza
de la distribucion {f(k)} _
nn K
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Si el tiempo medio de retorno para un estado persistente es infinito, diremos que es
un estado persistente nulo ; en caso contrario, el estado es persistente no nulo.

Si una cadena de Markov es irreducible, o bien todos sus estados son transitorios, 0
bien son todos persistentes nulos, o bien son todos persistentes no nulos. Ademas,
en caso de periodicidad, todos los estados tienen el mismo periodo.

Equilibrio y ergodicidad
Sean P una matriz estocastica y {vm} una distribucion de probabilidades.
Diremos que {Vm} es una distribucién estacionaria para P cuando

m

PtV=V (con v=[v,]. ).

Ahora, consideremos { X;,t=0, 1, 2, ... } una cadena de Markov homogénea en
tiempo discreto, con conjunto de estados E y matriz de transicion P.

Se dice que la cadena es ergodica cuando para todo estado m los limites

lim p®
k —>o0

existen, no dependen de n y constituyen una distribucién de probabilidades.

Enunciamos ahora sin demostrar dos resultados importantes:

Sea una cadena de Markov homogénea, aperiddica e irreducible con matriz de
transicion P . Entonces:

1. Existen los limites
lim p =q,
y no dependen de n. Ademas:

+ Si todos los estados son transitorios o persistentes nulos: g, =0 Vv m.

« Si todos los estados son persistentes no nulos, entonces los limites {qm}m
constituyen una distribucién de probabilidades, luego la cadena es ergédica.
Ademas, en este caso, la distribucion {qm} es la Unica distribucion
estacionaria posible para P. "

2. Si existe una distribucioén estacionaria {qm} , entonces es Unica y ademas
m
im ) _
!m pnm - qm
luego la cadena es ergodica.
Asi, para una cadena de Markov de este tipo, es equivalente que sea ergodica y que

admita una Unica distribucién estacionaria. En este caso, dicha distribucion se llama
distribucion en el equilibrio .

En los casos que trataremos a lo largo de este trabajo, tendremos cadenas de
Markov homogéneas, irreducibles y aperiodicas. Buscaremos en cada caso una
distribucion estacionaria; si la hallamos, sabremos que estamos ante una cadena
ergddica y tendremos su distribucion en el equilibrio.
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3 Elementos caracteristicos en teoria de colas

Detallamos a continuacion los elementos basicos que determinan el funcionamiento
de un sistema de espera:

(@)

(b)

(©)

(d)

(€)

()

(9)

Naturaleza del proceso de llegadas :

Por lo general, se asume que el nimero de llegadas en distintos intervalos de
tiempo son independientes e igualmente distribuidas (siguiendo algun
modelo discreto no negativo). En ocasiones, también se han considerado
variables no igualmente distribuidas, e incluso se ha contemplado un cierto
grado de correlacion. También ha de tenerse en cuenta la distribucién de los
intervalos entre llegadas consecutivas.

Distribucién del tiempo de servicio :

Muchos de los estudios existentes asumen tiempo de servicio constante. Mas
adelante se despertd el interés por los sistemas con tiempo de servicio
aleatorio —en general, con distribucion geométrica—. Esta eleccion facilita el
tratamiento analitico, aunque no siempre resulta realista.

Variaciones en el método de servicio:

Puede haber uno o varios servidores, con una linea de espera Unica o con
lineas separadas. Para cada caso, se han considerado sistemas con o0 sin
interrupciones en el servicio.

Capacidad del sistema :

Puede ser finita o infinita; en este Gltimo caso se supone que el sistema puede
albergar atodos los clientes que se incorporen a la espera, por alto que sea.

Disciplina de la cola:

Los clientes pueden ser atendidos segln su orden de llegada, o tal vez en
orden inverso. También se puede establecer algun sistema de prioridades;
incluso se consideran sistemas en gue los clientes son seleccionados al azar.

Comportamiento de los clientes :

Un caso frecuentemente estudiado es el de que un cliente decida irse porque
no quiere esperar: es el sistema con pérdidas. En los sistemas con varios
servidores, la eleccion de servidor puede estar predeterminada o puede
dejarse a criterio del cliente, en cuyo caso se introduce otro factor de azar.

Medidas de rendimiento :

La mayor parte de los estudios se refieren a la distribucion de probabilidades
del nimero de clientes presentes en el sistema. Frecuentemente se ha
obtenido también el tiempo medio de espera —y de permanencia—. ESstos
tiempos dependen, claro estda, de la disciplina de la cola que en cada caso se
aplique. También se puede estudiar la distribucion del periodo de ocupacion
y del nimero maximo de clientes en cada periodo.
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Notacion de Kendall

D.G. Kendall [66] introdujo en 1953 una notacién para describir modelos de colas;
esta notacion se emplea de manera habitual desde entonces. Inicialmente incluia tres
elementos descriptores: el proceso de llegadas, la distribucion del tiempo de servicio
y el numero de servidores. Posteriormente, para casos en que se necesite mas
precision, se han afiadido otros tres descriptores: la capacidad del sistema, el tamafio
de la poblacidn de la que proceden los clientes, y la disciplina de la cola.

Asi, en la versién de tres elementos, el modelo se describe como A|B | C ; en la
version de seis, como A|B|C|K|N|D.

Atendiendo a esta notacion, los simbolos usuales para el proceso de llegadas y la
distribucidn del tiempo de servicio son los siguientes:

A: Proceso de llegadas
Llegadas segun proceso de Poisson, con un solo cliente en cada

M
llegada.
X Llegadas segun proceso de Poisson, con X (una v.a. discreta)
M .
clientes en cada llegada.
D Intervalo entre llegadas fijo.
= Tiempo entre llegadas con distribucién de Erlang de parametro k.
GoGl Distribucion sin especificar.
Geo Tiempo entre llegadas con distribucién geométrica (discreto).
X Como el anterior, pero con X (una v.a. discreta) clientes en cada
Geo Ilegada.

B: Distribucion del tiempo de atencion

M Tiempo de atencidn segun distribucion exponencial.

D Tiempo de atencion fijo.

= Tiempo de atencidn con distribucién de Erlang de parametro k.
GoGl Distribucion sin especificar.

Geo Tiempo de atencidn con distribucién geométrica (discreto).
Geo Como el anterior, pero atendiendo a X clientes (una v.a. discreta)

clientes simultadneamente.

4 Resumen histérico

El origen de la teoria de colas se encuentra en los problemas de congestion de redes
telefonicas. Su iniciador, el danés Agner Krarup Erlang —matematico, estadistico e
ingeniero— publico su primer trabajo al respecto en 1909 [37], en el que probaba que
las Ilamadas telefonicas se distribuyen al azar segun la ley de Poisson. En una
segunda publicacion [38], estudiaba las pérdidas y tiempos de espera que se
producen en ese contexto. Precisamente con motivo del centenario de la publicacion
de este primer trabajo de Erlang, Kharkevich [67] y Kingman [73] publicaron en
2009 sendos articulos en los que repasan el nacimiento y evolucion de los estudios
sobre teoria de colas.
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Erlang formul6 analiticamente y resolvid varios problemas que surgen al investigar
el tréfico telefénico —concretamente, en los sistemas M/D/1 y M/D/k—; ademas,
estableci6 solidos fundamentos para la teoria de colas en términos de la naturaleza
de las suposiciones sobre los modelos y de las técnicas de analisis.

Estos trabajos movieron a otros investigadores a trabajar en este campo en varios
paises —principalmente, dentro de las diversas compafiias encargadas de la
telefonia—, estudiando diversas variantes de sistemas de colas (disciplina de cola,
namero de canales, variacion de la intensidad de tréfico...).

G.F. ODell, en 1920 [107], aplica la teoria de probabilidades al estudio de
problemas de congestion en trafico telefonico; en afios posteriores, E.C. Molina
([99], [100]) y T.C. Fry [44] se ocupan de problemas similares.

En 1932, C.D. Crommelin [31] calcul6 la distribucion de los tiempos de espera en el
sistema M/D/c.

El paso més notable lo dio el austriaco F. Pollaczek, quien publico en 1930 su
resolucion del sistema M/G/1 [112]. Sin embargo, ni Erlang ni Pollaczek disponian
de una teoria sobre los procesos estocasticos tal como fue desarrollada por Markov
y Kolmogorov: Pollaczek, tanto en el mencionado trabajo como en otros posteriores
([113], [114], [115]), siempre procedi6 transformando los problemas de teoria de
colas en ecuaciones integrales, que resolvia mediante integracion de contorno.

Pero su trabajo llamé la atencidon del matematico ruso A.Y. Khintchine, que si
conocia la obra de Markov. Khintchine, en 1932, obtuvo la resolucion del sistema
M/G/1 en términos probabilisticos [68].

AUn asi, el nexo tardé en establecerse, y hasta después de la segunda guerra mundial
no hubo mucha actividad. En 1948, Stalin bloqueé Berlin occidental, y D.G.
Kendall se fijé en el modo en que las comunicaciones y abastecimientos se llevaban
a cabo mediante aviones hacia y desde la ciudad aislada. Observé que los problemas
de congestién se podian abordar mateméaticamente, y expuso el correspondiente
trabajo en una sesion de la Real Sociedad Estadistica en Londres. Este trabajo, junto
con las reacciones que provocd, se refleja en su articulo [65], publicado en 1951. En
éste, y en otro articulo posterior [66], Kendall desarrollé la teoria desde el punto de
vista de los procesos estocasticos, introduciendo la idea de la cadena de Markov
subyacente.

C. Palm, en 1943 [108] plantea sistemas de trafico telefénico con intensidad
variable, mientras que W.S. Hayward, en 1952 [59], se ocupa de la fiabilidad en la
determinacion de medidas de trafico telefénico y, en ese mismo afio, D.V. Lindley
[89] estudia sistemas con un solo servidor.

L. Kosten, en 1951 [77], propone dos métodos para la estimacion de los tiempos de
espera en sistemas telefénicos y los compara. Pocos afios después, W.L. Smith
([122], [123]) y R. Syski ([126], [127]) relacionan los sistemas de colas con la teoria
sobre procesos estocasticos.



Resumen historico

El estudio de los sistemas de colas se desarroll6 sobre todo para el caso de tiempo
continuo, tanto desde el punto de vista de la modelizacion de sistemas como en
cuanto a las técnicas de resolucion; sin embargo, no tardaron en aparecer anélisis de
modelos en tiempo discreto. Los modelos de este tipo resultan apropiados para
describir el comportamiento de algunos tipos de sistemas informaticos y de
telecomunicaciones. En ellos, la informacion se transmite mediante bloques de
tamafo fijo, cada uno de los cuales requiere un tiempo de transmision fijo. Esto
puede modelizarse como un sistema de colas en tiempo discreto.

En 1958, T. Meisling [98] analizo6 el caso de tiempo discreto para sistemas de un
solo servidor. Otros trabajos generales sobre esta cuestion son los de Briem y otros
[11], Bruneel y otros ([12], [13], [14] y [18], Pujolle [117] y Takagi [128].

Kobayashi [76] presenta un resumen sobre métodos para el andlisis de colas con
vistas a la modelizacién en sistemas de comunicaciones, mas un vistazo a los
avances sobre redes y sistemas en tiempo discreto. Kim y otros [70] obtienen la
distribucion de la longitud de la cola bajo distintos tipos de disciplina,
particularmente algunos casos de prioridad. Jenq [64] desarrolla un algoritmo para
el calculo aproximado de la media y la varianza de la longitud de la cola sin
suposiciones previas sobre la distribucion del proceso de entradas.

Después, otros investigadores se han interesado por diversos aspectos de los
sistemas en tiempo discreto, casi siempre orientados al ambito de las
comunicaciones digitales, aunque sin excluir otras eventuales aplicaciones. Se
pueden encontrar analisis de situaciones mas especificas en Grassman [56], sobre la
distribucion de los tiempos de espera en el sistema GI/G/1; Gravey y otros [57],
sobre los sistemas Geo/D/1 y Geo/D/1/n; Daduna [32], sobre redes de colas, y
Eliazar [36], sobre el sistema G/Gl/o.

Bruneel y otros tienen ademas estudios centrados en aspectos mas particulares,
como sistemas con tiempo de servicio constante [15], distribucion geométrica de la
capacidad de servicio [16], o capacidad de servicio fija [20]. También han hecho
analisis de sistemas con tiempo de servicio constante Louvion y otros [90].

Ademas de la situacion obvia en que los clientes llegan de uno en uno y son
igualmente atendidos de uno en uno, existen otras en que bien las llegadas, bien los
servicios, o bien ambas cosas, se producen en grupos de tamafios no necesariamente
iguales (fijos o aleatorios): son las colas en masa. Trabajos clasicos sobre este tipo
de sistemas son los de Bayley [9], centrado en las esperas en ambito hospitalario;
Bloemena [10], Downtown [35], Jaiswal [62] y Neuts [103], que plantean sistemas
con tamafio de bloque de servicio variable hasta un cierto méximo, mientras que
Neuts [102] estudia el periodo de ocupacion para este tipo de colas. Chaudry [25]
propone sistemas con entradas en bloque; Chaudry y Templeton [26] ofrecen un
tratado general sobre colas en masa. Powell [116] obtiene formulas aproximadas
para la esperanza y la varianza de la longitud de la cola y del tiempo de espera en
sistemas de transporte de pasajeros y Burke [21] particulariza en el andlisis de los
retrasos.



Introduccion

5 Objetivo de este trabajo

Naturalmente, es posible combinar colas en masa y tiempo discreto. Algunos de
estos modelos constituyen precisamente el objeto de esta memoria.

Concretamente, se abordan tres modelos de colas en masa en tiempo discreto. En
el primero, tanto las entradas en el sistema como la atencidn tienen lugar en bloques
de tamario fijo. El segundo se diferencia del primero en que el servicio puede
prestarse a grupos de tamafio variable, hasta un cierto méaximo. Por ultimo, en el
tercero, las llegadas se producen en grupos de tamafio aleatorio sin distribucion
supuesta y el servicio se presta en grupos de tamafio fijo.

El primer objetivo es situar el estado actual del tema, con un analisis comparado de
similitudes y diferencias entre los modelos publicados y los analizados en la
presente memoria.

Un segundo objetivo general es el andlisis tedrico de las distribuciones de
probabilidades asociadas al nimero de clientes presentes en cada momento para
cada uno de los sistemas planteados.

El tercer objetivo, también de carécter general y nuevamente comun para los tres
sistemas en estudio, es la simulacion de algunos casos particulares con el fin de
comprender mejor su funcionamiento y la comparacion de los resultados de la
simulacién con las probabilidades teéricas.

Estos dos ultimos objetivos generales se desglosan en objetivos parciales, que
también son comunes en su planteamiento para los tres modelos, pero que difieren
para cada uno de los sistemas:

1. Construir las matrices de transicion.

2. Plantear los sistemas de ecuaciones en diferencias que deberan satisfacer las
distribuciones de probabilidades asociadas al nimero de clientes presentes en
el sistema en cada momento.

3. Dar condiciones necesarias y suficientes para que los sistemas sean
estacionarios.

4. Establecer las matrices de coeficientes adecuadas para escribir el sistema en
diferencias en forma matricial.
Calcular las soluciones de cada sistema de ecuaciones en diferencias.

Comparar las distribuciones tedricas obtenidas con las observadas en las
simulaciones de los correspondientes sistemas.

En particular, para el tercer modelo de cola en tiempo discreto estudiado, si bien el
estudio tedrico no requiere especificar la distribucion de probabilidad para la
variable aleatoria que rige el tamafio del bloque de entrada, esto si es necesario para
los estudios de simulacion. Por tanto, se afiaden los siguientes objetivos especificos:

7. Usar distintos modelos discretos de distribucion de probabilidad, frecuentes
en el &mbito de estudio: Poisson, geométrica y binomial negativa.

8. Comparar los resultados de las simulaciones en términos de la distribucion
supuesta.
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Estado actual

6 Estado actual

A continuaciéon se detallan las publicaciones mas significativas al respecto,
centradas en sistemas con determinadas caracteristicas especificas en los procesos
de entrada y atencion. Por Gltimo se indican los rasgos distintivos de este trabajo.

Zhao y otros [138] obtienen una expresion de la distribucion en el equilibrio para
algunos casos particulares. Chaudry y Gupta calculan los tiempos de espera para
entradas en masa y atencion individual [23]; en [24], Chaudry y Kim estudian el
sistema con llegadas en masa y tiempo de atencion constante; también Janssen y
Leeuwaarden [63] y Clegg [29]. Gupta y Goswami [58] analizan un sistema con
capacidad finita y atencion en bloque. Artalejo, Atencia y otros ([4], [5], [6])
proponen sistemas con control de admision, abandonos o varios servidores. Claeys y
otros [28] se centran en la cuestion de los tiempos de espera.

En los ultimos afios se han publicado muchos trabajos referidos a variantes
especiales de sistemas en masa, tiempo discreto o ambas cosas. Por ejemplo, en [7],
[129], [86], [46], [53], [88], [54], [136], [27], [131], [119], [91] y [80] se tratan
sistemas en que el servidor —o servidores, pues puede haber méas de uno— interrumpe
y reinicia la atencion segun cierta pauta, aleatoria o dependiente de la evolucion del
sistema. En [43], [92], [47], [93], [137], [82] y [8] se contemplen algunas pautas
especificas. En algunas ocasiones, dicha pauta puede establecerse de acuerdo con
umbrales preestablecidos —ntimero de clientes en espera o unidades de tiempo que el
primero de los presentes lleva esperando—, como en [60], [130], [41], [42], [132],
[87], [121], [78] y [135].

En [140], [79], [55], [134] y [81] se analizan sistemas con interrupciones por parte
del servidor y abandonos por parte de los clientes. Casos mas generales de
abandonos, individuales o en bloque, se contemplan en [109], [110], [22], [106],
[111], [71], [133], [83], [84], [49] y [140] . En particular, [17] y [19] se refieren a
sistemas en que cada cliente espera sélo durante un cierto tiempo.

En [85], [101], [40], [33], [95], [139], [34], [96] y [124] se estudian sistemas con
distintos mecanismos de prioridad para la atencién a los clientes (reservas,
categorias, o incluso seleccion al azar).

Un tipo especial de sistemas son los que tienen una capacidad limitada de admision.
Podemos ver algunos anélisis de esta clase de sistemas en [52], [48], [50], [80] y
[94].

Por altimo, cabe sefialar que las mayores simulitudes entre el presente trabajo y
otros ya publicados pueden hallarse en los articulos siguientes: A.S. Alfa ([2] y [3])
resuelve sistemas generales en masa y tiempo discreto mediante un enfoque
matricial basado en la cadena de Markov asociada, aunque advierte que este método
puede resultar muy complejo desde el punto de vista computacional si la
distribucion del nimero de clientes es infinita; esta dificultad, en cambio, no
aparece en la resolucion mediante el sistema de ecuaciones en diferencias que aqui
mostramos.

11
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Gao y otros, en [45], resuelven un sistema general en tiempo discreto con llegadas
en grupo y atencion individual, mientras que Goswami y otros [51] presentan un
modelo en que los clientes pueden incorporarse, 0 no, a un turno de atencién ya
iniciado; en los modelos que analizamos aqui la atencion se presta en grupos
cerrados. El trabajo de Schleyer [120], parecido en cuanto al modelo, propone un
método analitico orientado a determinar el espacio necesario para la espera previa al
servicio en un sistema de tiempo discreto con llegadas en grupos de tamafo
aleatorio y atencion individual.
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CAPITULO 1

SERVICIO POR BLOQUES DE b CLIENTES

EI modelo que se analiza en este capitulo es el Geo®|Geo®|1: los clientes llegan en
bloques de a y son atendidos en bloques de b. Si en un momento dado hay menos
de b clientes esperando, el servicio no se inicia aunque el servidor esté libre*.

El tiempo que transcurre entre dos llegadas consecutivas sigue una distribucion
geométrica de parametro «. El tiempo de servicio sigue también una distribucion
geométrica, de pardmetro S. Los tiempos entre llegadas son independientes entre si,
asi como los tiempos de servicio. Ademas, mientras haya mas de b clientes
esperando, los servicios se producen independientemente de las llegadas.

Se puede suponer que a y b son primos entre si, pues si tuvieran un factor comdnr,
el nimero de clientes en el sistema seria siempre multiplo de r y cada conjunto de r
clientes se podria tratar como una sola unidad.

Entonces, en cada momento: o bien se produce una entrada (de a clientes), con
probabilidad «, o bien no se produce, con probabilidad 1-«. Ademas, en el caso de
gue haya clientes recibiendo atencion, se puede producir una salida, con
probabilidad 4, o no, con probabilidad 1-45.

1.1 Resultados de simulacion

Antes de abordar la resolucion tedrica se presentan varias simulaciones de este
sistema. En ellas se ven las diferentes maneras en que evoluciona el sistema a
medida que aumenta la intensidad de trafico dada mediante el cociente
_a-«a
,0 - b ﬂ
Se representa en el eje horizontal el tiempo; en el vertical, el nimero de clientes
presentes en el sistema. Hay tres bloques de simulaciones:

-Cona=2yb=3
- Cona=5yb=3
-Cona=16y b =0.
Dentro de cada blogue, se mantiene fijo uno de los parametros o« o £ y se

modifica el otro, cambiando en consecuencia la intensidad de trafico. Se indica
también el nimero medio de clientes observado en cada simulacion.

* Una parte del contenido de este capitulo se presentd en 2006 en el XXIX Congreso
Nacional de Estadistica e e Investigacion Operativa (Sistema Geoa/Geob/1, por M? Cruz
Valsero Blanco y Ana Lorente Marin; Actas del XXIX Congreso Nacional de Estadistica
e Investigacion Operativa y de las 111 Jornadas de Estadistica Publica, Tenerife, 15-19 de
mayo de 2006, paginas 615-616).
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Capitulo 1

111

Simulacionescon a =2, b =3

En las Figuras 1.1.1, 1.1.2 y 1.1.3 se ven tres simulaciones con tr&fico normal, con
p 0,13,0,4 y 0,8 respectivamente.

NuUmero de clientes

Media observada: 1,49

0 200 400 600 800 1000

Tiempo de simulacion

1200 1400 1600

Figura 1.1.1: Simulaciboncon «=0,1 =05 p=0,13
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1200 1400 1600

Figura 1.1.2: Simulacibncon «a=0,3 pB=0,5 p=0,4

En las dos primeras (Figuras 1.1.1 y 1.1.2) se observan trayectorias estables; el
namero de clientes en el sistema se mantiene casi siempre entre 0 y 4, y solo
esporadicamente toma valores mayores.
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1.1 Resultados de simulacion

En la tercera (Figura 1.1.3), con p = 0,8, el nimero de clientes fluctda entre limites
mas amplios, pero no deja de mantener cierta estabilidad.

: N
MA m.l i |

U L b A
IR L I

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
Tiempo de simulacion

Figura 1.1.3: Simulacion con a=0,6 p=05 p=0,8

También se ve que los periodos de ocupacién son en general mas largos en el Gltimo
caso (Figura 1.1.3); l6gicamente al aumentar la densidad de trafico es menos
frecuente que el sistema se quede vacio. Del mismo modo, el nUmero medio de
clientes en el sistema aumenta con p.

Las simulaciones siguientes, que mostramos en las Figuras 1.1.4, 1.1.5y 1.1.6, se
han hecho con tréafico pesado (p =0,96,p = 1 y p =1,06). En las dos primeras
(Figuras 1.1.4 y 1.1.5) el nimero de clientes se mantiene en general por debajo de
un limite, pero en ocasiones llega a aumentar bastante.
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Figura 1.1.4: Simulaciéncon «a=0,72 p=05 p=0,96
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Figura 1.1.5: Simulacibncon «=0,75 pB=05 p=1

En las simulaciones de las Figuras 1.1.4 y 1.1.5 se ve que la duracion de los
periodos de ocupacion es mucho mayor que en los ejemplos anteriores, y solo en
escasas ocasiones el sistema se queda vacio. EI nUmero medio de clientes aumenta

significativamente con respecto a los casos de trafico mas ligero.

En Is Figura 1.1.6, con p = 1,06 , se observa que durante la primera mitad del
tiempo de simulacién el sistema parece mantener una cierta estabilidad, sin
embargo, durante la segunda mitad, el nimero de clientes aumenta de manera

sostenida. El sistema no vuelve a quedar vacio desde casi el inicio del proceso.
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Figura 1.1.6: Simulaciboncon «=0,8 p=05 p=1,06
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1.1 Resultados de simulacion

1.1.2 Simulacionescon a =5, b =3

Como en el apartado anterior, se muestran primero tres simulaciones con trafico
normal, en las Figuras 1.1.7, 1.1.8 y 1.1.9. En las tres el nimero de clientes en el
sistema se mantiene mas 0 menos estable, aunque las fluctuaciones son mayores a
medida que aumenta la intensidad de tréfico.

La duracién de los periodos de ocupacidn es corta en las simulaciones de las Figuras
1.1.7y 1.1.8; en la de la Figura 1.1.9 ya hay algunos bastante largos. También se
observa que el nimero medio de clientes en el sistema no es muy alto en ningln
caso.
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Figura 1.1.7: Simulaciéncon =02 =09 p=0,37
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Figura 1.1.8: Simulacibncon «=0,2 p=0,7 p=0,47
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Figura 1.1.9: Simulacibncon «=0,2 pB=0,5 p=0,6

Los tres casos siguientes presentan situaciones de trafico pesado. En la Figura
1.1.10, aun no muy pesado con p = 0,83, el nimero de clientes en el sistema llega a
ser muy alto en algunas ocasiones, pero en general parece mantenerse estable, y, en
media, no demasiado alto.

Aunqgue la duracion de los periodos de ocupacion es mayor que la observada con
trafico ligero, todavia se ve que el sistema vuelve a quedarse vacio en varias
ocasiones.

El tiempo de simulacion es mucho mayor; esto permite apreciar mejor la estabilidad
o inestabilidad del sistema en cada caso.
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Figura 1.1.10: Simulacioncon «=0,2 pB=0,4 p=0,83
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1.1 Resultados de simulacion

En la Figura 1.1.11, con p = 1, tras una etapa inicial de estabilidad aparente, se
observa que el nimero de clientes en el sistema aumenta de manera muy rapida y ya
no vuelve a ser razonablemente bajo. En esta primera etapa, hasta aproximadamente
un tiempo de 2000, el sistema se queda vacio en algunas ocasiones; esto ya no
vuelve a ocurrir en el resto de la simulacion.
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Figura 1.1.11: Simulacioncon «a=0.2 ,8=0.§ p=1

Para p = 1,1, en la Figura 1.1.12, el nimero de clientes en el sistema aumenta de
manera apreciable desde el principio, y, aungue se observan pequefios descensos a
lo largo de toda la simulacidn, la tendencia global es creciente. El sistema no se
gueda vacio desde los primeros momentos.
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Figura1.1.12: Simulaciéncon =02 A=03 p=1.1
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1.1.3 Simulacionescon a =16, b =9

Para estos valores de los parametros a y b (nimero de clientes que entran y salen
de una vez, respectivamente), el nimero de clientes en el sistema es en general
grande aun para los casos de trafico normal como los tres primeros que presentamos,
en las Figuras 1.1.13,1.1.14 y 1.1.15.

De todos modos, para estas situaciones de trafico normal, se mantiene casi siempre
por debajo de 40 y solo esporadicamente sobrepasa este limite, para volver a bajar
casi de inmediato.
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Figura 1.1.13: Simulaciboncon «=01 £=0,6 p=0,29
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1.1 Resultados de simulacion
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Figura 1.1.15: Simulacioncon «=0,2 £=0,6 p=0,6

En los tres casos el sistema llega a desocuparse con cierta frecuencia, pero la
duracion de los tiempos de ocupacion es en general mayor que cuando los
parametros a y b eran mas pequefios. El nimero medio de clientes en el sistema
también es claramente mas grande.

Para intensidades de trafico mayores (Figuras 1.1.16, 1.1.17 y 1.1.18) la duracién de
la simulacién se ha aumentado hasta 20000 unidades de tiempo. Con p = 0,89
(Figura 1.1.16) el nimero de clientes en el sistema fluctla entre limites mas
amplios. Aun asi, el sistema siempre parece volver a una situacién moderada.

Solo muy esporadicamente el sistema queda vacio; los periodos de ocupacion son
muy largos. EI nimero medio de clientes en el sistema es bastante alto.
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Para p = 1 se ve en la Figura 1.1.17

que las fluctuaciones son considerables.

Ocasionalmente el sistema llega a vaciarse, pero la mayor parte del tiempo el
namero de clientes presentes es elevado y la duracion de los periodos de ocupacion

es muy larga.
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Figura 1.1.17: Simulacioncon «=0,34 B=0,6 p=1

En la Figura 1.1.18, con p = 1,18, se aprecia un crecimiento del nimero de clientes

casi constante, solo con algunos descensos minimos que de ninguna manera
compensan la tendencia creciente.
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Figura 1.1.18: Simulacioncon «=0,4 £=0,6 =118
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1.2 Planteamiento y resolucion de las ecuaciones

El sistema en estudio es una cadena de Markov: el estado del sistema en cada
instante (el numero de clientes presentes) depende de su estado en el instante
anterior. Los clientes llegan en blogues de a vy el tiempo entre llegadas
consecutivas sigue una distribucién geométrica de pardmetro «. Son atendidos en
bloques de b vy el tiempo de servicio sigue una distribucion geométrica de
pardmetro . Los tiempos entre llegadas son independientes entre si, y también los
tiempos de servicio. Ademas, los servicios se producen independientemente de las
llegadas, a menos que no haya clientes suficientes como para iniciar un servicio.

Las probabilidades de transicion vendran dadas en funcién de las probabilidades de
gue en cada momento se produzca una entrada, una salida, ambas cosas 0 ninguna.
Estas, a su vez, dependen del nimero de clientes que haya en el sistema.

Se denotara:

P (E|n)=P (solo entrada|n clientes en el sistema)

P (S|n)=P (solo salida|n clientes en el sistema)

P (ES|n) =P (entrada y salida|n clientes en el sistema)

P (O|n)=P (ni entrada ni salida|n clientes en el sistema)

Estas probabilidades son:

l-« si n<b
P(Oln):{(l—a)(l—,b’) si nzb}

(04 <
P(Eln)z{a(l—ﬂ) si n>b

0 si n<b
P(S|n):{(1—a)ﬂ si nzb}

P(ES|n)={ 0 si n<b}

aff si n=b
y determinan una cadena de Markov homogénea, en la que

P..m = P (el sistema pase del estado n al m en la siguiente unidad de tiempo)

depende de qué suceso (entrada, salida, ambas o ninguna) se produzca y también de
cual sea el estado n.

En las tablas 1.2.1 y 1.2.2 se muestran las matrices de transicion (la tabla 1.2.1 para
el caso de que a sea menor que b y latabla 1.2.2 para el contrario), en la que las
filas representan los estados iniciales y las columnas los estados finales, y cada
elemento corresponde a la probabilidad indicada antes.
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Capitulo 1

A continuacién se plantean las ecuaciones que rigen el sistema cuando éste esta en
equilibrio. Sea

g, =P (n clientes en el sistema) (1.2.4)
Si n <b, ninguno recibe atencion. Sin > b, b pasan a ser atendidos.
Las probabilidades q, satisfacen la ecuacion:
q,=P (©|n)g,+P (E|n-a)q, ,+P (S|n+b)q,,, +P (ES|n—-a+b)q, .., (1.2.5)

donde todas las g, que tengan subindice negativo son nulas.

Son ecuaciones particulares todas las que tengan algun subindice menor que b, pues
en este caso las probabilidades de que se produzca entrada, salida o nada son
distintas. El menor subindice en cada ecuacion esn —a; seran -a < b cuando sea

n < a+b. Entonces, habrd a+b ecuaciones particulares (desde n =0 hasta n =
a+b-1), y una ecuacion general para n >a+b.

Para plantear las ecuaciones hay que distinguir los casos a <b y a >b.

1.2.1 Caso a <b

Planteamiento de las ecuaciones

A partir de las columnas de la matriz de transicién se escriben las ecuaciones que
rigen el sistema en el equilibrio. Se observa que hay tres bloques de ecuaciones
particulares, de la (1.2.6) a (1.2.8), correspondientes a las columnas iniciales: de 0 a
a-1,deaab-1ydeb a a+b-1. El resto de las ecuaciones obedecen ya a un
patron general, la ecuacion (1.2.9).

Ecuaciones particulares:

O<n<a: ¢q,=(01-o)q,+@—-a)BAq,,, (1.2.6)
asn<b: qn = (1—&) qn ta qnfa + (l_a)ﬂ qn+b +aﬁ qn—a+b (127)
bﬁn<a+b: qn :(1—0()(1—ﬂ) qn+aqn—a+(l_a)ﬁqn+b+aﬂ qn—a+b (128)

Ecuacion general:

n>a+b: qn:(l_a)(l_ﬂ) qn+a(1_ﬂ) qn—a+(1_a)ﬂ qn+b+aﬂ Uh-asp (129)

Resolucion del sistema

Se reordenan los términos de la ecuacién general por orden creciente de subindices:

a(l_ﬂ) Ona + [(1—0[) (1_ﬂ) _1] an +aﬁ Qpain T (1_a)ﬁ Uoip = 0 (1210)
El polinomio caracteristico es:

P(X)=a(l-B)+[L-a)1-B) -1 +a B X +(1-a) B X" (1.2.11)

Los dos lemas siguientes estudian las raices de este polinomio:
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1.2 Planteamiento y resolucion de las ecuaciones

Lema 1

El polinomio (1.2.11) tiene a lo sumo dos raices en (0,0).

Demostracion
Derivando (1.2.11):
P'(X)=bapB X" +(@+b)l-a) B x** " —a[l-(l-a)@- )] x*" =
=x**(ba B X +(a+b)l-a) B x" -a[l-(1-a)(1-p)])
El primer factor de esta tiltima expresion es positivo en (0,00).
El segundo es la diferencia de dos sumandos positivos:
bapfx"?+@+b)(1l-a)B X
que juntos constituyen una funcién creciente en (0,00) y que en x=0 vale 0, y
un término constante positivo:
a[l— l-o) (1—/3’)]
Entonces, debe existir un tnico r en (0,%0) tal que ambos sean iguales:
bapr®+@+b)l-a)Br°=a[l-1-a)1-B)]
En este punto, P'(r) = 0. Y, segln se acaba de ver, P' no se anula en ningun
otro punto de (0,).

Esta altima afirmacion implica que P no puede tener mas de dos raices en
(0,00), pues entre cada par de raices consecutivas de P debe haber al menos
unaraiz de P, y de estas Ultimas sélo hay una.

Q.E.D.

Lema 2

El polinomio (1.2.11) tiene una Unica raiz en el intervalo (0 ,1) siysolosi aa <b f.

Demostracion
Una de las raices de P en (0,00) es x =1:

PO=a@-p)+1-a)1-p)-1+ap+1-a)p=
=a(l-p+p)+l-a)1-p+p)-1=

=a+l-a-1=0
Por el lema anterior, a lo sumo hay otra raiz en (0,).

Condicion necesaria: Si P tiene unaraiz en (0,1), entonces aa <b .

Sea X, dicha raiz. Entonces:
dre(x,,)) / P'(r)=0
y, por tanto:
0 = bapBr+@+b)l-a)Br’-afl-1-a)1-p)] <
< bap+@+b)l-a)p-a[l-(1-a)1-p)] =
= baf+af+bf—-acf—-baff-a+a—aa—-af+aaf =

= bf-ax = aa<bp
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Capitulo 1

Condicion suficiente: Si aa <b f, entonces P tiene una raiz en (0,1).
P'Q) = bapf+(@+b)l-a)p-a[ll-1-a)@-p)] =
= baf+af+bf—-aaf—baff-a+a—aa—-af+aaf =
= bf-aa > 0

porser aa <bpg.

Esto significa que P es creciente en x =1. Entonces, como P (1) =0, P debe
ser negativo en un entorno a la izquierda de 1. Pero P (0) = «(1-4) > 0. Por
tanto P debe anularse en un punto intermedio, es decir, debe tener una raiz
en (0,1).
Q.E.D.
Teorema 1

El sistema descrito en las ecuaciones {(1.2.6) - (1.2.9)} es estacionario si y solo si
aa <bpf. Eneste caso:
(i)Para n>a+b ,laprobabilidad de que haya n clientes en el sistema es
a+b-1 _
a, :(1— > qulxg—j;Oxg para n>a+b (1.2.12)
i=0

donde x, es laraiz del polinomio (1.2.11) en (0,1).

(ii) Para n <a+b, la probabilidad viene dada por la solucion del sistema

B ()
Ta (a)p
a - af
' By - Ia+b -
o la af
' (I-a)(1-p)
o
L a (Ia)(1-p) |
0 .- 0 ] 0 ...0 ] _q:o_
0---0 Haca
0O --- 0 1 .-1 qa (1.2.13)
—ap-x)| g g |~@@BE)| x| || | =
F o0 o]
0

0
=—afl-x)| | [~0-@pl=x)

2
Xy X,
b—a-1 b-1
xO xO
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1.2 Planteamiento y resolucién de las ecuaciones

Demostracion

La solucidn general de la ecuacion en diferencias (1.2.9) es de la forma
0 =D X (1.2.14)
k
donde x, son las raices de P (x).

Si aa >bf, P(x) no tiene raices en (0,1). Entonces no es posible que el
sistema sea estacionario, pues ninguna solucion de la ecuacion en diferencias
genera una distribucion de probabilidades.

Si aa <b S, hay una Unicaraiz de P en (0,1); sea ésta x ,. Entonces, para u
positivo, la serie

D0 =D uxg (1.2.15)

ncatb  n=arb
sera convergente y de términos positivos.
En este caso:
(i) Sabemos que si x, es raiz del polinomio (1.2.11), entonces para cualquier
constante u la sucesion
g,=u-%  (nza+b) (1.2.16)

es solucidn de la ecuacidn en diferencias (1.2.9).

Con el fin de determinar u, tomemos estos valores ¢, =u -x; como solucién
para n=a+ b . Se debe cumplir:

q,20 Vn
i%zl (1.2.17)
n=0
Esdecirr D 0,= Go+G+0+ =+ +C .+ > U-Xg=1 (1.2.18)
n=0 n=a+b
Sea S=q,+0,+0,+ -+ +0,,, sumando laserie:
X(’;H—b
S+”1—x0:1 (1.2.19)
Despejando, se obtiene u en funcién de S :
1—
u=(1-8) 0 (1.2.20)
X
y, por tanto: 1-x,
4, =(1-S) 7% Vnxa+b (1.2.21)

lo que da los valores de g,, para n >a+b en funcion de los anteriores.

(ii) Para determinar las probabilidades qq,q1, ... Qa4p-1 . S€ Sustituye el valor
hallado para g, con n > a+b en las a+b ecuaciones particulares (el

sistema {(1.2.6), (1.2.7), (1.2.8)}), que se escribe a continuacién en forma
matricial:

29


alorente
Sello


Capitulo 1

i - [te -a)B 7] L
0oy ‘ I (-a)p Za
a, a | af E :

= . . . . qz’—l
Q1 ) oA la af q;b
0y - (I-a)(1-p) '
: a .. Qo
_qa+b—1_ . .. .. o
L a Ea)@-p) || Ta

Cada ecuacion tiene a lo sumo cuatro términos en el segundo miembro. Si
numeramos las ecuaciones segun el subindice del primer miembro, los
subindices de los términos del segundo para la ecuaciébn n, en orden
creciente, son n y n+b para las ecuaciones 0, 1, ..., a-1, y estos mismos
mas n-a y n-a-+b parael resto.

En el primer blogue de ecuaciones, de 0 a a-1, ninguno de los subindices
del segundo miembro sobrepasa a+b -1 y por tanto no hay que hacer en
ellas ninguna sustitucion.

En las ecuaciones de a a 2a-1, solo hay que sustituir el término con
subindice n+b.

Por ultimo, en las ecuaciones de 2a a a+b-1 hay que reemplazar los
términos con subindices n-a+b y n+b.

En estos casos, en lugarde q,_,.+, Y Qn+, habrad que poner:

1-X n—a-+ n-2a
qn—a+b :(1_8) Xg+bo XO ° = (1_8)(1_)(0) XO ?
1- n-+ n-a
Ot =(1—S)—ngf,° %"= (1-8)(1-%) x5

Teniendo en cuenta que
S =0 t0,+Q;+ -+ +0,,

y que los coeficientes que acompafian a Qn-asp Y Jnsp SON

respectivamente aof y (l-«)f , las correspondientes sustituciones
equivalen a sumar las expresiones matriciales:

0 0 I a | 0]
0 0 ' 0
—aBl-%)| 1 . q | ot reslox)|
X.o X'o QZ§+2 X‘o

_Xg—a—l . X(l))—a—l_ _qa+b—1_ _Xg—a—l_
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— () f(1=x%,)

. o><.\; =

o
0 1l 9.,
Lo
XO qa+l

2
X‘O qa.+2
X(l))_l B _qa+b—l _

+(1-a) f(1x,)

. o><,\, =

y eliminar las columnas desde a-+b en adelante de la matriz original del
sistema, que entonces puede escribirse asi:

[ (-a)p 1T
qo ' . qp
Oay l« (I)p Oay
d, o - af 0,
Oy a.. la afp Op1
(o (I-a)(-5) o
: a .. :
_qa+b—1 i T _qa+b—1 _
i a (o)(-p) |
0 o1 o ] 0
0 0 | o 0
—afl-%)| 1 1 q +afl-x%)| 1
2a
X.O X_O q2531+2 X.O
_Xg—a—l Xg—a—l | _qa+b—l_ _Xg—a—l_
0 o1 o ] [0 ]
0 0| q., 0
1 1| q 1
- EDBEX)| 5 o |l o | e 5
a+l
X X || Gaz Xs
X X | Garos ] B

Agrupando términos, resulta el sistema (1.2.13) que se indicaba en el

enunciado del teorema.

Q.E.D.

Tanto la raiz x, del polinomio caracteristico como la solucién del sistema de
ecuaciones se obtienen por métodos computacionales.

Con el fin de mostrar la metodologia empleada, se expone a continuacion la
resolucion completa de un caso particular sencillo.
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Capitulo 1

Ejemplo de resolucion

Supongamos que los clientes llegan en blogues de 2 y son atendidos en blogues de
3:a=2yb=3.Sean « y f los parametros que rigen las distribuciones de los
tiempos entre entradas y de los tiempos de atencidn, respectivamente, tales que el
sistema es estacionario, es decir, que aa < bf3.

La matriz de transicion es:

l-« 0 @ 0 0 0 0
0 l-« 0 a 0 0 0
0 0 l-«a 0 a 0 0
A=ayp™ 0 A €9 1577) R R W76 ') B¢
0 QA=-a)p. 0 af  (a)(1=p) 0 a(l-p)
0 0 l-a)p 0 af L)1) 0 -
0 0 0 l-a)p 0 af la)@-p) .
0 0 0 0 Ql-a)p 0 aff -
0 0 0 0 0 Ql-a)p 0
0 0 0 0 0 0 l-a)p

De la matriz de transicién obtenemos las ecuaciones particulares:

0<n<2: g,=C-a)q,+(l-a)Bq,
h=0Q1-a)q,+1-a)Bq,

2=n<3! Q,=(1-a)q,+a g +(l-a)f g +af g

3<n<5! =(1-a)1-B)+taq+Q-a)Bg+apq,
d=01-)1-p)q,+aq,+(1-a)Bq, +apq;

y la ecuacidn general:

n=5: q,=0-a)@-p5)a,+al-p) 0, +A-a)B A s +a [0,
El polinomio caracteristico

P =al-B)+[l-a)@-B) -1’ +ap X’ +1-a) S X°
tendra una unica raiz en (0,1); sea ésta X .

Entonces:

6, =(1-3) =22 X5 =(1-S)(1- %)% ° Vn=5

a+b

con
S:qo+q1+q2+q3+q4

En las ecuaciones (E1.2), (E1.3) y (E1.4), se sustituyen g5, qg Y Q7 por sus valores
generales:

Q=0-a)q,+ag,+1-a)FA-X)A-S)+afq,
G=01-a)1-p) G +aq+1-a) f(1-X)%1-S)+apaq,
q =(1-a)1-p)q, +a 0, +(1-a) B (1- %)% (1~ S) +a fL-X%)L-9)
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1.2 Planteamiento y resolucién de las ecuaciones

Reordenando:
-aQ,+1-a)pq,=0 (E1.0)
—aq+(1-a)pq,=0 (E1.1)
a—aQ,+afg,—1-a)BL-X%)( +G +0, +0;+0,) = (E1.2)
=—(1-a)B1-%) '
aq+[1-a)A-B) -1 g +aBd, ~1-a) B L—X%)%(q +0 +0, +0s +0,) =
(-0 B (- %)% (EL3)
at, +[L-a)1- ) ~1]q, ~| Q- a) B L-%)X +a BL=%) |(Gy + G +0, + s +0,) =
= [A-a) fA-x)X +a fl-%)] (EL4)
En forma matricial:
¢ 0 « 1-a)p 0 _7%7
0 -a 0 0 1-a)p 4
¢ 0 -« of 0 q |-
0 o 0 (Q-a)1-5)-1 of3 qs
0 0 « 0 (1-a)1-p)-1]| q. |
00 0 0 0]g,]
0 0 0 0 0g
_(l_a)ﬁ(l_xo) 1 1 1 1 1 q, | —
X, X X, X% X |lg
EANEAE A A R
E1.9
0000 0]g (EL9)
00 00 0]g
—aff(l-x,)|]0 0 0 0 Ofgq, | =
0000 0|g
1111 1}g,
0 0
0 0
=—(1-a)B(1-x,)| 1 |—ef(l-x,)0
Xy 0
x 1

Para valores concretos de « y f , y con ayuda del programa MAPLE, se calcula la
raiz del polinomio caracteristico y se resuelve el sistema de ecuaciones precedente;
al final del capitulo se muestran los resultados obtenidos y se comparan con los
observados en las simulaciones.
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Capitulo 1

1.2.2 Ecuaciones paraelcaso a >b

Planteamiento de las ecuaciones

Las ecuaciones del sistema en el equilibrio se obtienen de las columnas de la matriz
de transicion en la tabla 1.2.2.

Ecuaciones particulares:

0<n<b: qn:(l_a)qn+(1_a)ﬂqn+b

b<n<a: qn:(1_a)(l_ﬂ)qn+(l_a)ﬁqn+b

aSn<a+bZ qn =(l—a)(l—,3) qn +a qn—a +(1_a)ﬂ qn+b +aIB qn7a+b
Ecuacion general:

nza+b: g =01-a)1-p)q,+al-5)q,.+1-a)pd,.,+afd, ...

Se observa que hay tres grupos de ecuaciones particulares, para las primeras
columnas de lamatriz:de 0 a b-1,de b a a-1y de a a a+b-1. A partir de
la columna a+b, ya todas las ecuaciones muestran un patrén general.

Resolucion del sistema

Se reordenan los términos de la ecuacidn general por orden creciente de subindices:
a(@=p) Gy o+ By +[A-2)A- ) -1]q, +1-a) 5, =0

El polinomio caracteristico es:
PX)=al-B)+apf X’ +[Ql-a)d-B)-1]x* +1-a) B x**

Como en el caso anterior, se estudian en primer lugar las raices de P.

Lema 3
El polinomio (1.2.30) tiene a lo sumo dos raices en (0,).
Demostracion
Derivando (1.2.30):
P(X)=bapgx*-a[l-(l-a)@-B)] x* +(a+b)dl-a) B x*"* =
=x"*(bap-a[l-(1-a)@-B)]x** +(a+b)l-a) B X*)=
=Xx"*.Q(9)

=0 o

P(x)=0 < {cxg(_x)zo

Pero
Q) =-a(@-b)[1-A-a)1-B)]x** +(a+b)al-a) s x*" =
=x"**(-a(a-b)[1-A-a)@-B)]+(a+b)al-a)BX")

y esta expresion tiene una Unica raiz en (0,00); como consecuencia, Q tiene a
lo sumo dos raices en este intervalo, y también P,
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1.2 Planteamiento y resoluciéon de las ecuaciones

Ademés, Q' es inicialmente negativa (hasta la raiz) y luego positiva, por
tanto, Q es primero decreciente, alcanza un minimo relativo y a partir de ahi
es creciente. Como Q (0) > 0, puede ocurrir que se mantenga siempre por
encima del eje horizontal, que lo toque s6lo en el minimo relativo o que lo
atraviese en dos puntos distintos.

Las dos primeras opciones son imposibles, pues al no ser nunca negativo

P'(x) = xb’lQ (x) , P (x) nunca seria decreciente. Pero P ha de tener algun
tramo decreciente, pues P(0) >0y P (1) =0.

Se concluye que Q, en (0,0), atraviesa al eje horizontal en dos puntos
distintos. Entre ambos, Q es negativo; a la izquierda del primero y a la
derecha del segundo es positivo. Correspondientemente, en estos tramos P es
creciente cuando Q sea positivo y decreciente cuando Q sea negativo.

En el primer tramo de crecimiento no puede haber ninguna raiz de P, pues
P (0) > 0. A partir de ahi, sélo queda una raiz de P', y, por tanto, a lo sumo
dos raices de P.
Q.E.D.
Lema 4

El polinomio (1.2.30) tiene una Unica raiz en el intervalo (0,1) siy solosi aa<b .
Demostracion

Una de las raices de P en (0,00) es x=1:

PO=al-p)+af+Q-a)A-p)-1 +1-a)p =
=a(l-p+p)+1-a)A-p+p)-1 =

=a+l-a-1 =0
Por el lema anterior, a lo sumo hay otra raiz.

Condicioén necesaria: Si P tiene unaraiz en (0,1), entonces aa <b f.

Sea X, dicha raiz. Entonces, P ha de ser decreciente en x y creciente en 1;
por tanto, P'(1) > 0:

0< P'(Q) = bap+(@a+b)l-a)p-a[l-(1-a)@-p)] =
= baf+af+bpf—-aaff—-baff—a+a—ac—af+aaff =
= bf-aa = aa<bpg

Condicion suficiente: Si aa <b £, entonces P tiene una raiz en (0,1).
P'l) = baB+(@+b)l-a)p-a[l-(1-a)@-p)] =
= baff+af+bpf—-acf—-baf-a+a—ac—af+acf =
= bf-aa > 0
porser aa <hg.
Esto significa que P es creciente en x =1. Entonces, como P (1) =0, P debe
ser negativo en un entorno a la izquierda de 1. Pero P (0) = a(1-4) > 0. Por

tanto P debe anularse en un punto intermedio, es decir, debe tener una raiz
en (0,1).

Q.E.D.
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Teorema 2

El sistema descrito en las ecuaciones {(1.2.25) - (1.2.28)} es estacionario si y solo

si aa <bp.En este caso:

(i)Para n=a+b

, la probabilidad de que haya n clientes en el sistema es

a+b-1 1— XO
q, = [1— > q J o x{ para n>a+b (1.2.31)
i=0
donde x, es laraiz del polinomio (1.2.30) en (0,1).
(ii) Para n <a+b, la probabilidad viene dada por la solucién del sistema
= (—a)p ]
o
(-a)(1-p) -a)p
. . - Ia+b
‘ (-)(1-p) (-a)p
a ap (-)(1-p)
L a ap (-a)(1-p) |
(1.2.32)

[0 0 | [ q, | [0 ]

0 0 a 0

1 1 q, 1

- (1_a)ﬂ(l_xo) X0 X0 qa+1 = (1_a)ﬁ(l_xo) XO

X Xs Uaso X
X X [ Gast | | %]

Demostracion
La solucidn general de la ecuacion en diferencias (1.2.29) es de la forma
Gy =D X (1.2.33)

donde x, son las raices de P (x).

Si aa >bp, P(x) no tiene raices en (0,1). Entonces no es posible que el
sistema sea estacionario, pues ninguna solucion de la ecuacion en diferencias
genera una distribucion de probabilidades.

Si aa <bf, hay una Unicaraiz de P en (0,1); sea ésta x ;. Entonces, para u

> 6,=3 ug

n=a+h n=a+b

positivo, la serie
(1.2.34)

sera convergente y de términos positivos.

En este caso:
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1.2 Planteamiento y resolucion de las ecuaciones

(i) Sabemos que si x, es raiz del polinomio (1.2.30), entonces para cualquier

constante u la sucesién
q,=U-X (n>a+h) (1.2.35)

es solucion de la ecuacion en diferencias (1.2.28).

Con el fin de determinar u, se toman estos valores ¢, =ux; como solucion
para n>a+b. Se debe cumplir:

q,=0 Vn
= (1.2.36)
2.4, =1
n=0
Es decir: -
D= GotG 0+ o Oyt D UX =1 (1.2.37)
n=0 n=a+b
Sea S=q,+09,+9,+ --- +0Q,,, ,sumando laserie:
Xa+b
S+u-—2—=1 (1.2.38)
1- 0
Despejando, se obtiene u en funciénde S :
1-X
u=(1-S) o (1.2.39)
y, por tanto: 1-x,
q, =(1-5) o X; Vnza+b (1.2.40)
lo que da los valores de g, para n >a+b en funcion de los anteriores.
(ii) Para determinar las probabilidades qq,q1, ... Qa+p-1 . S€ Sustituye el valor
hallado para g, con n > a+b en las a+b ecuaciones particulares y se
escribe el sistema resultante {(1.2.25),(1.2.26), (1.2.27)} en forma matricial:
 [ta () 1%
0 . :
: .. , K=y
Ob1 Ia q:b
Qs (I-a)(-5) (a)p '
. 4. | (1.2.41)
0oy (-)(-p) (ta)p Ia
0. o afp (a)(1-5) : '
: Qa1
_qa+b—1_ . . . Gasp
L a a,B (1—6!) (l—ﬂ) | ga-*_—b+l

Cada ecuacion tiene a lo sumo cuatro términos en el segundo miembro. Si se
numeran las ecuaciones segin el subindice del primer miembro, los
subindices de los téerminos del segundo para la ecuacion n son ny n +b
para las ecuaciones 0, 1, ...,a-1, y estos mismosmas n-a y n-a+b para
el resto.
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Capitulo 1

En el primer bloque de ecuaciones, de 0 a a-1, ninguno de los subindices
del segundo miembro sobrepasa a+b -1 y por tanto no hay que hacer en
ellas ninguna sustitucion.

En las ecuaciones de a a a+b-1, hay que sustituir el término con
subindice n+b.

En este caso, en lugar de q, ., habré que poner:

1- n+b _ n-a
G =(1-8) T % = (1-8) (1-%) %
Teniendo en cuenta que S=q,+0, +0, + +0,,,, Y que el coeficiente

que acompafia a qp.p
expresion matricial:

es (1-a)p , la sustitucion equivale a sumar la

o - 07 q 0
0 0 q;,l 0
1 1 q 1
— () BA%)| X + () B=x)|
0 0 qa+1 0
X X || Ga X
_Xg_l Xg_lj _qa+b—l_ _Xg_l_

y eliminar las columnas desde a-+b en adelante de la matriz original del
sistema, que entonces puede escribirse asi:

i _ [ta (t-a)p 1 .
q_o . . _ q.o
Ops o Op
g (a)@5) ) g,
0,1 (a)(-p) (o) p 0oy
Q. | |« af (Fa)t-5) q,
_qa+b—1_ . _qa+b—1_
] a ap (Fa)(-5)|

) .. o1 (o 7 [0 ]
0 0 | q, 0
1 1 ! L 1 1 .
~ ) X)) % | q.. + ) x|
X5 X || Gasz X5
_Xg_l Xg_l_ _qa+b—1_ _Xg_l_
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1.2 Planteamiento y resolucion de las ecuaciones

Reagrupando términos:

7 La)p
lo
(I-a)(-B) () B
—1,, -
(a)(-5) (a)p
a aff (o) (1-5)
] o ap ()P |
0 0 | [ ] 0]
0 0 e 0
1 1 0 1
- a)px)| o % o | = @B
Xg Xg qa+2 Xg
_X(l);_l X(l);_l_ _qa.+b_ _X(g;_l_
Q.E.D.

Como en el caso anterior, se presenta a continuacion la resolucion completa de un
caso particular utilizando la metodologia descrita.

Ejemplo de resolucion

Supongamos que los clientes llegan en blogues de 5 y son atendidos en blogues de
3:a=5y b=3.Sean a y g los pardmetros que rigen las distribuciones de los
tiempos entre entradas y de los tiempos de atencidn, respectivamente, y supongamos
que son tales que el sistema es estacionario, es decir, que aa <bp.

La matriz de transicién es:

l-«o
0
0
Q-a)p
0

0
0
0
0
0

0
l-a
0
0
(-a)p
0

0
0
0
0

0 0
0 0
l-«a 0
0 (a)p)
0 0
l-a)p 0
0 1l-a)B
0 0
0 0
0

0

0
0
0
0
) -p)
0
0
A-a)p
0
0

a 0 0 0 0
0 a 0 0 0
0 0 a 0 0
apf 0 0 al-p) 0

0 apf 0 0 all-p) -
L-a)@-p) 0 ap 0 0
0 ) @-p) 0 ap 0

0 0 -a)@-p) 0 apf

1-a)B 0 0 (a)@-p) 0

0
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Capitulo 1

De esta matriz obtenemos las ecuaciones particulares:

0<n<3: q=0A0-a)g,+{1-a)Bq, (E2.0)
h=Q-a)q+1-a)Bq, (E2.1)
g,=01-a)q,+1-a)Bq; (E2.2)
3<n<5: g=01-a)1-po,+1-a)pq; (E2.3)
6 =0-a)1-pa, +(1-a) (E2.4)
5<n<8: g =1-a)A-p) g +aq,+1-a)Bo+afq, (E2.5)
0 =1-a)A-P o +aq+(1-a)fa,+apa, (E2.6)
a; =(1—0!)(1—ﬂ) q7+aq2+(1_a)ﬂ q10+C(,B Os (E27)
y la ecuacién general:
n=8: qn =(1_a)(1_ﬂ) qn+a(1_ﬂ) qn—5+(1_a)ﬂqn+3+aﬂqn—2 (E28)
El polinomio caracteristico es
PX)=a@-pB)+ap X’ +[1l-a)1-B)-1]x°+(1-a) B X° (E2.9)

Sea X, la Unica raiz de este polinomio en el intervalo (0,1), en el caso de que los
pardmetros « y f seantales que p < 1. Entonces:

Szqo+q1+q2+q3+Q4+Q5+q6+q7 (E2.10)

qnz(l—s)l_xo X =(1-S)(1-%)x* Vvn=8 (E2.11)

a+b

En las ecuaciones (E2.5), (E2.6) y (E2.7), sustituimos qg,qq Y Q10 poOr sus valores
generales:

O =0-a)A-p)o+aq+(1-a)f1-X%)A-S)+apq, (E2.5)
U =1-a)A-p) s +a g +(1-a) BA-X%)%1-S)+aBq, (E2.6)
¢ =1-a)(1-p) G +a g, +(L-a) B (1-xX)% 1-S) +a S (E2.7)
Reordenamos:
—a gy +(1-a) B0, =0 (E2.0)
~aq+@1-a)Bq,=0 (E2.1)
—a g, +1—a)B g, =0 (E2.2)
[A-e)@-B)-1]a,+1-a) B g, =0 (E2.3)
[A-a)@-B)-1]q,+@-a)Bq,=0 (E2.4)
@Gy +[1-a)(1-B) 1] g +a Bd; -
—(1=a) BA=%) (U + 0 + 0, +0; + 0, + 05+ G5 + ;) =—(1—a) B (1 X)) (E2.5)

aq +[(1_a)(1_,8) _1] Us +aﬂQ4 -
A=) BL—%)X (0o +0 +0, + 03 +0, +0s + 0 +G;) =—(1L—) B(L—%) %, (E26)

ad,+[l-a)A-B) -1, +a g, —
—(1-a) BA=%) X (G + 0y + ¥y + 0y + 0y + s + s + ) =—(1—a) B (L—%,) %] (E2.7)
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1.3 Comparacion entre los resultados teoricos y las simulaciones

Se pone el sistema {(E2.0) - (E2.7)} en forma matricial:

[~ 0 0 (la)p 0 0 0 0 dy

0 -a 0 0 (-a) 8 0 0 0 g,

0 0 -« 0 0 (-a)B 0 0 4

0 0 0 (FaX-pB)H 0 0 (o) 0 g,

00 0 0 (Fa)1-BH 0 0 o) ||q,

a 0 0 af 0 (l-a)1-pH 0 0 q.

0 a 0 0 ap 0 (Fa)-pH 0 a.

(0 0 « 0 0 ap 0 (-a)1-BA | | ¢.
[0 0 0 00 0 0 0]g,] 0]
000000 0 0g, 0
0000000 0Jg 0
00000000 0]g, 0

~Amafl=) g g 0 0 0 0 0 0flg| T PR
1111111 1|qg 1
xo JL'D xﬂ JL'D .?CD xD JCD xo qﬁ YD
2 2 2 2 2 2 2 2 2
Yo Ko Ko X Xy Xy Xy Xy || 4] L% |

En el apartado siguiente se muestran los calculos efectuados con el programa MAPLE
para algunos valores concretos de « y /£, junto con los resultados observados en las
simulaciones para poder compararlos.

1.3 Comparacion entre los resultados teoricos
y las simulaciones

En este apartado se muestran las frecuencias observadas en las simulaciones y las
probabilidades tedricas obtenidas resolviendo las ecuaciones anteriores.

Se presentan los célculos realizados paraa =2, b =3, paraa =5,b =3,y paraa =16, b
=9 , con algunos de los casos simulados en el apartado 1.1, y siempre con intensidad
de trafico menor que 1, que es la condicién necesaria y suficiente demostrada para que
el sistema sea estacionario (recuérdense los resultados para el caso en que p > 1,
figuras 1.1.6, 1.1.12 y 1.1.18). Para cada conjunto de parametros se muestran las
probabilidades tedricas calculadas y la esperanza tedrica obtenida sumando la serie,
mas las frecuencias relativas observadas con distintas longitudes de simulacién y la
media muestral observada en cada simulacion.

1.3.1 Calculospara a =2, b =3

Como se indic6 en el apartado 1.1.1, en que se mostraban las simulaciones realizadas,
el pardmetro S permanece fijo con valor 0,5, mientras « varia de manera que p
aumente sin llegar a 1.

Para obtener las probabilidades teoricas, se calcula en primer lugar la Unica raiz del
polinomio caracteristico en el intervalo (0,1). Este valor se precisa para resolver el
sistema de ecuaciones E1.9, que proporcionara las probabilidades tedricas desde ¢
hasta g, (es decir, para n <a +b =5). Los valores asi calculados se sustituyen en la
expresion general para ¢, con n > 5, junto con la raiz del polinomio, y de este
modo se obtienen estas Ultimas.
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Se presentan para cada caso los resultados numéricos, incluida la raiz del polinomio,
junto con los gréaficos correspondientes, asi como las medias observadas en las
simulaciones y las esperanzas teoricas calculadas.

Resultados para a=03 B =05 p=04 Xo= 0,54

En la tabla 1.3.1 se ve que las probabilidades calculadas son muy pequefias a partir de
s, es ldgico teniendo en cuenta que su expresion general es

a,=(1-S)(1-%)x° VvYn=5 ,con S=0q,+0 +0,+0;+0q,

y que la raiz x 4 es en este caso pequefia.

La resoluciéon —con MAPLE- del sistema lineal proporciona los valores

o= 0,1520 qq=0,1742 5= 0,1303
g, = 10,2789 g4 = 0,1493

para los primeros cinco términos de la sucesién; por tanto :

S=0q,+0,+0, +0; +0, = 0,8847

d, =(1-S)(1—x%,) % ° =
=0,1153x0,4596 x 0,5404"° =
—0,0530x0,5404"°  Vn>5

Los resultados numéricos obtenidos se muestran en la tabla 1.3.1. La probabilidad méas
alta se obtiene para 2 clientes en el sistema; la probabilidad de que se acumulen mas
de 4 clientes en el sistema es sélo 1-S =0,1153.

Tabla 1.3.1: Probabilidades tetricas y frecuencias relativas
observadas en simulaciones de 1000, 5000 y 10000 unidades
de tiempo para a=2, b=3, « =0,3, f=0,5.

NUmero de Frec. Relativa Probabilidad

clientes T =1000 T =5000 T =10000
0 0,1410 0,1592 0,1633 0,1520
1 0,1710 0,1670 0,1656 0,1742
2 0,2580 0,2611 0,2668 0,2789
3 0,1390 0,1352 0,1330 0,1303
4 0,1510 0,1436 0,1447 0,1493
5 0,0490 0,0502 0,0479 0,0530
6 0,0580 0,0426 0,0403 0,0286
7 0,0190 0,0166 0,0156 0,0155
8 0,0110 0,0126 0,0115 0,0084
9 0,0020 0,0044 0,0041 0,0045
10 0,0010 0,0032 0,0036 0,0024
11 0,0000 0,0022 0,0016 0,0013
12 0,0000 0,0010 0,0010 0,0007
13 0,0000 0,0010 0,0007 0,0004
14 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002
15 0,0000 0,0000 0,0001 0,0001

Media 2,5500 2,5139 2,4731 2,4319

42



1.3 Comparacion entre los resultados teoricos y las simulaciones

En las Figuras 1.3.1, 1.3.2 y 1.3.3 se ve la comparacion entre frecuencias observadas y
probabilidades tedricas para tiempo de simulacion creciente y un maximo de 15
clientes. En ellas se pueden observar tres bloques de probabilidades:

— Las tres primeras, comparativamente altas (den =0 a n =b-1).
— Las dos siguientes, algo menores (den =b a n =a+b-1).
— El resto, que responden a la formula geométrica general.

0,30

0,25

0,20

0,15

0,10 -

0,05 +

0,00
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Numero de clientes

Figura 1.3.1: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacion de 1000 unidades de tiempo para a=2, b=3, «=0,3, #=0,5.

0,30

0,25

0,20

0,15 -

0,10 -

0,05 -

0,00
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Numero de clientes
Figura 1.3.2: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacion de 5000 unidades de tiempo para a=2, b=3, «=0,3, #=0,5.

0,30

0,25

0,20

0,15 -

0,10 -

0,05 -

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Numero de clientes

0,00

Figura 1.3.3: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacion de 10000 unidades de tiempo para a=2, b=3, ¢ =0,3, £=0,5.
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Resultados para a=0,6 B =05 p=08 Xo= 0,8266

Ahora la raiz del polinomio es mayor que en el caso anterior; el decrecimiento de q
para n >5 es mas lento, lo que es coherente con el incremento de trafico en el sistema.

Los cinco primeros términos, obtenidos del sistema de ecuaciones, son
Jo=0,0362 0:=0,0476 Q,=0,1220 Q3=0,1087 d,=0,1428

Entonces: ¢ _ Qo+ +0, +0, +q, = 04573

q,=(1-S)(1—x%,) x5 ° =
=0,5427x0,1734x0,8266"° =
=0,0940x0,8266"° vn>5

La tabla 1.3.2 muestra los resultados teoricos y las frecuencias relativas observadas en
tres simulaciones. Se observa un mejor ajuste a medida que aumenta la longitud de
simulacion.

Tabla 1.3.2: Probabilidades tetricas y frecuencias relativas

observadas en simulaciones de 1000, 5000 y 10000 unidades

de tiempo para a=2, b=3, « =0,6, f=0,5.

NUmero de Frec. Relativa Probabilidad
clientes T =1000 T =5000 T =10000
0 0,0430 0,0304 0,0343 0,0362
1 0,0420 0,0426 0,0498 0,0476
2 0,1291 0,1074 0,1199 0,1220
3 0,0971 0,0966 0,1047 0,1087
4 0,1221 0,1290 0,1369 0,1428
5 0,0781 0,0796 0,0824 0,0941
6 0,0941 0,0742 0,0780 0,0778
7 0,0731 0,0532 0,0597 0,0643
8 0,0721 0,0562 0,0578 0,0531
9 0,0641 0,0436 0,0446 0,0439
10 0,0551 0,0408 0,0395 0,0363
11 0,0350 0,0304 0,0303 0,0300
12 0,0200 0,0296 0,0255 0,0248
13 0,0270 0,0222 0,0210 0,0205
14 0,0160 0,0216 0,0186 0,0170
15 0,0130 0,0164 0,0137 0,0140
16 0,0070 0,0160 0,0135 0,0116
17 0,0060 0,0142 0,0105 0,0096
18 0,0040 0,0136 0,0102 0,0079
19 0,0020 0,0114 0,0076 0,0065
20 0,0000 0,0078 0,0055 0,0054
21 0,0000 0,0068 0,0042 0,0045
22 0,0000 0,0058 0,0033 0,0037
23 0,0000 0,0038 0,0024 0,0031
24 0,0000 0,0028 0,0019 0,0025
25 0,0000 0,0046 0,0030 0,0021
26 0,0000 0,0026 0,0020 0,0017
27 0,0000 0,0026 0,0017 0,0014
28 0,0000 0,0024 0,0016 0,0012
29 0,0000 0,0022 0,0012 0,0010
30 0,0000 0,0028 0,0015 0,0008
Media 5,9710 7,0644 6,4772 6,4891
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1.3 Comparacion entre los resultados teoricos y las simulaciones

En este caso, los graficos no muestran una diferencia tan acusada entre los tres
bloques de probabilidades y las primeras del tercer blogue -las correspondientes a la
férmula geométrica general- ain son comparativamente altas.

0,16

0,14

0,12

0,10

0,08

0,06

0,04

0,02

0,00
0 5 10 15 20 25 30 34 39

Ndmero de clientes
Figura 1.3.4: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacion de 1000 unidades de tiempo para a=2, b=3, «=0,6, #=0,5.
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Figura 1.3.5: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacion de 5000 unidades de tiempo para a=2, b=3, «=0,6, #=0,5.
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Figura 1.3.6: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacion de 10000 unidades de tiempo para a=2, b=3,  =0,6, £=0,5.
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1.3.2 Calculospara a =5, b =3

Ahora sera el parametro S el que varie haciendo aumentar la intensidad de tréfico,
mientras « permanece fijo con valor 0.2. Se mostraran las probabilidades tedricas
para compararlas con las frecuencias observadas en las simulaciones del apartado
1.1.2, asi como la media observada y la esperanza tetrica junto con la raiz del
polinomio.

Los célculos se efectian de la misma manera; Unicamente cambian el grado del
polinomio caracteristico y la dimension del sistema de ecuaciones.

Resultados para a =0,2 £ =009 p =037 Xo= 05976

En esta primera situacion que se presenta, la intensidad de trafico es ligera. Se
obtienen las probabilidades més altas para 0,1 6 2 clientes en el sistema, con bastante
diferencia sobre el resto.

La expresion general de g, paran > 8esahora g, =(1-S)(1-%,)x° Vvn=>8,
con S=q,+09,+0,+0;,+0,+0s +0s + 0.

Los primeros términos de la sucesion de probabilidades son:

g, = 0,1850
g, = 0,2036
q, = 0,2432
g3 =0,0514
g4 = 0,0565
gs = 0,0675
g = 0,0657
q,;=0,0723
Entonces:

S=q,+0,+0,+0;+0, +0s + s +q; = 0,9451
q, :(1—8)(1—xo)xg’8 =
=0,0549x0,4024 x0,5976" % =
=0,0220x0,5976"® vYn=8

La raiz del polinomio no es muy grande y se puede observar en la tabla 1.3.3 que las
probabilidades a partir de qg son pequefias (segun lo anterior, entre todas ellas sélo
suman 0.0549). En la tabla se ven también las frecuencias relativas observadas en tres
simulaciones con unidades de tiempo creciente. Los valores més altos, con bastante
diferencia, se obtienen para 0, 1 y 2 clientes en el sistema.
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1.3 Comparacion entre los resultados teoricos y las simulaciones

Tabla 1.3.3: Probabilidades tetricas y frecuencias relativas
observadas en simulaciones de 1000, 5000 y 10000 unidades
de tiempo para a=5, b=3, «=0,2, £=0,9.

NUmero de Frec. Relativa Probabilidad
clientes T =1000 T =5000 T =10000
0 0,1812 0,1796 0,1832 0,1850
1 0,2272 0,1968 0,1985 0,2036
2 0,2472 0,2652 0,2421 0,2432
3 0,0561 0,0535 0,0531 0,0514
4 0,0571 0,0553 0,0542 0,0565
5 0,0631 0,0677 0,0663 0,0675
6 0,0631 0,0653 0,0669 0,0657
7 0,0661 0,0675 0,0705 0,0723
8 0,0150 0,0170 0,0188 0,0221
9 0,0130 0,0150 0,0181 0,0132
10 0,0030 0,0050 0,0075 0,0079
11 0,0030 0,0046 0,0069 0,0047
12 0,0030 0,0038 0,0062 0,0028
13 0,0020 0,0014 0,0024 0,0017
14 0,0000 0,0012 0,0025 0,0010
15 0,0000 0,0002 0,0009 0,0006
16 0,0000 0,0002 0,0007 0,0004
17 0,0000 0,0002 0,0005 0,0002
18 0,0000 0,0000 0,0003 0,0001
19 0,0000 0,0002 0,0003 0,0001
20 0,0000 0,0000 0,0001 0,0000
Media 2,6366 2,7793 2,9362 2,8284

Las Figuras 1.3.7, 1.3.8 y 1.3.9 muestran, de manera muy clara, los mismos tres
bloques de probabilidades que se indicaban en el caso anterior (figuras 1.3.1 - 1.3.3):

— Las tres primeras, comparativamente altas (den =0 a n =b-1).
— Las cinco siguientes, mucho menores (den =b a n =a+b-1).
— El resto, que responden a la férmula geométrica general.

0,30

0,25

0,20

0,15 +

0,10 +

0,05 +

0 5 10 15 20
Numero de clientes
Figura 1.3.7: Probabilidades teoricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacion de 1000 unidades de tiempo para a=5, b=3, «=0,2, #=0,9.
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Figura 1.3.8: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacion de 5000 unidades de tiempo para a=5, b=3, «=0,2, #=0,9.
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Figura 1.3.9: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacion de 10000 unidades de tiempo para a=5, b=3,  =0,2, £=0,9.

Como en el caso anterior, se observa un mejor ajuste de las frecuencias observadas a
las probabilidades teéricas al aumentar el nimero de observaciones.

Resultados para a=02 L =04 0 =0,833 x,= 0,9392

Ahora, los primeros términos de la sucesién de probabilidades son:

Qo= 0,047 g,= 0,073 g,= 0,034 ge= 0,048
1= 0,054 0z = 0,029 0s5= 0,046 Q7= 0,055

Por tanto:
S =0+ +Q, +03+0, +0s + Qs +d; = 0,3862

G, =(1-8)(1-x% )% " =
—0,6138x0,0608x 0,9392" =
~0,0372x0,9392"°  Vn>8
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1.3 Comparacion entre los resultados teoricos y las simulaciones

La raiz del polinomio es ahora mayor y las probabilidades decrecen lentamente a
partir de qg . Los resultados numéricos se muestran en la tabla 1.3.4 con nimero de
clientes hasta 70 para observar claramente este lento decrecimiento de las
probabilidades (a partir de 8 clientes).

Tabla 1.3.4: Probabilidades tedricas para n clientes en el sistema y
frecuencias relativas observadas en simulaciones de 1000, 5000 y 10000
unidades de tiempo para a=5, b=3, a=0,2, £=0,4.

T T

N 000 5000 10000 'O N 000 5000 10000 O
0 0022 0039 0,045 0,047 36 | 0,005 0,005 0,004 | 0,006
1 10047 0040 0047 | 0,054 37 0012 0006 0,005 | 0,006
2 0058 0058 0078 0,073 38 | 0012 0,005 0,004 0,006
3 0010 0024 0,030 | 0,029 39 | 0012 0,005 0005 0,005
4 0015 0026 0,031 0034 40 | 0008 0,003 0,006 0,005
5 0034 0041 0,048 | 0,046 41 | 0009 0,003 0,005 0,005
6 | 0035 0048 0048 | 0,048 42 | 0011 0,005 0,005 0,004
7 10027 0047 0059 | 0,055 43 | 0022 0,006 0,006 0,004
8 |0016 0030 0,038 | 0,037 44 | 0017 0,004 0,005 0,004
9 |0019 0037 0,039 | 0,035 45 | 0012 0,005 0,004 0,004
10 | 0,026 0033 0,033 | 0033 46 | 0022 0,006 0,004 0,003
11 | 0031 0035 0034 | 0031 47 10010 0,003 0007 | 0,003
12 | 0035 0035 0,032 0029 48 | 0018 0,006 0,004 | 0,003
13 | 0,023 0027 0031 | 0,027 49 | 0010 0,004 0,004 | 0,003
14 | 0012 0031 0023 | 0026 50 | 0013 0,004 0003 | 0,003
15 | 0,007 0021 0,026 | 0,024 51 | 0017 0,003 0,003 | 0,003
16 | 0,008 0022 0,026 | 0023 52 | 0,013 0,003 0002 | 0,002
17 | 0011 0023 0023 | 0021 53 | 0022 0,005 0,002 0,002
18 | 0,007 0024 0,023 0,020 54 | 0014 0003 0,002 | 0,002
19 | 0,008 0021 0021 | 0019 55 | 0,007 0,001 0,000 | 0,002
20 | 0004 0019 0016 0,018 56 | 0,014 0,003 0,002 | 0,002
21 | 0003 0019 0019 0,017 57 0019 0004 0,001 | 0,002
22 10009 0019 0017 | 0,016 58 | 0,014 0,003 0,000 | 0,002
23 10009 0019 0016 0,015 59 | 0,010 0,002 0,001 | 0,002
24 | 0005 0016 0014|0014 60 | 0,025 0005 0000 0,001
25 0010 0016 0014 | 0,013 61 | 0,005 0001 0,000 0,001
26 | 0003 0015 0012 0,012 62 | 0018 0,004 0,000 | 0,001
27 0004 0015 0009 | 0,011 63 | 0015 0,003 0,000 0,001
28 | 0006 0013 0013 0,011 64 | 0012 0002 0,000 | 0,001
29 | 0,006 0,010 0,008 | 0,010 65 | 0,003 0,001 0,000 0,001
30 | 0002 0011 0,009 | 0,009 66 | 0,005 0,001 0,000 | 0,001
31 | 0007 0012 0,007 | 0,009 67 | 0004 0001 0,000 0,001
32 | 0003 0,008 0005 0,008 68 | 0,007 0,001 0,000 | 0,001
33 | 0016 0011 0,008 | 0,008 69 | 0010 0,002 0,000 | 0,001
34 | 0011 0007 0005 0,007 70 | 0003 0,001 0000 | 0,001
35 | 0,010 0,007 0,005 0,007 Media| 28,66 17,07 1441 | 1572

En este caso hay mucha disparidad entre frecuencias observadas y probabilidades para
T = 1000, como se percibe graficamente en la Figura 1.3.10, mejorando
considerablemente el ajuste al aumentar la longitud de la simulacion (Figuras 3.1.11 y
3.1.12 para 5000 y 10000 unidades de tiempo respectivamente).

Aunqgue se distinguen tres bloques de probabilidades, vemos, como en el caso 1.3.1
(figuras 1.3.4 - 1.3.6), que con mayor intensidad de trafico hay menos diferencia entre
ellos.
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Figura 1.3.10: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacion de 1000 unidades de tiempo para a=5, b=3, «=0,2, #=0,4.
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Figura 1.3.11: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacion de 5000 unidades de tiempo para a=5, b=3, «=0,2, #=0,4.
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Figura 1.3.12: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacién de 10000 unidades de tiempo para a=5, b=3, «=0,2, #=0,4.
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1.3 Comparacion entre los resultados teoricos y las simulaciones

1.3.3 Calculospara a =16, b =9

Se fija el parametro S = 0.6, mientras « varia para aumentar la intensidad de
trafico. Se comparan las probabilidades tedricas con las frecuencias observadas en las
simulaciones del apartado 1.1.3, asi como las medias observadas con la esperanza
tedrica.

La expresion general de g, paran > 25 es ahora N
d,=(1-S)(1-x%))x > ¥n=25 ,con S=3)gq,
n=0

Resultados para =015 B=06 p =044 Xxo= 0,9109

Se muestran primero, en la tabla 1.3.5, las probabilidades calculadas y después, en la
1.3.6, se comparan las primeras de ellas con las frecuencias observadas para distintos
tamafios muestrales.

En las representaciones gréaficas de las Figuras 1.3.13, 1.3.14 y 1.3.15, se observa un
primer bloque de probabilidades relativamente altas (desde g, hasta gg), un segundo
bloque de probabilidades intermedias (las 16 siguientes, desde q g4 hasta q,,), y de ahi
en adelante, ya segin la expresién general; valores muy pequefios. Ademas, las
graficas también ilustran mejor que las tablas que las diferencias que se observan entre
las frecuencias vistas en las simulaciones y las probabilidades calculadas son més
evidentes en el primero de los bloques mencionados, y muy notables para los tiempos
mas cortos de simulacion, T = 1000 (figura 1.3.13), donde también son patentes las
diferencias en el segundo de los bloques (de 9 a 24 clientes en el sistema). Este
segundo bloque estd mejor estimado para T = 5000, representado en la figura 1.3.14,
donde aun se observan diferencias en el primer bloque que ya queda mejor en el
tiempo mas largo de simulacion, figura 1.3.15.

Tabla 1.3.5: Probabilidades teoricas de n clientes en el sistema para a =16,
b=9, «=0,15, $=0,6.

n On n On n On n an n On

0 0,0552| 24 00242 48 00012 72 0,0001| 96  0,0000
1 00570 25 00102 49 00011, 73 00001, 97  0,0000
2 0,0540| 26 0,0093| 50 0,0010f 74 0,0001| 98  0,0000
3 0,0587| 27 0,0085| 51 00009/ 75 00001, 99 0,0000
4 0,0565| 28 00077 52 00008, 76 0,0001| 100 0,0000
5 0,0650| 29 0,0071| 53 00008 77 0,0001| 101 0,0000
6 0,0635| 30 00064 54 00007, 78 0,0001) 102 0,0000
7 0,0771| 31 0,0059| 55 00006 79  0,0001| 103 0,0000
8 0,0763| 32 0,0053| 56 00006 80 0,0001| 104 0,0000
9 0,0162| 33 00049 57 00005, 81 00001 105 0,0000
10 0,0168| 34 00044, 58 0,0005/ 82 0,0001| 106 0,0000
11 0,0159| 35 0,0040) 59 0,0004| 83 0,0000 107 0,0000
12 0,0173| 36 00037 60 0,0004/ 84 0,0000 108 0,0000
13 00166 37 00033 61 0,0004 85 0,0000 109 0,0000
14 00191 38 00030, 62 00003 86 0,0000F 110 0,0000
15 00187 39 0,0028, 63 0,0003)] 87 0,0000 111 0,0000
16 0,0227| 40 00025, 64 0,0003| 88 0,0000 112 0,0000
17 0,0224| 41 0,0023, 65 0,0002| 89 0,0000] 113 0,0000
18 00210 42 00021 66 0,0002| 90 0,0000| 114 0,0000
19 0,0217| 43 00019, 67 00002 91 0,0000] 115 0,0000
20 0,0206| 44 00017 68 0,0002) 92 0,0000 116 0,0000
21 00223 45 00016 69 0,0002) 93 0,0000| 117 0,0000
22 00215, 46 00014 70 00002 94 0,0000 118 0,0000
23 00247 47 0,0013| 71 00001, 95 0,0000 | Media: 11,973

51



Capitulo 1

Tabla 1.3.6: Probabilidades tedricas de n clientes en el sistema y frecuencias
relativas observadas en simulaciones de 1000, 5000 y 10000 unidades de
tiempo para a=16, b=9, o =0,15, 5=0,6.

n 1000 5000 10000 | Prob. n 1000 5000 10000 | Prob.
0 10,0856 0,0515 0,0524|0,0552 21 10,0204 0,0212 0,0233/0,0223
1 10,0438 0,0513 0,0442|0,0570 22 10,0296 0,0236 0,0223|0,0215
2 10,0398 0,0639 0,0580|0,0540 23 10,0336 0,0254 0,0271|0,0247
3 10,0754 0,0515 0,0499|0,0587 24 10,0214 0,0218 0,0259|0,0242
4 10,0591 0,0583 0,0635|0,0565 25 10,0071 0,0070 0,0078|0,0102
5 10,0398 0,0471 0,0558|0,0650 26 10,0082 0,0084 0,0085|0,0093
6 10,0540 0,0431 0,06010,0635 27 10,0051 0,0056 0,0080|0,0085
7 10,0917 0,0913 0,0847|0,0771 28 10,0082 0,0074 0,0071|0,0077
8 10,0642 0,0811 0,0748|0,0763 29 10,0061 0,0076 0,0096|0,0071
9 10,0183 0,0160 0,0170|0,0162 30 10,0092 0,0096 0,00740,0064
10 |0,0214 0,0180 0,0154|0,0168 31 |0,0071 0,0104 0,0082|0,0059
11 10,0204 0,0168 0,0169|0,0159 32 10,0020 0,0040 0,0048|0,0053
12 10,0183 0,0180 0,0173|0,0173 33 |0,0112 0,0076 0,0034|0,0049
13 |0,0214 0,0198 0,0170|0,0166 34 10,0010 0,0044 0,0051|0,0044
14 10,0214 0,0184 0,0185|0,0191 35 10,0020 0,0050 0,0043|0,0040
15 10,0153 0,0148 0,0184|0,0187 36 |0,0000 0,0040 0,0056|0,0037
16 10,0265 0,0224 0,0235|0,0227 37 10,0031 0,0046 0,0045|0,0033
17 10,0245 0,0216 0,0217|0,0224 38 10,0010 0,0036 0,0036|0,0030
18 |0,0234 0,0212 0,0221|0,0210 39 10,0051 0,0048 0,0036|0,0028
19 10,0265 0,0220 0,0241|0,0217 40 10,0000 0,0046 0,0037|0,0025
20 10,0234 0,0226 0,0223|0,0206 Media| 10,82 10,96 11,09 | 11,97
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Figura 1.3.13: Probabilidades teéricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la

simulacion de 1000 unidades de tiempo para a=16, b =9, «=0,15, #=0,6.

010
0,09 I

0,08 |
0,07
0,06 i

0,05 I
0,04 IHHHHHHH
003 I-HHHHHH
02 {HHHHHHTHH T aH :
o0t -HHHHEHHHHHBHHEHHHHHHHHHE
0,00 -

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Numero de clientes

Figura 1.3.14: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 5000 unidades de tiempo para a=16, b =9, a =0,15, 5=0,6.
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Figura 1.3.15: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 10000 unidades de tiempo para a=16, b =9, =0,15, #=0,6.

Resultados para e« =0,3 B =06 p =089 xo= 09841

Como antes, se muestran en primer lugar las probabilidades calculadas (tabla 1.3.7).
En esta ocasion, con mayor intensidad de trafico, se aprecia menor diferencia entre los
tres bloques de probabilidades que se pueden distinguir.

Tabla 1.3.7: Probabilidades teéricas de n clientes en el sistema para a=16, b=9, a =0,3,
£=0,6.

n On n Un n On n On n On n Un

0 0,0102| 29 0,0103| 58 00065, 87 0,0041| 116 0,0026] 145 0,0016
1 0,0106| 30 00101 59 00064, 88 0,0041| 117 0,0026| 146 0,0016
2 0,0105| 31 0,0100| 60 0,0063 89 0,0040| 118 0,0025| 147 0,0016
3 0,0114| 32 0,0098| 61 00062, 90 0,0039| 119 0,0025| 148 0,0016
4 0,0113| 33 0,009 | 62 00061 91 0,0039| 120 0,0024| 149 0,0015
5 0,0133| 34 0,009 | 63 00060 92 00038 121  0,0024| 150 0,0015
6 0,0133| 35 0,0093| 64 00059, 93 00038 122 0,0024| 151 0,0015
7 0,0176| 36 00092 65 00058, 94 0,0037| 123 0,0023] 152 0,0015
8 0,0178| 37 0,0090| 66 0,0057| 95 0,0036| 124 0,0023] 153 0,0014
9 0,0073| 38 0,0089| 67 0,0056| 96 0,0036| 125 0,0023] 154 0,0014
10 00076 39 0,008 | 68 00055 97 00035 126 0,0022| 155 0,0014
11 0,0075| 40 0,008 | 69 00054, 98 0,0035| 127 0,0022| 156 0,0014
12 00081 41 0008| 70 00054 99 00034, 128 0,0021| 157 0,0014
13 00081 42 00084 71 00053 100 10,0034, 129 0,0021| 158 0,0013
14 00095 43 00082 72 0,0053] 101 0,0033| 130 0,0021| 159 0,0013
15 00095| 44 00081 73 0,0052| 102 0,0033| 131 0,0020 160 0,0013
16 0,0126| 45 00080 74 00051 103 0,0032| 132 0,0020 161 0,0013
17 00127 46 0,0078| 75 0,0050| 104 0,0032| 133 0,0020 162 0,0012
18 00125 47 0,0077| 76 00049 105 0,0031| 134 0,0020 163 0,0012
19 0,0130| 48 00076| 77 0,0049| 106 0,0031| 135 0,0019| 164 0,0012
20 00128 49 00075, 78 0,0048| 107 0,0030| 136 0,0019, 165 0,0012
21 00139 50 00074, 79 0,0047| 108 0,0030| 137 0,0019| 166 0,0012
22 00138 51 00072 80 0,0046| 109 0,0029| 138 0,0018 167 0,0012
23 00163| 52 00071, 81 0,0046| 110 0,0029| 139 0,0018 168 0,0011
24 0,0163| 53 0,0070 82 0,0045| 111 0,0028| 140 0,0018 169 0,0011
25 00111 54 0,0069 83 0,0044| 112 0,0028| 141 0,0017 170 0,0011
26 0,0110| 55 0,0068 84 0,0043| 113 0,0027| 142 0,0017) 171 0,0011
27 0,0108| 56 0,0067 85 0,0043| 114 0,0027| 143 0,0017| 172 0,0011
28 0,0106| 57 0,0066 8 00042 115 0,0026| 144 0,0017| 173 0,0010
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A continuacién, en la tabla 1.3.8, se muestran las frecuencias observadas para distintas
longitudes de simulacion y los correspondientes graficos.

Tabla 1.3.8: Probabilidades tedricas y frecuencias relativas observadas en
simulaciones de 1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo para a=16, b =9,

a=0,3, f=0,6.
n [ 1000 5000 10000 | Prob. n_ [ 1000 5000 10000 | Prob.
0 |0,0119 0,0088 0,0078|0,0102 42 [0,0080 0,0090 0,0075|0,0085
1 ]0,0209 0,0072 0,0104 |0,0106 43 |0,0139 0,0090 0,0081 |0,0084
20,0249 0,140 0,010 |0,0105 44 10,0119 0,0104 0,0094 |0,0082
3 ]0,0209 0,0128 0,0116|0,0114 45 |0,0100 0,0080 0,0088 |0,0081
4 |0,0060 0,0084 0,01280,0113 46 |0,0179 0,0104 0,0092|0,0080
50,0030 0,0088 0,0098 |0,0133 47 |0,0149 0,0102 0,0091|0,0078
6 |0,0100 0,0112 0,01080,0133 48 |0,0149 0,0092 0,0083|0,0077
7 |0,0179 00142 0,0127 0,0176 49 |0,0100 0,0078 0,0076 |0,0076
8 |0,0259 0,0156 0,0169|0,0178 50 |0,0080 0,0102 0,0091|0,0075
9 | 0,0050 0,0074 0,0067|0,0073 51 |0,0080 0,0082 0,0077 |0,0074
10 [0,0189 0,0086 0,0073 |0,0076 52 |0,0139 0,0100 0,0087 |0,0072
11 [0,0070 0,0080 0,0069 |0,0075 53 |0,0129 0,0100 0,0076 |0,0071
12 [0,0109 0,0070 0,0072 |0,0081 54 |0,0070 0,0094 0,0087 |0,0070
13 [0,0060 0,0090 0,0081 |0,0081 55 |0,0119 0,0114 0,0084 |0,0069
14 [0,0070 0,0078 0,0075 |0,0095 56 |0,0100 0,0092 0,0073|0,0068
15 [0,0090 0,0100 0,0090 |0,0095 57 10,0129 0,0090 0,0077 |0,0067
16 [0,0149 0,0122 0,0096 |0,0126 58 | 0,0080 0,0078 0,0061|0,0066
17 [0,0189 0,0120 0,0118 |0,0127 59 |0,0070 0,0082 0,0073|0,0065
18 [0,0139 0,0108 0,0103 |0,0125 60 |0,0100 0,0070 0,0076 |0,0064
19 [0,0119 0,0104 0,0120 |0,0130 61 |0,0129 0,0080 0,0075|0,0063
20 |0,0119 0,138 0,0128|0,0128 62 |0,0090 0,0098 0,0072|0,0062
21 |0,0119 0,110 0,0127|0,0139 63 |0,0129 0,0062 0,0064 |0,0061
22 |0,0119 0,0130 0,0120 |0,0138 64 |0,0129 0,0074 0,0053|0,0060
23 |0,0119 0,134 0,0133|0,0163 65 |0,0119 0,0092 0,0064 |0,0059
24 0,149 0,0148 0,0144 |0,0163 66 |0,0090 0,0096 0,0060 |0,0058
25 |0,0090 0,0098 0,0094 |0,0111 67 |0,0080 0,0104 0,0074|0,0057
26 |0,0040 0,0064 0,00830,0110 68 |0,0100 0,0096 0,0069 |0,0056
27 |0,0100 0,0082 0,0083 |0,0108 69 |0,0080 0,0078 0,0060|0,0055
28 |0,0080 0,0082 0,0099 |0,0106 70 |0,0050 0,0056 0,0052|0,0054
29 |0,0129 0,0114 0,0086 |0,0104 71 |0,0070 0,0080 0,0061|0,0053
30 |0,0100 0,0080 0,0089 |0,0103 72 |0,0070 0,0058 0,0053|0,0053
31 |0,0219 0,132 0,0120|0,0101 73 |0,0149 0,0088 0,0064 |0,0052
32 |0,0070 0,0084 0,0097 |0,0100 74 10,0159 0,0084 0,0060 | 0,0051
33 |0,0129 0,0102 0,0091 |0,0098 75 |0,0129 0,0072 0,0044|0,0050
34 |0,0109 0,0106 0,0089 |0,0096 76 |0,0090 0,0092 0,0059 | 0,0049
35 |0,0060 0,0098 0,0099 |0,0095 77 |0,0080 0,0068 0,0054|0,0049
36 |0,0189 0,0132 0,0094 |0,0093 78 |0,0080 0,0078 0,0053|0,0048
37 |0,0129 0,0086 0,0097 |0,0092 79 |0,0100 0,0052 0,0039 | 0,0047
38 |0,0109 0,0080 0,0093 |0,0090 80 |0,0050 0,0048 0,0047|0,0046
39 |0,0100 0,0112 0,0092 |0,0089 81 |0,0060 0,0052 0,0047 |0,0046
40 |0,0090 0,0060 0,0083 |0,0088 82 |0,0050 0,0074 0,0049 |0,0045
41 |0,0100 0,0088 0,0098 | 0,0086 Media| 41,60 56,05 64,42 | 64,78

La raiz del polinomio estd ahora muy proxima a 1, de manera que la sucesion
geométrica de probabilidades decrece muy despacio, como muestra la tabla 1.3.8 y
las Figuras 1.3.16, 1.3.17 y 1.3.18. El numero esperado de clientes en el sistema es
muy alto.

Las tablas 1.3.7 y 1.3.8 muestran probabilidades y frecuencias observadas hasta 173 y
82 clientes en el sistema respectivamente, pero las medias muestrales de esta Ultima se
han calculado con las frecuencias de hasta 300 clientes, frecuencias que si
representamos en las Figuras 1.3.16, 1.3.17 y 1.3.18, que muestran los dos grupos de
probabilidades tedricas comentados y el hecho de que nuevamente se necesitan
tiempos largos de simulacion para que las frecuencias observadas se parezcan a las
probabilidades calculadas.
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1.3 Comparacion entre los resultados teoricos y las simulaciones
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1.3 Comparacion entre los resultados teoricos y las simulaciones
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CAPITULO 2

SERVICIO POR BLOQUES
DE b CLIENTES O MENOS

En este capitulo se trabajara con el mismo modelo que en el anterior, Geo®| Geo”|1,
pero con la diferencia de que ahora el servidor no espera hasta que se complete un
blogue de b clientes para prestarles atencion: los clientes llegan en bloques de a y
son atendidos en bloques de b 0 menos.

El tiempo que transcurre entre dos llegadas consecutivas sigue una distribucién
geométrica de pardmetro «. El tiempo de servicio sigue también una distribucion
geométrica, de pardmetro 4. Los tiempos entre llegadas son independientes entre si,
asi como los tiempos de servicio. Ademas, mientras haya al menos un cliente
esperando, los servicios se producen independientemente de las llegadas.

Se supondréa que a y b son primos entre si, pues si tuvieran un factor comun r, el
naimero de clientes en el sistema seria siempre multiplo de r y cada conjunto de r
clientes se podria tratar como una sola unidad.

Entonces, en cada momento: o bien se produce una entrada (de a clientes), con
probabilidad «, 0 bien no se produce, con probabilidad 1-«. Ademas, en el caso de
que haya clientes recibiendo atencidn, se puede producir una salida, con
probabilidad #, o no, con probabilidad 1-4.

2.1 Resultados de simulaciéon

Como en el capitulo anterior, se presentaran en primer lugar varias simulaciones de
este tipo de sistema, variando tanto los tamafios de los blogques de entradas y salidas
como los pardmetros « y S que regulan las frecuencias con que éstas se
producen.

Hay tres blogues de simulaciones:

-Cona=2yb=3
-Cona=5yb=3
-Cona=16y b =0.
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Capitulo 2

Dentro de cada bloque, se hard variar los parametros « o £ , modificandose en
consecuencia la intensidad de tréfico p =aa / b . De este modo se verd como
evoluciona el sistema dependiendo de los valores de los parametros.

2.1.1 Simulacionescon a =2, b =3

En primer lugar se muestran tres simulaciones con trafico normal, con p 0,19, 0,47

y 0,76 respectivamente (Figuras 2.1.1,2.1.2y 2.1.3):
Z M‘lﬂ‘\l’lﬁ‘ﬂ‘lﬂl‘l’l l MNIHH M H WI?I il? llll?lHHHl ?‘N‘WN‘Ml}l\\il}‘ll\liﬂllll‘?‘iMMMWH\‘H”“‘?Wi!lll!l»ll“m T A
N LA

500 1000 1500 2000 2500 3000
Tiempo de simulacion

Figura 2.1.1: Simulacion con «=0,2 pB=0,7 p=0,19

NuUmero de clientes
N (e} (o) 8

N

o

VIR AR
IV AN HIHHHI Hiﬂ) HH

Tiempo de simulacion

Figura 2.1.2: Simulacion con «=0,5 pB=0,7 p=0,47

En estos dos primeros casos (Figuras 2.1.1. y 2.1.2) el nimero de clientes es siempre
muy bajo, y en las simulaciones realizadas no llega a pasar de 12. EI nGmero medio
de clientes en el sistema es muy pequefio.
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2.1 Resultados de simulacion

En la siguiente (Figura 2.1.3), con intensidad de trafico mayor pero no muy alta, el
nimero de clientes en el sistema es en general mas grande, pero aun se observa
bastante estabilidad. EI nimero medio de clientes en el sistema ha aumentado un
poco; también se pueden apreciar que los periodos de ocupacién, sin llegar a ser
muy largos, aumentan con la intensidad de tréfico.

20

Media observada: 4,07

[y
(6]

10 { ‘ \ \{

5 | ‘HH lJH‘HM\ L AJ I I{ H“
V |

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Tiempo de simulacion

NUmero de clientes

—
—

Figura 2.1.3: Simulacioncon «=0,8 pB=0,7 p=0,76

En las Figuras 2.1.4, 2.1.5 y 2.1.6 se muestran tres simulaciones con trafico pesado
(0,91, 1y 1,05). En la primera de ellas, con intensidad de trafico ain menor que 1, el
namero de clientes en el sistema llega a aumentar mucho en ocasiones, pero en
general se mantiene por debajo de un cierto limite. Los periodos de ocupacién son
mas largos, pero el sistema se queda vacio en muchas ocasiones.

70 i Media observada: 13,92
60 |

8 50 ljki ‘, l
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10 4 H u( ﬁ Hv lhl
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0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000
Tiempo de simulacion

Figura 2.1.4: Simulaciéncon «=0,6 pB=0,44 p=0,91
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Capitulo 2

Con p =1, en la Figura 2.1.5 se ve que el sistema parece alcanzar una cierta
estabilidad a partir de la mitad del tiempo de simulacion, que es ahora mucho
mayor. El nimero de clientes en el sistema es muy alto, salvo I6gicamente en los
momentos iniciales. Salvo en estos primeros momentos, el sistema no vuelve a
quedarse vacio.
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50
0
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2500 5000 7500 10000 12500 15000 17500 20000
Tiempo de simulacién

Figura 2.1.5: Simulacion con «=0,6 B=0,4 p=1

Por altimo, con p mayor que 1, la Figura 2.1.6 muestra cdmo el nimero de clientes
en el sistema parece aumentar indefinidamente, con descensos ocasionales pero
pequefios en relacién con el aumento global.
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Figura 2.1.6: Simulacioncon «=0,6 B=0,38 p=1,05
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2.1 Resultados de simulacion

2.1.2 Simulacionescon a =5, b =3

Se presentan en primer lugar tres simulaciones con tréfico normal, con p 0,1, 0,4
y 0,7 respectivamente.

En las dos primeras, que se muestran en las Figuras 2.1.7 y 2.1.8, el nimero de
clientes es por lo general bajo, con algunos ascensos ocasionales seguidos de
rapidos descensos.

1 Media observada: 0,37
%: L/ ///////M/ 1 AT AR
B A A A A
X AR ) AT e /W/ 1/
o L | | |
0 500 100(;_ — dleszfi)mUIaCié n2000 2500 3000
Figura 2.1.7: Simulaciéncon «=0,03 =05 p=0,1
20 Media observada: 2,17
LI | .l
| M%]

Tiempo de simulacion

Figura 2.1.8: Simulaciéncon a=0,12 =05 p=04

El nimero medio de clientes en el sistema es en ambos casos muy pequefio.
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En la simulacion de la Figura 2.1.9 se aprecia aln bastante estabilidad, aunque el
namero de clientes en el sistema es ya en general mucho mas alto, como también el

nuimero medio de clientes en el sistema.
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Media observada: 7,05
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3000 4000

5000 6000 7000 8000 9000 10000

Tiempo de simulacién

Figura 2.1.9: Simulaciéncon =021 =05 p=0,7

En los tres casos se observa, ademas, que el sistema se queda vacio con frecuencia.

Las tres simulaciones siguientes, presentadas en las Figuras 2.1.10, 2.1.11y 2.1.12,
se han hecho con tréafico pesado (0,9, 1y 1,1). En la primera la intensidad de trafico
sigue siendo menor que 1. La fluctuacion en el nimero de clientes es elevada,
alcanzandose valores muy altos en ocasiones. El sistema se vacia a veces, pero
ahora los periodos de ocupacion son mucho mas largos:
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Figura 2.1.10: Simulacioncon «=0,27 =05 p=0,9
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2.1 Resultados de simulacion

Con p =1, se puede observar en la Figura 2.1.11 que el sistema parece bastante
inestable, con subidas y bajadas muy bruscas en el numero de clientes.
Ocasionalmente el sistema llega a quedarse vacio, pero con poca frecuencia.
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Figura2.1.11: Simulacioncon «=0,3 =05 p=1

En la ultima simulacion de este bloque (Figura 2.1.12), con p mayor que 1, el
nuimero de clientes en el sistema muestra tendencia al aumento indefinido, con
algunos descensos ocasionales cuyo efecto es rapidamente anulado por nuevos
aumentos.
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Figura2.1.12: Simulacioncon «=0,33 £=05 p=11
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Capitulo 2

2.1.3 Simulacionescon a =16, b =9

Se presentan primero tres simulaciones con trafico normal, con p 0,2, 0,4 y 0,6
respectivamente.

En las Figuras 2.1.13 y 2.1.14 se muestran las dos primeras. En ellas el nimero de
clientes se mantiene estable; no es muy alto teniendo en cuenta que el tamafio de las
entradas es ahora 16.
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Figura 2.1.13: Simulacioncon «=0,09 =08 p=0,2
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Figura 2.1.14: Simulacioncon «=0,18 =08 p=04

El nimero medio de clientes en el sistema es relativamente bajo.
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2.1 Resultados de simulacion

En simulacién de la Figura 2.1.15 se ve que el nimero de clientes en el sistema es
mas elevado, tanto puntualmente como en media, pero aun se puede observar que el
sistema se mantiene estable.
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Figura 2.1.15: Simulacioncon «=0,27 =08 p=0,6

Se puede ver también que en los tres casos los tiempos de ocupacion son cortos y
frecuentemente el sistema se queda vacio.

En las tres simulaciones siguientes (Figuras 2.1.16, 2.1.17 y 2.1.18) hay tréfico
pesado (0,8, 1y 1,2). En la Figura 2.1.16, con intensidad de trafico menor que 1, el
namero de clientes llega a aumentar mucho en ocasiones, pero todavia se observa
cierta estabilidad, con periodos de ocupacién no muy largos.
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Figura 2.1.16: Simulacioncon «=0,36 £=08 p=0,8
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Con p =1 (Figura 2.1.17) el nimero de clientes fluctia mucho, pero se mantiene
siempre muy elevado. Sélo al principio el sistema llega a quedarse vacio.
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Figura2.1.17: Simulacioncon =045 f=08 p=1

Por ultimo, en la simulacion de la Figura 2.1.18, con p mayor que 1, el nimero de
clientes en el sistema aumenta indefinidamente.
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Figura 2.1.18: Simulacioncon a=054 =08 p=1.2
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2.2 Descripcion del sistema

2.2 Descripcion del sistema

Este modelo también es una cadena de Markov, pues el estado del sistema en cada
instante depende de su estado en el instante anterior. Pero ahora la descripcion del
estado del sistema en un instante dado requiere dos elementos: (n, m), donde n es
el nimero de clientes en el sistema y m el nimero de clientes que estan recibiendo
atencion. Hade serO<m <n ,sin >0, 6 (0,0).

Los clientes llegan en bloques de a y son atendidos en bloques de b si en el sistema
hay al menos b clientes; si no, el servidor atiende a tantos clientes como haya en el
sistema. Pero si llega un nuevo bloque de a clientes durante la realizacién de un
servicio, no se afiaden clientes al servicio en curso.

Se puede suponer que a y b son primos entre si, pues si tuvieran un factor comun r,
el nimero de clientes en el sistema —y en servicio— seria siempre maltiplo de r y
cada conjunto de r clientes se podria tratar como una sola unidad.

Los tiempos entre llegadas consecutivas siguen una distribucién geométrica de
parametro «, y son independientes entre si. A su vez, los tiempos de servicio siguen
una distribucion geométrica de pardmetro £, y también son independientes entre si.
Ademas, mientras haya clientes recibiendo atencién, los servicios se producen
independientemente de las llegadas.

Se denotaré:

P(O[(n,m))=P(ni entrada ni salida|(n, m))
P(E|(n,m))=P(solo entrada | (n,m))
P(S|(n,m))=P(solo salida|(n,m))
P(ES|(n,m)) =P (entrada y salida|(n, m))

Dependiendo del estado del sistema, estas probabilidades son:
_ l-a si n=0
'%OK“m»‘{a—axL¢n si n>0}

a si n=0
P(E|(n,m)):{a(1_ﬂ) Si n>0}

0 si n=0
P@““m»:{a—mﬁ si n>0}

PESIOm)=| s & no0)

Cuando el sistema esté en equilibrio:

d(n,m) =P(n clientes en el sistema, de los cuales m reciben servicio)
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s

Naturalmente, serda g(n,m) =0si m >n 6 m > b. Ademas, hay que tener en
cuenta que si se produce una salida —con 0 sin entrada simultanea— el servidor
pasard a atender a tantos clientes como pueda (n 6 b, el minimo de estos dos).

Entonces, al estado (n, m) se puede llegar:
— Desde (n, m), si no ocurre ni entrada ni salida,
Desde (n-a, m), si n-a >m y ocurre una entrada.

— Desde (n+x, x),con x= 1,2, ..., b, si se produce una salida, pero solo en
elcasodequesea m=n 6 m =h.

— Desde (n-a+x,x),con x=1, 2, ..., b, si se producen tanto entrada como
salida, pero soloenel casodequesea m =n 6 m=by n>a.

Con estas consideraciones se plantean las ecuaciones del sistema; la construccion de
la matriz de transicion se detalla en el apéndice I.

2.3 Planteamiento de las ecuaciones: caso a <b

Se disponen los posibles estados del sistema en forma de tabla:

Tabla 2.3.1: Posibles estados del sistema

00
11
21 22
31 32 33

all al12 al13 --- alal

al a2 a3 a a1l a a
atll atl 2 atl 3 atl a1 atl a atl atl
b11 b412 bi13 b1al bla blatl --- bidlbd
b1 b 2 b 3 b a1 b a b atl --- b b1 b b
b+11 b+l 2 b+l 3 bl a1 bl a bl atl --- bl bl bHb
2 b+2 3 a

b+2 1 b+2 b+2 a1 b+2 b+2 atl --- b2 b1 b+2 b

2.3.1 Planteamiento de las ecuaciones por columnas

Se plantean las ecuaciones para cada estado (n, m) organizandolos por columnas:

Columna O:
Solo tiene un estado, el (0,0). Le corresponde la ecuacion

4(0.0) = 1~ a) q(0,0) + (L— ) ilq(x, X) (23.1)

Columnas m con0<m <b:

Se distinguen la cabecera -el elemento g(m,m)-y el interior de la columna —los
elementos g (n,m) con n >m— para tratarlos por separado.
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2.3 Planteamiento de las ecuaciones: Caso a < b

Elementos del interior:

*Sim<n<a+m:Entonces n-a<m y m #n, b. Por tanto, no se puede
alcanzar este estado mediante una entrada, pues deberia ser desde el estado
(n-a, m), que es imposible por ser n-a < m. Tampoco mediante una
salida, pues tras producirse una salida pasan a ser atendidos b clientes, si los
hay en el sistema, o los n que haya, si n <b,perono m con m #n,b.
Del mismo modo se razona que no se puede llegar a este estado mediante
entrada y salida simultaneas. Entonces:

q(n,m) ={1-a)A-4)q(n,m) = q(n,m)=0 (23.2)

e Si n>a+m:Entonces n-a >m y m #n, b. Razonando como antes, se
concluye que este estado no se puede alcanzar tras una salida ni tras entrada
y salida simultaneas, pero si tras una entrada:

q(n,m)=(1-a)A-A)a(nm+al-A)an-am =

a(l-p)
1-1-a)@-5)
Aplicando el mismo razonamiento a q(n-a, m), y asi k veces, hasta que
sean-a(k+l)<m <n-ak:

= q(n,m)= g(n—a,m)

- Si n-m es multiplo de a, sera m =n-ak, es decir,

q(n,m) = q(ak +m,m) = [1_ (f_(la:)(ﬁl)_ /3)] a(mm) (k=>0) (2.3.3)
-Sino, n—meg (a)ysera n-a(k+l)<m <n-ak:
q(n, m) :[1_5‘_(10:)’(81)_'8)} q(n—ak,m) =0, (2.3.4)

pues esta Ultima probabilidad q(n-ak, m), porser n-ak-a <m, se
encuentra entre las examinadas anteriormente y es nula.

Cabeceras de columna;:

e (m,m) con m<a: Se puede alcanzar este estado tras una salida, pero no tras
una entrada —simultanea o no con la salida—, pues entrarian a > m:

gimm)=1-a)A-L)gmm)+(Ll—a)S Zb;q(m + X, X) (2.3.5)

e (a,a) : Al estado (a, a) se puede llegar después de cualquiera de los posibles
sucesos:

g(a,a) = «)(-p) q(a,a) + «q(0,0) + L) B Zb;q(a+ X, X) +af i}q(x, X) (2.3.6)

e (m,m)con m >a:Si m > a, se puede alcanzar este estado tras una salida,
con o sin entrada simultanea, pero no si ocurre solo entrada, pues el estado
de procedencia deberia ser (m-a, m), que es imposible:

gq(m,m) = (Q-a)(-L) g(m,m) + ()5 Zb:q(m+x, X) +aff Zb:q(m—a+x, xX) (2.3.7)

x=1 x=1
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Columna b:

e Si b<n <a+b:entonces n-a < b. Por tanto, no se puede llegar a este
estado tras una entrada, pues seria desde (n-a, b), que es imposible:

g(n,b) = @—)(1-A) q(n,b) + ) S Zb;‘q(mx, X) +af ilq(n—a+x, X) (2.3.8)

e Si n >a+b:enestecason-a >b, luego si se puede llegar tras una entrada:

g(n,b) = (-a)@-B)q(n,b}+a(l-A)q(n-a,b)+l—«) ﬁiq(mx, X) +aﬁiq(n—a+x, x) (2.3.9)

x=1 x=1

2.3.2 Simplificacion de las ecuaciones

Para simplificar los sumatorios que aparecen en las ecuaciones planteadas se
utilizan las expresiones halladas en el apartado anterior :

Si t¢(@): Parat=1,...,b-1: t+x)—xg((@ = q(t+x,x)=0.Por tanto,
segun (2.3.4), solo queda el ultimo sumando:

iq(t+ X,X) =q(t+b,b)

x=1
Si te(@d): t=ake(a),con k=1.Segln (2.3.3):
(t+x)-x=ak =

= q(t+x,x)=q(ak+x,x)={M} q(x,x) =

1-1-a)1-p)
N gq(wx,x):[—l_(f_(l;)g)_ﬁJ izziq(x,x) 4 qt+b,b)

Aplicando esto a los sumatorios de las ecuaciones (2.3.5), (2.3.6), (2.3.7), (2.3.8) y
(2.3.9):

La ecuacion (2.3.5) corresponde a columnas no multiplos de a. Se queda en
q(m,m) = (- a)1- ) q(m,m)+(1-a)B q(m+b,b) (2.3.9)
Las ecuaciones (2.3.7), (2.3.8) y (2.3.9) corresponden a columnas t con t > a.

Cuando t no sea maltiplo de a, cada sumatorio quedard reducido a su ultimo
sumando:

g(m, m) = (—)(1=4) g(m, m) + (I—«) Sq(m+b,b) + af q(m—a+b,b) (2.3.7)
g(n,b) = @—)(@-A) q(n,b) + —) Bq(n+h,b) + o q(n—a+b,b) (2.3.8)
a(n,b) = F=)(@-A) q(n,b) +a(I-p)a(n-a,bH (o) q(nb,b) + B q(n-a+h,b) (2.3.9)
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2.3 Planteamiento de las ecuaciones: Caso a < b

Pero cuando t sea multiplo de a (t=ak e(a), con k >1) , los dos sumatorios
juntos con sus coeficientes se convierten en:

(1—a)ﬂzb:q(ak + X, X) +a,BZb:q(ak —a+XxXx)=

=(1—a)ﬁ[( (=) j bfq(x,x) + q(ak+b,b)}+

1-l-a)1-58)) =
Mﬂ{(l—(f—(la_)(ﬁl)—ﬁﬂ 7 EQ(X'X) + Q(ak—a+b,b)}:

_ ap a-p) 17 -
_1—(1—a)(1—ﬂ)[l—(l—a)(l—,3)} XZ:;q(x,x) + (I-a) Bq(ak+b, b) + aBq(a(k—1)+b,b)

De hecho, estos ultimos célculos son validos para k=1, de manera que también se le
pueden aplicar a la ecuacion (2.3.6).

Asi, bastara con calcular las probabilidades correspondientes a los estados (x, X))
con0<x<b y (n,b)conn >b, pues el resto son 0 o funcion de éstas, segun se
vio en el inicio del apartado 2.3.1.

Se simplificara la notacion poniendo:

q(n,b)=q, para n=b A - af

q(x,x)=q, para x=01--,b-1 HEOEA) (2.3.10)
b-1 __al-p)

S1= 2,4(x%) * " L))

Resumiendo, y teniendo en cuenta que las ecuaciones con sumatorios adoptan
distinta forma dependiendo de que correspondan a términos maltiplos de a (en las
gue quedaran los sumatorios completos) o no (en las que quedara solo el dltimo
sumando), quedara:

Ecuaciones particulares:

n=0: q, = () g, + ) Bq, + ) B S, (2.3.11)
O<n<a: g, =@a)tp)q, +@a)pq,, (2.3.12)
n=a: q, = @a)@-p) q, + aq, + afq, + (La)paq,,, +AS, (2.3.13)
a<n<b:

Si ng(a): q, =0a)=p)q, +apq, .., +0@a)pq,., (2.3.14)
Si n=ak: q, =(@-a)@p) q, +apq, .., + Ea)B4q,., + AATS, (2.3.15)

Ecuacion general:

n>a+b:
Si ng(a): q,=Ca)tA)q, +al-p)a, , +apq, .., + a)pq,, (2.3.16)
Si n=ak: Qu = (1—0!)(1—ﬁ) Ot a(l_ﬂ) Qoo aﬂqak—a+b+ (l_a)ﬂ Qasv™ AlA;7181 (2-3-17)
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Capitulo 2

En el proximo apartado se resolverd este sistema; después, aplicando el resultado
del apartado anterior, se calcularén las probabilidades de los estados (n, m) para
O<m<b;n>m:

{Si n—-me(a), g(n,m)=0
Si n-m=ake(a) con k=0,12,---, g(ak +m,m)=A*q_

2.3.3 Resolucion de las ecuaciones

Los dos modelos para la ecuacion general (n >a +b) son:

— Para los multiplos de a :
al=f) Oy + [(1—a)(1—ﬂ) - 1] Oae + B arp + () B U =—AATS, (2.3.18)

— Para los no multiplos de a :
a(l_/B) qn—a + [(1—61)(1—ﬂ) -1 ] qn + aﬁqn—aﬂ) + (1_a)ﬁ qn+b =0 (2319)

La Unica diferencia es que la ecuacién para n multiplo de a no es homogénea,
luego la solucidn general de la homogénea es la misma para ambos modelos.

El polinomio caracteristico es:
P(X) =a@-p)+[(-a)0-B) -1]x* + af X" + () B x**° (2.3.20)

Este polinomio, que es el mismo que se encontraba en el capitulo anterior, tiene una
Unica raiz en el intervalo (0, 1) siy solosi aa <b f, como ya se vio entonces.

Se puede poner (puestoquea <b): b=ac+r,con ¢c>0y O<r<a
Entonces:

Lema 5

Los elementos de la forma

{qn —u-X" si nzrmoda } (2.3.21)

ak+r

Uyeor =U-X"+V- A si n=ak+r=rmoda

donde X, es raiz del polinomio caracteristico, v una constante que se determinara
con posterioridad, y u una constante cualquiera satisfacen las ecuaciones en
diferencias {(2.3.18), (2.3.19)}.

Demostracion

La expresion q,=u-xg con u constante y X, raiz del polinomio
caracteristico es solucién de la ecuacion homogénea.

Entonces, los elementos definidos en (2.3.21) satisfacen los dos modelos de
ecuacion (homogeénea 0 no, segun sus indices), si se eligen adecuadamente
las constantes u y v . Para verlo, se estudiaran por separado las ecuaciones
dependiendo de que el subindice n sea congruente con 0 médulo a, con
r modulo a, o ninguna de ambas cosas:
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2.3 Planteamiento de las ecuaciones: Caso a < b

SinOmoda vy n¥rmoda:

Como n#0mod a corresponde la ecuacion homogénea:
a(l_ﬂ) qnfa + [(1_a)(1_ﬁ) _l ] qn + aﬁqnfa-;-b + (1_a)ﬂ qn+b = 0

Sustituyendo en ella los valores de g, que correspondan segun (2.3.21)

Q,, =U-X° porser n—a#rmoda

q, =U-X; por ser n=#r moda
Opap =U-X ™ porser n—a+bzrmoda
O, =U-X"™  porser n+bzrmoda

queda:
a(=p)ux) +[(-a)-p) -1]u x; + @B u ;" + (-a) fu xg*° =

=ux® [a(l—ﬂ) +[(1-)(-B) 1] x5 + aB X5 + (=) B xg‘*b] =0
por ser X, raiz del polinomio, de modo que esta ecuacién se cumple.

Si n=ak+r=rmoda:

Porser n=0mod a corresponde la ecuacion homogénea:
C((l—ﬁ) qn—a + [(]rC()(l—ﬁ) _1]qn + aﬂqn—a+b + (1—0.’)ﬂ qn+b = 0

Se sustituyen en ella los valores
Qagnyer = U-X V" +V-A7" porser n-a=ak+r-a=a(k-+r=r mod a

Uury  =U-XET VAL porser n=ak+r=rmoda
Gaggyersp =U-Xg DT por ser n-a+b=a(k+c-1)+2r#rmoda
Urrrpy = U-XTCTP porser n+b=a(k+c)+2r=rmoda

y se obtiene
a (=) (uxg® "+ vAg’l) + [ @) @-p)1] (uxgk”+ VA ) +
+ afuxi T 4 () fuxiT =
= U T (-p) +[ () (-B) ~1]% + apx + () B |+

A [a) + ()) -1) A, ] -
=0+ VAL [a(l—ﬂ)+((1ﬂ)(1—ﬁ)‘1) %} -0

luego también en este caso se satisface la ecuacion.

Si n=ak=0moda:

Porser n=0moda corresponde la ecuacion no homogénea:
(Z(l_ﬁ) qak—a+ [(l_a)(l_ﬂ) _1] qak+ aﬁqak—a+b+ (l_a)ﬂ qak+b = _AlA:éLSl

Se sustituyen en ella los valores

Qugyy =U-Xg"™ porser n-a=ak-a=a(k—1)#r moda
Oa =u-x* porser n=ak #r mod a

Oasyep =U-X5 P v AS* porser n-atb =a(k+c-1)+r=rmoda
Ouy = U X Ly A porser n+b=a(k+c)+r=rmoda

75

(2.3.19)

(2.3.19)

(2.3.18)



Capitulo 2

y quedara
a(=B)uxg“™ +[(-a)@-L)-1]uxs +

aﬂ(uxg(k+c—l)+r+ VA:H:—l) + (1_a)ﬁ(uxg(k+c)+r+ VA£<+C ) —

+

WYY [a(-p) +[E-e) @) ~1]% +apxs + ) S |+
VA o+ (-a) Ay | =

_ o+vA;+“[aﬁ+ () p %} B

ksl aﬂ—aﬂ(l—a)(l—ﬂ) a,b’(l—a)(l—ﬂ) . K+c—1
=& [ - () p) *1—(1ﬂ)(1—ﬂ)}VA1AZ

Para que se satisfaga la ecuacién debe ser

VAL ALt =—A AS'S, = v=-S5 A (b=ac+r)

Y con este valor de v:

=U-X] si nxrmoda
i ; n# (n>a+h) (2.3.22)
Oy, =U-XET—S A si n=ak+r=rmoda

es solucién para los dos modelos de la ecuacién general para cualquier
constante u.

Q.E.D.
Con esto, se obtiene la distribucion estacionaria (si existe) para el sistema.

Teorema 3

El sistema descrito por las ecuaciones 2.3.11 - 2.3.17 en el inicio de este capitulo,

para a <b, esestacionariosiysolosi aa <b . En este caso:

(i) Para n>a+b, laprobabilidad de que haya n clientes en el sistema viene dada
por la expresion (2.3.22).

(ii) Para n <a+b, la probabilidad viene dada por la solucién del sistema

1o a)p
(-a)(-5)

(ta)p

p [ =0) o7

a+b
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2.3 Planteamiento de las ecuaciones: Caso a < b

0 0 | [0 .- 0 ]
: : 0---0
0 0 1..-1
—af(1—X,) 1 1 = (o) B(1X,) Xy o X
X.o X_o Xg Xg
_X(l))—a—l .. _Xg—a—l | _Xg’l .. 'Xgil_
[0.@-a)f - W-a)Bi0 ]
0 A, T U I )
0 0 - 0 0 . Q..
: : : : 4
0 AA - AA O- :
+ 0 0 0 0 - O
S S Ao
0. AA AA 0 - q '
o o .- 0 0- L Harb
i |
[0i 0 0i0 -] [0i0 --- 000
66760 GATTTRG
00 --- 00 0:0 --- 00
0A - A 0-- 0A22A220
+ —apf 000 .- 0:0--- —-(a)p 00 ---000-
OAZZAZZO OA;’A;’O
000 --- 00 -- 0i0 --- 0.0--
0 0
0
0 1
=—afl-x)| ¢ |~(a)pl-x) %
Xo %
_x[i;—a—l _x[i;—l

Demostracion

Se parte de la solucion dada por el lema anterior para las ecuaciones en

diferencias.
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Capitulo 2

Si aa >b g, el polinomio caracteristico P (x) no tiene raices en (0,1). Por
tanto, la solucion general hallada en el lema no da lugar a una serie
absolutamente convergente y el sistema no puede ser estacionario.

Si aa <bf, hay una tnicaraiz de P en (0,1); sea ésta x ;. Entonces, para u

DG =2 uxg

n=a+b n=a+b

positivo, la serie

es convergente y de términos positivos.
En este caso:

(i) Ya se ha visto que si X, es raiz del polinomio (2.3.20), entonces para
cualquier constante u la sucesion definida por (2.3.22) es solucion de las
ecuaciones (2.3.18) y (2.3.19), que son las (2.3.16) y (2.3.17) con sus
términos reordenados.

Para determinar el valor adecuado de u, se toman estos valores como
solucién para n>a+b.

Utilizaremos la notacién:

g(n,b)=q, para n=b
g(x,x)=qg, para x=0,1,---,b-1

S, = ai)lq(x, X) s, = bz_iq(x, X)
A__ P A __al-p)
1T 1 (la)(1-p) 2 Hla)(=pP)

La suma de las probabilidades ha de ser 1:

b-1 0
q(0,0) + >, Zq(n,m)+zbq(n,b) =1 (2.3.24)
m=1 n=m n=
Columnas 1, ..., b-1 Columna b

El primer término es q(0,0) = q,

En el segundo término (columnas 1, ..., b -1), se agrupan los elementos del
sumatorio interior en bloques de a sumandos:

5 S amm)-
=3 3 [a(meak, m) -+ g(mealkeid, m) + q(meake2,m) + -+ g(meaka-1),m)]  (2.3.25)

Para cada k, solo el primero de los sumandos individuales cumple que n-m
sea multiplo de a. El resto de los sumandos, por tanto, son nulos (segln
razonamos en 2.3.2), y el primero vale:

m m) = a(1-5) ‘ mm 2.3.26
q(m-ak, m) [l—(l—a)(l—ﬁ)} q(m, m) ( )
Queda:
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2.3 Planteamiento de las ecuaciones: Caso a < b

ij gq«mak,m)zbz_%1 g(‘; [%} g(m,m) =

=3
i

0 K Sl
2 A Oy = qu Az “1-A

En el tercer término (columna b) se separan los a primeros sumandos y el
resto se agrupan como antes:

3
Il
JiN

] o0 b+a-1
2.9(n.b)=2.q,= 2, g, + > q,
n=b n=b n=b+a
b+a-1 ©
= Zk:) a, + kz[qb+ak +t Opraksr T Opraksz T F Qb+ak+(a—1):|
n=| =1

Teniendo en cuenta que b =ac +r y sustituyendo cada probabilidad por su valor:

_ ac+ak+r c+k—c ac+ak+r k
qb+ak qac+ak+r =u- XO Sl AZ =u- XO Sl A’Z

_ ac+ak+r+j s
qb+ak+j - qac+ak+r+] u- XO para )= 1! 2! c.a—

Quedara:
b+a-1
Z qn + Z |:qak+ac+r qak+ac+r+l qak+ac+r+2 +eeet qak+ac+r+(a—l):|
n=b
b
— + Zl:uxak+ac+r _ 'A‘2 + uxak+ac+r+1 + uxgk+ac+r+2 4ot uxgk+ac+r+(a—1):| _

o0
_ ak-+ac+r ak-+ac+r+1 ak+ac+r+2 ak+ac+r+(a-1) k
= +Z[ux + UXS + UXS + oo UX :|-ZSlA2

Reagrupando y sumando las series geométricas:

b+a-1 b+a-1 ux8+a 51A2

Z qn+zuxb+a+m ZSAZ Z qn — O _1_A2

Asi, la ecuacion (2.3.24) completa debe ser:

b+a-1 b+a
UXO SlAZ
G+i=p * Z q, + Al =
1-x, 1-A
b+a-1 ux (t)Ha a+b-1 uxg+a

:>q0+S+an =1 = an 1X=1:>
0

b+a a+b-1 _ a+b-1
= o =1-> 0, = U=1XOX° [1— 2 qn}
n=0

1— XO a+b s
. . Lo a+b-1
Como se ha indicado con anterioridad, se denota S, = >’ q,
n=0

Y con esto, los términos toman el valor

qa+b 1 qa+b+l ’ qa+b+2 [

—si n#rmoda:
g, =ux = X°(1 S5 )X = X" (1x, ) (1- S, )

O

—si n=ak+r=rmoda:
Q= UXG "= Sy Ao (D) (I%)(1-S,) - SAC
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Capitulo 2

(ii) Para determinar las probabilidades qq, 1, ... Qa+b-1 . S€ Sustituye el valor
hallado para g, con n > a+b en las a+b ecuaciones particulares (el
sistema {(2.3.11) - (2.3.15)} ), que se escribe a continuacién en forma

matricial:
[ [E= (a)p 7
Yo (Ia)(-p3) 0
q1 E . ..
. @a)p
d. @ (1)) ap 1) 8
qa+1 = - . .l +
q,
: op
_qa+b—1_ S,
_ (2.3.36)
0/ @-a)f -~ L-a)B 0 -]
5 A; ““““““““““““““ A 1 “““““ o o Q, _
0 0 0 0 q,
S 1A2 “““““““““““ AlAZ ““““ sl | q.
M 0 0 0 0 qb
“““““““““ S S — Qs s
0: AA AA 0 q 444444444
0 0 0 0 a:+b

(recuérdese que S;=q;+ - +(p_1 Y que por la estructura del sistema la
segunda matriz solo tiene términos no nulos en las filas maltiplos de a).

Las ecuaciones correspondientes a ¢, con n ¢ (a) tienen a lo sumo tres
términos en el segundo miembro. Si se numeran las ecuaciones segin el
subindice del primer miembro, los subindices de los términos del segundo
para la ecuacion n, en orden creciente, son n y n+b para las ecuaciones 0,
1, ..,a-1, y estos mismos mas n-a+b para el resto.

Para q, con n = ake (a) hay que afadir a esos términos los de la
segunda matriz, correspondientes a los subindices 1, 2, ..., b-1. Ademas,
para n =a, también hay un término en q.

En el primer bloque de ecuaciones, de 0 a a-1, ninguno de los subindices
del segundo miembro sobrepasa a+b -1 y por tanto no hay que hacer en
ellas ninguna sustitucion.

En las ecuaciones de a a 2a-1, solo hay que sustituir el término con
subindice n+b.

Por ultimo, en las ecuaciones de 2a-1 a a+b-1 hay que reemplazar los
términos con subindices n-a+b y n+b.
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2.3 Planteamiento de las ecuaciones: Caso a < b

En estos casos, en lugar de q,_..+, Y 0n+, habré que poner:

b= (1-S,) (1—x, ) xg 2

{qn_a+ (1-50) (1=2) } G ne@ (2.3.37)
Gno = (1-50) (1-%) %

0 bien

{ Qak—asv = (1_ So) (1_ Xo) ng—Za - SlAg_l

qak+b = (1_ SO) (1_ XO) ngia - S:LA;(
Teniendo en cuenta que Sy =0y +0 +0U+ - +0ppy
y que los coeficientes que acompafian a Qn_asp Y Onsp SON

respectivamente af y (l-«)f , las correspondientes sustituciones
equivalen a sumar las expresiones matriciales:

} si n=ake(a) (2.3.38)

0 . o q 0
0 . 0 ' 0
—apl-x)| L p | et | repaon)| (2:339)
2a
X'o e X'o q2?+2 X_o
| X(l))—a—l . Xg—a—l L qa+b—l ] i X(l))—a—l |
y ) - _ L
o - 01 q 0
0 .. 0 q;l 0
1 » 1| q 1 (2.3.40)
—EDBER)| 3 x| g | rEse)| o
a+l
X(? oo X(? qa.+2 Xg
x x| e | X

por las sustituciones con n ¢ (a), mas

[0i0 --- 0i0 ---] [0i0 --- 00 ---]

0000 0A - A O- -

000 - 00 - 000 - 00 - o

P : 2K P %

0A A O -- 0.A7 ... AZ O - : 2341
B0 0 ... 00 .. ~)p 000 --- 00 -- | Ga. ( )

P P P E b

0A .. AYD 0A - AD - :

00 --- 00 000 --- 00 - [ Qaso-1 |

por las sustituciones con n =ak < (a) y eliminar las columnas desde a +b
en adelante de la matriz original del sistema. Reagrupando términos, queda el
sistema indicado en el enunciado del teorema.

Q.E.D.
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Tanto la raiz del polinomio caracteristico como la solucion del sistema de
ecuaciones se obtienen por métodos computacionales.

Con el fin de mostrar la metodologia empleada, se expone a continuacion la
resolucién completa de un caso particular sencillo.

2.3.4 Ejemplo de resolucion

Supongamos que los clientes llegan en blogues de 2 y son atendidos en blogues de
3:a=2yb=3.Sean a y f los parametros que rigen las distribuciones de los
tiempos entre entradas y de los tiempos de atencidn, respectivamente, y supongamos
que son tales que el sistema es estacionario, es decir, que aax <bp.

Las ecuaciones particulares son:

n=0: g,=(1-a)q,+@-a)Bq,+{1-a)pBS,
n=1: q1=(1—0!)(1—ﬂ) Q1+(1_a)ﬂq4
n=2: g,=aq,+1-2)A-5) 0, +afq+(1-a) SO+ A S,

3<n<5: g,=(-a)U-F)q+afq, +1-a)f,
—1-a) - P +af g+ 1-a) fa, + AAS,

y las ecuaciones generales, para n = 5:

ng(2): 0, =alp)q,,+E)Ep) g, +af g, +E0) S q,.,
N=2ke(2): Oy =al-p) Uy, + ) P) Gy +a B Uy + () B Uy 5+ AATS,

El polinomio caracteristico
P(X)=a(@- /) +[(1—a) 1-5 —1] XrafxX+1-a)px°
tendra una Unica raiz en (0,1); sea ésta X .
En este caso, al expresar b =ac +r queda 3=2-1+1,esdecir c =1y r =1:

Entonces:

g, =(1- S)1 XOx0 vn>a+b=5,ne(2)

O

q,=(1-S;) ajf)oxo S,A’° para n=ak+l>a+b=5,ng(2)
%o

gue en este caso resulta:
U =(1—Sp ) (1= %) X3* —=S,A”™" para n=2k+1>5 (k>2)
Oy =(1-S,)(1—%)%“° para n=2k>5 (k=>3)

donde S,=0,+¢+09,+0,+0q, Y S, =0,+0,.

En las ecuaciones particulares se sustituyen gs, g Y 7 por sus valores generales,
y también para mayor claridad S:
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2.3 Planteamiento de las ecuaciones: Caso a < b

05 =(1-%)[1-(0 + &+ + G +q,) |-SA  (n=5=2k+1 con k=2) (E3.5)
O =(1—(0p + 0, +0, +0; +0,)) (1-%,) X, (n=2k con k=3) (E3.6)
G =(1-%)% |1-(0 + 0 +0, + 0, +0,) |-S,A (n=7=2k+1 con k=3) (E3.7)
y queda:
0 = (-2)q, +(-a) f q; + (=) £(q, + q,) (E3.0)
o =Ca)-B) o +a)Ba, (E3.1)
G, = Gy + -)@P) O, + @ B Gy + ) B (%) 1— (0 +0, 405+, ) | -
~ (0 A, (040, + A (640, (£3.2)
0 = () (H5) @y +a B 4, + () B (1 X%) % | 1 (0o 0+0, 40544, ) | (E3.3)
Ay = (=) (=) A + & B, )| 1 (Ao +0,+05+0, ) |~ BA, (040, ) + (E3.4)
+ (10) B (%) %5 [ 1= (U +0 40,405+, ) | - () BAS (a+a, )+ AA, (0,40, )
Reordenando:
—at, + () B 0, + (I-a) p(0, +0,) =0 (E3.0)
[(-a)(-p) 1] q, + @) 9, =0 (E3.1)

aq, +[(1_a)(1_ﬂ) _1] o, +afBq,—
~ (=) B (X)) (qo+Q1+q2+Q3+q4 ) - (E3.2)
- () BA, (q1+q2 ) +A (q1+q2) =—l-a) B (X))

[(1_a) =p)-1 ]Q3 +a g, —Ea)B X)X, (QO+q1+q2+Q3+q4 ) =

—(a) B %)% (E33)

[(t-a) (=5)-1] q, — a BX,) (G0 +0,+0:+0, ) —
— () B (%) %5 (G0, +0, 405+, ) —
—a A (a49,) - ) BA (640, )+ AA, (440, ) =
= —a (1%, - () B (%) %

(E3.4)

Ponemos el sistema {(E3.0), (E3.1), (E3.2), (E3.3), (E3.4)} en forma matricial:

- 0 0 (-)p 0 9,
0 (o)1= 0 0 (o) %
o 0 (-)(=p)-1 o 0 7 |~
0 0 0 (o) 1-pH af g,
0 0 0 0 (la)1-p)y-11| g4
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000 0 0]g 000 0 0 0]fg
00000|g 00 0 0 0]gq
—afl-x)0 0 0 0 0|lg,| —(I-a)Bl-x)|1 1 1 1 1{gq,|+
0 0 0 0 0flg X X X X X |lg
L1111 SE I A [
0 I-a)f A-a)B 0 0] g, 0 0 0 0 0|g,
0 0 0 0 0llg 0 0 0 0 0llg
+HO0 4 4 0 0llgy|—aBl0 0 0 0 Oflg,|-
0 0 0 0 0llg 0 0 0 0 0flg,
0 A4, A4, 0 0fgq, 0 4 4, 0 0|q,
0 0 0 0 0]g, 0 0
0 0 0 0 0fg, 0 0
—(1-a)p|0 4 4, 0 0)qg,|=-(1-a)fl-%) 1 |-afl-x)|0
0 0 0 0 0}g, X, 0
0 4 4 0 0llq, xg 1

Para valores concretos de « y £,y con ayuda del programa MAPLE, se calcula la
raiz del polinomio caracteristico y se resuelve el sistema de ecuaciones precedente;
al final del capitulo se muestran los resultados obtenidos y se comparan con los
observados en las simulaciones.

2.4 Planteamiento de las ecuaciones: caso a >b

Se disponen los posibles estados del sistema en forma de tabla:

Tabla 2.4.1: Posibles estados del sistema

00

11

21 22

31 32 33
b11 b12 b13 --- bildba

b1 b 2 b 3 b b1 bb
bt11 b+¥l 2 bsl 3 - b+tl1 b1 b+l b
all al12 al3 albil adlb

al a2 a3 a b1 ab
atll atl 2 a+l 3 atl b1 a+#l b
at21 a+t2 2 a+2 3 at2 b1 a+2 b

2.4.1 Planteamiento de las ecuaciones por columnas

Como en el caso a < b, se plantean las ecuaciones para cada estado segln las
columnas de la tabla. Su deduccion es muy parecida, pero hay algunos detalles
distintos por ser ahora a >b:

84


alorente
Sello


2.4 Planteamiento de las ecuaciones: Caso a > b

Columna 0:
Solo tiene un estado, el (0,0). Le corresponde la ecuacion

4(0,0) = 1— ) q(0,0) + (L— ) 8 ilq(x, X)

Columnas m con0<m <b:

Se distinguen la cabecera -el elemento g (m,m)-y el interior de la columna —los
elementos g(n,m) conn >m-—;y se tratan por separado.

Elementos del interior:

*Sim<n<a+m:entonces n-a <m y m #n, b. Por tanto, no se puede
alcanzar este estado mediante una entrada, pues deberia ser desde el estado
(n-a, m), que es imposible por ser n-a < m. Tampoco mediante una
salida, pues tras producirse una salida pasan a ser atendidos b clientes, si los
hay en el sistema, o los n que haya, si n <b,perono m con m #n,b.
Del mismo modo se razona que no se puede llegar a este estado mediante
entrada y salida simultaneas. Entonces:

ain,m)=Q-a)@-£)q(n,m = q(n,m)=0

eSi n>a+m:entonces n-a>m y m #n,b. Razonando como antes, se
concluye que este estado no se puede alcanzar tras una salida ni tras entrada
y salida simultaneas, pero si tras una entrada:

ainm) =(1-a)A-p)a(nm+al-p)qgin-am =
a(l-p)
1-Q-a)A-p)

Se aplica el mismo razonamiento aq(n-a, m), y asi k veces, hasta que sea
n-a(k+l)<m <n-ak:

= qg(n,m)= g(n—a,m)

Si n-m es multiplode a, ser& m =n-ak, es decir,

q(n,m)=q(ak+m,m)=[l_(f_(10:)g)_ﬁ)} g(m,m) (k=0)

Sino, n—-mg(a) ,yseran-a(k+l)<m <n-ak:

o =| ] a0 -sm =0,

pues esta Ultima probabilidad q(n-ak, m), por ser n-ak-a < m , se
encuentra entre las examinadas anteriormente y es nula.

Cabeceras de columna:

e (m,m):como m<b <a, se puede alcanzar este estado tras una salida, pero
no tras una entrada —simultanea o no con la salida—, pues entrarian a>m:

a(m,m) = (L—a)(L— A) q(m,m) + (L— ) 3 i_lq<m £%,%)
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Columna b:

¢ Si n <a:entonces n-a <0. Por tanto, no se puede llegar a este estado tras
una entrada, pues seria desde (n-a,b), que es imposible. Tampoco tras
entrada y salida simultaneas, pues seria desde el estado (n -a +x,X), también
imposible por ser n —a +x < x. Queda:

a(n,b) =1-a)d-p)a(nb) +1-a)p i_lQ(n +X,X) (2.4.6)

¢ Si n =a: al estado (a, b) se puede llegar desde cualquiera de los posibles
sucesos:

q(a,b) = (-a)(1-4) a(a,b) + ¢ q(0,0) + () ZQ(8+X X) +aff ZQ(X X) (2.4.7)

x=1

¢ Si a <n <a+b:entonces n-a < b. Por tanto, no se puede llegar a este
estado tras una entrada, pues seria desde (n-a, b), que es imposible:

q(n,b) = @—)@-A) q(n,b) + ) B Z:q(mx, X) +af i‘iq(n—a+x, X) (2.4.8)

e Si n>a+h:enestecason-a >b, luego si se puede llegar tras una entrada:
a(n, b) = (—a)(I=A)q(n, b)+a(1-p)a(n-a, b)*ﬂw)ﬁZQ(fHX X) +aﬂ2 q(n-a+x,x) (2.4.9)

2.4.2 Simplificacién de las ecuaciones

Se simplifican los sumatorios que aparecen en las ecuaciones planteadas utilizando
las expresiones halladas en el apartado anterior:

Si tg(a):
Para t=1,...,b-1: (t+x)—xg(@ = qt+xx)=0

b
Entonces, solo queda el Gltimo sumando: D> q(t+x,x)=q(t+b,b)

Si t=ake(a),con k>1:

(t+x)—x=ak =

= q(t+x,x):q(ak+x,x):[ a(l—f) }q(x,x) =

1-1-a)1-5)
N gq(t+x,x) [1 (f(la)g) ﬂ)} biq(x X) + qt+b.b)

Aplicando esto a los sumatorios de las ecuaciones (2.4.5), (2.4.6), (2.4.7), (2.4.8) y
(2.4.9):

En las ecuaciones (2.4.5), (2.4.6) y (2.4.8) el primer indice no es multiplo de a. Se
guedan, respectivamente, en

g(mm)=QQ-a)1- L) qg(mm)+@Q-«)F q(m+Db,b) (2.4.5)
g(n,b)=0-a)1- ) q(n,b)+(1-a)B q(n+b,b) (2.4.6)
q(n,b) = (—)(1-) q(n,b) + (1) Sq(n+b,b) + af q(n—a+h,b) (2.4.8)
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En las ecuaciones (2.4.7) y (2.4.9) el primer indice es de la forma ak. Los dos
sumatorios juntos se convierten en

(1—a),8iq(ak + X, x)+aﬂiq(ak —a+XxX)=

:(1—a)ﬂ|:(Mj Sa00x) + q(ak+b,b):|+

-C-a)l-5) &
+aﬂ[(%j 7 jziq(x,x) + q(ak—a+b,b>}=

___op al-p) 1% -
_l—(l—a)(l—ﬁ)[l—(l—a)(l—ﬂ)} xZ:;q(x, X) + () Ba(ak+b,b) + aBq(a(k—1)+b,b)

Asi, bastara con calcular las probabilidades correspondientes a los estados (x, X )
con0<x <b y (n,b)conn >b, pues el resto son 0 o funcion de éstas, segin
vimos en el inicio del apartado 2.4.1.

De nuevo se utiliza la notacién:

g(n,b)=q, para nxb q(x,x)=d, para x=0,1,---b
Ao PN

L Ha) @A) = T a)(p)

S, =z q(x, X) 5, = 3.0(6%)

Resumiendo, y teniendo en cuenta que las ecuaciones con sumatorios adoptan
distinta forma dependiendo de que correspondan a términos maltiplos de a (en las
gue quedaran los sumatorios completos) o no (en las que quedara solo el dltimo
sumando), quedara:

Ecuaciones particulares:

n=0: 4 = () q, + a)pq, + a)B S,
O<n<a: q, = a)@-p)q, + =) S q,,,
n=a: 0, =ad, +afq, + (Fa)-p) d, + a)B .., + AS,

a<n<a-+t b : qn = aﬂQn—aer + (1—6!)(1—ﬂ) qn + (1_a)ﬂ qn+b
Ecuacion general:

n>a+b:
SI neg (a) : qn = Ol(l—ﬂ) qn—a + aﬁqn—a+b + (]rd)(l—ﬁ) qn + (1_a)ﬁ qn+b
Si n=ak: q, =al-A)d, . + B0 .., + ET)P) q, + () fA,., + AATS,

En el proximo apartado se resuelve este sistema; después, aplicando el resultado del
apartado anterior, se calculan las probabilidades de los estados (n, m) para
O<m<b;n>m:

Si n—-mg(a), g(n,m)=0
Si n-m=ake(a) con k=0,1,2,---, q(ak+m,m)=Afq,
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2.4.3 Resolucion de las ecuaciones

Hay dos modelos para la ecuacion general (n >a +b):
— Para los multiplos de a :

A @) Uuea + WY ans +[E) ) 1] Gy + -0) By, =—AATS,  (24.16)
— Para los no multiplos de a :

@) Gy o + B0, o +[EF)CP) -1]q, + ()40, =0 (24.17)

La unica diferencia es que la ecuacion para n mdaltiplo de a no es homogénea,
luego la solucion general de la homogénea es la misma para ambos modelos.

El polinomio caracteristico es:
P(X) =a@B)+af X’ +[(-a)-p) —1]x* + (-a) B x*" (2.4.18)

Este polinomio es el mismo que se encontraba en el capitulo anterior; tiene una
Unica raiz en el intervalo (0, 1) siy solosi aa <b g (Lemas 3y 4 del capitulo 1).

Lema 6

Los elementos de la forma

q, =u-X; si n#bmoda (2.4.19)
Oy =U- X2 +Vv-AY si n=ak+b=bmoda

donde x, es la unica raiz en (0, 1) del polinomio caracteristico, v una constante
gue se determinara con posterioridad, y u una constante cualquiera satisfacen las
ecuaciones en diferencias {(2.4.16), (2.4.17)}.

Demostracion

La solucion general de la ecuacion homogenea es de la forma g, =u-x
con u constante.
Veamos que, entonces, los elementos

g, =U-X, si n#bmoda

Qo =U-XP+v-Af si n=ak+b=bmoda
satisfacen los dos modelos de ecuacién (homogénea o no, segun sus indices),
si se eligen adecuadamente las constantes u y v . Para ello, se estudian por

separado las ecuaciones dependiendo de que el subindice n sea congruente
con 0 moédulo a, con b mddulo a, o ninguna de ambas cosas:

Si n#0moda y n¥bmod a:

Como n=#0mod a corresponde la ecuacion homogeénea:
a(l_ﬁ) qn—a + aﬂqn—a+b + [(1_a)(1_ﬁ) _1]qn + (1_a)ﬂ qn+b =0
Sustituyendo en ella los valores

q,, =u-x;° porser n—a#bmoda
q, =u-x; porser n¥bmoda
—a+b

G, oy =U-X] porser n—a+b#bmoda
s =u-x§”' porser n+b#bmoda
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queda:
al=p)uxy +apfuxg ** +[(-a)@=p) -1]u xg + () pu x;" =
=uxg [ al-p) +[-a)t-p)-1]X +af x; + () B x5 |=0
por ser X, raiz del polinomio, de modo que la ecuacién se cumple para
cualquier u.

Si n=ak+b=bmoda:

Por ser n#0 mod a corresponde la ecuacion homogénea:
a(l_ﬂ) O, t aﬂqn—aﬂj + [(]rd)(l—ﬂ) _1]qn + (1_a)ﬂ O = 0
Sustituimos en ella los valores

Qugnyer =U-X "+ V-A7" por ser n-a=ak+b-a=a(k-1+b=bmoda

Ouy  =U-XEP VAl porser n=ak +b=bmoda
Gagigyrpop = U - Xg 0 por ser n-a+b =a(k-1)+2b#b moda
Uurprp = U-XT0 porser n+b=ak+2b=bmoda

y obtendremos
a(l—/i‘)(uxg(k’l)*bJr VAZH) +fuxatbben
+ [a) @A) (ux "+ VA ) + () Buxg™® =
= U [alp)+[E)p) 1] +apxs + )X |+
+VA  a-p) + () -B) -1) A, | =

=0+ VA« [a(l—ﬂ)+((1ﬂ>(l—ﬁ)—1) %} -

luego también en este caso se satisface la ecuacion.

Si n=ak=0moda:

Por ser n=0mod a corresponde la ecuacion no homogénea:
A=) U o + APBUay_aip + [(1_05)(1_,8) _1] Qo + () B Uuer = _A1A;_131

Sustituimos en ella los valores

Qugey =U-Xg"7? por ser n-a=ak-a=a(k —1)#b moda
Oy =u-x porser n=ak #b mod a

Qagnyer =U X €V +v- A7 porser n-a+b=a(k-1)+b=bmoda
Ouoy = U-XP 4v. A porser n+b=ak+b=bmoda

y quedara
al—L)ux;®? + aﬂ(uxg(k’”*b+ VAZH) +

+[ () @-p)-]uxs" + (1) ,B(uxgk*b+ VA ) =

= U P[al-p)+[(a)t-B) -1]% +apx; + ) B |+
+VA e+ (ba) BA, | =
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B Ly a0/ =
=0+14 [aﬁ+(ka)ﬁ W]_

_a[ap-apia)p) apl-aXip]_ .
=V [ I~ (Fa)(p) +1—(1—aJ(l—ﬁ)]_mlA:

Para que se satisfaga la ecuacién debe ser

V’A&Ag_l:_AiA;_lSl = V:_Sl

Asi,
{g” =u-x, si nzbmoda } (nza+b)

Qs :u-xf” —SlAf si n=ak+b=bmoda

es solucién para los dos modelos de la ecuacién general para cualquier
constante u.
Q.E.D.

Teorema 4

El sistema descrito en el inicio de esta seccion (ecuaciones {(2.4.10) - (2.4.15)} es
estacionario si y solo si a«a <b f. En este caso:

(i) Para n>a+b ,laprobabilidad de que haya n clientes en el sistema es

a+b-1 l—xc, R
2,=|1- 2. ¢, | =5 % para n#bmoda

p X

a'j"l ° (2.4.20)
q, :[I—Zq;] l_a:f' x} — S,-4F para n=ak+b=bmoda

i=0 Xy

donde x, es laraiz del polinomio (2.4.18) en (0,1).

(ii) Para n <a+b, la probabilidad viene dada por la solucion del sistema

Ta a)B
o)1)
(La) (i)
- Ia+b -
(04 aﬂ
[0 -~ 0 ] q:0
0.0 G
L1 b 2421
— () (X)) .. 4 + ( )
Xg ot %o
X2 oo %2 Yas
0 0 q.a
_ngl- . -ngl_ qa—:b—l
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0i@-a)f - @-a)p 0| [ g ]
0 0 0 0--- 0}
+ O 0 0 0 qb—l +
0 A A 0 0
L : : J _qa+b—l
00 -+ 00 q | ;
[ q} 0
HE H : 1
0 /\2 v /\2 0O-... d, g
00 00| : !
B B _qa+b—l_ _xé_l |

Demostracion

Se considera la solucion dada por el lema anterior para las ecuaciones en
diferencias.

Si aa >bp, P(x) no tiene raices en (0,1). Entonces no es posible que el
sistema sea estacionario, pues ninguna solucion de la ecuacion en diferencias
genera un conjunto de probabilidades.

Si aa <bf, hay unaUnicaraiz de P en (0,1); sea ésta x ,. Entonces, para u

positivo, la serie Z q, = Z UX; serd convergente y de términos positivos.
n=a+b n=a+b
En este caso:
(i) Si x, es raiz del polinomio (2.4.18), entonces para cualquier constante u
la sucesion

g, =u-x; si nzbmoda
(n>a+b)

Qoo =U-X—S A7 si n=dk+b=bmoda
es solucion de la ecuacion en diferencias (2.4.17).
Para determinar u, se toman estos valores como solucion para n>a+b.
Recordemos la notacion:
g(n,b)=q, para n=b
aq(x,x)=q9, para x=0,1,---,b-1

b-1
S, =2.4(X,X)
x=1

B
A= Ty @ p)
A __al-p)

: = Ta-a)p)
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La suma de las probabilidades ha de ser 1:

0 0

400,00 +3 3 qnm) + 3 q(n.b) =1

m=1 n=m n=b

Columnas 1, ..., b-1 Columna b

El primer término es q(0,0) = q,

En el segundo término (columnas 1, ..., b -1), se agrupan los elementos del
sumatorio interior en bloques de a sumandos:

o
iN

1 M
Mz

I
3

q(n, m) =

1 n

3

b—

iN

i[q(m+ak, m) + q(m+ak-+1, m) + g(m+ak+2,m) + - -+ q(m+ak-+a-1), m) |

=0

=

m=1

Para cada k, solo el primero de los sumandos individuales cumple que n-m
sea multiplo de a. El resto de los sumandos, por tanto, son nulos, y el

primero vale:
_[_e@wp T
gq(m+ak, m) = [1—(1—05)(1—ﬂ)} a(m, m)
Queda:
33 e[ _atp _
5 Bamakm =3 3 | bd | amm-
_ b-1 o K _ b-1 1 Sl
_m:1|§)A2qm mzzlqml_Az_l A2

En el tercer término (columna b) se separan los a primeros sumandos y el
resto se agrupan como antes:

0 0 b+a-1 0
2a(nb)y=>a,=> a,+ 2 d, =
n=b n=b n=b n=b+a

= Z qn + Z |:qb+ak + qb+ak+l + qb+ak+2 +eeet qb+ak+(a—l) :I
k=1

n=b
Se sustituye cada probabilidad por su valor:

Qoo =U 'Xng -5, A;

ak+b+j

Oprakrj =U-X para j=1,2,...a-1

Queda:
b+a-1 0
z O + ZI:qak+b t Qaksbsr T Qakibiz 770 qak+b+(a—l):| -
n=b k=1
b+a-1 © Kib . Cba Coban . .
=2 4, +Z[UX§ oS A UG UG 4 xSt *(a*)]=
n=b k=1

b+a-1 ) ©
_ Z q, + Z[uxgkm n uxgk+b+l + uxgk+b+2 deeey uxgk+b+(a—l) J _ Z SlA;
=b k=1 k=1

n
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Reagrupando y sumando las series geométricas:

b+a-1 vaem b+a-1 u b+a S
S g+ S-S S A =Y g

1-%x, 1-A
Asi, debe ser:
b+a uxb+a S]_AZ
— =1 =
% Z:; =% 1-A
b+a—1 UXg a+b—1 ux(l))+a
+S + =1 = + =1 =
e zbq 1-% Z %oy

b+a at+h-1
= =1->4q, = u=1=X [ anJ

a+b
1- Xo n=0 X
a+b-1

Para simplificar la escritura, pongamos S, = D> ¢,

Con esto, l0s términos  a., » Gasper » Gasniz » -+ toman el valor

—si n#bmoda:
1—X a+b-1 b
qnzuxgzw[ an}xo—x” @) (1%, ) (1-S,)

0

—si n=ak+b=bmoda:
qak+b ak+b A2 ak+b—(a+b) (1 XO)(l S ) 1A;

(ii) Para determinar las probabilidades 0q,q1, ... Qa+p.1. S€ Sustituye el valor
hallado para g, con n > a+b en las a+b ecuaciones particulares (el
sistema {(2.4.10) - (2.4.13)} ), que se escribe a continuacién en forma

matricial:
) . = ()8 1
..... % (-a)(-A) oy
ql . ‘.
....... (-)p
g, (-a)(i-B) E
qb+l = ‘. +
..... 0
: a af
qa+b—1
4]
0i(l-a)B - A-a)p 0 -] q,
0 0 0 0 - :
: : : k(=
+ 0 0 0 0 - q;
0 0 0 0. Dot
_: : : | Gass
L
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(Recuérdese que S;=qq+ - +0,_1 Y que por la estructura del sistema la
segunda matriz solo tiene términos no nulos en las filas 0 y a).

Las ecuaciones correspondientes a ¢, con n ¢ (a) tienen a lo sumo tres
términos en el segundo miembro. Si se numeran las ecuaciones segin el
subindice del primer miembro, los subindices de los términos del segundo
para la ecuacion n, en orden creciente, son n y n+b para las ecuaciones 0,
1,..,a-1, yestos mismos mas n-a+b para el resto.

Para q, hay que afiadir a esos términos los de la segunda matriz,
correspondientes a los subindices 1,2, ...,b-1 yeltérminoen q,.

En el primer bloque de ecuaciones, de 0 a a-1, ninguno de los subindices
del segundo miembro sobrepasa a+b -1 y por tanto no hay que hacer en
ellas ninguna sustitucién.

En el resto, solo hay que sustituir el término con subindice n+b.

En este caso, en lugar de q,., habra que poner:

_ Quip = (1-S0) (1% ) %5 * si ng(a)
0 bien

Ouco = (1—=Sp) (1—%,) X3 —S,AS si n=ak e(a)
pero en esta Ultima situacion solo estda n =a, porser a > b,y seré:
Qo = (1_ So) (1_ Xo) -SA
Teniendo en cuenta que
So=0p+0G +0+ -+ +0up,

y que el coeficiente que acompafia a 0y .p es (l-a)p ,las
correspondientes sustituciones equivalen a sumar la expresion matricial:

o o :
6 0 q. 0
@) kL ||| s
X5 X || G X5
Xt X _qa.+b | _Xé;fl_

00 00 a
. S q o
~E)p) 0.0 00 s
0'A, A0 o
0:0 --- 0:0 :
: | Qasbt |
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2.4 Planteamiento de las ecuaciones: Caso a > b

por la sustitucion con n=a vy eliminar las columnas desde a +b en adelante
de la matriz original del sistema. Reagrupando términos, queda el sistema
indicado en el enunciado del teorema.

Q.E.D.

Tanto la raiz del polinomio caracteristico como la solucion del sistema de
ecuaciones se obtienen por métodos computacionales.

Con el fin de mostrar la metodologia empleada, se expone a continuacion la
resolucién completa de un caso particular sencillo.

2.4.4 Ejemplo de resolucién

Se supone que los clientes llegan en bloques de 5 y son atendidos en bloques de 3:
a=5yb=3.Sean o« y g los parametros que rigen las distribuciones de los
tiempos entre entradas y de los tiempos de atencidn, respectivamente, y supongamos
que son tales que el sistema es estacionario, es decir, que aax <bp.

Las ecuaciones particulares son:
n=0: ¢y=01-a)dy+@-a)Bd+{1-a)pS,
1. g =0-a)1-p)g+1-a)Bq,
2: q,=01-a)1-B) 0, +@A-a)Bds
30 =01-a)1-B)a; +(1-a)B g
4 q,=01-o0)1-pa,+1-a)Bq,
5
n

D g =0-a)1-P) o +a g +afl+(1-a) f G+ AS,
<8: ¢o=1-a)1-P)g;+Q-a)Bq,+a pq,
4 =01-a)1-B) o, +Q-a)Ba,+aBq;

y la ecuacidn general, para n = 8:
ng(): q,=¢0)p)q,+al@-p)q,,+apq,,+@a)pq,,;
ne (5) : qsk = (l_a) (1_ﬂ) qsk +a (1_ﬂ) q5k75 +(lﬁ q5k,2 +(1_a)18 q5k+3 + AlA:&S1

n
n
n
n
n
6

IA

El polinomio caracteristico
PX)=a(l-p)+af x’+ [(l—a) - —l] X>+(1-a)pBx°

tendra una Unica raiz en (0,1); sea ésta x .

Para n = 8:
d =(1-S,)(1-%, )% " Vnx=a+b,n#bmoda
Ouer =(1—=S,)(1—% )% *—S,A; para n>a-+b con n=ak+b=bmoda

que en este caso resulta:
d, =(1-S,)(1-% )% ® para n#3mod5 , n>8

Osis =(1-Sp) (1—%,) %< ° —S,A  para n=5k+3=3mod5,k=>1

con So:qo+Q1+Q2+q3+q4+QS+QG+q7 ; Slqu"'qz
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Capitulo 2

En las ecuaciones particulares se sustituyen qg , g Y Qo por sus valores
generales, y también para mayor claridad S, y Sy:

Op =[1—(Go+ G+ G+ s+, + 0+, ) [(1-%)—S,A,  (8=5k+3 con k=1) (E4.8)

Gy =[1— (G + G+ G+ G+ 0y G+ Gy ) | (1-%) %, (9%3mod5) (E4.9)

o =| 1 (G + G+ G+ 0+, +Gs+ 0, ) [(1-% )% (10#3mod5) (E4.10)
y queda:
G=0-a)g,+(1-a)p q3+(1_a)ﬁ(q1+q2) (E4.0)
h=0-a)1-B)aq+1-a)Bq, (E4.1)
d=01-a)1-8)g,+1-a) B qs (E4.2)
§=01-a)1-B)d+1-a)Bq; (E4.3)
d=01-a)1-8)q,+1-a)Bq, (E4.4)
05 = C-A)E/) G+ @ Qo+ @ B Qg+ (0) B (%) | 1~ (00 +0,+05+0,+05 05+, ) | — (E45)

— () BA, (00, ) + A (44, ) '

O = (-0) (I-5) G + & B G, + () B (1= %)% | 1~ (00,4050, +05+0s+0 ) | (E4.6)

4 =Ea)Ep)a, +af s+ (a)f(L- XO)XS Ll_(qo+q1+q2+q3+q4 1051010, )J (E4.7)

Reordenando:
—ag+1-a)fa,+(1-a)B(9,+0,)=0 (E4.0)
[@-a)@-p)-1]q +(1-a)Bq,=0 (E4.1)
[L-a)t-B)-1]a, +(1-a) Bd; =0 (E4.2)
[-a)1-p)-1] g, +(L-a) B s =0 (E4.3)
[A-a)@-pA)-1]a,+(1-a)Bq, =0 (E4.4)

a Gy +a B g, +[—)@=p) —1] g5 — @) B (1=X,) (Ge+0,+0,+0;3+0,+0s+0s+0; ) —

- (1—0!) ﬂAz (q1+q2 ) + A1 (q1+q2 ) = —(1—0!) ﬁ (l—Xo) (E45)

o 8 +[ () () ~1] G — (e (1= X6) % (A 0 +0stlnh ) = o o
=—1-a) B (L—X,)%, '

a B 05 +[ (1) (1=B) —1] o, — (-a) B (1= X)X (Uy+0y+0p+0y0), +0g+0g+0; ) = (E4.7)

=—(-a) B (1- %)%

Se pone el sistema {( E4.0) - (E4.7)} en forma matricial:
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2.4 Planteamiento de las ecuaciones: Caso a > b

@ 0 0 (-) B 0 0 0 0
0 (—)(1-6)1 0 0 (1-a)f 0 0 0
0 0 ()1-H-1 0 0 (-a)B 0 0
0 0 0 (a)1p)1 0 0 (o) f 0
0 0 0 0 (La)(1-5»1 0 0 (-a) B
« 0 0 of 0 (e)Lp)-1 0 0
0 0 0 0 aff 0 (-a)(1-5)1 0
K 0 0 0 0 af 0 (a)-p-1]|
00 0 0 0 0 0 07q]
0 0 00 0 0 0 0gq
0 0 0 00 0 0 0g,
0 0 0 0 0 0 0 0gq
~@-a)pl=-%) o o 0 0 0 0 0 0lq "
1 1 1 1 1 1 1 1]q
Xo Xo X X0 X Xo Xo X ||
% X% % X% X % X % [a]
0 (ta)f @Ee)f 0 0 0 0 0]d]
0 0 0 0000 O0fq
0 0 0 0000 0|q
Lo o 0 0000 0|qg|
0 0 0O 000 0 0|q,
0 A A 000 0 O0|q,
0 0 0 000 0 0|q,
0 0 0 0000 0]q,
0 0 0 00 0 0 Ofd] 0
0 0 0 0000 Ofg 0
0 0 0 000 0 Ofq, 0
0 0 0 000 0 0fag, 0
_(l_a)ﬂ 0 0 0 0 0 0 0O R = —(1—0[),8(1—)(0) 0
0O A A 0000 0fg 1
0 0 0 000 0 0fq, X,
00 0 0000 0lg, NG

Para valores concretos de « y f , y con ayuda del programa MAPLE, se calcula la
raiz del polinomio caracteristico y se resuelve el sistema de ecuaciones precedente;
al final del capitulo se muestran los resultados obtenidos y se comparan con los
observados en las simulaciones.
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Capitulo 2

2.5 Comparacion entre los resultados teoricos
y las simulaciones

En este apartado se comparan las frecuencias observadas en las simulaciones con las
probabilidades tedricas obtenidas resolviendo las ecuaciones anteriores.

Se presentan los célculos realizados paraa=2, b =3, paraa=>5, b =3,y paraa=16, b
=9, con algunos de los casos simulados en el apartado 2.1, y siempre con intensidad
de trafico menor que 1. Para cada conjunto de parametros se muestran las
probabilidades teoricas calculadas y la esperanza tedrica obtenida sumando la serie,
mas las frecuencias relativas observadas con distintas longitudes de simulacion y la
media muestral observada en cada simulacion.

2.5.1 Célculospara a =2, b =3

Como se indicé en el apartado 2.1.1, en que se mostraban las simulaciones
realizadas, el pardmetro B permanece fijo con valor 0,7, mientras « varia de
manera que p aumente sin llegar a 1.

Para obtener las probabilidades teéricas, se calcula en primer lugar la Unica raiz del
polinomio caracteristico en el intervalo (0,1). Este valor se precisa para resolver el
sistema de ecuaciones {(E3.0) - (E3.4)}, que proporcionard las probabilidades
tedricas desde q, hasta ¢, (es decir, para n < a + b = 5). Los valores asi
calculados se sustituyen en la expresion general para ¢, con n =5, junto con la
raiz del polinomio, y de este modo se obtienen estas Gltimas.

Recuérdese que los elementos q, asi obtenidos no son las probabilidades de "n
clientes en el sistema", sino las probabilidades de "n clientes en el sistema, de los
cuales min(n,b) estan recibiendo atencion (es decir, las correspondientes a la
diagonal superior y la columna b de la tabla 2.3.1, segun a la notacién indicada en
(2.3.10)). Las probabilidades correspondientes a las columnas interiores de la tabla
se calculan a partir de las de la diagonal superior, mediante las formulas (2.3.3) y
(2.3.4); por ultimo, la probabilidad de "n clientes en el sistema" (que en lo sucesivo
se denotard por Q,) se obtiene sumando las probabilidades de "n clientes en el
sistema, de los cuales m estan recibiendo atencién™ con m < n. Se resume a
continuacion, para mayor claridad, la notacion y las formulas:

g(n,m)=P(n clientes en el sistema, de los cuales m estan recibiendo atencién)

d,=q(n,n) para n<b g, =q(n,b) para n>b

[0 si n—-mé(a)
Q(n’m)_{;i;‘q(m,m) i m—-m=ak (kZO)}

g _{(I—SD}(l—xD}xﬁ'[“”) si mzErmoda

(I—SD}(l—xD}xg—(aw)_SIA;c—c s n=ak+r } (?’:‘ a+b; ac ?‘)

min(n.b)

Q=9=0(00 ; Q=Y q(nm) paran>0

m=1
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2.5 Comparacion entre los resultados teéricos y las simulaciones

Presentamos para cada caso los resultados numéricos, incluida la raiz del polinomio,
junto con los graficos correspondientes, asi como las medias observadas en las
simulaciones y las esperanzas tedricas calculadas.

Resultados para a =0,2 B =07 p =019 X,= 02916

La resolucion —con MAPLE- del sistema lineal proporciona los valores ¢, q1, q 2,
g3z Y (. Aplicando posteriormente las formulas (2.3.3) y (2.3.4) se obtiene la
sucesion {Q,}.

Los cinco primeros términos son:

Q, = 0,7159
Q, = 0,0031 Q. = 0,0047
Q,=10,2481 Q,=0,0238

Su suma vale 0,9957, y se observa que los términos impares apenas contribuyen a
la suma (en este caso,con a =2 y b =3,tenemos c =1y r =1).

El resto de los términos de la sucesion se obtienen con

q, =q(n,3) = (1_80)(1_X0)X§k75 si n=2k €(2) n>5;k>2
T (1-8) (1% )X S AT si n=2k+1g(2) | Si=0 +0,
y min(n,3)
Q=09=09(0,0 ; Q= > q(nm) para n>0
m=1

Los resultados numéricos obtenidos se muestran en la tabla 2.5.1, a la vez que las
frecuencias relativas observadas en simulaciones de 1000, 5000 y 10000 unidades
de tiempo. El ajuste, como se aprecia en las Figuras 2.5.1, 2.5.2 y 2.5.3 es bastante
bueno incluso en la simulacién de 1000 unidades de tiempo. La intensidad de trafico
es muy baja y la probabilidad de que el sistema esté vacio (0 clientes) resulta alta.

Tabla 2.5.1: Probabilidades teéricas y frecuencias relativas observadas en
simulaciones de 1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo para a=2, b =3,

2=0,2, =0,7.
NUmero de Frec. Relativa .
clientes | T=1000 T=5000 T=10000 = ropabilidad
0 0,7343 0,7265 0,7182 0,7159
1 0,0020 0,0028 0,0029 0,0031
2 0,2308 0,2399 0,2489 0,2481
3 0,0060 0,0018 0,0016 0,0047
4 0,0219 0,0250 0,0257 0,0238
5 0,0000 0,0004 0,0002 0,0000
6 0,0040 0,0032 0,0023 0,0065
7 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
8 0,0010 0,0004 0,0002 0,0005
Media 0,6010 0,6124 0,6246 0,6635

99



Capitulo 2

En las Figuras 2.5.1, 2.5.2 y 2.5.3 se ve la comparacion entre frecuencias observadas
y probabilidades teoricas. Se observa que las probabilidades correspondientes a
términos impares (congruentes con r = 1 mdédulo a = 2) son bajas en comparacion
con las correspondientes a términos pares. Esto es asi tanto en los términos iniciales,
obtenidos a partir de la resolucion del sistema lineal, como en los sucesivos,
calculados a partir de la férmula general.

0,80
0,70 +
0,60 ~
0,50 ~
0,40 -
0,30 ~
0,20 +
0,10 -
0,00 -

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Numero de clientes

Figura 2.5.1: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacién de 1000 unidades de tiempo para a=2, b=3, ¢ =0,2, £=0,7.

0,80
0,70 |
0,60 -
0,50 -
0,40 -
0,30 -
0,20
0,10
0,00 - ——
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Numero de clientes
Figura 2.5.2: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacién de 5000 unidades de tiempo para a=2, b =3, ¢ =0,2, #=0,7.

0,80
0,70 +
0,60 +
0,50 ~
0,40 +
0,30 +
0,20 -

0,10 4
0,00 - ——
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Numero de clientes

Figura 2.5.3: Probabilidades tetricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacién de 10000 unidades de tiempo para a=2, b=3, « =0,2, #=0,7.
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2.5 Comparacion entre los resultados tedricos y las simulaciones

Resultados para a =05 B =07 p =048 x,= 0,4837

El mecanismo de calculo de las probabilidades teéricas es el mismo que en el caso
anterior. Obtenemos, para los cinco primeros términos:
Q, = 0,3303 Q, = 0,0169 Q= 0,0360
Q2=04219 Q,=0,1156
Estos cinco términos suman 0,9208; igual que antes, se puede observar que la mayor
contribucion a la suma la aportan los términos pares.

La tabla 2.5.2 muestra los resultados numéricos y las frecuencias relativas
observadas en las simulaciones de 1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo.

Tabla 2.5.2: Probabilidades teoricas y frecuencias relativas observadas en
simulaciones de 1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo para a=2, b =3,

a=0,5, £=0,7.
NUmero de Frec. Relativa .
clientes | T=1000 T=5000 T=10000 | ropabilidad

0 0,3632 0,3411 0,3353 0,3303

1 0,0121 0,0222 0,0196 0,0169

2 0,4427 0,4321 0,4304 0,4219

3 0,0241 0,0280 0,0298 0,0360

4 0,1046 0,1218 0,1214 0,1156

5 0,0070 0,0154 0,0156 0,0040

6 0,0262 0,0252 0,0288 0,0523

7 0,0060 0,0050 0,0054 0,0054

8 0,0080 0,0060 0,0078 0,0115

9 0,0030 0,0006 0,0018 0,0020

10 0,0030 0,0018 0,0027 0,0026

11 0,0000 0,0002 0,0003 0,0006

12 0,0000 0,0006 0,0010 0,0006
Media 1,7445 1,8014 1,8653 2,0121

Se ve también que los términos pares son comparativamente altos con respecto a los
impares. Pero ahora, con intensidad de trafico un poco mas alta, la mayor
contribucion se reparte entre las probabilidades de 0 y 2 clientes, siendo esta ultima
algo més grande, lo que no ocurria en el caso anterior. Empieza a ser relevante
ademas la probabilidad de 4 clientes en el sistema. También se ve que hay mas
diferencia entre frecuencias relativas y probabilidades tedricas para menor tiempo
de simulacion. Esto queda mejor ilustrado en las figuras 2.5.4, 2.5.5 y 2.5.6, que
muestran la misma informacién de manera grafica.

0,50

0,45

0,40
0,35 +
0,30 +
0,25 -

0,20 -

0,15 -

0,10 -
0,05 +
0,00 -

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Numero de clientes

Figura 2.5.4: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 1000 unidades de tiempo para a=2, b=3, « =0,5, #=0,7.
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0,50

0,45

0,40

0,35

0,30 +

0,25 -

0,20 -

0,10 +

0,05 -

0,00 -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Namero de clientes

Figura 2.5.5: Probabilidades teéricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacién de 5000 unidades de tiempo para a=2, b=3, a=0,5, #=0,7.

0,50

0,45

0,40

0,35

0,30 +

0,25 -

0,20 -

0,15 +

0,10 +

0,05 +

0,00 -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Namero de clientes

Figura 2.5.6: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 10000 unidades de tiempo para a=2, b=3, « =0,5, #=0,7.

2.5.2 Célculos para a =5, b =3

Ahora el parametro £ permanece fijo con valor 0,5, mientras « varia de manera
gue p aumente sin llegar a 1.

Los calculos se efecttan igual que en el apartado anterior; Unicamente cambian el
grado del polinomio caracteristico y la dimension del sistema de ecuaciones.
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2.5 Comparacion entre los resultados tedricos y las simulaciones

Resultados para a =0,12 B =05 p =04 Xo= 0,7387

La expresion general de q, paran > 8 es ahora

1-S,)(1- - [
q. = q(n.3) = (1-5,)( xo)xgk y k s! n==3mod5 n>8:k>1
(1-5,)(1=x,)x** —S,A} si n=5k+3=3mod5
con So =0 +¢4+0,+0Q; +Qy + 0 + G + Gy
Los primeros téerminos de la sucesion de probabilidades son:
Qo =0,5436 Q,=0,1190 Q4 = 0,0209 Qg =0,0181
Q,=10,0164 Q3 =0,0128 Qs5=0,1514 Q,=10,0394

Susumaes 0,9216 ; el mayor aporte procede de los elementos Q,, Q, Y Q5.

La tabla 2.5.3 muestra los resultados numéricos teoricos y los observados en
simulaciones de 1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo.

Tabla 2.5.3: Probabilidades tetricas y frecuencias relativas observadas en
simulaciones de 1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo para a=5, b =3,

=012, f=0,5.
NuUmero de Frec. Relativa .
clientes | T=1000 T=5000 T=10000 | rocabilidad

0 0,5733 0,5892 0,5592 0,5436

1 0,0099 0,0196 0,0184 0,0164

2 0,1178 0,0970 0,1104 0,1190

3 0,0099 0,010 0,0076 0,0128

4 0,0158 0,0290 0,0261 0,0209

5 0,1634 0,1295 0,1431 0,1514

6 0,0158 0,0170 0,0133 0,0181

7 0,0307 0,0420 0,0446 0,0394

8 0,0119 0,0050 0,0082 0,0060

9 0,0168 0,0124 0,0121 0,0151

10 0,0119 0,0150 0,0162 0,0112
11 0,0040 0,0034 0,0072 0,0084
12 0,0139 0,0086 0,0112 0,0075
13 0,0000 0,0030 0,0030 0,0030
14 0,0010 0,0022 0,0047 0,0033
15 0,0030 0,0034 0,0035 0,0025
16 0,0000 0,0018 0,0016 0,0018

17 0,0010 0,0022 0,0024 0,0015

18 0,0000 0,0010 0,0010 0,0008

19 0,0000 0,0008 0,0008 0,0007
20 0,0000 0,0004 0,0011 0,0005
Media 2,1158 2,0768 2,3034 2,4492

Las probabilidades més altas se observan para 0, a-b=2, a=5y 2a-b=7 clientes
en el sistema, como apreciaremos en las Figuras 2.5.7, 2.5.8 y 2.5.9.
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0,60

0,50 +

0,40 +

0,30 +

0,20 ~

0,10 ~

0,00 T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Numero de clientes

Figura 2.5.7: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 1000 unidades de tiempo para a=5, b=3, « =0,12, #=0,5.

0,60

0,50 -

0,40 -

0,30 -

0,20 ~

0,10 ~

0,00 - e ——— T T T T T [ E—
0 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Ndmero de clientes

20

Figura 2.5.8: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacién de 5000 unidades de tiempo para a =5, b =3, « =0,12, #=0,5.

0,60

0,50 ~

0,40 -

0,30 -

0,20 -

0,10 ~

0,00 -
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Numero de clientes

Figura 2.5.9: Probabilidades teéricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacién de 10000 unidades de tiempo para a=5, b=3, =0,12, £=0,5.

Como en el caso anterior, se observa un mejor ajuste de las frecuencias observadas a
las probabilidades tedricas al aumentar el nimero de observaciones.
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2.5 Comparacion entre los resultados tedricos y las simulaciones

Resultados para «a =0,21 B =05 p =07 Xo= 0,8776

Ahora, los primeros términos de la sucesion de probabilidades son:
Q, = 0,2463 Q, = 0,0902 Q, = 0,0307 Q4= 0,0351
Q,=0,0201 Q3 =0,0207 Q5= 10,1382 Q;=0,0627
Su suma es 0,644; el resto de los términos de la sucesion se muestra en la tabla 2.5.4.
Tabla 2.5.4: Probabilidades tetricas y frecuencias relativas para un nimero n de

clientes observadas en simulaciones de 1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo para
a=5,b=3, «=0,21, #=0,5.

n T Prob. n T Prob.
1000 5000 10000 1000 5000 10000
0 0,181 0,230 0,233 0,246 23 | 0,008 0,008 0,007 | 0,006
1 0,022 0,022 0,021 | 0,020 24 | 0,005 0,005 0,005/ 0,005
2 0,079 0,092 0,091 | 0,090 25 | 0,003 0,006 0,005/ 0,005
3 0,011 0,021 0,021 | 0,021 26 | 0,004 0,003 0,003 ]| 0,004
4 0,045 0,035 0,035 0,031 27 | 0,006 0,004 0,003 0,004
5 0,111 0,141 0,145 0,138 28 | 0,005 0,004 0,004 0,003
6 0,020 0,030 0,034 | 0,035 29 | 0,003 0,002 0,002 0,003
7 0,083 0,069 0,069 | 0,063 30 | 0,008 0,005 0,003/ 0,002
8 0,025 0,026 0,025 | 0,024 31 | 0,002 0,001 0,002/ 0,002
9 0,020 0,036 0,038 | 0,038 32 | 0,005 0,001 0,002/ 0,002
10 | 0,045 0,047 0,046 | 0,034 33 | 0,005 0,001 0,001/ 0,002
11 | 0,024 0,027 0,027 | 0,030 34 | 0,004 0,001 0,001/ 0,001
12 10,033 0,031 0,033 0,029 35 | 0,007 0,002 0,001 0,001
13 | 0,015 0,017 0,017 | 0,019 36 | 0,007 0,001 0,001 0,001
14 |0,028 0,024 0,023 | 0,020 37 | 0,008 0,002 0,001 0,001
15 |0,022 0,021 0,020 | 0,017 38 | 0,006 0,001 0,001 0,001
16 | 0,017 0,015 0,016 | 0,015 39 | 0,005 0,001 0,001 0,001
17 |0,028 0,014 0,015 0,014 40 | 0,003 0,001 0,001 | 0,001
18 | 0,025 0,015 0,013 0,011 41 | 0,004 0,001 0,001 | 0,001
19 |0,026 0,013 0,013 0,010 42 | 0,001 0,000 0,000 | 0,001
20 | 0,010 0,009 0,008 | 0,009 43 | 0,001 0,000 0,000 | 0,000
21 | 0,023 0,013 0,009 | 0,008 44 | 0,000 0,000 0,000 | 0,000
22 | 0,007 0,006 0,005 0,007 Media| 9,795 7,251 7,047 | 7,261

Se puede observar una pauta similar a la del ejemplo anterior en cuanto a los
términos de mayor probabilidad (n = 0, 2, 5y 7). En las Figuras 2.5.10, 2.5.11 y
2.5.12 tenemos la representacion grafica de estos resultados numéricos, que también
evidencian que las diferencias entre las frecuendias relativas y las probabilidades
tedricas disminuyen a partir de 5000 unidades de tiempo.

0,30

0,25

0,20

0,15 ~

0,10 +

0,05 ~

0,00 -
0 5 10 15 20 26 31 36 41 46
Numero de clientes
Figura 2.5.10: Probabilidades teéricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la

simulacién de 1000 unidades de tiempo para a =5, b =3, « =0,21, #=0,5.
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0,30

0,25

0,20 +

0,15 +

0,10 +

0,05 +

0,00 -
0 5 10 15 20 26 31 36 41 46
NUmero de clientes

Figura 2.5.11: Probabilidades teoricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacién de 5000 unidades de tiempo para a =5, b =3, « =0,21, #=0,5.
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Figura 2.5.12: Probabilidades teoricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacién de 10000 unidades de tiempo para a=5, b=3, o =0,21, £=0,5.

2.5.3 Célculospara a =16, b =9

Se fija el parametro g = 0,8, mientras « varia para aumentar la intensidad de
trafico. Se comparan las probabilidades tedricas con las frecuencias observadas en
las simulaciones del apartado 2.1.3, asi como las medias observadas con la
esperanza teorica.

La expresion general de g, paran > 25 es ahora

(1-8,)(1—x )57 _ si n#£9modl6

(1-8,)(1—x )™ > 5,47 si n=16k+9=9mod16
(n>25;k>1)

4, =q(m9)={

24
con S, = Zoqn
n=

Resultados para a =0,18 £ =08 p =040 Xo= 0,8804

Se muestran primero, en la tabla 2.5.5, las probabilidades calculadas hasta 118
clientes en el sistema. Después, en la tabla 2.5.6, se comparan las primeras (hasta 30
clientes) con las frecuencias observadas para distintas longitudes de simulacion.
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2.5 Comparacion entre los resultados tedricos y las simulaciones

Tabla 2.5.5: Probabilidades tedricas hasta n=118 clientes para a=16, b =9,

2=0,18, #=0,8.
Probabilidades calculadas

n Qn n Qn n Qn n Qn n Qn

0 05583| 24 3E-03| 48 4E-05| 72 2E-06| 96 8E-08
1 00024 25 4E-03| 49 3E-05| 73 1E-06| 97  7E-08
2 00019| 26 6E-04| 50 3E-05| 74 1E-06| 98  6E-08
3 00038 27 5E-04| 51 3E-05| 75 1E-06| 99  6E-08
4 00015| 28 5E-04| 52 2E-05| 76 1E-06| 100 5E-08
5 00172| 29 4E-04| 53 2E-05| 77 9E-07| 101 4E-08
6 00015| 30 4E-04| 54 2E-05| 78 8E-07| 102 4E-08
7 01185 31 3E-04| 55 2E-05| 79 7E-07| 103 3E-08
8 00035| 32 3E-04| 56 1E-05| 80 6E-07| 104 3E-08
9 00030 33 3E-04| 57 4E-06| 81 6E-07| 105 3E-08
10 0,0030| 34 2E-04| 58 1E-05| 82 5E-07| 106 2E-08
11 0,0024| 35 2E-04| 59 9E-06| 83 4E-07| 107 2E-08
12 00048 36 2E-04| 60 8E-06| 84 4E-07| 108 2E-08
13  0,0019| 37 2E-04| 61 7E-06| 85 3E-07| 109 2E-08
14 00219| 38 1E-04| 62 6E-06| 86 3E-07| 110 1E-08
15 0,0019| 39 3E-04| 63 6E-06| 87 3E-07| 111 1E-08
16 01511 40 1E-04| 64 5E-06| 88 2E-07| 112 1E-08
17 0,0046| 41 1E-04| 65 4E-06| 89 2E-07| 113 1E-08
18 0,0040| 42 8E-05| 66 4E-06| 90 2E-07| 114 8E-09
19 0,0040| 43 7E-05| 67 3E-06| 91 2E-07| 115 7E-09
20 00031 44 6E-05| 68 3E-06| 92 1E-07| 116 7E-09
21 00069 45 6E-05| 69 3E-06| 93 1E-07| 117 6E-09
22 00025 46 S5E-05| 70 2E-06| 94 1E-07| 118 5E-09
23 00330 47 4E-05| 71 2E-06| 95 9E-08 |Media: 5,385

Tabla 2.5.6: Probabilidades tetricas y frecuencias relativas para un nimero n de
clientes observadas en simulaciones de 1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo para
a=16,b=9, «=0,18, #=0,8.

n 1000 5000 10000 | Prob. n 1000 5000 10000 | Prob.
0 /0542 05562 0,553 0,558 16 | 0,162 0,156 0,154 | 0,151
1 0,006 0,004 0,003]| 0,002 17 | 0,004 0,004 0,003 | 0,005
2 | 0,000 0,000 0,000 | 0,002 18 | 0,000 0,000 0,001 | 0,004
3 10,003 0,005 0,006 0,004 19 | 0,010 0,008 0,007 | 0,004
4 {0,000 0,000 0,000 | 0,001 20 | 0,000 0,000 0,001 0,003
5 10,018 0,018 0,019 0,017 21 | 0,010 0,013 0,013 0,007
6 | 0,002 0,001 0,001 0,001 22 0,000 0,000 0,001 0,002
7 10,133 0,126 0,119 0,119 23 | 0,034 0,034 0,036 | 0,033
8 0,003 0,003 0,003 0,003 24 10,002 0,001 0,002 0,003
9 10,000 0,000 0,000 0,003 25 | 0,000 0,000 0,000 0,000
10 | 0,006 0,005 0,005 0,003 26 | 0,003 0,002 0,004 0,001
11 | 0,000 0,000 0,000 | 0,002 27 | 0,000 0,000 0,001 0,001
12 | 0,004 0,007 0,008 | 0,005 28 10,008 0,005 0,005 0,000
13 | 0,000 0,000 0,000 | 0,002 29 | 0,000 0,000 0,001 0,000
14 | 0,017 0,023 0,024 | 0,022 30 | 0,009 0,008 0,009 0,000
15 | 0,001 0,001 0,001 | 0,002 Media| 6,683 6,266 6,607 | 6,576
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En las Figuras 2.5.13, 2.5.14 y 2.5.15 se comparan las frecuencias relativas
observadas en las simulaciones con las probablidades tedricas. La distribucion
muestral es muy parecida a la tedrica incluso en la simulacion mas corta.

0,60
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0,10 ||
0,00 T L s B s B e B s e s s s s e e !
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10 15 20 25 30 35 40 45 50
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Figura 2.5.13: Probabilidades teoricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacién de 1000 unidades de tiempo para a=16, b=9, «=0,18, £=0,8.
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Figura 2.5.14: Probabilidades teéricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 5000 unidades de tiempo para a=16, b=9, ¢ =0,18, £=0,8.
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Figura 2.5.15: Probabilidades teéricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacién de 10000 unidades de tiempo para a=16, b =9, « =0,18, 5 =0,8.

Las probabilidades mas altas se obtienen (como en el ejemplo anterior) para los
términos 0, a-b=7,a=16y 2a -b =23.
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2.5 Comparacion entre los resultados tedricos y las simulaciones

Resultados para «=036 pg=08 p =080 Xxo= 09625

En la tabla 2.5.7 se ven las probabilidades calculadas hasta 173 clientes en el
sistema. Ahora hay mayor intensidad de trafico y la probabilidad de que se
acumulen mas clientes en el sistema es mas alta.

Tabla 2.5.7: Probabilidades tedricas hasta n =173 clientes para a=16, b =9, « =0,36, #=0,8.

Probabilidades calculadas

n Q, | n Qyn | n Q] n Q|  n Q| n Q,

0 0165, 29 0013| 58 0,004 87 0,001| 116 0,000 145 0,000
1 0004, 30 0013| 59 0,004| 8 0,001, 117 0,000 146 0,000
2 0003, 31 0012 60 0004 8 0,001 118 0,000 147 0,000
3 0006, 32 0012| 61 0004 9 0,001| 119 0,000 148 0,000
4 0003| 33 0011, 62 0004, 91 0,001| 120 0,000 149 0,000
5 0016, 34 0011 63 0004 92 0,001| 121 0,000y 150 0,000
6 0004, 35 0011| 64 0003 93 0,001| 122 0,000y 151 0,000
7 0068, 36 0010 65 0,003 94 0,001| 123 0,000y 152 0,000
8 0007, 37 0010| 66 0003 95 0,001| 124 0,000y 153 0,000
9 0006 38 0009 67 0003 9 0,001 125 0,000, 154 0,000
10 0,007 39 0,009 68 0,003, 97 0001 126 0,000 155 0,000
11 0006 40 0,009 69 0,003, 98 0,001 127 0,000 156 0,000
12 0010 41 0,008 70 0,003, 99 0,001 128 0,000 157 0,000
13 0006 42 0,008 71 0,003, 100 0,001| 129 0,000| 158 0,000
14 0,027 43 0,008 72 0,003 101 0,001| 130 0,000 159 0,000
15 0,006 | 44 0,007 73 0,002, 102 0,001| 131 0,000 160 0,000
16 0,116| 45 0,007 74 0,002, 103 0,001| 132 0,000 161 0,000
1r 0011| 46 0,007 75 0,002 104 0,001| 133 0,000 162 0,000
18 0011| 47 0,007 76 0,002, 105 0,001| 134 0,000 163 0,000
19 0012 48 0,006 77 0,002, 106 0,001| 135 0,000 164 0,000
20 0010 49 0,006 78 0,002| 107 0,001, 136 0,000| 165 0,000
21 0018 50 0006 79 0,002| 108 0,001, 137 0,000| 166 0,000
22 0010 51 0,006 8 0,002 109 0,001, 138 0,000 167 0,000
23 0051 52 0,005 81 0,002| 110 0,001, 139 0,000| 168 0,000
24 0011 53 0,005 8 0,002| 111 0,001, 140 0,000| 169 0,000
25 0006| 5 0005 83 0,002| 112 0,001, 141 0,000| 170 0,000
26 0015 55 0005 84 0,002| 113 0,001, 142 0,000| 171 0,000
27 0014| 5 0005 8 0,002| 114 0,001, 143 0,000| 172 0,000
28 0014| 57 0004 8 0,001| 115 0,000 144 0,000| 173 0,000

Las frecuencias relativas observadas en simulaciones de 1000, 5000 y 10000
unidades de tiempo, hasta n = 82 clientes en el sistema, se muestran en la tabla 2.5.8
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Tabla 2.5.8: Probabilidades tedricas y frecuencias relativas para un ndmero n de
clientes observadas en simulaciones de 1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo para
a=16, b=9, «=0,36, #=0,8.

n 1000 5000 10000| Prob.
0 |0,173 0,154 0,169 | 0,165
1 0,004 0,004 0,005]| 0,004
2 10,002 0,002 0,002 0,003
3 10,007 0,007 0,008 0,006
4 10,003 0,002 0,002 | 0,003
5 10,016 0,015 0,017 | 0,016
6 |0,002 0,004 0,003 0,004
7 10,055 0,062 0,075 0,068
8 0,003 0,005 0,006 | 0,007
9 0,001 0,003 0,003 0,006
10 | 0,007 0,007 0,009 | 0,007
11 | 0,002 0,004 0,004 | 0,006
12 | 0,013 0,012 0,014 0,010
13 | 0,005 0,004 0,004 | 0,006
14 |0,022 0,024 0,028 | 0,027
15 | 0,006 0,007 0,006 | 0,006
16 |0,105 0,109 0,121 | 0,116
17 | 0,010 0,010 0,011 0,011
18 | 0,004 0,005 0,005 0,011
19 | 0,016 0,015 0,016 | 0,012
20 | 0,006 0,007 0,006 | 0,010
21 | 0,020 0,022 0,026 | 0,018
22 | 0,007 0,007 0,007 0,010
23 | 0,046 0,048 0,053 0,051
24 |0,011 0,012 0,011 0,011
25 10,005 0,005 0,005 0,006
26 | 0,008 0,012 0,013 0,015
27 | 0,005 0,005 0,005 | 0,014
28 | 0,014 0,016 0,017 | 0,014
29 | 0,006 0,009 0,007 |0,013
30 | 0,031 0,026 0,026 | 0,013
31 | 0,009 0,008 0,008 0,012
32 | 0,010 0,015 0,017 0,012
33 | 0,010 0,011 0,010 0,011
34 | 0,005 0,006 0,005| 0,011
35 | 0,015 0,013 0,013 0,011
36 | 0,007 0,008 0,007 0,010
37 | 0,017 0,013 0,013 0,010
38 |0,009 0,008 0,007| 0,009
39 | 0,019 0,016 0,014 0,009
40 | 0,006 0,005 0,007 | 0,009
41 | 0,005 0,005 0,005 | 0,008

110

n 1000 5000 10000| Prob.
42 0,013 0,009 0,009 | 0,008
43 | 0,009 0,006 0,005 0,008
44 | 0,016 0,009 0,010 | 0,007
45 | 0,006 0,007 0,006 | 0,007
46 | 0,012 0,011 0,009 | 0,007
47 | 0,009 0,006 0,006 | 0,007
48 | 0,014 0,009 0,006 | 0,006
49 10,010 0,006 0,005 | 0,006
50 | 0,009 0,006 0,004 0,006
51 | 0,014 0,008 0,007 | 0,006
52 | 0,007 0,004 0,004 | 0,005
53 |0,009 0,009 0,008 | 0,005
54 10,008 0,006 0,005 0,005
55 10,005 0,004 0,004 0,005
56 |0,010 0,006 0,006 | 0,005
57 | 0,008 0,004 0,003 | 0,004
58 | 0,011 0,007 0,005 | 0,004
59 10,005 0,003 0,003 0,004
60 | 0,007 0,005 0,005 0,004
61 | 0,008 0,005 0,004 | 0,004
62 | 0,002 0,003 0,003 0,004
63 | 0,007 0,007 0,005 | 0,004
64 | 0,003 0,002 0,002 | 0,003
65 | 0,004 0,005 0,004 0,003
66 | 0,001 0,003 0,003 0,003
67 | 0,003 0,005 0,004 0,003
68 | 0,006 0,003 0,003 0,003
69 | 0,004 0,004 0,004 0,003
70 | 0,004 0,002 0,003 0,003
71 | 0,003 0,002 0,002 0,003
72 | 0,005 0,006 0,004 0,003
73 | 0,003 0,003 0,002 | 0,002
74 | 0,001 0,004 0,003 0,002
75 | 0,002 0,002 0,002 0,002
76 | 0,004 0,004 0,003 0,002
77 | 0,002 0,001 0,002 0,002
78 | 0,002 0,002 0,002 | 0,002
79 | 0,001 0,002 0,002 0,002
80 | 0,003 0,003 0,002 0,002
81 | 0,000 0,003 0,002 | 0,002
82 | 0,003 0,002 0,002 | 0,002
Media| 27,243 30,150 26,296|27,208




2.5 Comparacion entre los resultados tedricos y las simulaciones
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Capitulo 2

2.6 Comparacion entre los dos modelos
considerados en los capitulos 1y 2

La unica diferencia entre estos dos modelos es que en el primero (tratado en el
capitulo 1) se requiere un minimo de b clientes para iniciar un turno de atencion,
mientras que en el segundo (tratado en el capitulo 2) es posible iniciar un turno de
atencion con menos de b clientes.

Las probabilidades para el nimero de clientes presentes en el sistema se calculan en
ambos modelos de modo muy similar: Las primeras a+b se obtienen resolviendo un
sistema de ecuaciones lineales; las restantes, mediante las expresiones (1.2.31) para
el modelo del capitulo 1y (2.3.22) para el modelo del capitulo 2.

De dichas expresiones se puede obtener las correspondientes esperanzas para el
nimero de clientes en el sistema, que quedan definidas mediante la ecuacion (2.6.1)
para el primer modelo y con la (2.6.2) para el segundo:

s A ) (@+b)(d— %) + X (2.6.1)
iZ:o:n q”+(1 ;q‘J 1-%,

W & Y(@+h)A-x)+X% a-A r 2.6.2
;‘n qn+(1 ;qu 1-x, Sl[(l_Az)z"'l_AzJ ( )

El término que se resta en la ecuacion (2.6.2) va a hacer que en media se acumulen
menos clientes con el segundo modelo que con el primero.

Este hecho se observa en la Figura 2.6.1, que muestra el nimero medio de clientes
en el sistema obtenido mediante simulaciones sistematicas con densidad de tréfico
creciendo en pasos constantes de 0,1 y para tres valores de g (bajo, medio, alto).
Apenas se aprecian diferencias en cuanto a § para densidad de trafico inferior a 0,4,
aunque el nimero medio de clientes en el sistema se mantiene siempre ligeramente
superior para el modelo 1, a la izquierda, que para el modelo 2, representado en la
grafica de la derecha. Al crecer la densidad de trafico también aumentan las
diferencias debidas a # dentro de cada modelo, pero se diluyen las diferencias
debidas al modelo (seguramente porque b es pequefio).

Modelo 1: Se requiere un minimo de b
clientes para iniciar un turno de atencion

Modelo 2: No se requiere un minimo de b
clientes para iniciar un turno de atencion

L A i B e A A
© ! ! N
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o8 | 5 | o
T 0 Lot Lo L R T AP
E 2 | ! : e
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S E boe o 08 :
zZ 9 ! ' '
s © 0

0 010203040506070809 1
Densidad de trafico

ea=2, b=3, B=0,2; ea=2, b=3, B=

0 010202040506 070809 1
Densidad de trafico

0,5; ea=2, b=3, f=0,7

Figura 2.6.1: Comparacion entre el nimero de clientes presentes en el sistema en funcion de la
densidad de trafico para los modelos 1y 2.
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2.6 Comparacion entre los dos modelos considerados en los capitulos 1 y 2

Un resultado interesante es que, en términos de tiempo de espera representados en la
Figura 2.6.2, el primero de estos dos modelos es mas eficiente para densidad de
trafico media que cuando es baja, lo que no ocurre en el segundo modelo.
Posiblemente se deba al hecho de que en este Ultimo no hay que esperar a que se
alcance el minimo de b clientes para iniciar el servicio; en el primer modelo, si la
densidad de tréfico es baja, puede ocurrir que dicho minimo tarde algin tiempo en
alcanzarse.

La Figura 2.6.2, basada en simulaciones y no en ningun estudio tedrico —que no se
ha hecho para tiempos de espera—, muestra este hecho: En el grafico de la izquierda,
correspondiente al primer modelo y para todos los valores de £, se ve que el tiempo
de espera es mas alto para densidad de trafico baja (tanto mas alto cuanto menor es

£), decrece hasta alcanzar un minimo y luego aumenta, a causa ya de la congestion.

En el gréafico de la derecha, correspondiente al segundo modelo, el aumento en el
tiempo de espera se debe solo a la mayor densidad de trafico, y, como era de esperar,
crece mas deprisa para valores menores de £ .

Modelo 1: Se requiere un minimo de b Modelo 2: No se requiere un minimo de b
clientes para iniciar un turno de atencién clientes para iniciar un turno de atencion
40 40

& 35 35

5 .

g 30 (- 30

@

o 25 25

© 20 20 1

(=] |

= 15 |--- 15 |___

E 10 r---1 10 |---

8_ 5 5

g 0 0

= 0 010203040506070809 1 0 0610203040506 070809 1

Densidad de trafico Densidad de tréfico
eg=2, b=3, =0,2; ea=2, b=3, =0,5; ea=2, b=3, =0,7

Figura 2.6.2: Comparacion entre los tiempos de espera en funcion de la densidad de trafico para los
modelos 1y 2.

Por ultimo, la Figura 2.6.3 muestra el porcentaje del tiempo de espera que se debe a
que aun no se ha alcanzado el minimo requerido de clientes. Este grafico solo tiene
sentido para el primer modelo, claro, puesto que en el segundo no hay que esperar
por ese motivo.

ea=2, b=3, =0,2; ea=2, b=3, =0,5; ea=2, b=3, =0,7
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Porcentaje de tiempo de espera debido
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Densidad de trafico

Figura 2.6.3: Porcentaje de tiempo de espera debido a que no se ha alcanzado el nimero minimo de
clientes en funcion de la densidad de trafico para el modelo 1.
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En la Figura 2.6.3 es patente el decrecimiento de dicho porcentaje al aumentar la
densidad de trafico: al llenarse el sistema con mayor rapidez, la espera se debera a la
congestion y no al tiempo que tarde en alcanzarse el minimo.

Se observa también que el porcentaje de tiempo de espera debido a que no se ha
alcanzado el minimo es mayor para mayores valores de  : f grande significa tasa de
salidas alta, es decir, servicio rapido. Por lo tanto, es de esperar que la proporcién de
tiempo de espera debida al tiempo requerido para atender a los clientes precedentes
sea menor para £ grande, a igualdad de las demés condiciones.
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CAPITULO 3

SERVICIO POR BLOQUES DE b CLIENTES
CON TAMANO DE BLOQUE DE ENTRADA
ALEATORIO

En este capitulo se estudiara el modelo el Geo® |Geob|1: los clientes llegan en
bloques de tamafio aleatorio y son atendidos en blogues de b. Si en un momento
dado hay menos de b clientes esperando, el servicio no se inicia aunque el servidor
esté libre.

En cada momento se produce una entrada de X clientes (podria ser X = 0), con
probabilidad P(X = k) = «, (cualquier distribucién discreta). Entran clientes —al
menos uno— con probabilidad 1-«,; no entra nadie con probabilidad «, La
distribucion del tiempo entre dos entradas consecutivas es geométrica de parametro
1-«a,.

En el caso de que haya clientes recibiendo atencidn —esto es, si hay al menos b
clientes en el sistema—, se puede producir una salida, con probabilidad £, o0 no, con
probabilidad 1-/4, de manera independiente de las entradas. Ademas, las salidas,
siempre que haya clientes suficientes en el sistema, se producen independientemente
unas de otras.

3.1 Resultados de simulacion

Como en los capitulos anteriores, se presentan, antes de mostrar la resolucion
tedrica, varias simulaciones de este sistema para modelos concretos de distribucion
del tamafio del blogue de entrada.

Sea cual sea dicho modelo, la intensidad de trafico vendra dada por el cociente
_EX
b-B
donde X es la variable aleatoria "tamafio del bloque de entrada™; en estas
simulaciones veremos las diferentes maneras en que evoluciona el sistema a medida
que aumenta la intensidad de tréfico.

Concretamente, para ilustrar este punto se ha utilizado el modelo de Poisson para X ;
al final del capitulo se trabaja también con otros modelos y se comparan las distintas
situaciones.

Si el tamafio del bloque de entrada, X, sigue una distribucién de Poisson de
pardmetro A, tendremos EX = 1; por tanto, la intensidad de tréfico sera

_ A
p_bﬁ
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3.1.1 Simulacionescon b =4

Se muestran aqui simulaciones con b =4 y g = 0,5 para la distribucion de las
salidas, y con distintos valores del pardmetro A que regula la distribucion de las
entradas. Al aumentar A, aumenta en consecuencia la intensidad de trafico.

En primer lugar se ven tres simulaciones con trafico normal, con p 0,2, 0,4 y 0,6
respectivamente (Figuras 3.1.1, 3.1.2 y 3.1.3).
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Figura 3.1.1: Simulacion con b=4 =05 1=04 p=0,2

[y
»

Media observada: 3,19

[N
SN

[N
N

[EEN
o

—lY | ]

NUmero de clientes

o N B~ [ep] oo
|

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Tiempo de simulacién

Figura 3.1.2: Simulacion con b=4 p=05 1=08 p=04

Las trayectorias en estas dos primeras simulaciones son bastante estables; el namero
de clientes en el sistema se mantiene por debajo de 10 en el primer caso y de 15 en
el segundo.
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3.1 Resultados de simulacion

En la tercera, a continuacion, con p = 0,6, el nimero de clientes llega a aumentar
ocasionalmente hasta 24, pero se observa aun cierta estabilidad:
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Figura 3.1.3: Simulacion con b=4 =05 1=12 p=0,6

El nimero medio de clientes en el sistema no es alto en ningun caso; como era de
esperar, se ve que aumenta con la intensidad de trafico. También, como es ldgico,
los periodos de ocupacion son mas largos a medida que aumenta p.

Las tres simulaciones siguientes se han hecho con tréfico pesado (p =08, p = 1
y p = 11). En la primera (Figura 3.1.4), el nimero de clientes se mantiene en
general por debajo de 30, pero puede llegar a aumentar bastante:
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Figura 3.1.4: Simulacion con b=4 =05 /1=16 p=0,8
En la segunda (Figura 3.1.5) el nimero de clientes en el sistema fluctia mucho,

siendo en general muy alto. La duracion de los periodos de ocupacion llega a ser en
ocasiones larguisima:
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Figura 3.1.5: Simulacioncon b=4 =05 1=2 p=1

Por Gltimo, en la Figura 3.1.6, con p = 1,1: Ahora es patente la tendencia creciente
en el nimero de clientes presentes en el sistema; las ligeras disminuciones que
podemos observar a lo largo del proceso no logran contrarrestar dicha tendencia:
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Figura 3.1.6: Simulacion con b=4 pg=05 1=22 p=11
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3.1 Resultados de simulacion

3.1.2 Simulacionescon b =8

En este segundo grupo de simulaciones se aumenta a 8 el tamafio del blogue de
salida y se mantiene fijo el pardmetro A= 0,6. Se ira disminuyendo el valor del
parametro £, lo que a su vez hara aumentar la intensidad de trafico p .

En las Figuras 3.1.7, 3.1.8 y 3.1.9 hay tres simulaciones con trafico normal: p=0,18,
0,3 y 0,5; en las dos primeras se observan trayectorias estables, con el nimero de
clientes en el sistema casi siempre por debajo de 10:
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Figura 3.1.7: Simulacion con b=8 p=0,4 1=0,6 p=0,18
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Figura 3.1.8: Simulacion con b=8 p=0,25 1=0,6 p=0,3

El nimero de clientes en el sistema es, en general, bajo en ambos casos. Vemos que
ocasionalmente aumenta —hasta 25, en la segunda simulacion—, pero enseguida
disminuye, y las medias observadas son pequerias.
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En la Figura 3.1.9, con p = 0,5, las fluctuaciones son mayores, y en ocasiones el
namero de clientes en el sistema llega —e incluso sobrepasa— a 30. No obstante, la
media observada, 8,34, no es muy alta:
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Figura 3.1.9: Simulaciéon con b=8 p=0,15 1=0,6 p=0,5

Se ve, como era de esperar, que tanto las medias observadas como la duracion de los
periodos de ocupacién aumentan a medida que aumenta p.

En la siguiente simulacién (Figura 3.1.10), con p = 0,83, se puede ver que las
fluctuaciones son considerables y que el nimero de clientes presentes en el sistema
ya es en general mas alto que en las simulaciones con trafico mas ligero. El nGmero
medio de clientes es de 18,4, mucho mayor que los que habiamos observado antes:
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Figura 3.1.10: Simulaciéncon b=8 £=0,09 1=0,6 p=0,83
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3.1 Resultados de simulacion

A continuacion, en la Figura 3.1.11, ya tenemos p = 1; el nimero de clientes
ocasionalmente desciende mucho, pero la inestabilidad es muy acusada. Rara vez el
sistema se queda vacio:
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Figura 3.1.11: Simulaciéncon b=8 p=0,075 1=0,6 p=1

o

En el ultimo ejemplo (Figura 3.1.12), para b =8, con p = 1,07, se observa una
tendencia creciente clara, aunque se producen pequefios descensos ocasionales:
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Figura 3.1.12: Simulaciéncon b=8 £=0,07 1=0,6 p=1,07

3.2 Planteamiento y resolucion de las ecuaciones

De nuevo el sistema es una cadena de Markov: el estado del sistema en cada instante
(el nimero de clientes presentes) depende de su estado en el instante anterior.

Los clientes llegan en blogues de tamafio aleatorio X , con distribucion
{ak}k=012. ., Yy el tiempo entre llegadas consecutivas sigue una distribucion

geométrica de pardmetro 1-«,.
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Capitulo 3

Son atendidos en bloques de b (constante) y el tiempo de servicio sigue una
distribucion geométrica de parametro £.

Los tiempos entre llegadas son independientes entre si, y también los tiempos de
servicio. Ademas, los servicios se producen independientemente de las llegadas, a
menos que no haya clientes suficientes como para iniciar un servicio.

Las probabilidades de transicion vendrén dadas en funcidon de las probabilidades de
gue en cada momento se produzca una entrada (de k clientes), una salida, ambas
cosas 0 ninguna. Estas, a su vez, dependen del nimero de clientes que haya en el
sistema.

Sea Y el nimero de clientes que salen en un momento dado; la situacién se puede
resumir asi:

P(X=k.Y=0|n)=P (entran k y no sale ninguno | » clientes en el sistema)
P(X=k.Y=>b|n)=P (entran k ysalen b|n clientes en el sistema)

donde se incluye la posibilidad de que sea k =0.

Estas probabilidades son:

- o, si n<h
P :k’Y:mn):{ak(liﬁ) si nzb}

0 sl n<b}

P(X:k’Y:Mn):{a.- p st nzb

para k =0,1,2, ...

3.2.1 Matriz de transicion y ecuaciones en el equilibrio

Para obtener las probabilidades de transicion
P, = P(el sistema pase del estado n al m en la siguiente unidad de tiempo)
se estudia a qué estados puede pasar el sistema desde el estado n:
* Alestado n+k, con probabilidad { % sion<b }
(No se produce salida) a(1=p) st nzb

* Alestado n+k -b, con probabilidad «, 8 ,perosélosi n >b.
(Si se produce salida)

Se puede considerar la matriz de transicién como la suma de la matriz de cambio
sin salida (Tabla 3.2.1) y la matriz de cambio con salida (Tabla 3.2.2).

Tabla 3.2.1: Matriz de cambio sin salida

0 1 2 - b-1 b b+1 b+2
Gy a Gy o Oy a Ay Apyz
1 0 a o - a, Gy a, Qi1
0 0 & - as & Ty %
b-1. 0 0 O a, o, a, a;
5000 T A By S ) R By
b+1: 0 0 O 0 0 a,1-8) o @Q-p)
b+2: 0 0 O 0 0 0 a,1-5)
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3.2 Planteamiento y resolucion de las ecuaciones

Tabla 3.2.2: Matriz de cambio con salida

0 1 2 b-1 b b+1 b+2
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0 0
b-1: O 0 o - 0 0 0 0

b ap af o, - o, S ., f
b+1 0 apf o ff - o ,Bia B o ., f
b+2 0 0 %o B %3 Yo %2 B %o B %y s

Si [lamamos: c,=a
c,=a, f
: (3.2.7)
Coy =0y 3
c,=a,f+a,,(1-5) Vnzb
se puede escribir la matriz de transicién (Tabla 3.2.3) como:
Tabla 3.2.3: Matriz de transicion
0o 1 2 b-1: b b+l b+2
0 e, o o Quy @ Oy Oy Oy
1 0 a, o, e Oy, a4 (o Ay
2 0 0 o - a; &, a, o
: : : . : _ P
b-1:0 0 O a, a  a, O
b CO Cl CZ Cb—l Cb Cb+1 Cb+2
b+1: 0 ¢, ¢ C,o Coy C  Cpy
b+2: 0 0 ¢ Cos Co Gy G
Sean d, =P (n clientes en el sistema) las probabilidades en estado de equilibrio.
En esta situacion:
t t
Plg=q (d=(G % %.-?)") (3.2.8)
Es decir:
[ a, O 0 0Oic, O O 17T a 1 [ a ]
o 24 0 0 G Co 0 0, 0,
a, a, 24 0 C'z G Co a, a,
Gy Cpy CQpg 0 O Gy G, Cg || Oy | =] Gy (3.2.9)
QG QA A, o G Gy G 4y Ay
Gy O Oy a Gy G Gy Uyt Uyt
Gpyz Gy O a; Cb_+2 Coa G Up-2 Up-2
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Capitulo 3

De aqui se obtienen las ecuaciones que rigen el sistema cuando éste estd en

equilibrio: I b
Para n < b : q}? = Z an—.k q{' + Z Cn—k+b qk
k=0 k=t
- o (3.2.10)
PaIa nz= b : gn = Z an—.k gk + Z Cn—k+b gk
k=0 k=b
3.2.2 Resolucion de las ecuaciones
Sean A(x)=> a, x" B(x)=(1- )+ B’
= 3 (3.2.11)
C=Y e, o)=Y,
n=0 n=0
las funciones generatrices de las sucesiones
{a} {1-£.0,--,0, 8,0, } . {c.} ¥y {a,}
respectivamente; sera:
C(x) = BAX) +(1— B) X A(X) (3.2.12)
y
= =1 n o -1 n
O(x) :Z q, x" :Z Z(an—k Gy T Cox Doer )} X+ Z{ A, gyt Z Coce By | X =
n=0 n=0| k=0 n=b| k=0 k=0
= Zan gox" + Zaa gx"" + +Zan G i X" +
=0 =0 n=0
+ch9¢-xn +ch9¢-+1xm1 + - =
=0 =0
=0 AC) + G XAQ) + -+ +0py X AX) G, C(X) + Gy XC(X) + o+ =
=[G+ X+ -+ XA +[ G+ Gy X+ Gy, X+ - ]C(X) =
= Ao+ X+ o+ Gy XX CON[ Uy X° + Gy X0+ Gy X2 ] =
1 b1
=4(x0)Y g, X" +x7 C(x){Q(x) ->q, x”} (3.2.13)
=0 n=0
Entonces:
b-1 b1
Q00 =AM G, X 47 C| Q) -Sa,x' | =
n=0 n=0
b-1
< Q(x) [l— X" C(x)] = [A(x) —x" C(x)] >0, X" e
n=0
ot AX) =X C(X) b1 X" A(X) — C(x)
& QX = X" - - xn 2 (30,14
Q() n:Oq 1—X bC(X) ;q Xb_C(X) ( )
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3.2 Planteamiento y resolucion de las ecuaciones

Teorema 5
El sistema descrito en las ecuaciones (3.2.10) es estacionario si y solosi EX <b f.
Demostracion

1. Condicién necesaria :

Supongamos que el proceso es estacionario. Entonces, Q(x) debe ser
convergente en X = 1; concretamente, debe ser lim Q(x) = 1.

x—1

Operamos:

. . & YAX)-Cx)| & . xPA(x) - C(x)
lim O(x) = lim T = him —————~
o) X1 ;q” x* - C(x) ;fj’n o X —C(x)
Este altimo limite es de la forma 0/0, pues A (1) = C(1) = 1. Aplicando la

regla de L"Hépital:
i X*AX)—C(X) .. bx"TAX)+x"A'(X)—C'(X)
im ——————==Iim T E——
ol X —=C(X) X1 bx"™ —C'(x)

x—=1

Pero C(x) = BA(X)+(1- B)x°A(x) , luego
C'(x) = BA'(X) +b(1- B) X A(X) +(1—- B) X" A'(X)
C'() = BEX +b(1- )+ (1— B)EX =EX +b(1- j)

Y queda
lim b X" A(X) + XA'(X)-C'(x) _ b+EX-EX-b(1-p) _ bp (3.2.15)
x—1 bx"™*—C'(x) b—EX —b(l- ) b —EX

Por tanto, si el proceso es estacionario:

1=|iml Q(x) = an bﬂb_%

Ademas se debe cumplir que
b-1
0<qg,<1 ; 0<> g, <1
n=0
pues los nmeros qg, 1, ..., -1 Son los primeros elementos de la sucesion
de probabilidades que buscamos, {q, }.

Obsérvese también que b S es la esperanza de la variable aleatoria "numero
de clientes que salen en cada momento™ y EX la del "ndmero de clientes
que entran en cada momento". Entonces, tanto b # como EX son nimeros
positivos.

Tendra que ser, por tanto, 0<bf—EX <bg , es decir EX <bp.

2. Condicion suficiente :
Supongamos que EX <b . Si en la expresion (3.2.14) se sustituye C (x) por
su valor segun (3.2.12), quedara

Q) =3, x XACI—CCI _

x” —C(x)
_ bf:q " X" AX) — BAX) — (L= B)XAX) _
= X" — BA(X) — (1— B)X°A(X)
SRS — BA(X) (1—x")

= X' = A +0-HX ]
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Si EX <b g , el teorema de Rouché ([1], [75]; ver el apéndice II) prueba que
el denominador de esta expresion tiene exactamente b-1 raices en el
interior del circulo unidad (incluyendo multiplicidades).

El denominador no se anulaen x =0, pues A(0) = a,#0.

Supongamos que r , dentro del circulo unidad, es raiz del denominador.
Entonces, r # 0, y se cumplira:

0=r’ =AM S+A-p)r" |
Luego, en particular, A (r) # 0, y para el numerador quedara:

{Z g, } [ BAMN -]

Se pueden e|egl'l‘{q0,ql,---,_qbfl} c,omo I(?s coeﬁu_eqtles del polinomio de
grado b -1 que tiene estas mismas raices mas la condicién

biq _bp—EX
n=0 " bﬂ

Asi, el cociente resulta una funcién analitica en el interior del circulo unidad
cuyo limite cuando x tiende a 1 es precisamente 1. Se completa la sucesion
{q”} sustituyendo estos {qo,ql,---,qbfl}en el sistema (3.2.9); esta serd, por
su propia construccién, la solucion estacionaria.

Q.E.D.

En el apartado siguiente se ilustra este proceso de resolucion con algunos ejemplos.
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3.3 Comparacion entre los resultados tedricos y las simulaciones

3.3 Comparacion entre los resultados tedricos
y las simulaciones

En este apartado se resuelven las ecuaciones para algunos casos concretos y se
comparan las probabilidades tedricas asi obtenidas con las frecuencias relativas
observadas en las simulaciones correspondientes.

Dichas simulaciones se realizaron utilizando el modelo de Poisson para el tamafio
del bloque de entrada, de modo que ahora aplicaremos el método general de
resolucion a esta situacion.

Para la resolucion con un modelo concreto —en este caso, el modelo de Poisson—, se
parte de la expresion obtenida en el apartado anterior para la funcién generatriz de

{0,}(3.2.14):

B XAN-CK R . —pAK A-X) (331)
Q00 =28 X e &% A pra—p) ]

Si la distribucién del tamafio del bloque de entrada se rige por el modelo de Poisson
de media A , la funcién generatriz A (x) sera

S n = —. ﬂyn n — = (iX)n — — —
A(x):nzzolanx :nzz(;elmx :elnzzf; o =efet =00 539
y por tanto:

_,B e—l (1-x) (1_ Xb)
X" —e* 001 (1-p)x° | (3.3.3)

b-1
Q(X) =>.q, x"-

En el primer blogue de simulaciones expuestas en el apartado 3.1, los parametros
que regian la distribucion de las salidas eran fijos (b =4, # =0,5), y se hacia
variar la media A de la distribucién de Poisson para las entradas. A continuacion se
presentan las probabilidades teéricas obtenidas y las esperanzas tedricas (todos los
calculos se han hecho con MAPLE) junto con los resultados observados en las
simulaciones.

Resultados para b=4 B =05 A=04 p =072

Se sustituyen los parametros por sus valores en la funcion generatriz:

—0,5e 40 (1-x*) (3.3.4)
4 _g 040l (0, 5+0,5 x“)

Q(X) zzqn X" X

Las b - 1 =3 raices del denominador en el circulo unidad son:

r, = -0,75736
~0,09747 + 0,81727 i
-0,09747 - 0,81727 i

= =
w N
I n

Los coeficientes del polinomio de grado b -1 = 3 que tiene estas mismas raices y

suman bs —EX
0, +0, + 0, +0s z_ﬁbﬁ 2 —1-p=0,8
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son: g, = 0,1247 g, = 0,2315
q, = 0,2006 qs; = 0,2431

Los demas términos de la sucesion se calculan del siguiente modo, a partir de la
forma matricial del sistema de ecuaciones en el equilibrio:

1
o +CQ, =4, = 0O, = a(% _aoqo)
1
a,(, +a,q, +C0, +C 0y =0 = Qpu = a(ql —a(, —a,q, — C1Qb)
,en general, para n > 1: 1 z C 3.
y g P Qpn = C_(Qn - Zak Onix — zck qn+ka (3 3 5)
0 k=0 k=1

La tabla 3.3.1 muestra los resultados numéricos obtenidos junto con las frecuencias
relativas observadas en simulaciones de 1000, 2500 y 5000 unidades de tiempo.

Tabla 3.3.1: Probabilidades teéricas y frecuencias relativas
observadas en simulaciones de 1000, 2500 y 5000 unidades
de tiempo para b=4, f=0,5, 1=0,4.

NUmero de Frecuencia relativa .
clientes T-1000  T=2500  T=5000 | ropabilidad

0 0,0991 0,1114 0,1188 0,1247

1 0,2262 0,2007 0,2087 0,2006

2 0,2112 0,2376 0,2287 0,2315

3 0,2753 0,2552 0,2397 0,2431

4 0,1181 0,1222 0,1236 0,1227

5 0,0470 0,0437 0,0535 0,0484

6 0,0110 0,0188 0,0168 0,0181

7 0,0060 0,0060 0,0070 0,0067

8 0,0040 0,0032 0,0018 0,0025

9 0,0020 0,0008 0,0008 0,0009

10 0,0000 0,0000 0,0006 0,0003

Media 2,3403 2,3365 2,3247 2,3163

En las Figuras 3.3.1, 3.3.2 y 3.3.3 se ven las comparaciones entre frecuencias
observadas y probabilidades teoricas:

0,30

0,25

0,20 -

0,15 +

0,10 4

0,05 ~

0,00 -

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Numero de clientes

Figura 3.3.1: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacién de 1000 unidades de tiempo para b=4, =0,5, 1=0,4.
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3.3 Comparacion entre los resultados teoricos y las simulaciones
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0,10 +
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0,00 -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Numero de clientes

Figura 3.3.2: Probabilidades tetricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacién de 2500 unidades de tiempo para b=4, =0,5, 1=0,4.
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Figura 3.3.3: Probabilidades tetricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacién de 5000 unidades de tiempo para b=4 £=0,5, A=0,4.

En estos graficos no se aprecia pauta alguna en cuanto a la magnitud de las
probabilidades. Simplemente se puede observar que aumentan hasta 3 clientes en el
sistema y luego empiezan a disminuir rapidamente, aunque la probabilidad de 4
clientes en el sistema aun es alta en relacién con las otras. La intensidad de trafico
no es alta (p=0,2); las cuatro primeras han de sumar 1-p=0,8, que naturalmente
coincide con la impresion visual en la figura 3.1.1, donde la mayor densidad de
puntos se observa entre 0 y 3; afiadiendo la probabilidad de 4, sale 0,9227 y la
probabilidad de méas de 4 clientes es solo de 0,0773. El nimero medio de clientes en
el sistema es bajo; no llega a 3.

Por lo demés, como era de esperar, las frecuencias relativas observadas se
aproximan mas a las probabilidades tedricas cuanto mayor es el tiempo de
simulacion, especialmente al pasar de 1000 a 2500.

Resultados para b=4 B =05 A=08 p =04

En este caso, tenemos: 0,508 (1_ x“)

— 08 (o, 5+ 0,5x4)

Q(X) :an Xn ) X4

Las raices del denominador en el circulo unidad son:

r, = -0,62956
~0,11970 + 0,69325 i
-0,11970 - 0,69325 i

= =
w N
I
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Los coeficientes del polinomio de grado b -1 = 3 que tiene estas mismas raices y
suman

bp—EX
0o + G +0, + 0, =ﬁb—ﬁ=l—p=0,6
son: g, = 0,0661 g, =0,1845
q, =0,1371 q; = 0,2123

Los demas términos de la sucesion se calculan de la forma indicada en el punto
anterior.

La tabla 3.3.2 muestra los resultados numéricos obtenidos y con las frecuencias
relativas observadas en simulaciones de 1000, 2500 y 5000 unidades de tiempo.

Tabla 3.3.2: Probabilidades tedricas y frecuencias relativas
observadas en simulaciones de 1000, 2500 y 5000 unidades
de tiempo para b=4, p=0,5, 1=0,8.

Namero de Frecuencia relativa Probabilidad

clientes T =1000 T = 2500 T =5000
0 0,0640 0,0677 0,0687 0,0661
1 0,1477 0,1297 0,1390 0,1371
2 0,1901 0,1934 0,1844 0,1845
3 0,1921 0,2006 0,2070 0,2123
4 0,1674 0,1817 0,1652 0,1621
5 0,1085 0,0981 0,0935 0,1004
6 0,0475 0,0548 0,0537 0,0583
7 0,0351 0,0344 0,0366 0,0336
8 0,0176 0,0216 0,0212 0,0193
9 0,0114 0,0092 0,0098 0,0111
10 0,0052 0,0052 0,0082 0,0064
11 0,0052 0,0024 0,0044 0,0037
12 0,0010 0,0008 0,0022 0,0021
13 0,0021 0,0000 0,0030 0,0012
14 0,0031 0,0004 0,0014 0,0007
15 0,0010 0,0000 0,0012 0,0004

Media 3,2965 3,2550 3,3276 3,3050

Se presentan las comparaciones graficas entre frecuencias observadas y
probabilidades teéricas en las Figuras 3.3.4, 3.3.5y 3.3.6:
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Figura 3.3.4: Probabilidades tetricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacién de 1000 unidades de tiempo para b=4 £=0,5, 1=0,8.
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3.3 Comparacion entre los resultados tedricos y las simulaciones
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
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0,00 -

Figura 3.3.5: Probabilidades tetricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacién de 2500 unidades de tiempo para b=4 £=0,5, 1=0,8.
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Figura 3.3.6: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacién de 5000 unidades de tiempo para b=4 $=0,5, 1=0,8.

Como en el caso anterior, no hay mas pauta que un crecimiento inicial y un
decrecimiento posterior. Podemos observar que las probabilidades para 4 y 5
clientes en el sistema son mas altas que en aquel caso, debido a la mayor intensidad
de trafico, aunque la probabilidad mas alta se sigue correspondiendo con 3 clientes.
Aln asi, el nimero medio de clientes en el sistema ha aumentado, ya supera el 3,
pero sigue siendo bajo.

Resultados para b=4 B =05 A=12 p =06

Ahora, queda:

_0, 5 e—1,2 (1-x) (1_ X4)
*—e**(0,5+0,5x")

Q(X) Zan x"- X

Las raices del denominador en el circulo unidad son:

r, = -0,54064
r, = -012476 + 0,60213 i
r, = -012476 - 0,60213 i

Los coeficientes del polinomio de grado b-1 = 3 que tiene estas mismas raices y
suman b — EX
Qo +0,+Q, +Q; = b—ﬁ =1-p=0,4
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son:

g = 0,0362
q, = 0,0818

Se calculan los demas términos de la sucesion como en los ejemplos anteriores.
Ahora, con intensidad de tréfico algo mayor ( p = 0.6 ), los cuatro primeros sélo
suman 0.4, de modo que los siguientes ya tienen un peso considerable. De todos

q, = 0,1260
qs = 0,1595

modos, el nimero medio de clientes en el sistema sigue sin ser muy elevado.

Se han hecho para este caso simulaciones de 1000, 5000 y 10000 unidades de
tiempo; en la tabla 3.3.3 y las Figuras 3.3.7, 3.3.8 y 3.3.9 se puede observar que la
aproximacién de las frecuencias relativas a las probabilidades tedricas es mas lenta

gue para intensidades de trafico menores.

Tabla 3.3.3: Probabilidades tedricas y frecuencias relativas
observadas en simulaciones de 1000, 5000 y 10000 unidades
de tiempo para b=4, f=0,5,1=1,2.

NUmero de Frecuencia relativa Probabilidad
clientes T =1000 T =5000 T = 10000
0 0,0551 0,0316 0,0334 0,0326
1 0,1241 0,0878 0,0809 0,0818
2 0,1902 0,1302 0,1300 0,1260
3 0,2052 0,1492 0,1635 0,1595
4 0,1732 0,1440 0,1561 0,1513
5 0,1131 0,1138 0,1231 0,1199
6 0,0571 0,0914 0,0938 0,0887
7 0,0370 0,0592 0,0688 0,0647
8 0,0290 0,0468 0,0435 0,0472
9 0,0090 0,0422 0,0285 0,0345
10 0,0030 0,0290 0,0223 0,0252
11 0,0020 0,0218 0,0163 0,0184
12 0,0010 0,0158 0,0119 0,0135
13 0,0000 0,0114 0,0079 0,0098
14 0,0010 0,0082 0,0059 0,0072
15 0,0000 0,0054 0,0052 0,0053
16 0,0000 0,0030 0,0026 0,0038
17 0,0000 0,0022 0,0018 0,0028
18 0,0000 0,0016 0,0017 0,0020
19 0,0000 0,0008 0,0012 0,0015
20 0,0000 0,0018 0,0004 0,0011
21 0,0000 0,0008 0,0007 0,0008
22 0,0000 0,0010 0,0003 0,0006
23 0,0000 0,0006 0,0001 0,0004
24 0,0000 0,0002 0,0000 0,0003
25 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002
Media 3,3714 4,9450 4,6863 4,8813

Se muestran a continuacion los gréficos para comparar los resultados tedricos con

los simulados.
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3.3 Comparacion entre los resultados teoricos y las simulaciones

0,30
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0,20
0,15
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0,05
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01 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
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Figura 3.3.7: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacidn de 1000 unidades de tiempo para b=4 £=0,5,1=1,2.

En esta primera simulacion (Figura 3.3.7), con sélo 1000 unidades de tiempo, se
observa que hay mucha diferencia entre frecuencias relativas y probabilidades
calculadas.

En las dos siguientes (Figuras 3.3.8 y 3.3.9), con 5000 y 10000 unidades de tiempo
respectivamente, se ve que la aproximacién mejora de manera apreciable:
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Ndmero de clientes
Figura 3.3.8: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacién de 5000 unidades de tiempo para b=4 $=0,5, 1=1,2.

01 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Numero de clientes

Figura 3.3.9: Probabilidades tetricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacién de 10000 unidades de tiempo para b=4 £=0,5,1=1,2.

135



Capitulo 3

Resultados para b =4 B =05 A=16 p=08

., A , -1.6 (1—
La funcién generatriz sera: Q) = iq . _0,5e 6@ (1— x*)
el x4 —g 160 (0,5+ 0,5x4)

Las raices del denominador en el circulo unidad son:

r, = -0,47233
r, = -012311 + 0,52979 i
rs = -0,12311 - 0,52979 i
Los coeficientes del polinomio de grado b -1 =3 que tiene estas raices y suman
bg—EX
o+, +0, +, =L = =1-p =02
son: qo = 0,0123 q, = 0,0633
q, = 0,0363 q; = 0,0881

Las simulaciones que se presentan en este caso son de 1000, 10000 y 20000
unidades de tiempo; la tabla 3.3.4 muestra los resultados.

Tabla 3.3.4: Probabilidades tedricas y frecuencias relativas
observadas en simulaciones de 1000, 10000 y 20000 unidades
de tiempo para b=4, f=0,5, 1=1,6.

Namero de Frecuencia relativa Probabilidad
clientes T =1000 T =10000 T =20000
0 0,0130 0,0134 0,0097 0,0123
1 0,0400 0,0404 0,0343 0,0363
2 0,0639 0,0645 0,0599 0,0633
3 0,1039 0,0910 0,0842 0,0881
4 0,1019 0,1028 0,0938 0,0973
5 0,1139 0,0972 0,0936 0,0919
6 0,0789 0,0772 0,0822 0,0811
7 0,0899 0,0720 0,0736 0,0703
8 0,0619 0,0638 0,0699 0,0609
9 0,0669 0,0562 0,0580 0,0528
10 0,0430 0,0518 0,0476 0,0458
11 0,0400 0,0409 0,0421 0,0397
12 0,0280 0,0356 0,0340 0,0345
13 0,0320 0,0311 0,0297 0,0299
14 0,0290 0,0251 0,0266 0,0259
15 0,0100 0,0212 0,0234 0,0225
16 0,0180 0,0181 0,0199 0,0195
17 0,0220 0,0154 0,0175 0,0169
18 0,0090 0,0126 0,0149 0,0147
19 0,0070 0,0095 0,0121 0,0127
20 0,0070 0,0096 0,0110 0,0111
21 0,0050 0,0059 0,0093 0,0096
22 0,0060 0,0077 0,0076 0,0083
23 0,0060 0,0051 0,0084 0,0072
24 0,0020 0,0029 0,0065 0,0063
25 0,0000 0,0033 0,0062 0,0054
26 0,0010 0,0031 0,0042 0,0049
27 0,0010 0,0027 0,0037 0,0036
28 0,0000 0,0022 0,0029 0,0043
29 0,0000 0,0019 0,0027 0,0019
30 0,0000 0,0021 0,0025 0,0054
Media 7,4046 7,8432 8,4368 8,9358
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3.3 Comparacién entre los resultados tedricos y las simulaciones

El nimero medio de clientes en el sistema ha aumentado considerablemente con
respecto a las situaciones anteriores, llegando casi a 9. El decrecimiento de la
sucesion de probabilidades es mucho mas lento.

En las Figuras 3.3.10, 3.3.11 y 3.3.12 se ve como la aproximacion mejora al
aumentar el tiempo de simulacion.
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Figura 3.3.10: Probabilidades teéricas (azul) y frecuencias relativas observadas
(rojo) en la simulacién de 1000 unidades de tiempo para b=4 £=0,5, 1=1,6.
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Figura 3.3.11: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas
(rojo) en la simulacion de 10000 unidades de tiempo para b=4 £=0,5, 1=1,6.
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Figura 3.3.12: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas
(rojo) en la simulacién de 20000 unidades de tiempo para b=4 £=0,5, 1=1,6.
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En el segundo bloque de simulaciones con distribucion de Poisson, en cambio, se
dejaron fijos los parametros A = 0,6 (la media de la distribucién de las entradas) y
b = 8 (el nimero de clientes que son atendidos simultdneamente), mientras se
modificaba la intensidad de trafico variando el pardmetro S, que regula la
distribucion del tiempo de servicio. Se muestran ahora los resultados teodricos
obtenidos (todos los calculos se han hecho con MAPLE) junto con los observados en
las simulaciones.

Resultados para b =38 B =04 A=06 p = 0,1875

Ahora la funcién generatriz ser, segun (3.3.3):

_0’ 4 efo,e 1-x) (1_ Xs)
—e 00 (0, 4+0,6 x8)

QM) =24, X"+ —

Las b - 1 =7 raices del denominador en el circulo unidad son:

r, = -08016
r, = -06056 + 05450 i
rs = -06056 - 05450 i
r, = 05871 + 0,7091 i
rs = 05871 - 0,7091 i
re = -00766 + 0,8505 i
r, = -00766 - 0,8505 i

Los coeficientes del polinomio de grado b-1 =7 que tiene estas mismas raices y
suman

Qo +* +0, +0;+0, +Qs + Qs :—bﬁb—ﬂEX =1-p=0,8125
son:
0o = 0,040695
0., = 0,077200
0. = 0,098988
03 = 0,110896
04 =0,117348
0s = 0,120848
06 = 0,122747
07 = 0,123778

Los demas términos de la sucesion se calculan, como antes, segun (3.3.5).

La tabla 3.3.5 muestra los resultados numéricos obtenidos junto con las frecuencias
relativas observadas en simulaciones de 1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo.
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3.3 Comparacion entre los resultados teoéricos y las simulaciones

Tabla 3.3.5: Probabilidades teéricas y frecuencias relativas
observadas en simulaciones de 1000, 5000 y 10000 unidades
de tiempo para b=8, #=0,4, 1=0,6.

Ndmero de Frecuencia relativa Probabilidad
clientes T =1000 T =5000 T =10000
0 0,0370 0,0400 0,0365 0,0407
1 0,0881 0,0734 0,0773 0,0772
2 0,0951 0,0928 0,1020 0,0990
3 0,1161 0,1184 0,1125 0,1109
4 0,1341 0,1230 0,1203 0,1173
5 0,1361 0,1298 0,1191 0,1208
6 0,1261 0,1156 0,1207 0,1227
7 0,1211 0,1224 0,1274 0,1238
8 0,0751 0,0840 0,0780 0,0836
9 0,0460 0,0468 0,0459 0,0474
10 0,0160 0,0256 0,0269 0,0258
11 0,0060 0,0136 0,0128 0,0140
12 0,0030 0,0094 0,0078 0,0076
13 0,0000 0,0022 0,0042 0,0041
14 0,0000 0,0010 0,0029 0,0022
15 0,0000 0,0012 0,0014 0,0012
Media 4,7257 4,9884 5,0443 5,0116

Aunque la intensidad de trafico es pequefia, el nimero medio de clientes en el
sistema es ya superior a 5, mayor que en el caso de que los clientes fueran atendidos
de 4 en 4 con intensidad de trafico algo mas alta (ver tablas 3.3.1, 3.3.2 y 3.3.3).

Las figuras 3.3.13, 3.3.14 y 3.3.15 muestran las comparaciones entre frecuencias
observadas y probabilidades tedricas; se necesitan tiempos largos de simulacion
para que se parezcan entre si.
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Figura 3.3.13: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas
(rojo) en la simulacién de 1000 unidades de tiempo para b=8 £=0,4, 2=0,6.
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Figura 3.3.14 Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo)
en la simulacién de 5000 unidades de tiempo para b=8 £=0,4, 1=0,6.
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Figura 3.3.15: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas
(rojo) en la simulacién de 10000 unidades de tiempo para b=8 £=0,4, 1=0,6.

El decrecimiento de las probabilidades para mas de 9 clientes en el sistema es muy
rapido; se pueden atribuir esas probabilidades relativamente altas de hasta 8 ¢ 9
clientes al hecho de tener que esperar a que haya 8 para que se inicie la atencion.

Resultados para b=8 B =025 A=06 p =03

Sustituyendo los valores de los parametros en (3.3.3) obtendremos:
—0,25e 7060 (1— x8)
—e%°679(0,25+0,75x°)

Q(X) =an Xn' XS

Las raices del denominador en el circulo unidad son:

r, = -0,7649

r, = -0,7850 + 0,5189 i
r, = -0,5785 - 05189 i
r, = 0,5522 + 0,6862 i
rs = 0,5522 - 0,6862 i
re = -0,0773 + 0,8105 i
r, = -0,0773 - 0,8105 i
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3.3 Comparacion entre los resultados tedricos y las simulaciones

Los coeficientes del polinomio de grado b-1 =7 que tiene estas mismas raices y
suman

0 +0,+0,+0;+0, +0; + Qg :%:1_,‘):0’7
son.
Jo = 0,0280 g4 = 0,1027
d: = 0,0569 ds = 0,1096
g, = 0,0780 Js = 0,1144
g3 = 0,0926 - =0,1177

A partir de ellos se calculan los demas términos de la sucesién como ya se ha
indicado, segun (3.3.5).

La intensidad de trafico es aln baja, como en el caso anterior, y en ambos vemos
que las 8 primeras probabilidades de la sucesion tienen mucho peso sobre el
conjunto de la distribucion. La media también ha crecido, superando ya 6.

Los resultados numéricos obtenidos hasta 20 clientes, junto con las frecuencias
relativas observadas en simulaciones de 1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo, se
muestran en la tabla 3.3.6.

Tabla 3.3.6: Probabilidades tedricas y frecuencias relativas
observadas en simulaciones de 1000, 5000 y 10000 unidades
de tiempo para b=8, £=0,25, 1=0,6.

Namero de Frecuencia relativa Probabilidad
clientes T =1000 T = 5000 T =10000
0 0,0131 0,0240 0,0239 0,0280
1 0,0704 0,0599 0,0611 0,0569
2 0,0673 0,0743 0,0857 0,0780
3 0,0784 0,0895 0,0979 0,0926
4 0,0995 0,1055 0,1025 0,1027
5 0,1367 0,1133 0,1173 0,1096
6 0,1166 0,1211 0,1096 0,1144
7 0,1347 0,1035 0,1117 0,1177
8 0,0905 0,0989 0,0839 0,0920
9 0,0623 0,0649 0,0658 0,0647
10 0,0402 0,0433 0,0447 0,0446
11 0,0392 0,0318 0,0294 0,0307
12 0,0261 0,0212 0,0217 0,0212
13 0,0161 0,0162 0,0123 0,0146
14 0,0050 0,0096 0,0116 0,0100
15 0,0010 0,0042 0,0067 0,0069
16 0,0020 0,0054 0,0052 0,0048
17 0,0000 0,0032 0,0036 0,0033
18 0,0000 0,0028 0,0017 0,0023
19 0,0010 0,0010 0,0015 0,0016
20 0,0000 0,0022 0,0005 0,0011
Media 5,9407 6,0831 5,9277 6,0280

En las Figuras 3.3.16, 3.3.17 y 3.3.18 esté la comparacion gréfica entre frecuencias
observadas y probabilidades tedricas. El aspecto global es muy parecido al caso
anterior, pero el decrecimiento es algo mas suave.
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0,15
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0,00 -
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Ndmero de clientes
Figura 3.3.16: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas
(rojo) en la simulacién de 1000 unidades de tiempo para b=8 £=0,25, 1=0,6.
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Figura 3.3.17: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas
(rojo) en la simulacién de 5000 unidades de tiempo para b=8 £=0,25, 1=0,6.
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Figura 3.3.18: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas
(rojo) en la simulacién de 10000 unidades de tiempo para b=8 £=0,25, 1=0,6.
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Resultados para b=8 B =0,15 A =06 p =05

Ahora la funcidn generatriz de la sucesion {q , } seré:

-0,15e7%6@x) (1— X8 )
— 080 (0,15 +0,85 xB)

Q) =20, " =

Las raices del denominador en el circulo unidad son:

r, =  -0,7250
r, = -05483 + 04914 i
rs = -05483 - 04914 |
r, = 05178 + 0,6541 i
rs = 05178 - 0,6541 i
re = -00749 + 07671 i
r, = -00749 - 07671 i

Los coeficientes del polinomio de grado b-1 =7 que tiene estas mismas raices y

suman
bp—EX
q0+ql+q2+q3+q4+q5+q6=—bﬁ =1-p=0,5

son:
Jo = 0,0155
g1 = 0,0336
g2 =0,0492
s = 0,0622
44 =0,0730
0s = 0,0819
Js = 0,0893
g7 = 0,0954

Los demas términos de la sucesidn se calculan, como siempre, mediante (3.3.5).
Ahora, con intensidad de trafico algo mayor (o = 0,5), los ocho primeros sélo
suman 0,5, de modo que su peso ya no es tan grande como en los dos ejemplos
anteriores. La tabla 3.3.7 muestra estas probabilidades tedricas y las frecuencias
relativas observadas en las simulaciones. Se observan (Tabla 3.3.7) probabilidades
comparativamente altas para 12 6 13, por ejemplo, clientes en el sistema.

El nimero medio de clientes en el sistema es ya de 8,64, mas alto del que
observabamos en la tabla 3.3.3 con b =4 y mayor intensidad de tréafico (0,6).

Los resultados de las simulaciones se comparan graficamente con las probabilidades
en las Figuras 3.3.19, 3.3.20 y 3.3.21, en las que se aprecia el decrecimiento mucho
mas lento de la sucesion de probabilidades.
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Tabla 3.3.7: Probabilidades teéricas y frecuencias relativas
observadas en simulaciones de 1000, 5000 y 10000 unidades
de tiempo para b=8, #=0,15, 1=0,6.

Namero de Frecuencia relativa Probabilidad
clientes T =1000 T =5000 T =10000
0 0,0163 0,0170 0,0128 0,0155
1 0,0285 0,0366 0,0389 0,0336
2 0,0438 0,0524 0,0443 0,0492
3 0,0723 0,0717 0,0675 0,0622
4 0,0611 0,0789 0,0718 0,0730
5 0,0855 0,0825 0,0853 0,0819
6 0,0743 0,0771 0,0876 0,0893
7 0,1008 0,0983 0,0937 0,0954
8 0,0835 0,0859 0,0844 0,0850
9 0,0621 0,0737 0,0682 0,0711
10 0,0631 0,0566 0,0533 0,0589
11 0,0631 0,0392 0,0473 0,0488
12 0,0285 0,0464 0,0388 0,0405
13 0,0367 0,0280 0,0342 0,0335
14 0,0183 0,0266 0,0285 0,0278
15 0,0173 0,0232 0,0224 0,0230
16 0,0183 0,0200 0,0181 0,0191
17 0,0132 0,0128 0,0165 0,0158
18 0,0163 0,0140 0,0154 0,0131
19 0,0092 0,0106 0,0115 0,0109
20 0,0051 0,0074 0,0094 0,0090
21 0,0132 0,0074 0,0081 0,0075
22 0,0143 0,0068 0,0069 0,0062
23 0,0071 0,0058 0,0057 0,0051
24 0,0031 0,0068 0,0043 0,0042
25 0,0071 0,0046 0,0054 0,0035
26 0,0102 0,0044 0,0041 0,0029
27 0,0061 0,0020 0,0036 0,0024
28 0,0000 0,0014 0,0026 0,0020
29 0,0041 0,0012 0,0023 0,0017
30 0,0020 0,0004 0,0009 0,0014
Media 9,2851 8,3429 8,7427 8,6482

0,15

0,10

0,05 I

0,00 -

0123456 7 8 91011121314151617 1819 20212223 24252627 2829 30

Figura 3.3.19: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas

Numero de clientes

(rojo) en la simulacién de 1000 unidades de tiempo para b=8 £=0,15, 1=0,6.
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0,15
0,10
0,05
0,00 -
0123456 7 8 91011121314151617 1819 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Numero de clientes
Figura 3.3.20: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas
(rojo) en la simulacién de 5000 unidades de tiempo para b=8 £=0,15, 1=0,6.
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Figura 3.3.21: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas
(rojo) en la simulacion de 10000 unidades de tiempo para b=8 £=0,15, 1=0,6.

Como era de esperar, los valores observados se aproximan a los tedricos al aumentar
la longitud de la simulacion.

Resultados para b =38 B =0,09 A=06 p = 0,8333

La funcion generatriz serd:

7 —0.09e %60 (1 x®
Q(X) = an Xn ° X8 ( )
n=0

~e°¢049(0,09+0,91x%)

Las raices del denominador en el circulo unidad son:

r, = -0,6858
r, = -05182 + 04649 i
r, = -05182 - 04649 i
r, = 04874 + 0,6184 i
rs = 04874 - 06184 i
re = -00706 + 07245 |
r, = -00706 - 07245 i
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Los coeficientes del polinomio de grado b-1 =7 que tiene estas mismas raices y
suman

b —EX
Oy +0Q +0, +0; +0, +0s + s :'Bb—ﬂzl—pzo,1667
son: Jo = 0,0040 g4 = 0,0236
g: = 0,0091 gs = 0,0281
g, =0,0142 ge = 0,0323
gz =0,0190 g; = 0,0364

Los ocho primeros términos s6lo suman ahora 0.1667; su peso en el conjunto de
probabilidades es pequefio.

En la tabla 3.3.8 se presentan el resto de las probabilidades mas las frecuencias
relativas observadas en simulaciones de 5000, 10000 y 20000 unidades de tiempo.

Tabla 3.3.8: Probabilidades tedricas y frecuencias relativas
observadas en simulaciones de 5000, 10000 y 20000 unidades
de tiempo para b=8, £=0,09, 1=0,6.

Namero de Frecuencia relativa Probabilidad
clientes T =1000 T =10000 T = 20000
0 0,0009 0,0075 0,0054 0,0040
1 0,0030 0,0152 0,0095 0,0091
2 0,0081 0,0183 0,0153 0,0142
3 0,0094 0,0241 0,0212 0,0190
4 0,0189 0,0264 0,0245 0,0236
5 0,0236 0,0375 0,0314 0,0281
6 0,0255 0,0384 0,0360 0,0323
7 0,0319 0,0423 0,0422 0,0364
8 0,0257 0,0419 0,0359 0,0363
9 0,0298 0,0387 0,0329 0,0349
10 0,0262 0,0339 0,0370 0,0333
11 0,0217 0,0323 0,0316 0,0319
12 0,0302 0,0291 0,0316 0,0305
13 0,0262 0,0281 0,0276 0,0292
14 0,0236 0,0285 0,0263 0,0279
15 0,0234 0,0276 0,0288 0,0267
16 0,0255 0,0268 0,0247 0,0255
17 0,0230 0,0243 0,0248 0,0244
18 0,0234 0,0230 0,0252 0,0233
19 0,0204 0,0227 0,0219 0,0223
20 0,0243 0,0229 0,0225 0,0213
21 0,0211 0,0230 0,0214 0,0204
22 0,0266 0,0224 0,0212 0,0195
23 0,0219 0,0166 0,0206 0,0186
24 0,0185 0,0154 0,0172 0,0178
25 0,0221 0,0189 0,0170 0,0170
26 0,0204 0,0198 0,0156 0,0163
27 0,0204 0,0157 0,0131 0,0156
28 0,0196 0,0149 0,0140 0,0149
29 0,0168 0,0152 0,0154 0,0143
30 0,0215 0,0142 0,0184 0,0136
Media 21,5890 20,8042 22,3423 25,6722
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La intensidad de trafico es ahora alta (0,83), y el nimero medio de clientes en el
sistema, 25,67, muy elevado en comparacion con los observados en los casos
anteriores.

En las Figuras 3.3.22, 3.3.23 y 3.3.24 se aprecia como la aproximacion de las
frecuencias relativas observadas a las probabilidades teéricas mejora al aumentar el
tiempo de simulacion. También se ve que la probabilidad més alta se sigue
alcanzando en 7, pero ahora el decrecimiento de la sucesion de probabilidades es
muy lento.

0,15

0,10

0,05

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
Numero de clientes

Figura 3.3.22: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas
(rojo) en la simulacién de 5000 unidades de tiempo para b=8 £=0,09, 1=0,6.
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0,00 -
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
Namero de clientes
Figura 3.3.23: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas
(rojo) en la simulacién de 10000 unidades de tiempo para b=8 £=0,09, 1=0,6.
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Figura 3.3.24: Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas
(rojo) en la simulacién de 20000 unidades de tiempo para b=8 £=0,09, 1=0,6.
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3.4 Comparacion del modelo de Poisson
con otros modelos

En el apartado 3.2 se estudié este sistema desde el punto de vista teérico sin
especificar un modelo concreto de distribucion para el tamafio del bloque de
entrada. Pero las simulaciones del apartado 3.1 se llevaron a cabo empleando la
distribucion de Poisson, y, por ello, para efectuar la comparacion de simulaciones
con resultados teoricos se aplico el método de resolucidn precisamente al modelo de
Poisson. También la influencia de los pardmetros se particularizd, en el apartado
3.3, al modelo de Poisson.

Ahora se mostraran simulaciones y resultados tedricos para otros modelos y se
compararan las conclusiones con las obtenidas para el caso de Poisson.

3.4.1 Distribucion geométrica

El tamafio del blogue de entrada se rige ahora por la distribucion geométrica. Se
muestran tres simulaciones —con intensidad de trafico baja, media y alta,
respectivamente, determinada por el parametro p de la distribucién geométrica—
que se pueden comparar con las presentadas en el apartado 3.1 para la distribucion
de Poisson. Los parametros b y B —que establecen el ritmo de atencion a los
clientes— se mantienen, como entonces, en 4 y 0,5.

La esperanza para el nimero de entradas es ahora
Ex =1=P
Y

de manera que la intensidad de trafico vendra dada por
p=EX_1-p
bs  pbB
Se utilizan para estas simulaciones (Figuras 3.4.1, 3.4.2 y 3.4.3) los valores 0,71,

045 y 0,38 para p; de este modo se obtienen sistemas con las mismas
intensidades de trafico que las vistas con el modelo de Poisson: 0,2, 0,6 y 0,8:

Numero medio de clientes en el sistema: 2,46
12 Tiempo medio de estancia en el sistema: 5,88
Tiempo medio de espera: 3,88
10
£ 8 |
=
LK}
= s L L] | ] | |
-k
2 4
5
<2
0 ‘
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Tiempo de simulacion

Figura 3.4.1: Simulacion con p=0,71 p=0,2
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Numero medio de clientes en el sistema: 5,48
Tiempo medio de estancia en el sistema: 4,56
Tiempo medio de espera: 2,56
25
ki 20
|
@ 15
: |
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0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Tiempo de simulacion
Figura 3.4.2: Simulacion con p=0,45 p=0,6
Numero medio de clientes en el sistema:11,64
Tiempo medio de estancia en el sistema: 7,27
60 Tiempo medio de espera: 5,27
50 (
& 40 l
: |
= 30 T | | | |
s b |
| | | | | l ity | il
é 20
-0 I
0 |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Tiempo de simulacién

Figura 3.4.3: Simulacion con p=0,38 »=0,8

Si se comparan estas tres simulaciones con las correspondientes a las mismas
intensidades de trafico pero con modelo de Poisson (Figuras 3.1.1, 3.1.3 y 3.1.4), se
ve que son muy parecidas. Puede que el proceso sea méas estable bajo el modelo de
Poisson; las fluctuaciones parecen mayores bajo el modelo geométrico. EI nimero
medio de clientes en el sistema también es mayor para el modelo geométrico, en
cada caso, que para el modelo de Poisson. Los tiempos medio de estancia en el
sistema son similares; la mayor diferencia —mayor tiempo para la distribucion
geométrica— se observa con densidad de trafico 0,8.

Se ha aplicado el método de resolucion descrito en al apartado 3.2 a la distribucion

eomeétrica, con funcién generatriz = A(X) = ——— .
g 9 0 = 151
Los resultados obtenidos se muestran al final del capitulo, junto con los obtenidos
en el apartado siguiente, para discutir conjuntamente los resultados con las tres
distribuciones (Poisson, geométrica y binomial negativa).
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3.4.2 Distribucion binomial negativa

En este apartado se utiliza la distribucion binomial negativa para el tamafio del
bloque de entrada. Como antes, se presentan tres simulaciones, con intensidad de
trafico baja, media y alta. Para poder comparar con las simulaciones hechas bajo
modelo de Poisson, y se hace variar la intensidad de trafico manteniendo la
esperanza de las salidas del sistema (b = 4; § = 0.5; EB = bg = 2) y modificando la
esperanza de las entradas, que depende de los parametros n y p de la distribucion
binomial negativa.

Teniendo en cuenta que la esperanza de la distribucion binomial negativa es

EX =n 1°P
p

y, por tanto, la intensidad de trafico sera

EX _,1-p

?~bp = " pbp

se han empleado los pardmetros de la tabla 3.4.1, que generan las intensidades de
trafico indicadas:

Tabla 3.4.1: Parametros empleados para las
simulaciones con distribucion binomial negativa para
el tamafio del bloque de entrada BN(n, p) con
intensidad de trafico resultante.

n 4 4 4
p 0,91 0,77 0,71
b 0.2 06 08

En los tres casos (Figuras 3.4.4, 3.4.5 y 3.4.6) se observan fluctuaciones ligeramente
mayores que las que veiamos para las mismas intensidades de trafico con el modelo
de Poisson. Sin embargo, son menores que las observadas en las correspondientes
simulaciones con distribucion geométrica.

Numero medio de clientes en el sistema: 2,3
12 Tiempo medio de estancia en el sistema: 5,82
Tiempo medio de espera: 3,82

s 1l 4] -

Numero de clientes

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 500(
Tiempo de simulacion

Figura 3.4.4: Simulacion con p=0,91 p=0,2
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Numero medio de clientes en el sistema: 4,96
Tiempo medio de estancia en el sistema: 4,18
30 Tiempo medio de espera: 2,18
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Figura 3.4.5: Simulacion con p=0,77 p=0,6
60 Nudmero medio de clientes en el sistema: 9,45
Tiempo medio de estancia en el sistema: 6,19
50 Tiempo medio de espera: 4,19
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Figura 3.4.6: Simulacion con p=0,71 p=0,8

También se puede reparar en que estas tres simulaciones se encuentran en una
situacion intermedia entre las hechas bajo modelos geométrico y de Poisson por lo
que respecta al nimero medio de clientes en el sistema y a los tiempos de estancia y
espera. Las diferencias son mas acusadas para mayor intensidad de trafico.

Para la distribucion binomial negativa la funcion generatriz es

_ p "
AX) _( 1—x(1—p)j ’

para ella, se ha calculado con MAPLE las probabilidades teéricas q, para el
namero de clientes presentes en el sistema en las tres situaciones precedentes. Los
gréficos siguientes (Figuras 3.4.7, 3.4.8 y 3.4.9) muestran la comparacion de estas
distribuciones con las obtenidas para los modelos de Poisson y geométrico. Se
observa en los tres casos que también desde el punto de vista tedrico el modelo con
distribucion binomial negativa se sitdia en una posicién intermedia entre los modelos
con distribucion geométrica y de Poisson.
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Probabilidad

Probabilidad

Probabilidad
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Figura 3.4.7: Comparacion entre las probabilidades calculadas segin el modelo de

distribucién para el tamafio del bloque de entrada: Poisson (azul), binomial negativa

(verde), geométrica (rojo); tamafio del bloque de salida: 4; intensidad de trafico: 0,2.
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Figura 3.4.8: Comparacion entre las probabilidades calculadas segin el modelo de
distribucion para el tamafio del bloque de entrada: Poisson (azul), binomial negativa
(verde), geométrica (rojo); tamafio del bloque de salida: 4; intensidad de trafico: 0,6.
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Figura 3.4.9: Comparacién entre las probabilidades calculadas segin el modelo de
distribucion para el tamafio del bloque de entrada: Poisson (azul), binomial negativa
(verde), geométrica (rojo); tamafio del bloque de salida: 4; intensidad de trafico: 0,8.
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La suma de las cuatro primeras, fijada la intensidad de trafico, ha de ser la misma
para los tres modelos (1-p ). Mas all4, se puede ver como a partir de un cierto valor,
el decrecimiento de la sucesion es mas rapido para el modelo de Poisson y mas lento
para la distribucién geométrica.

Ademas, utilizando las derivadas de la funcién generatriz, se han calculado en cada
caso la esperanza y la varianza tetricas del nimero de clientes en el sistema. Los
resultados se presentan en la tabla 3.4.2.

Tabla 3.4.2: Esperanzas Yy varianzas calculadas segun el modelo de distribucion para
el tamafio del bloque de entrada y la intensidad de trafico (tamafio del bloque de

salida: 4). - —
Esperanza Varianza  Desviacion

Poisson 2,3163 2,4053 1,5509

p =02 Binomial negativa 2,3059 2,5061 1,5831
Geometrica 2,3650 2,8244 1,6806

Poisson 4,8813 11,8702 3,4453

p =006 Binomial negativa 49907 12,6394 3,5552
Geomeétrica 5,9946 24,0442 4,9035

Poisson 8,9358 51,3030 7,1626

p =08 Binomial negativa 11,3981 83,9760 9,1638
Geometrica 14,1435 142,4452 11,9350

Se observa que para igual intensidad de tréafico (e igual esperanza de entradas y
salidas) el sistema con entradas segun la distribucion de Poisson muestra esperanza
y varianza menores que el sistema con entradas segln la distribucion geométrica, y
(salvo en un caso) también que cuando la distribucion es binomial negativa.
También es observable que las diferencias se acenttian al aumentar la intensidad de
trafico.

En cualquier caso, se ve que la distribucién binomial negativa para el tamafio del
blogue de entrada da lugar a una situacion intermedia entre las observadas para las
distribuciones geométrica y de Poisson.
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CAPITULO 4
CONCLUSIONES

Se relacionan aqui las conclusiones que se pueden extraer del anélisis detallado de
los tres modelos de colas en masa en tiempo discreto que constituyen la memoria,
analisis con una doble vertiente: el punto de vista tedrico esencial en todo desarrollo
matematico y la comparacion con los resultados (los ‘datos’) que es el ambito
natural de la Estadistica y que, en todos los capitulos, se hace mediante simulacién
para varios casos concretos.

Para el modelo de cola en masa para tiempo discreto Geo® |Geob |1 cuando tanto las
entradas en el sistema como la atencion tienen lugar en bloques de tamafio fijo y
distinto, a y b, y la atencion no se inicia hasta que no haya al menos b clientes
esperando, se puede concluir que:

1.

El sistema es estacionario si, y solo si, la densidad de trafico se mantiene
inferior a uno, como se prueba en los teoremas 1y 2.

Siempre que n > a+b, la resolucion de las ecuaciones en diferencias
proporciona la probabilidad de que haya n clientes en el sistema, que viene
descrita (teoremas 1y 2) mediante Wl 1oy
Ay =[ J X
0

1- Z L vy
i=0

donde x4 s la Unica raiz (lemas 2 y 4) del polinomio caracteristico en (0, 1).

Xa+b

Si n<a+hb, laprobabilidad de que haya n clientes en el sistema viene dada
por la ecuacion (1.2.13) si a<b, o por la ecuacién (1.2.32) sia>b.

El caracter no estacionario es evidente en las simulaciones para los varios
casos simulados con trafico mayor o igual que 1.

En el caso estacionario, para densidad de trafico baja, y sea cual sea la
relacion entre a y b, se pueden observar claramente tres bloques en la
sucesién de probabilidades (o frecuencias relativas en las simulaciones),
correspondientes a los casos 0 <n <b, b < n<a+b,n >a+b, que sevan
‘diluyendo’ al aumentar el trafico del sistema.

En el caso estacionario, y en todos los casos simulados, las frecuencias
relativas se aproximan bastante bien a las probabilidades para las
simulaciones con 10000 unidades de tiempo.

El nimero medio de clientes presentes en el sistema observado en las
simulaciones aumenta con la intensidad de trafico; formalmente, la esperanza

responde a la expresion
bt & (@+b)A—xy) + X
Zn.qn+(1—2qij( ):f Xp) + X%
i=0 i=0 — X

y los valores asi calculados se aproximan igualmente bien a los obtenidos en
las simulaciones.
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Capitulo 4

En el caso en que, con el mismo modelo Geoa‘|Geob |1, los clientes siguen llegando
en bloques de a pero son atendidos en bloques de b, o menos, los teoremas 3 y 4
establecen que, con las nuevas ecuaciones que modelan el proceso:

1.

La condicién necesaria y suficiente para que el sistema sea estacionario sigue
siendo que la densidad de tr&fico sea menor que 1.

Las simulaciones realizadas con trafico 1 o superior muestran un claro
caracter no estacionario.

El planteamiento y resolucion de las ecuaciones en diferencias proporcionan
férmulas cerradas para el calculo de las probabilidades.

La probabilidad de que haya n clientes en el sistema, incluso para n >a +b
depende no solo de la relacion entre a y b, sino también de la congruencia
de n, mddulo a:

a+b-1 l—XO N
a0, =|1- D q e % para n#rmoda
— @
a+b—1 1_X0 N "
q, = 1—Z:qi —5 X - S;-A para n=ak+r=rmoda
i=0 Xo

donde r es el resto de dividir b entre a, si a<b, o el propio b en caso
contrario, S; es la suma para k desde 1 hasta b -1 de las probabilidades de
que haya k clientes en el sistema, todos ellos recibiendo atencion y A, es el
definido en (2.3.10). Las congruencias mencionadas se perciben muy
claramente, sobre todo en las figuras que ilustran las comparaciones.

La probabilidad de que el sistema se quede vacio es alta y, en todo caso, mas
alta que para el modelo anterior.

La esperanza del nimero de clientes presentes en el sistema para este modelo

es _ _
a+b-1 . _a+b 1 (a_|_b)(1_xo)+xo B a_Az r
2" q”{l gq‘j 1-% Sl((l—Az)”l—Azj

Los dos primeros sumandos coinciden con los del primer modelo, pero ahora
hay que restar un tercer término, debido precisamente al término que se
restaba en las probabilidades para n congruente con r mddulo a. Asi, es
légico que por término medio se acumulen menos clientes con este modelo
gue con el anterior.

Finalmente, para el modelo considerado en el capitulo 3, cuando las llegadas se
producen en grupos de tamafio aleatorio sin distribucion prefijada y el servicio se
presta en grupos de tamafio fijo:

1.

Las simulaciones realizadas con tres posibles distribuciones para el tamafio
de los grupos de entrada (Poisson, geométrica y binomial negativa) muestran
la tendencia creciente en el nimero de clientes en el sistema para todos los
valores de b considerados al aumentar la densidad de trafico.

Se han descrito las ecuaciones en diferencias que modelan el sistema,
obtenidas a partir de la construccion de las matrices de transicion.
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Conclusiones

El sistema descrito mediante esas ecuaciones es estacionario si y solo si la
esperanza de la distribucién de los bloques de entrada se mantiene inferior al
producto entre el tamafio de los bloques de servicio (b) y la probabilidad de
que se producza una salida, siempre que el nimero de clientes no sea inferior
a b, seglin se muestra en el teorema 5.

El planteamiento de las ecuaciones en forma matricial hace posible dar un
procedimiento recursivo para la resolucion del sistema infinito, con
independencia de cual sea la distribucion del tamafio del bloque de entrada.

Debido precisamente a la naturaleza de este método, no se ha podido obtener
en este modelo una férmula para la esperanza del nimero de clientes similar
a las de los dos modelos anteriores.
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Apéndice I: Matriz de transicion

La matriz de transicion se puede considerar como la suma de cuatro matrices:

* Q, matriz de paso por ningun suceso .

* A, matriz de paso por entrada.

* B, matriz de paso por salida.

* AB, matriz de paso por entrada y salida simultaneas.

Cada una de ellas estad formada por cajas; la caja (n, r) relaciona el conjunto de
estados iniciales con n clientes en el sistema y el conjunto de estados finales con
r clientes en el sistema. Por ejemplo, la caja (n, r) de la matriz A es:

(r.1) (r,s) (r,min(r,b))
A(rhl) A(n,l) A(nvl)
A — . . . )
n,r (rl) (r,s) (r,min(r,b))
A(n.m) A(n,m) A(n'm)

A(li,min(r,b))

(r.1) (r.,s)
A(n,min(n,b))- . A(n,min(n,b)) .o (n,min(n,b))

donde Af%) indica la probabilidad de pasar del estado (n, m) al (r, s) mediante el
suceso entrada .

Son casos especiales aquellos en que el estado inicial, el final o0 ambos tienen 0
clientes en el sistema, porque entonces ldgicamente también hay 0 clientes
recibiendo atencion.

Se detallan a continuacion las cajas de cada matriz:

Matriz Q:

Si no se produce ningln suceso, el estado del sistema no cambia. Por tanto, esta
matriz solo tiene cajas no nulas en la diagonal:

( 3
QO,O
Ql,l

\ J

Las cajas tienen la siguiente forma:

o 0,0) ey
Qoo= 567 ) Qu= 05 E)p)
(n,1 (n, min(n, b))
Q.- 00 @aEs)
(n, min(n, b)) (~a)(1-p)
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Apéndice 1: Matriz de transicidén

Matriz_A:
Si se produce una entrada cuando el sistema esta en el estado (n, m), se pasa al
estado (n+a, m). Entonces, esta matriz solo tiene cajas no nulas en las posiciones
(n,n+a):

( 3\
Aj a
Al,a+1
A=
An,a+n
\ y,
Su forma es:
B (a1 - (aa-1) (aa)
Aoa= 00 0 - 0 a
A _ f(a+11) (a+12) - (a+1min(a+1b))
la+l — (111) a(l—,B) O 0
Si n<b: %(a+n,l) (a+n,n)§(a+n,n+l) «-+ (a+n,min(a + n, b))
A= (nl)a(l—ﬂ) . 0 o
(mn)% a(l=p) 0 0
Sin>b: §(a+n,1) ..+ (a+n,b)
(n,b) a (=)
Matriz B:

Si se produce una salida cuando el sistema esta en el estado (n, m), se pasa al
estado (n-m, min(n-m, b)). Entonces, esta matriz tiene cajas no nulas en las
posiciones (N, n -m). Como 0<m <min(n,b), sera

n>n-—m2=n-—min(n,b) =max(0,n—b)
Sillamamos r =n-m, queda max(0,n—b)<r <n.

La estructura de la matriz es

B3, 0 BS, 1 B3, 2

Bb,O Bb,l Bb,2 Bb,b—l

Bb +1,1 Bb +1,2 s Bb +1b-1 Bb +1,b
Bb +2,2 ae Bb +2,b -2 Bb +1,b Bb +1,b +1
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Apéndice 1: Matriz de transicion

Las cajas son de la forma

©0,00 e G
B1,0: 44444444444444 , 444444444444 A B2’1= (2,1) (1_a)ﬁ
w1y a)p 2.2) 0
Para n<b: Para n<b+1:
:(0,0) (1,2)
ny 0 (n,1) 0
B,,= S _ 5 :
(n,n—1) 0 B o (n,n—-2) 0
nn  Ea)p (-1 a)p
(n,n) 0
Para Max(0,n—b)<r <n:
(r,) --- (r,min(r,b))
(n,1) o - 0
Bor= (n,n-r) o - L-o)p
(n, mir;(n,b)) 0 0
Matriz AB:

Si el estado del sistema es (n, m) y se producen simultdneamente una entrada y una
salida, se pasa al estado (n+a -m, min(n+a-m, b)).

Entonces, la matriz AB tiene cajas no nulas en las posiciones (n, r) siempre que
max(a,a+n—-b)<r<a+n

y la matriz tiene la estructura siguiente:

( \
AB, ,
AB = ABZ, a ABZ, a+1
AB3 a AB3, a+l AB3 a+2

ABb +2,a +2
\ J
La forma de las cajas es
(r,1) .-~ (r,min(r,b))
(n,1) o - 0
AB,, = (n,n—r) o - ap
(n,min(n,b)) i O  --- 0
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Apeéndice Il: Modificacion y aplicacion del
teorema de Rouché

Hay que demostrar que Q (x) definida como

B . A EA-X)
=2 o[+ Y]

es analiticaen x=1.

Para ello se necesita saber el nimero de raices del denominador dentro del circulo unidad.
El teorema de Rouché no es directamente aplicable, pues las hipétesis no se verifican. No
obstante, esta situacion se plantea frecuentemente en problemas de teoria de colas, y
diversos autores (por ejemplo, [1] y [75]) han propuesto modificaciones al teorema de tal
manera que se pueda usar. Cualquiera de estas dos sirve en este caso; veamos como aplicar
[75]:

El teorema demostrado en [75] dice:

Sean las funciones f(z) y ¢ (z) analiticas en el interior del circulo unidad y
continuas en la frontera. Supongamos que:

12| >|e(@)| para |2|=1,2 %1
f(1)=-p(1)#0

f(2)y ¢ (z) son derivables en z=1 con % >0

Entonces, f(z)+¢ (z) tiene en el interior del circulo unidad un cero menos
que f(z) en ese mismo dominio.

Sillamamos | f@=7" .
| 0@ =-A@)[p+0-p7"]

ambas funciones son analiticas en |z| < 1, continuas en |z| = 1y derivables en z=1.
Ademas:
e Para|z|=1:
lp(2)] =|A@)[ B+@-B)2" ]| =|A@)]| B+ 1~ B2 s[Zan |z I”J(ﬂ+(1—ﬂ) 12[P)<1=|f (2)
n=0
por ser {a , } una distribucion de probabilidades y 0 <3 < 1.
e f)=1; —p®)=AQ[S+1-P)]=1%0

o f'D+o@ _b-AQ[s+A-p)]-ADDL-A)
f@) 1

—b—EX —b+bB=bB—EX >0

Entonces, se satisfacen las hip6tesis del teorema.

Por tanto, el nimero de ceros de f(z) + ¢ (z) en el interior del circulo unidad ser&4 uno
menos que el de f(z). Esta ultima funcion tiene exactamente b ceros en dicho dominio,
luego f(z)+¢(z) tendrd b -1.

163


alorente
Línea

alorente
Línea

alorente
Sello


164



Indice de tablas

1.2.1.
1.2.2.
1.3.1.

1.3.2.

1.3.3.

1.3.4.

1.3.5.

1.3.6.

1.3.7.

1.3.8.

2.3.1.
2.4.1.
2.5.1.

2.5.2.

2.5.3.

2.5.4.

2.5.5.

2.5.6.

2.5.7.

2.5.8.

3.2.1.
3.2.2.
3.2.3.

Matriz de transicion paraa <b ... ... ... ...
Matriz de transicion paraa >b ... ... ... ..

Probabilidades tetricas y frecuencias relativas observadas en simulaciones de
1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo paraa=2,b=3, «a=0,3, =05 ......

Probabilidades tedricas y frecuencias relativas observadas en simulaciones de
1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo paraa=2,b=3, «a=0,6, =05 ......

Probabilidades tedricas y frecuencias relativas observadas en simulaciones de
1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo para a=5, b=3, «a=0,2, £=0,9 ......

Probabilidades tetricas y frecuencias relativas observadas en simulaciones de
1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo paraa=5,b=3, «a=0,2, =04 ......

Probabilidades teoricas de n clientes en el sistema para a=16, b =9, a =0,15,
BT0,8

Probabilidades tetricas y frecuencias relativas observadas en simulaciones de
1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo para a=16, b =9, =0,15, =0,6 ....

Probabilidades tedricas de n clientes en el sistema para a=16, b=9, a =0,3,
BT0,8

Probabilidades tetricas y frecuencias relativas observadas en simulaciones de
1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo para a=16, b=9, «=0,3, =06 .....

Posibles estados del SIStemMa . . . . ...
Posibles estados del SISteMa . . .. ...

Probabilidades tetricas y frecuencias relativas observadas en simulaciones de
1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo paraa=2, b=3, «a=0,2, f=0,7 ......

Probabilidades tetricas y frecuencias relativas observadas en simulaciones de
1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo paraa=2, b=3, «a=0,5, f=0,7 ......

Probabilidades tetricas y frecuencias relativas observadas en simulaciones de
1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo para a=5, b=3, «=0,12, =05 ....

Probabilidades tetricas y frecuencias relativas observadas en simulaciones de
1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo para a=5, b=3, «=0,21, =05 ....

Probabilidades tedricas hasta n=118 clientes en el sistema para a=16, b =9,
a=0,18, B=0,8 ... .

Probabilidades tetricas y frecuencias relativas observadas en simulaciones de
1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo para a=16, b=9, «=0,18, =0,8 ....

Probabilidades tedricas hasta n=173 clientes en el sistema para a=16, b =9,
a=0,36, B=0,8 ..

Probabilidades tetricas y frecuencias relativas observadas en simulaciones de
1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo para a=16, b=9, =0,36, #=0,8 ....

Matrizde cambiosinsalida .......... ... ... . .
Matriz de cambioconsalida ......... ... ... . . . .. . .
Matriz de tranSiCION . ... ... ..o

165

42

44

47

49

51

52

53

54
70
84

99

101

103

105

107

107

109



Indice de tablas

3.3.1.

3.3.2.

3.3.3.

3.3.4.

3.3.5.

3.3.6.

3.3.7.

3.3.8.

34.1.

3.4.2.

Probabilidades tedricas y frecuencias relativas observadas en simulaciones de
1000, 2500 y 5000 unidades de tiempo parab=4, 5=0,5,1=0,4 .............

Probabilidades tedricas y frecuencias relativas observadas en simulaciones de
1000, 2500 y 5000 unidades de tiempo parab=4, 5=0,5,1=0,8 .............
Probabilidades tedricas y frecuencias relativas observadas en simulaciones de
1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo parab=4, $=0,5,A=12 ...........
Probabilidades tedricas y frecuencias relativas observadas en simulaciones de
1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo parab=4, $=0,5,A=16 ...........
Probabilidades tedricas y frecuencias relativas observadas en simulaciones de
1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo parab=8, $=0,4,A=0,6 ...........
Probabilidades tedricas y frecuencias relativas observadas en simulaciones de
1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo para b=8, =0,25,1=06 ..........
Probabilidades tedricas y frecuencias relativas observadas en simulaciones de
1000, 5000 y 10000 unidades de tiempo para b=8, #=0,15,1=06 ..........
Probabilidades tedricas y frecuencias relativas observadas en simulaciones de
5000, 10000 y 20000 unidades de tiempo para b =8, =0,09,A=0,6 ........

Parametros empleados para las simulaciones con distribucién binomial
negativa para tamafio de bloque de entrada BN(n,p) con intensidad de trafico
resUltante ... ..

Esperanzas y varianzas calculadas segin el modelo de distribucion para el
tamafio del blogue de entrada y la intensidad de trafico (tamafio del bloque de
Salida: 4) o

166

130

132

134

136

139

141

144

146

150



Indice de figuras

1.1.1.
1.1.2.
1.1.3.
1.1.4.
1.1.5.
1.1.6.
1.1.7.
1.1.8.
1.1.9.
1.1.10.
1.1.11.
1.1.12.
1.1.13.
1.1.14.
1.1.15.
1.1.16.
1.1.17.
1.1.18.
1.3.1.

1.3.2.

1.3.38.

1.3.4.

1.3.5.

1.3.6.

1.3.7.

1.3.8.

1.3.9.

1.3.10.

Simulacion con a=0,1, f=0,5p=0,13 ... ... . .. .. ... ... ...
Simulacién con =0,3, f=0,5,p=04 ... ... .. .. .. .. ...
Simulacion con a=0,6, f=0,5p=0,8 .. .. ... .. . .. ... ...l
Simulacion con =0,72, f=0,5,p=0,96. ... ... .. .. .. .. ... .. ... .. ...
Simulacion con a=0,75, =05, p=1 . ... .. ... ...l
Simulacion con =0,8, f=0,5,p=1,06 ........ .. .. ... ... ... ...,
Simulacion con a=0,2, f=0,9,p=0,37 ... ... ... .. ... ...
Simulacién con a=0,2, f=0,7,p=0,47 .. .. ... .. .. .. ... ...
Simulacion con =0,2, f=0,5,p=0,6..... ... ... ... .. .. .. ... ...,
Simulacién con =0,2, f=0,4,p=0,83. ... . ... . .. .. ... ...
Simulacioncon a=0,2, f=0,33,p=1 ... .. ... .. ...
Simulaciéncon a=0,2, f=0,3, p=1,1 ... . ... ... .. .. ...
Simulacion con =0,1, f=0,6,p=0,29... ... ... .. .. .. ... .. ...
Simulacién con a=0,15, =0,6,p=0,4. .. ... ... .. .. .. ... ... ..
Simulacion con a=0,2, f=0,6,p=0,6.......... ... ... . ... .. ... ...
Simulacién con «=0,3, f=0,6,p=0,8 ... ... ... .. .. .. .. ... ...
Simulacion con =0,34, f=0,6,p=1 ... .. ... .. .. ... ...
Simulacién con a=0,4, f=0,6,p=1,18. .. ... .. ... .. .. .. ...

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 1000 unidades de tiempo paraa=2,b=3, «=0,3, =05 ......

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 5000 unidades de tiempo paraa=2,b=3, «=0,3, =05 ......

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 10000 unidades de tiempo paraa=2,b=3, «=0,3, =05 .....

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 1000 unidades de tiempo paraa=2,b=3, «=0,6, =05 ......

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 5000 unidades de tiempo paraa=2, b=3, «=0,6, =05 ......

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 10000 unidades de tiempo para a=2, b=3, «=0,6, =05 .....

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 1000 unidades de tiempo paraa=5, b=3, «=0,2, f=0,9 ......

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 5000 unidades de tiempo para a=5, b=3, «=0,2, =09 ......

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 10000 unidades de tiempo para a=5,b=3, «=0,2, 4=0,9 .....

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 1000 unidades de tiempo para a=5, b=3, «=0,2, =04 ......

167

43

43

43

45

45

45

47

48

48



Indice de figuras

1.3.11.

1.3.12.

1.3.13.

1.3.14.

1.3.15.

1.3.16.

1.3.17.

1.3.18.

2.1.1.
2.1.2.
2.1.3.
2.14.
2.1.5.
2.1.6.
2.1.7.
2.1.8.
2.1.9.
2.1.10.
2.1.11.
2.1.12.
2.1.13.
2.1.14,
2.1.15.
2.1.16.

2.1.17.
2.1.18.

2.5.1.

2.5.2.

2.5.3.

2.5.4.

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la

simulacion de 5000 unidades de tiempo para a=5, b=3, «=0,2, =04 ...... 50
Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la

simulacion de 10000 unidades de tiempo para a=5,b=3, «=0,2, =04 ..... 50
Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la

simulacion de 1000 unidades de tiempo para a=16, b=9, «=0,15, #=0,6 .... 52
Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la

simulacion de 5000 unidades de tiempo para a=16, b=9, «=0,15, #=0,6 .... 52
Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la

simulacion de 10000 unidades de tiempo para a=16, b=9, «=0,15, =0,6 ... 53
Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la

simulacion de 1000 unidades de tiempo para a=16,b=9, «=0,3, 5=0,6 ..... 55
Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la

simulacion de 5000 unidades de tiempo para a=16,b=9, «=0,3, 5=0,6 ..... 56
Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la

simulacion de 10000 unidades de tiempo para a=16, b=9, «=0,3,=0,6 .... 57
Simulacion con =0,2, f=0,7,p=0,19 ... .. ... .. .. .. ... .. ... ... 60
Simulacién con a=0,5, f=0,7, p=0,47 ... . .. .. .. ... ... 60
Simulacion con =0,8, f=0,7,p=0,76 ... .. ... .. .. .. .. ... ... ... ..., 61
Simulaciéon con a=0,6, f=0,44,p=0,91 .. .. ... .. ... ... ... 61
Simulacioncon a=0,6, f=0,4,p=1 .. ... . ... ... ... 62
Simulaciéon con =0,6, £=0,38,p=1,05 ... ... .. .. .. .. ... ... 62
Simulacion con =0,03, #=0,5,p=0,1 ... ... ... .. .. .. ... .. ... 63
Simulaciéon con =0,12, =05, p=0,4 .. ... .. ... 63
Simulacion con a=0,21, =0,5,p=0,7 ... .. ... .. .. .. ... .. 64
Simulacion con =0,27, f=0,5,p=0,9 ... ... ... ... ... 64
Simulacioncon a=0,3, f=05,p=1 .. .. .. ... ... ... 65
Simulaciéon con =0,33, =05, p=1,1 .. ... .. .. 65
Simulacion con =0,09, #=0,8,p=0,2 ... ... .. .. ... ... ... 66
Simulaciéon con =0,18, =0,8,p=0,4 ... .. . .. .. ... 66
Simulacion con a=0,27, #=0,8,p=0,6 ... ... .. .. .. .. ... ... ... ..., 67
Simulacién con «=0,36, #=0,8,p=0,8 ... ... ... .. .. ... 67
Simulacion con a=0,45, f=0,8,p=1 ... .. ... ... ... 68
Simulaciéon con a=0,54, =0,8,p=1,2 .. ... .. .. 68
Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la

simulacion de 1000 unidades de tiempo paraa=2, b=3, «=0,2, #=0,7 ...... 100
Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la

simulacion de 5000 unidades de tiempo para a=2, b=3, «=0,2, #=0,7 ...... 100
Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la

simulacion de 10000 unidades de tiempo paraa=2,b=3, «=0,2, $=0,7 ..... 100
Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la

simulacién de 1000 unidades de tiempo paraa=2, b=3, «=0,5, =0,7 ...... 101

168



Indice de figuras

2.5.5.

2.5.6.

2.5.7.

2.5.8.

2.5.9.

2.5.10.

2.5.11.

2.5.12,

2.5.13.

2.5.14,

2.5.15.

2.5.16.

2.5.17.

2.5.18.

2.6.1.

2.6.2.

2.6.3.

3.1.1.
3.1.2.
3.1.3.
3.1.4.
3.1.5.
3.1.6.
3.1.7.
3.1.8.

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 5000 unidades de tiempo paraa=2, b=3, «=0,5, #=0,7 ...... 102

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 10000 unidades de tiempo para a=2, b=3, «=0,5, £=0,7 ..... 102

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 1000 unidades de tiempo para a=5, b=3, «=0,12, =05 ..... 104

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 5000 unidades de tiempo para a=5, b=3, «=0,12, =05 ..... 104

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 10000 unidades de tiempo para a=5, b=3, «=0,12, #=0,5 .... 104

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 1000 unidades de tiempo para a=5, b=3, «=0,21, =05 ..... 105

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 5000 unidades de tiempo para a=5, b=3, «=0,21, =05 ..... 106

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 10000 unidades de tiempo para a=5, b=3, «=0,21, #=0,5 .... 106

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 1000 unidades de tiempo para a=16, b=9, «=0,18, #=0,8 .... 108

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 5000 unidades de tiempo para a=16, b=9, «=0,18, #=0,8 .... 108

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 10000 unidades de tiempo para a=16, b=9, «=0,18, #=0,8 ... 108

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la

simulacion de 1000 unidades de tiempo para a=16, b=9, «=0,36, #=0,8 .... 111
Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 5000 unidades de tiempo para a=16, b=9, «=0,36, #=0,8 .... 112

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 10000 unidades de tiempo para a=16, b =9, «=0,36, #=0,8 ... 113
Comparacion entre el nimero de clientes presentes en el sistema en funcion

de la densidad de trafico paralosmodelos 1y 2 ........................... 114
Comparacion entre los tiempos de espera en funcidn de la densidad de trafico
paralosmodelos 1y 2 ... i 115

Porcentaje de tiempo de espera debido a que no se ha alcanzado el ndmero
minimo de clientes en funcion de la densidad de tr&fico para el modelo 1 115

Simulacionconb =4, #=05,1=0,4,p=0,2 ... ... .. .. ... .. .. ... ... 118
Simulacionconb=4, #=0,5,A=0,8,p=0,4 ... .. .. .. ... . ... .. .. ... .. ...... 118
Simulaciénconb=4, #=0,5,A=1,2,p=0,6 ..... .. .. ... ... .. .. ... .. ...... 119
Simulacioncon b=4, #=0,5,A=1,6,p=0,8 ... ... ... ... ... .. ...... 119
Simulaciénconb=4, B=0,5,A=2, p=1 ... ... .. .. ... 120
Simulacionconb=4, #=0,5,A=22, p=1,1 .. ... .. .. ... . ... ... ... .. ... .. 120
Simulacién con b=8, #=0,4,1=0,6,p=0,18 ... ... ... .. ... .. .. ... .. .. .... 121
Simulacién con b=8, #=0,25,1=0,6,p=0,36 .. ... ... .. ... ... .. ... ... .. .... 121

169



Indice de figuras

3.1.9.
3.1.10.
3.1.11.
3.1.12.
3.3.1L

3.3.2.

3.3.3.

3.3.4.

3.3.5.

3.3.6.

3.3.7.

3.3.8.

3.3.9.

3.3.10.

3.3.11.

3.3.12.

3.3.13.

3.3.14.

3.3.15.

3.3.16.

3.3.17.

3.3.18.

3.3.19.

Simulacion con b=8, #=0,15,2.=0,6, p=0,5 ... ... ... ...
Simulacion con b=8, #=0,09,1=0,6,p=0,83 ..... ... ... ... ... ......
Simulacion con b=8, #=0,075,A=0,6, p=1 .. ... ... .. .. ... ... ... .. ... .. ...
Simulacion con b=8, #=0,07,1=0,6, p=1,07 ..... ... ... ... .. ... .. ......

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 1000 unidades de tiempo parab=4, =0,5,A=0,4 ............

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 2500 unidades de tiempo parab=4, =0,5,A=0,4 ............

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 5000 unidades de tiempo parab=4, =0,5,A=0,4 ............

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 1000 unidades de tiempo parab=4, #=0,5,A=0,8 ............

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 2500 unidades de tiempo parab=4, =0,5,A=0,8 ............

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 5000 unidades de tiempo parab=4, =0,5,A=0,8 ............

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 1000 unidades de tiempo parab=4, =0,5,A=1,2 ............

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 5000 unidades de tiempo parab=4, =0,5,A=1,2 ............

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 10000 unidades de tiempo parab=4, #=0,5,1=12 ..........

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 1000 unidades de tiempo parab=4, #=0,5,A=1,6 ............

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 10000 unidades de tiempo parab=4, #=0,5,A=16 ..........

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 20000 unidades de tiempo parab=4, #=0,5,A=16 ..........

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 1000 unidades de tiempo parab=8, #=0,4,A=0,6 ...........

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 5000 unidades de tiempo parab=8, #=0,4,A=0,6 ...........

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 10000 unidades de tiempo para b=8, #=0,4,1=0,6 ..........

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 1000 unidades de tiempo para b=8, £=0,25,1=0,6 ..........

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 5000 unidades de tiempo para b=8, £=0,25,1=0,6 ..........

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 10000 unidades de tiempo para b=8, #=0,25,1=06 .........

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 1000 unidades de tiempo para b=8, #=0,15,21=0,6 ..........

170

130

131

131

132

133

133

135

135

135

137

137

137

139

140

140

142

142

142



Indice de figuras

3.3.20.

3.3.21.

3.3.22.

3.3.23.

3.3.24.

3.4.1.
3.4.2.
3.4.3.
3.4.4.
3.4.5.
3.4.6.
3.4.7.

3.4.8.

3.4.9.

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 5000 unidades de tiempo para b=8, £=0,15,1=0,6 ..........

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 10000 unidades de tiempo para b=8, #=0,15,1=0,6 .........

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacion de 5000 unidades de tiempo para b=8, £=0,09,1=0,6 ..........

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacién de 10000 unidades de tiempo para b=8, #=0,09,1=0,6 .........

Probabilidades tedricas (azul) y frecuencias relativas observadas (rojo) en la
simulacién de 20000 unidades de tiempo para b=8, #=0,09,1=0,6 .........

Simulacidncon p=0,71, p=0,2 .. ... ... ...
Simulacioncon p=0,45,p=0,6 ..... ... ... .. .. ...
Simulacidncon p=0,38,p=0,8 .. ... .. ... .. ...
Simulacioncon p=0,91, p=0,2 ... ... ... ...
Simulacidncon p=0,77,p=0,6 . ... ... ... .. ...
Simulacioncon p=0,71,p=0,8 ... .. .. ... .. ...
Comparacion entre las probabilidades calculadas segin el modelo de
distribucion para el tamafio del bloque de entrada: Poisson (azul), binomial

negativa (verde), geométrica (rojo); tamafio del bloque de salida: 4;
intensidad de trafico: 0,2 ... ... ..o

Comparacion entre las probabilidades calculadas segin el modelo de
distribucion para el tamafio del blogue de entrada: Poisson (azul), binomial
negativa (verde), geométrica (rojo); tamafio del blogue de salida: 4;
intensidad de trafico: 0,6 . ... ...

Comparacion entre las probabilidades calculadas segin el modelo de
distribucion para el tamafio del blogue de entrada: Poisson (azul), binomial
negativa (verde), geométrica (rojo); tamafio del blogue de salida: 4;
intensidad de trafico: 0,8 .. ... ...

171

145

145

147

147

147
148
149
149
150
151
151

152

152



172



Bibliografia

[1] Adan, 1.J.B.F., van Leeuwarden, J.S.H., Winands, E.M.M. (2006) On the application of
Rouché's theorem in queuing theory. Operations Research Letters, 34, 355-360.

[2] Alfa, A.S. (2004) Markov Chain representations of discrete distributions applied to queuing
models. Computers & Operations Research, 31 (14), 2365-2385.

[3] Alfa, A.S., He, Q.M. (2008) Algorithmic analysis of the discrete time GIX/GY/1/ queueing
system. Performance Evaluation, 65 (9), 623-640.

[4] Artalejo, J.R., Hernandez-Lerma, O. (2003) Performance analysis and optimal control of the
Geo/Geo/c queue. Performance Evaluation 52 15-39.

[5] Artalejo, J.R., Atencia, I., Moreno, P. (2005) A discrete-time GeoX/Geo/1 retrial queue with
control of admission. Applied Mathematical Modelling, 29(11), 1100-1120.

[6] Atencia, 1., Moreno, P. (2005) A single-server G-queue in discrete-time with geometrical
arrival and service process. Performance Evaluation, 59, 85-97.

[7] Atencia, I., Moreno, P. (2006) A discrete-time Geo/G/1 retrial queue with server
breakdowns. Asia-Pacific Journal of Operational Research, 23 (2), 247-271.

[8] Atencia, 1. (2015) A discrete-time queueing system with server breakdowns and changes in
the repair times. Annals of Operations Research, 13 p. Article in Press.

[9] Bailey, N. T. J. (1954) On queuing processes with bulk service. J.R.Stat.Soc., 16, 80-87.

[10] Bloemena, A. R. (1960) On queuing processes with a certain type of bulk service.
Bull.Inst.Int.Stat., 37, 219-226.

[11] Briem, U., Theimer, T.H., Kroner, H. (1991) A general discrete-time queueing model:
Analysis and applications. Proceedings of the 13th International Teletraffic Congress, 13-19.

[12] Bruneel, H. (1989) On discrete-time queuing systems with general independent arrivals and
general service times. Research Report LCI, University of Ghent, Bélgica.

[13] Bruneel, H. (1993) Performance of discrete-time queuing systems. Computers &
Operations Research, 20, 303-320.

[14] Bruneel, H., Kim, B.G. (1993) Discrete-Time Models for Communication Systems
Including ATM. Kluwer Academic Publishers, Boston, EEUU.

[15] Bruneel, H., Wuyts, 1. (1994) Analysis of discrete-time multiserver queueing models with
constant service times. Operations Research Letters, 15, 231-236.

[16] Bruneel, H., Walraevens, J., Claeys, D., Wittevrongel, S. (2012) Analysis of a discrete-time
queue with geometrically distributed service capacities. Lecture Notes in Computer Science
(including subseries Lecture Notes in Artificial Intelligence and Lecture Notes in
Bioinformatics), 7314 LNCS, 121-135.

[17] Bruneel, H., Maertens, T. (2013) Performance analysis of a discrete-time queueing system
with customer deadlines. Simulation Series, 45 (9), 71-77.

[18] Bruneel, H., Fiems, D., Walraevens, J., Wittevrongel, S. (2014) Queueing models for the
analysis of communication systems. TOP 22 (2), 421-448.

[19] Bruneel, H., Maertens, T. (2015) A discrete-time queue with customers with geometric
deadlines. Performance Evaluation, 85-86, 52-70.

173



Bibliografia

[20] Bruneel, H., Rogiest, W., Walraevens, J., Wittevrongel, S. (2015) Analysis of a discrete-
time queue with general independent arrivals, general service demands and fixed service
capacity. Mathematical Methods of Operations Research, 82 (3) 285-315.

[21] Burke, P.J. (1975) Delays in single server queues with batch input. Oper.Res., 23, 830-833.

[22] Chae, K.C., Park, H.M., Yang, W.S. (2010) A GI/Geo/1 queue with negative and positive
customers. Applied Mathematical Modelling, 34 (6), 1662-1671.

[23] Chaudhry, M.L, Gupta, U.C. (2001) Computing waiting-time probabilities in the discrete-
time queue: GIX/G/1. Performance Evaluation, 43, 123-131.

[24] Chaudhry, M.L., Kim, N.K. (2003) A complete and simple solution for a discrete-time
multi-server queue with bulk arrivals and deterministic service times. Operations Research
Letters, 31, 101-107.

[25] Chaudry, M.L. (1979) The queuing system MX/G/1 and its ramifications. Naval
Res.Logist.Quart. 26, 667-674.

[26] Chaudry, M.L., Templeton, J.G.C. (1983) A First Course in Bulk Queues. Wiley, New
York.

[27] Cheng, J., Tang, Y., Yu, M. (2013) The discrete-time bulk-service geo/geo/1 queue with
multiple working vacations. Journal of Applied Mathematics, 2013, art. no. 587269.

[28] Claeys, D., Walraevens,J., Laevens, K., Bruneel, H. (2010) Delay analysis of two batch-
service queueing models with batch arrivals: GeoX/Geoc/1. 40R, 8 (3), 255-269.

[29] Clegg, R.G. (2010) A discrete-time Markov-modulated queuing system with batched
arrivals. Performance Evaluation, 67 (5), 376-385.

[30] Cooper, R.B. (1972) Introduction to queuing theory. Macmillan, New York, EEUU.

[31] Crommelin, C.D. (1932) Delay probability formulae when the holding times are constant.
Post Office Electr. Engineers J., 25, 41-50.

[32] Daduna, H. (2001) Queueing Networks With Discrete Time Scale: Explicit Expressions for
the Steady State Behavior of Discrete Time Stochastic Networks. Springer, New York, EEUU.

[33] De Clercq, S., De Turck, K., Steyaert, B., Bruneel, H. (2010) A discrete-time queueing
system under frame-bound priority. 5th International Conference on Queueing Theory and
Network Applications, QTNA 2010 - Proceedings, 185-192.

[34] De Clercq, S., Steyaert, B., Wittevrongel, S., Bruneel, H. (2016) Analysis of a discrete-
time queue with time-limited overtake priority. Annals of Operations Research, 238 (1), 69-97.

[35] Downtown, F. (1955) Waiting time in bulk service queues. J.R.Stat.Soc., 17(2), 256-261.

[36] Eliazar, 1. (2008) On the discrete-time G/Gl/ queue. Probability in the Engineering and
Informational Sciences, 22 (4), 557-585.

[37] Erlang, A. K. (1909) The theory of Probabilities and Telephone Conversations. Nyt
Tidsskrift for Matematik B, 20, p. 33 y ss.

[38] Erlang, A. K. (1917) Solution of some problems in the Theory of Probabilities of
Significance in Automatic Telephone Exchanges. Elektroteknikeren, 13, p. 5y ss.

[39] Feller, W. (1973) Introduccion a la teoria de probabilidades y sus aplicaciones (vol. I).
Limusa, México, México.

[40] Feyaerts, B., De Vuyst, S., Wittevrongel, S., Bruneel, H. (2008) Analysis of a discrete-time
priority queue with place reservations and geometric service times. Summer Computer
Simulation Conference 2008, SCSC 2008, Part of the 2008 Summer Simulation

Multiconference, SummerSim 2008, 140-147.

174



Bibliografia

[41] Feyaerts, B., De Vuyst, S., Wittevrongel, S., Bruneel, H. (2010) Analysis of a discrete-time
queueing system with an NT-policy. Lecture Notes in Computer Science (including subseries
Lecture Notes in Artificial Intelligence and Lecture Notes in Bioinformatics), 6148 LNCS, 29-
43.

[42] Feyaerts, B., De Vuyst, S., Bruneel, H., Wittevrongel, S. (2014) The impact of the NT-
policy on the behaviour of a discrete-time queue with general service times. Journal of Industrial
and Management Optimization, 10 (1), 131-149.

[43] Fiems, D., Bruneel, H. (2013) Discrete-time queueing systems with Markovian preemptive
vacations. Mathematical and Computer Modelling, 57 (3-4), 782-792.

[44] Fry, T.C. (1928) Probability and its Engineering Uses. Van Nostrand, New York, EEUU.

[45] Gao, P., Wittevrongel, S., Bruneel, H. (2004) Discrete-time multiserver queues with
geometric service times. Computers & Operations Research, 31, 81-99.

[46] Gao, S., Liu, Z. (2011) Performance analysis of a discrete-time Geo X/G/1 queue with
single working vacation. World Academy of Science, Engineering and Technology, 80, 1333-
1341.

[47] Gao, S., Yin, C. (2013) Discrete-Time Geox/G/1 Queue with Geometrically Working
Vacations and Vacation Interruption. Quality Technology and Quantitative Management, 10 (4),
423-442.

[48] Gao, S., Liu, Z., Du, Q. (2014) Discrete-time GIX/GEO/1/N queue with working vacations
and vacation interruption. Asia-Pacific Journal of Operational Research, 31 (1), art. no.
1450003.

[49] Gao, S., Liu, Z.-M. (2014) A repairable GeoX/G/1 retrial queue with Bernoulli feedback
and impatient customers. Acta Mathematicae Applicatae Sinica, 30 (1), 205-222.

[50] Gao, S., Wang, J. (2014) On a discrete-time GIX/GEO/1/N-G queue with randomized
working vacations and at most J vacations. Journal of Industrial and Management Optimization,
11 (3), 779-806.

[51] Goswami, V., Mohanty, J.R., Samanta, S.K. (2006) Discrete-time bulk-service queues with
accessible and non-accessible batches. Applied Mathematics and Computation 182, 898-906.

[52] Goswami, V., Mund, G.B. (2010) Analysis of a discrete-time GI/Geo/1/N queue with
multiple working vacations. Journal of Systems Science and Systems Engineering, 19 (3), 367-
384.

[53] Goswami, V., Mund, G.B. (2011) Analysis of discrete-time batch service renewal input
queue with multiple working vacations. Computers and Industrial Engineering, 61 (3), 629-636.

[54] Goswami, V., Mund, G.B. (2012) Analysis of discrete-time queues with batch renewal
input and multiple vacations. Journal of Systems Science and Complexity, 25 (3), 486-503.

[55] Goswami, V. (2014) A discrete-time queue with balking, reneging, and working vacations.
International Journal of Stochastic Analysis, 2014, art. no. 358529.

[56] Grassmann, Jain (1989) Numerical solutions of the waiting time distribution and idle time
distribution of the arithmetic GI/G/1 queue. Oper.Res., 37 (1), 141-150.

[57] Gravey, A. Louvion, J.R, Boyer, P. (1990) On the Geo/D/1 and Geo/D/1/n Queues.
Performance Evaluation 11, 117-125.

[58] Gupta, U.C., Goswami, V. (2002) Performance analysis of finite buffer discrete-time queue
with bulk service. Computers & Operations Research, 29, 1331-1341.

[59] Hayward, W.S. (1952) The Reliability of Telephone Traffic Load Measurements by Switch
Counts. Bell System Tech. J., 31, 357-77.

175



Bibliografia

[60] Herndndez-Diaz, A.G., Moreno, P. (2006) Analysis and optimal control of a discrete-time
gueueing system under the (m,N)-policy. ACM International Conference Proceeding Series,
180, art. no. 1190115.

[61] Hunter, J.J. (1983) Mathematical techniques of applied probability. Academic Press, New
York, EEUU.

[62] Jaiswal, N.K. (1960) Bulk service queuing problem. Oper. Res., 8, 139-143.

[63] Janssen, A.J.E.M., Leeuwaarden, J.S.H. (2005) Analytic Computation Schemes for the
Discrete-Time Bulk Service Queue. Queuing Systems, 50, 141-163.

[64] Jenq, Y.C. (1980) On calculations of transient statistics of a discrete queuing system with
independent general arrivals and geometric departures. IEEE Transactions on Communications
COM-28, 6.

[65] Kendall, D.G. (1951) Some problems in the theory of queues. J.Roy.Stat.Soc. (B), 13, 151-
173.

[66] Kendall, D.G. (1953) Stochastic processes occurring in the theory of queues and their
analysis by the method of the imbedded Markov chain. Ann. Math. Stat. 24, 338-354.

[67] Kharkevich, A.D. (2009) Hundred years of A.K. Erlang's formula and studies of the
teletraffic theory. Automatika i Telemekhanika 12, 39-41.

[68] Khintchine, A.Y. (1932) Mathematical theory of a stationary queue. Matematicheskii
Sbornik 39 (4), 73-84.

[69] Khintchine, A.Y. (1960) Mathematical methods in the theory of queuing. Griffin, Londres,
RU.

[70] Kim, B., Towsley, D., Wolf, J.K. (1979) On discrete time queuing systems. International
Conference on Communications, Conf. Rec. 3, A80-25901, 09-32.

[71] Kim, J., Kim, B., Kang, J. (2013) Discrete-time multiserver queue with impatient
customers. Electronics Letters, 49 (1), 38-39.

[72] Kingman, J.F.C. (1966) On the algebra of queues. J.Appl.Prob., 3, 285-326.

[73] Kingman, J.F.C. (2009) The First Erlang Century —and the next. Queuing Systems, 63, 3-
12.

[74] Kleinrock (1975) Queuing systems (vol. I). Wiley, New York, EEUU.

[75] Klimenok (2001) On the modification of Rouché's theorem for the queuing theory
problems. Queuing Systems 38, 431-434.

[76] Kobayashi, H. (1977) Queuing models for computer communications system analysis.
IEEE Transactions on Communications, COM-25, 1.

[77] Kosten, L. (1951) On the accuracy of measurements of probabilities of delay in
telecommunications systems. Appl.Sci.Research (B), 2, 108-130, 401-415.

[78] Lan, S.-J., Tang, Y.-H. (2015) Geo/G/1 discrete-time queue with multiple server vacations
and Min(N, V)-policy. Xitong Gongcheng Lilun yu Shijian/System Engineering Theory and
Practice, 35 (3), pp. 799-810.

[79] Laxmi, P.V., Goswami, V., Jyothsna, K. (2013) Analysis of discrete-time single server

queue with balking and multiple working vacations. Quality Technology and Quantitative
Management, 10 (4), 443-456.

[80] Laxmi, P.V., Jyothsna, K. (2014) Finite buffer Gl / Geo / 1 batch servicing queue with
multiple working vacations. RAIRO - Operations Research, 48 (4), 521-543.

176



Bibliografia

[81] Laxmi, P.V., Jyothsna, K., Seleshi, D. (2015) Analysis of a discrete-time working vacation
queue with balking . OPSEARCH, 52 (3), 562-581.

[82] Laxmi, P.V., Suchitra, V. (2015) Discrete-time renewal input state dependent queue with
working vacations and change over time. OPSEARCH, 52 (2), 285-306.

[83] Lee, D.H., Yang, W.S. (2013) The N-policy of a discrete time Geo/G/1 queue with
disasters and its application to wireless sensor networks. Applied Mathematical Modelling, 37
(23), 9722-9731.

[84] Lee, D.H., Kim, K. (2014) Analysis of repairable Geo/G/1 queues with negative customers.
Journal of Applied Mathematics, 2014, art. no. 350621.

[85] Lee, Y. (2006) Discrete-time geoX/G/1 queue with place reservation discipline. Journal of
Applied Mathematics and Computing, 22 (1-2), 453-460.

[86] Li, J.-H., Liu, W.-Q., Tian, N.-S. (2010) Steady-state analysis of a discrete-time batch
arrival queue with working vacations. Performance Evaluation, 67 (10), 897-912.

[87] Lim, D.-E., Lee, D.H., Yang, W.S., Chae, K.-C. (2013) Analysis of the GI/Geo/1 queue
with N-policy. Applied Mathematical Modelling, 37 (7), 4643-4652.

[88] Lin, C.-H., Ke, J.-C. (2011) On the discrete-time system with server breakdowns:
Computational algorithm and optimization algorithm. Applied Mathematics and Computation,
218 (7), 3624-3634.

[89] Lindley, D.V. (1952) The theory of queues with a single server. Mathematical Proceedings
of the Cambridge Philosophical Society 48, 277-289.

[90] Louvion, J.R., Boyer, P, Gravey, A. (1998) A discrete-time single server queue with
Bernoulli arrivals and constant service time. ITC 12, Torino, Italia.

[91] Luo, C., Xiang, K., Li, W. (2012) Performance analysis of a discrete-time Geo/G/1 queue
with multiple adaptive vacations and variable input rate. Dynamics of Continuous, Discrete and
Impulsive Systems Series B: Applications and Algorithms, 19 (6), 637-665.

[92] Luo, C., Tang, Y., Chao, B, Xiang, K. (2013) Performance analysis of a discrete-time
Geo/G/1 queue with randomized vacations and at most J vacations. Applied Mathematical
Modelling, 37 (9), 6489-6504.

[93] Luo, C., Huang, X., Ding, C. (2014) Study on the departure process of discrete-time
geo/G/1 queue with randomized vacations. Discrete Dynamics in Nature and Society, 2014, art.
no. 738021.

[94] Luo, C., Li, J., Tang, Y. (2015) Study on the Queue-Length Distribution in
Geo/G(MWV)/1/N Queue with Working Vacations. Discrete Dynamics in Nature and Society,
2015, art. no. 160697.

[95] Ma, Z., Wang, P., Cui, G., Hao, Y. (2014) The discrete time geom/geom/1 repairable
queuing system with pseudo-fault and multiple vacations. Journal of Information and
Computational Science, 11 (13), 4667-4678.

[96] Ma, Z., Hao, Y., Wang, P., Cui, G. (2015) Analysis of the Geom/Geom/1 queue under (N,
n)-preemptive priority discipline. Journal of Information and Computational Science, 12 (3),
1029-1036.

[97] Medhi (2003) Stochastic Models in Queueing Theory. Academic Press, Amsterdam,
Holanda.

[98] Meisling, T. (1958) Discrete time queue theory. Oper. Res, (6), pp. 96-105.

[99] Molina, E.C. (1922) The theory of probabilities applied in telephone trunking problems.
Bell System Tech. J., 1, 69-81.

177



Bibliografia

[100] Molina, E.C. (1927) Application of the theory of probability to telephone trunking
problems. Bell System Tech. J., 6, 461-494.

[101] Ndreca, S., Scoppola, B. (2008) Discrete time GI/Geom/1 queueing system with priority.
European Journal of Operational Research, 189 (3), 1403-1408.

[102] Neuts, M.F. (1965) A busy period of a queue with batch service. Oper. Res., 13, 815-8109.

[103] Neuts, M.F. (1967) A general class of bulk queues with Poisson input. Annals of
Mathematical Stat., 38, 759-770.

[104] Neuts, M.F. (1989) Structured stochastic matrices of M/G/1 type and their applications.
Dekker, New York, EEUU.

[105] Newell, G.F. (1971) Applications of queuing theory. Chapman and Hall, Londres, RU.

[106] Nobel, R., Van Der Ster, S. (2010) A discrete-time queueing model with abandonments.
5th International Conference on Queueing Theory and Network Applications, QTNA 2010 -
Proceedings, 29-34.

[107] O'Dell, G.F. (1920) Theoretical Principles of the Traffic Capacity of Automatic Switches.
P.O. Elec. Engrs.J., 3, 209-23.

[108] Palm, C. (1943) Intensitatsschwankungen in Fernsprechverkehr. Ericsson Tech., 44 (1), 1-
189.

[109] Park, H.M., Yang, W.S., Chae, K.C. (2009) The Geo/G/1 queue with negative customers
and disasters. Stochastic Models, 25 (4), 673-688.

[110] Park, H.M., Yang, W.S., Chae, K.C. (2010) Analysis of the GI/Geo/l queue with
disasters. Stochastic Analysis and Applications, 28 (1), 44-53.

[111] Peng, Y., Yang, X.-Q., Wu, J.-B. (2011) A discrete-time Geo/G/1 retrial queue with
negative customers and impatient customers. Xitong Gongcheng Lilun yu Shijian/System
Engineering Theory and Practice, 31 (12), 2373-2379.

[112] Pollaczek, F. (1930) Uber eine Aufgabe der Wahrscheinlichkeitstheorie. Math. Zeit., 32,
64-100, 729-750.

[113] Pollaczek, F. (1957) Problémes stochastiques posés par le phenoméne de formation d'une
queue d'attent & un guichetet par des phenomeénes apparentés. Mém. Sci. Math., 136, 1-122.

[114] Pollaczek, F. (1961) Théorie analytique des problémes stochastiques relatifs & un group
de lignes téléphoniques avec dispositif d'attente. Mém. Sci. Math., 150, 1-114.

[115] Pollaczek, F. (1964) Concerning an analytic method for the treatment of queuing
problems. Chapel Hill, University of North Carolina Press, EEUU.

[116] Powell, W.B. (1986) Approximate, closed form moment formulas for bulk arrival, bulk
service queues. Transp.Sci., 20(1), 13-23.

[117] Pujolle (1991) Discrete time queuing systems for data networks performance evaluation.
Elsevier Science, Amsterdam, Holanda.

[118] Saaty (1961) Elementos de la teoria de colas. Aguilar, Madrid, Espafia.

[119] Samanta, S.K., Zhang, Z.G. (2012) Stationary analysis of a discrete-time GI/D-MSP/1
queue with multiple vacations. Applied Mathematical Modelling, 36 (12), 5964-5975.

[120] Schleyer, M. (2012) An analytical method for the calculation of the number of units at the
arrival instant in a discrete time G/G/1-queuing system with batch arrivals. OR Spectrum 34,
293-310.

178



Bibliografia

[121] Sikdar, K., Samanta, S.K. (2015) The Gl/Geo/1/K queue with N threshold policy.
Souvenir of the 2015 IEEE International Advance Computing Conference, IACC 2015, art. no.
7154711, 268-271.

[122] Smith, W.L. (1953) On the distribution of queuing times. Mathematical Proceedings of
the Cambridge Philosophical Society 49 449-461.

[123] Smith, W.L., Wilkinson, W.E. (1964) Congestion Theory. Chapel Hill, University of
North Carolina Press, EEUU.

[124] Song, Y., Liu, Z.-M., Dai, H.-S. (2015) Exact tail asymptotics for a discrete-time
preemptive priority queue. Acta Mathematicae Applicatae Sinica, 31 (1), pp. 43-58.

[125] Stewart, W.J. (2009) Probability, Markov chains, queues, and simulation: The
mathematical basis of performance modeling. Princeton University Press, Princeton, EEUU.

[126] Syski, R. (1953) The Theory of congestion in Lost-call Systems. A.T.E. Journal, vol. 9,
pp.182-215.

[127] Syski, R. (1960) Introduction to congestion theory in telephone systems. Oliver and Boyd,
Londres, RU.

[128] Takagi, Hideaki (1993) Queueing Analysis, a Foundation of Performance Evaluation,
Discrete-Time Systems, 3. North-Holland, Amsterdam, Holanda.

[129] Tian, N., Ma, Z., Liu, M. (2008) The discrete time Geom/Geom/1 queue with multiple
working vacations. Applied Mathematical Modelling, 32 (12), 2941-2953.

[130] Wang, T.-Y., Ke, J.-C. (2009) The randomized threshold for the discrete-time Geo/G/1
queue. Applied Mathematical Modelling, 33 (7), 3178-3185.

[131] Wang, T.-Y., Ke, J.-C., Chang, F.-M. (2013) Analysis of a discrete-time queue with
server subject to vacations and breakdowns. Journal of Industrial and Production Engineering,
30 (1), 54-66.

[132] Wei, Y.-Y., Tang, Y.-H., Gu, J.-X. (2011) Queue length distribution and numerical

calculation for Geo/G/1 queueing system with delayed N-policy. Xitong Gongcheng Lilun yu
Shijian/System Engineering Theory and Practice, 31 (11), pp. 2151-2160.

[133] Wu, J., Wang, J., Liu, Z. (2013) A discrete-time Geo/G/1 retrial queue with preferred and
impatient customers. Applied Mathematical Modelling, 37 (4), 2552-2561.

[134] Yang, T., Wang, J., Zhang, F. (2014) Equilibrium balking strategies in the Geo/Geo/1
queues with server breakdowns and repairs. Quality Technology and Quantitative Management,
11 (3), 231-243.

[135] Yu, M., Alfa, A.S. (2015) Some analysis results associated with the optimization problem
for a discrete-time finite-buffer NT-policy queue. Operational Research, 19 p. Article in Press.
Disponible en http://link.springer.com/article/10.1007/s12351-015-0190-0.

[136] Zhang, F., Zhu, Z (2012) A discrete time Geo/G/1 retrial queue with multiple vacations.
Journal of Computational Information Systems, 8 (11), 4521-4528.

[137] zhang, F., Zhu, Z. (2015) A discrete-time Geo/G/1 retrial queue with two different types
of vacations. Mathematical Problems in Engineering, 2015, art. no. 835158.

[138] Zhao, Y.Q., Campbell, L.L. (1996) Equilibrium probability calculations for a discrete-
time bulk queue model. Queueing Systems, 22, 189-198.

[139] zhou, S., Liu, L.a, Li, J. (2015) A discrete-time queue with preferred customers and
partial buffer sharing. Mathematical Problems in Engineering, 2015, art. no. 173938.

[140] zhu, Y., Song, N., Zhou, Z. (2010) Discrete time Geom/Geom/1 queue with negative
customers and multiple working vacations. iangsu Daxue Xuebao (Ziran Kexue Ban)/Journal of
Jiangsu University (Natural Science Edition), 31 (4), 488-491.

179



	01 Portada
	02 Índice general 18 de mayo
	Todo 18 de mayo
	03 Introducción esta es la buena
	Introducción p 1-2
	Introducción p 3-9
	Introducción p 10-11

	04 Cap 1-2-3 10
	Cap 1 v08
	01 Cap111
	02 Cap1123
	03 Cap121
	04 Cap122
	05 Cap13_Vers3

	Cap 2 v08
	01 Cap211
	02 Cap212
	03 Cap213
	04 Cap22 23_Descripción_Planteamiento
	05 Cap23_Resolución
	06 1 Cap23_Distribución
	06 2 Cap234
	07 Cap24_Vers2
	08 Cap24_Tma_Vers2
	09 Cap244
	10 Cap251

	Cap 3 v08
	01 Cap311
	02 Cap312
	03 Cap321
	04 Cap331
	05 Cap331_cont_1
	06 Cap341 v2

	Página en blanco
	Página en blanco

	05 Conclusiones
	06 Apéndice-Matriz
	07 Apéndice-Rouché
	09 Índice T
	10 Índice F
	11 Bibliografía más
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco

	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco
	Página en blanco



