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Estes textos contém uma selecdo de exercicios para apoio as aulas de Algebra
Linear para cursos de Engenharia e Ciéncias, bem como as resolucdes de alguns
exercicios (assinalados com *). Apresentam-se também algumas provas de ava-
liacdo para esses cursos e as respetivas resolucoes.



Notacao

car A

Ax =Db
Ax =0
(Ab) ou [A]D]

det A ou |A]
adj A

Pr

<V1,V27 N 7Vn>
(Vi,va, .., vp)
dmV

L(A)

C(A)

N(A)

Im f
Nuc f

pa(A)
Vi

conjunto das matrizes reais de ordem m X n
entrada (4,7) da matriz A

matriz de ordem m X n cuja entrada (7, 7) é a;;
matriz identidade de ordem n

transposta de A

inversa de A

conjugada de A

transconjugada de A

caracteristica de A

forma matricial de um sistema de equacdes
forma matricial de um sistema homogéneo
matriz ampliada do sistema Ax =b

determinante de A

complemento algébrico da entrada (i, j) da matriz A

adjunta de A

espaco dos polindmios de grau < n
espacgo gerado por vi, Vo, ...
base de um espago vetorial
dimens3o do espaco vetorial V'
espaco das linhas da matriz A
espaco das colunas da matriz A
nucleo ou espaco nulo da matriz A

7V7Z

imagem da aplicagdo linear f
nucleo da aplicacdo linear f

polinémio caracteristico da matriz A
subespaco préprio associado ao valor préprio A




1. Matrizes

Exercicios para as aulas

Exercicio 1.1 D& exemplo de uma matriz

a) quadrada de ordem 4 b) retangular de ordem 4 x 3 c) retangular de ordem 2 x 5
d) linha de ordem 1 x 4 e) coluna de ordem 2 x 1 f) diagonal de ordem 5
g) triangular inferior de ordem 4  h) triangular superior de ordem 3

Exercicio 1.2 Em cada caso, escreva por extenso a matriz quadrada de ordem 4 cujos elementos s3o:

[ 1, sei=] ) 1lseiz>y
2) aij = { 0, sei#j b) bij = { 0, caso contrario
1, sei=3j
ceij=1 1, seli—jl=1 d)dy=(-1)(i+j)

0, caso contrario

Exercicio 1.3 Sejam A, B, C, D e E matrizes de ordens 2 x 3, 3 x 4,3 x5, 2 x5 e 3 x 3, respetivamente.
Indique quais das seguintes expressdes estdo bem definidas e, em caso afirmativo, indique a ordem da

matriz resultante.

a)A+B b)BA ¢)ABd)C? e AC+D f)AEB

Exercicio 1.4 Calcule os produtos

3 > 10 3 2 10 3
a)(210)[ -1 b)<112> -1 ol 11 2 -1
5 5 101 5
210 31 210 310 2 10 31 -3
df 112 -1 2 e)| 1 1 2 -1 20 )l 1 1 2 -1 2 1
101 5 1 101 510 101 5 1 -5
31 2 1 3 2
g (21 0)[ -1 2 {11 (_1> Dl 1](3 1)
5 1 10 1
Exercicio 1.5 Sejam A e B as matrizes
1 2 -1 -3 0 2
A= 1 -1 0 e B = 1 1 -1
1 -1 1 2 -1 1

a) Determine a primeira linha da matriz AB.
b) Determine a segunda coluna da matriz BA.

c) Determine a terceira linha da matriz A2.

L. . : . 1 2
Exercicio 1.6 Determine todas as matrizes B que comutam com a matriz A = ( > .



Exercicio 1.7 Seja A = . Mostre que, paran > 3, A™ = 0s.

o O O
O O =
o = O

Exercicio 1.8 Considere as matrizes
-2 3 36 -1 3 -4 -3
(3 3) =(35) e=(e) (0 3)
Verifique que AB =0 e AC = AD. Comente os resultados obtidos.

Exercicio 1.9  Obtenha uma expressio para (A+B)3, com A e B matrizes quadradas de ordem n. Simplifique

a express3o anterior, no caso de A e B serem matrizes comutaveis.

Exercicio 1.10 Verifique se existem valores de o e 3 tais que:

-1

4 3 21 0 0 0 1
3210 |0 o0 1 -2
2 1 00 a 0 1 -2 «
1 000 1 -2 a p
Exercicio 1.11  Verifique que
12 3\ ! -3 4 1
81 2 1 2 = 4 -8
321 1 4 -3

Exercicio 1.12* Sejam A e B matrizes invertiveis.

a) Mostre que A1+ B~! = A~}(A+ B)B~L.

b) Verifique também que, se A + B é invertivel, entdo A1 + B~ é invertivel sendo

(A '+ B ) '=B(A+B) A= A(A+B)'B.

Exercicio 1.13 Considere as matrizes

31 4 1 02 1+4 1 1+4 1 2

A=| 201 ]|, B=| -3 11|, C= 20 1 1], D= 1 1 -1
1 22 2 —4 1 i —i 0 -2 0 1

Determine:

a) (24)T — 3BT b) AB c) BA d) ATBT e) (AB)T

f) C* g) iD h) iD)*  )D+C  j)(CD)*

Exercicio 1.14 Identifique quais das seguintes matrizes s3o simétricas, antissimétricas, hermiticas ou anti-

hermiticas.
(210 _ 2 1+1 (0 1 - 1 1
A_(112)’B_<1—i 3 )’ C_<i O>’ D_<—1 —z’>’
210 2 10 0 1 ) 0 1—1
E = 1 1 2 F = -1 1 2], G= 1 0 — , H= 147 0 —21
0 21 0 -2 1 -7 =2 1 -2 23



Exercicio 1.15 Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Mostre que:

a)* A+ AT é uma matriz simétrica.
b) A — AT é uma matriz antissimétrica.

c) AAT e AT A s3o matrizes simétricas.

Exercicio 1.16 Sejam A e B matrizes hermiticas de ordem n. Mostre que:

a)

b)

c)

d)

e)

Exercicio 1.17  Uma matriz A de ordem n diz-se ortogonal se AAT = AT A = I,, e diz-se anti-ortogonal se
AAT = AT A = —1,,. Mostre que:

A+ B é uma matriz hermitica.

AB é uma matriz hermitica sse AB = BA
se A é invertivel, A~1 é hermitica.

A — A*, iA e —iA sdo anti-hermiticas.

AB 4+ BA é hermitica e AB — BA é anti-hermitica.

a)* se A e B sdo matrizes ortogonais, entdo AB e BA também s3o matrizes ortogonais.

b) se A e B s3o matrizes anti-ortogonais, entdo AB e BA sdo matrizes ortogonais.
Exercicio 1.18* Seja A uma matriz de ordem n x n, com todos os elementos iguais a 1.

a) Verifique que A2 = nA.

1
b) Mostre que, se n > 1, entdo (I, — A) 1 =1, — 7114.
n —_—

Exercicio 1.19 Uma matriz quadrada A diz-se idempotente, se A2 = A.

1/3 1/3 1/3
a) Mostre que a matriz A= [ 1/3 1/3 1/3] é idempotente.
1/3 1/3 1/3
b) Seja
10 0[1/3 1/3 1/3
01 0/[1/3 1/3 1/3
o | 001113 1/3 13
oo ool[13 1/3 1/3
00 0/[1/3 1/3 1/3
00 0|13 1/3 1/3

Calcule M? e M3, usando o fracionamento indicado para M. A que sera igual a matriz 13007

Exercicio 1.20 As seguintes matrizes sdo matrizes em escada? Em caso afirmativo, indique a respetiva

caracteristica.

111 100 130 146
aglo12)] plooo| gloo1]| @001
00 3 00 1 000 013
Lo 34 01 10012 013 4
e)(0012>f)00 gl o1024)| mloo13
00 00136 0000




Exercicio 1.21 Reduza as seguintes matrizes a forma em escada.

1 -1 1 0 5 1 -8 i;;i
a0 3 -3 b)|l 0 3 -3 6 Il & 3 4 1
1 1 0 4 -8 12 0 5 1 o 3
1200 1213 3 (1)_0122(1)
2120 2 4 0 4 4
V10212 9112355 T
0021 2 4 0 4 4 6 0 0 00

Exercicio 1.22 Discuta, em funcido do pardmetro «, a caracteristica de

1 1 «
Ay = 0 a «a |, coma€eR.
a =2 0
Exercicio 1.23 Determine valores de o e 5 de forma que
1 —a O
car| 0 -1 g < 3.
1 0 -8

Exercicio 1.24 Considere novamente as matrizes apresentadas no Exercicio 1.20. ldentifique quais as matrizes

que tém a forma em escada reduzida.
Exercicio 1.25 Reduza as matrizes obtidas no Exercicio 1.21 a forma em escada reduzida.
Exercicio 1.26" Mostre que duas matrizes da mesma ordem s3o equivalentes por linhas se e s6 se podem

converter-se na mesma forma em escada reduzida.

Exercicio 1.27  Verifique se as matrizes

1 21 2 2 1
A=(12 10 e B=|-2 -2 1
-1 01 1 1 2

sdo equivalentes por linhas.

Exercicios suplementares

Exercicio 1.28 Mostre que, se A e B sdo matrizes invertiveis tais que (AB)T = AT BT, entdo

(AB) = A"1B7 L



Exercicio 1.29 Seja A uma matriz simétrica de ordem n. Mostre que:

a) se A éinvertivel, A1 é simétrica.
b) BT AB é uma matriz simétrica, qualquer que seja a matriz B de ordem n.
c) se B é uma matriz simétrica, ent3o:

i) A+ B é uma matriz simétrica.

i) AB é uma matriz simétrica sse AB = BA

Exercicio 1.30 Seja A uma matriz de ordem n. Mostre que:

a) A+ A* é uma matriz hermitica.
b) A — A* é uma matriz anti-hermitica.

c) AA* e A*A sdo matrizes hermiticas.

Exercicio 1.31 Indique, justificando, quais das seguintes afirmacdes sdo verdadeiras e quais sdo falsas.

a) A matriz quadrada A = (a;;), definida por

go—d 1) iz
Y10 ,se i < J

é uma matriz triangular inferior.

b) A matriz

o = O
o O =

¢ uma matriz ortogonal.

o a
¢) Toda a matriz ndo nula da forma (

b
V2
d) Sejau= 1 |. A matrizA=1I3—uu’ é uma matriz simétrica.

V2

e) A Ulnica matriz simultaneamente simétrica e antissimétrica é a matriz nula.

b , . ,
é invertivel.
a

f) Toda a matriz simétrica é hermitica.

g) A inversa de uma matriz triangular superior invertivel é uma matriz triangular inferior.
Exercicio 1.32 Seja A uma matriz de ordem m xn e sejam eq, ..., e, as diversas colunas da matriz identidade
de ordem n (consideradas como matrizes de ordem nx1). A que é igual o produto Ae; (j =1,2,...,n)7?
Exercicio 1.33 Sejam A, B € R™*™. Prove que:

a) se Ax = Bx para todo a matriz x € R"*!, entdo A = B;

b) se Ax = 0 para todo a matriz x € R"*!, entdo A é a matriz nula.

Sugestdo: Use o resultado do exercicio anterior.



Exercicio 1.34 Discuta, em funcdo do parametro real o, a caracteristica da seguinte matriz

1 a o® ad

A = 052 ai a’ 1
as o« 1 «
a1 a o

Exercicio 1.35 Indique, se possivel, duas matrizes 2 x 3, que:

a) tenham a mesma caracteristica, mas ndo sejam equivalentes por linhas;

b) tenham a mesma caracteristica e com pivds nas mesmas colunas, mas n3o sejam equivalentes por
linhas.
Exercicio 1.36  Considere uma matriz A = (a;j)mxn € uma matriz B = (b;j)mx(n+1) tal que
aij:bi]’, izl,...,m, ]:1,n

a) Se A tiver a forma em escada, podemos concluir que B também tem essa forma? Justifique.

b) Se B tiver a forma em escada, podemos concluir que A também tem essa forma? Justifique.



2. Sistemas de equacoes lineares

Exercicios para as aulas

Exercicio 2.1 Considere o sistema de equacdes lineares Ax = b, onde

1 -1 11
A= 2 1 01 e b=
1 0 01
Sem resolver o sistema, mostre que:
a) (1,1,1,0) é solugdo do sistema;

b) (1,-1,1,1) n3o é solugdo do sistema.

Exercicio 2.2 Considere novamente a matriz A da questdo anterior. Justifique que existe um sistema de
equacdes lineares ATx = b tal que (1,2, 3) é solugdo desse sistema. Indique as equagdes de um sistema

nessas condicdes.

Exercicio 2.3 Cada uma das seguintes matrizes ampliadas é uma matriz em escada. Para cada uma delas,
indique se o sistema de equacgdes lineares correspondente é ou n3o possivel e, em caso afirmativo,

determine as suas solucdes.

1 2|4 1 3| 1 1 -2 4|1
a)[ 0 1]3 p)[ 0 1] -1 gl 0 0 1|3
0 0|1 0 0| O 0 0010
1 -2 2|-=2 1 3 2]-2 (1)_123
do 1 -1 3 e)| 00 1| 4 f)0012
0 0 1] 2 000 1 o 0 0lo

Exercicio 2.4 Resolva (na forma matricial), os seguintes sistemas, quando possiveis, usando o método de

eliminacdo de Gauss.

2r1 — 322 =5 T1+x2=0 201 + 320+ 23 =1
a) —4x1 4+ 620 =8 b)s 2x1 4+ 322 =0 ) z1t+ax2+23=3

3r1 — 22, =0 3x1 — 22, =0 31 +4x0+ 223 =4

Ty — w2+ 203 =4 ::26915 ++2§925 :U; :—24 :2Balc _+3i2 t ? - é
d){ 2x1+31—23=1 e) 1 2T 43 = f) 1T T2 =23 =

3x1+2x0 4+ 223 =5 r1+4xy — 223 =1

Ayn —
Ty + 3w +4w3 =7 —3x1 +8xp 4+ bxz =17 51 — 8xo 4+ 223 =5

Exercicio 2.5 Indique um exemplo de, ou justifique porque n3o existe, um sistema que seja:

a) possivel, com mais equagdes que incognitas;

b) possivel e determinado, com menos equagdes que incégnitas;

7



¢) impossivel, com tantas equagdes como incdgnitas;

d) possivel e determinado, com tantas equagdes como incégnitas;

e) possivel e determinado, com um nimero de equagdes diferente do nimero de incégnitas;
f) impossivel, com menos equa¢des que incognitas;

g) possivel indeterminado, com grau de indeterminagdo 2.

1 2 1|1
Exercicio 2.6 Considere um sistema cuja matriz ampliada tem a forma —1 4 3|2 |. Determine os
2 =2 al3

valores de a para os quais o sistema tem uma dnica soluc3o.

Exercicio 2.7 Considere um sistema cuja matriz ampliada tem a forma

o O O

1 2 1
2 5 3
-1 1 3
a) Diga, justificando, se o sistema pode ser impossivel.

b) Indique os valores de [ para os quais o sistema tem uma infinidade de solu¢des.

Exercicio 2.8 Considere os seguintes sistemas de equacdes nas incognitas z, y e z. Classifique-os, em funcdo
dos valores dos pardmetros reais « e 3, quanto a existéncia e unicidade de soluc3do.

r—y+2z=1

a) —x+3y—2z=p-2
2r—y+(2+a)z =2
r—y+z=-3

b) —r+4y —z =3«
Bxr+2=3
r—y+z=-1

c) 20+ 2=2
r—y+az=p

Exercicio 2.9 Discuta os seguintes sistemas de equagdes lineares nas incégnitas x, y e z, em fung¢do dos

respetivos pardmetros e resolva-os nos casos em que s3o possiveis.

T+2y—z=2

a) 2z + 6y + 3z = 4, acR
32 +8y+(a®>—2)z=a+8
r—y+2z=b

b) 2r 4+ az = 2, a, beR
r+y+z—-1=0
r+y+z2=0

c) kx +2ky — kz =1, kE,teR

t+Dz+y—(t+1)z=0



Exercicio 2.10*  Considere um sistema homogéneo Ax = 0, onde A é uma matriz de ordem m X n e sejam

u e v matrizes de ordem n x 1.

a)
b)

)

Mostre que, se u e v s3o solucdes do sistema, entdo u + v também é solucdo do sistema.

Mostre que, se u é solucdo do sistema, ent3o, para todo o escalar o, au também é solucdo do

sistema.

Use o resultado da alinea anterior para concluir que: Se um sistema homogéneo tem uma solucio

ndo nula, entdo tem uma infinidade de solugdes.

Exercicio 2.11* Sejam A e b matrizes de ordem n X n e n X 1, respetivamente. Mostre que A é invertivel se

e sO se o sistema Ax = b é possivel e determinado.

Exercicio 2.12* Sejam A e X matrizes de ordem n tais que AX = I,,. Mostre que A é invertivel e X = AL,

Exercicio 2.13 Determine, caso exista, a inversa de cada uma das seguintes matrizes.

111 1 22 10
Aglo1 1] pl2 -11] 12
00 1 1 32 13

d)

NIN W N
g wWwN
g~ W w
a s~
o1 o1 01 o0

Exercicio 2.14* Seja A uma matriz de ordem m X n e considere a matriz B de ordem (m + n) x (m + n),

definida por

_ In 0n><m
p= (% "),

onde 0, x,, designa a matriz nula de ordem n x m. Determine a inversa de B.

Exercicio 2.15 Determine a inversa da matriz

1 0 00O
0 1 000
83 —47 1 0 O
—55 94 0 1 0
62 —71 0 0 1
Exercicio 2.16* Considere o seguinte sistema de equagdes nas incégnitas x1, ..., Ty.

(n—1Dz1=z24+23+ -+ 24
(n—1zy =21+ 234+ Ty

(n—1zp,=x1+x2+ -+ 2p_1

Justifique que o sistema é possivel indeterminado e que, qualquer que seja a € R, o n-uplo (a,..., )

é solucdo do sistema.



Exercicios suplementares

Exercicio 2.17 Apresente, casa exista, um exemplo de:
a) matrizes A, b e c tais que o sistema Ax = b é possivel determinado e Ax = c é possivel
indeterminado;
b) matrizes A, b e c tais que o sistema Ax = b é possivel determinado e Ax = ¢ é impossivel;
c) matrizes A, b e c tais que o sistema Ax = b é possivel indeterminado e Ax = ¢ é impossivel;

d) matrizes A e b tais que o sistema Ax = b é possivel determinado e Ax = 0 é possivel indetermi-

nado;
e) matrizes A e b tais que o sistema Ax = b é possivel determinado e Ax = 0 é impossivel;

f) matrizes A e b tais que o sistema Ax = b é possivel indeterminado e Ax = 0 é possivel determi-
nado;

g) matrizes A e b tais que o sistema Ax = b é possivel indeterminado com grau de indeterminagdo

2 e Ax = 0 é possivel indeterminado com grau de indeterminacdo 1.

Exercicio 2.18 Discuta, em fungdo dos pardmetros reais a e b, os seguintes sistemas de equagoes lineares,
nas incégnitas x,y, z,t .

rT4+ay+bz—t=a

arby -~ ztal =0 2rty+i=2 r—bz—2t=a
a) (a+)y+z+t=1 b)¢ 3z+3y+az+5=3 ¢) o
—z+y+(at+1)t=1b 3x—32—2t=b 2u+ay + bz — 4t =3a

T+2ay+2t=0

Exercicio 2.19 Considere um sistema Ax = b, com A uma matriz m x n e b uma matriz m x 1 e segjam u

e v matrizes de ordem n x 1.

a) Mostre que, se u e v sdo solugdes do sistema, entdo u — v é solu¢do do sistema homogéneo
associado, Ax = 0.

b) Mostre que, se u é solugdo do sistema e v é solugdo do sistema homogéneo associado Ax = O,

entdo u + v é solucdo do sistema.

c) Prove que: Um sistema possivel ou tem apenas uma solucdo ou tem uma infinidade delas.

-1 -1 «
Exercicio 2.20 Considere as matrizes A, = [ -2 0 11, aeR.
-3 3 -3

a) Indique para que valores de a o sistema A,x = (1 1 —2)7 é possivel.
b) Resolva o sistema homogéneo A;x = 0.

¢) Use o resultado obtido em b) para justificar que A; é invertivel e calcule Afl.



Exercicio 2.21 Considere o sistema

3x—y+2z2=0
2042y +az=2 ,
r+y+z=-1

nas incégnitas x, vy, 2.

a) Discuta este sistema, em fungdo dos pardmetros « e 3, e resolva-o nos casos em que for possivel.

b) Seja A a matriz dos coeficientes do sistema que se obtém fazendo o = 1. Justifique que A é

invertivel e calcule A~1.

Exercicio 2.22  Considere a matriz de ordem n, A = (a;;), definida por:

0 — l1+z, sei=3
K B sei#j

Determine os valores de x para os quais a matriz A € invertivel.






3. Determinantes

Exercicios para as aulas

Exercicio 3.1 Calcule o determinante das seguintes matrizes:

12 1 i 031 11 -1 iggg

a) b)( . ) o324 A2 -1 1 e)
3 2 i -1 2 4 80
11 2 1 4 1 11

Exercicio 3.2 Calcule, de duas formas diferentes, o determinante de cada uma das seguintes matrizes.

1 -3 00 10 1 1
1 10
5 -2 2 1 -1 1 2 -1
a)_égi Pl o 201 901 10 2 o
0 0 0 1 2 3 =2 4
Exercicio 3.3 Sendo
a b ¢
A= d e f
g h i

e sabendo que det A = 2, calcule:

—a —b —c i h g a b c
a) det(34 b)| 2g 2h 2 | f e d d|a—d b—e c—f
) det( )| 29 ) )

3d 3e 3f c b a g h i

Exercicio 3.4 Calcule o determinante de cada uma das seguintes matrizes, usando o método de eliminagdo

de Gauss.
0 0 2 1 1
1 3 2 (1)?701 ‘;’ 01 —-13 0
a)[-2 -4 0 b)014_1 )]0 -1 0 2 0
3 0 -9 10 2 4 1 2 0 6 -3
0 0 0 1 1
Exercicio 3.5 Para cada k € R, considere a matriz

1 0 -1 0

2 -1 -1 k

A = 0 k -k k

-1 1 1 2

Determine os valores de k para os quais se tem det A = 2.

Exercicio 3.6 Seja
210
A=11 1 0
0 01
Determine os valores de \ para os quais se tem det(A — A I3) = 0.

13



Exercicio 3.7 Mostre que
1+4+a b c
a 1+b c =1l4+a+b+c
a b 1+4+c¢

Sugestdo: Adicione a coluna 1 as colunas 2 e 3.

a2

a 1
Exercicio 3.8 Mostre que | B> b 1 | = (b—a)(c—a)(b—c).
2 ¢ 1

Observacdo: Este determinante é chamado de determinante de Vandermonde.

Exercicio 3.9 Deduza as seguintes expressoes:

1 xr1 X2 X3
oL 1 y1 @2 23
a) |1y 22| =(y1—71)(y2 — 72) bl 4 n v o | (y1 — 21)(y2 — 22)(y3 — 73)
1 v oy
noy I v y2 3
Exercicio 3.10* Resolva a seguinte equacdo nas variaveis x1, T2, ..., Tn_1
r a a ... a a
a Ty a ... a a
a a x3 ... a a
det . — 07
a a a Tp_1
a a a a a

supondo a # 0.

Exercicio 3.11 Use o método da adjunta para calcular a inversa das seguintes matrizes.

2) A:@ _41).

2 -1 0
b) B=[-1 2 -1
0 -1 1

Observacdo: Recorde que a inversa de uma matriz simétrica invertivel é também simétrica.
1 11
c) C=1011
0 01

Observacdo: Tenha em conta que a inversa de uma matriz triangular superior invertivel é também

triangular superior.

10 -10
01 1 0O
d) D= 00 1 O
11 0 1



;. ~ . a , . , .
Exercicio 3.12 Prove que, se ad — bc # 0, entdo a matriz < . > é invertivel e calcule a sua inversa.

d

2 -1 «
Exercicio 3.13 Para cada o € R, considere a matriz A, = 1 -1 1
a —1 2

a) Determine os valores de « para os quais car A, = 3.
b) Calcule det Ap.
c) Justifique que a matriz A_; é invertivel e calcule a primeira coluna da sua inversa, usando deter-

minantes.

Exercicio 3.14 Para cada t € R, considere a matriz

1 1 1 1
1 2+t 1 1 1
A= 1 1 2+¢ 1 1
1 1 1 2+¢ 1
1 1 1 1 2+¢

a) Calcule o determinante de A;.
b) Diga para que valores do pardmetro real ¢t a matriz A; é invertivel.

c) Faga t =0 e determine Aal, usando o método da matriz adjunta.

Exercicio 3.15 Use a regra de Cramer para resolver os sistemas:

201 —x2 =06
2) { g1+ 5zp = 2

3r1+ar—23=1
b) —x1—To+4x3=7
21+ x> — bxr3 = -8

r1+a2—23=0

c) 201 +x2 =1
T1—x3=1

Exercicio 3.16 Considere as matrizes:

1 -1 2 cosf —sinf 0
A= 1 -1 -1 e B = —sinf —cosf@ O
-3 4 1 0 0 1

a) Calcule o determinante de A e de B, usando o Teorema de Laplace.
b) Determine as matrizes adj A e adj B.
c) Calcule a inversa de cada uma das matrizes, usando os resultados das alineas anteriores.

d) Use a regra de Cramer para resolver o sistema Ax = (10 1)”.

15



Exercicio 3.17 Seja A uma matriz de ordem n cuja soma dos elementos de cada linha é igual a zero. Justifique
que det A = 0.

Observacdo: Note que, se x for uma matriz coluna com n componentes todas iguais a 1, entdo Ax = 0.

Exercicio 3.18* Seja A uma matriz quadrada de ordem n (n > 2).

a) Sendo A;; o complemento algébrico do elemento a;;, mostre que:

det A, sei==k,

ai1Ag1 + aipAga + -+ i Apn = { 0 se ik

Conclua, entdo, que AadjA =det A I,.

b) Use a alinea anterior para estabelecer o resultado seguinte (enunciado nas aulas tedricas): Se A

for invertivel, tem-se !
-1

~ detA

adj A.

c) Mostre que, se A n3o for invertivel, entdo

Aad_] A — Oan.

Exercicio 3.19 Seja A uma matriz de ordem n (n > 2), invertivel. Mostre que:

a) |adj Al =[A]""1.
b) A matriz adj A também & invertivel e (adj A)~! = adj(471).

Exercicio 3.20 Calcule o determinante da seguinte matriz de ordem n, n > 1:

a b ... b b

b a ... b b
A= :

b b a

b b b

Exercicio 3.21* Diga, justificando, se as seguintes afirmacdes sdo verdadeiras ou s3o falsas.
a) det((A+ B)?) = (det(A + B))?;
b) det((A+ B)?) = det(A%2 + 2AB + B?);
c) se A é uma matriz ortogonal entdo det A = 1,
d) se A e B sdo matrizes reais de ordem 3 tais que det A = % e det B = —2, ent3o

det(A1B?) 4 det(2AT B) = 6;

e) se A é uma matriz de ordem n X n, com todos os elementos iguais a 1, entdo det(A — nl,) = 0.



Exercicios suplementares

Nos exercicios 3.22 e 3.23, indique, para cada alinea, se a afirmagdo ¢ verdadeira (V) ou falsa (F).

Exercicio 3.22 Considere as matrizes

1 11 3 -3 1
A=|1 2 3 e B=| -3 5 =2
1 36 1 -2 1 vV F
a) A=B"1 O O
b) detA=1. O O
¢) O sistema Bx = 0 tem solugdo dnica. O O
Exercicio 3.23 Considere a matriz
11 1 1
1 -1 1 -1
A= 1 1 -1 -1
1 -1 -1 1 \% F
a) A2 = 4[4. O O
b) detA = 16. O O
c) adjA=4A. O O

Exercicio 3.24* Indique, justificando, se as seguintes afirmacgdes sdo verdadeiras ou s3o falsas.

a) Se AT = —A2% e A é nido singular, entdo det A = —1.
b) Se A = (ai;) € R™*™ (n > 2) é uma matriz tal que
a, sej=1
aj =4 1, sej>lej#1i ,
j, sej>lej=1
entdo det A = a(n — 1)!.

c) Se A é uma matriz de ordem 6 tal que det A = —1, entdo det(adj A) = —1.

Exercicio 3.25 Sejam
1

110
As=[10 0], aeR\{0} e b= -1
12 o 1

a) Justifique que a matriz A, é invertivel e calcule A, usando determinantes.

b) Conclua que o sistema A,x = b é um sistema de Cramer e obtenha a sua solu¢do, usando a regra

de Cramer.



Exercicio 3.26*

a) Seja A quadrada de ordem n, com n > 2. Mostre que se A é uma matriz simétrica, entdo adj A
também é simétrica.

b) Considere as matrizes

1 a« -1 0 0
a 1 00 0
A, = 10 11 ,a€ER e b= 1
0 0 11 0

Justifique que a matriz A,, é invertivel e calcule A, usando determinantes. Use A para calcular
a solucdo do sistema A,x = b.



4. Espacos vetoriais

Exercicios para as aulas

Exercicio 4.1 Verifique que o conjunto P, (x) dos polinémios na varidvel = de grau menor ou igual a n com
coeficientes reais, algebrizado por meio da adicdo de polinémios e da multiplicagdo de um polinémio por

um ndamero real, é um espaco vetorial real.

Exercicio 4.2  Considere o conjunto C([a, b]) das fun¢des reais de varidvel real continuas em [a,b]. Se f,g €
C([a,b]) considere definida a soma f + g por

(f +9)(x) = f(x) + 9(x),  x€]a,b].

SeaeRe f e C([a,b]) considere o f definida por

(@f)(z) =af(z),  z€lab]

Prove que C([a,b]) é um espaco vetorial real para as operagdes acima definidas.
Exercicio 4.3 Mostre que se U é um subespaco vetorial de um espaco vetorial V' entdo Oy € U.

Exercicio 4.4 Verifique se os seguintes conjuntos sdo subespacos vetoriais do espaco vetorial V' indicado.
a) V=R? S={(r1,22)€R? : 21 =1}
b) V=R? T={(x1,20) €R?> : 21 >0}.
c) V=R3 U={(x1,20,73) €R3 : 23=0}.

Exercicio 4.5 Prove que o conjunto formado pelas matrizes reais simétricas de ordem n é um subespaco
vetorial de R™*"™,

Exercicio 4.6 Seja A € R™*"™ e b € R™, b # 0. Mostre que:
a) O conjunto das solugdes do sistema homogéneo Ax = 0 é um subespago de R".
(Recorde o Exercicio 2.10.)

b) O conjunto das solugdes do sistema Ax = b ndo é um subespaco de R".

Exercicio 4.7 Indique, sem efetuar quaisquer calculos, quais dos seguintes conjuntos sdo subespac¢os do espaco
V indicado.
a) V:R3, Ulz{(x1,$2,$3)€R3 :x1+x2+x3:0};
b) V:R3, UQZ{(l’l,:IZQ,JI3) € R3 ::1:1+x2+:c3:1};
c) V=R Us=/{(21,72,23,74) ER*: 21 = 29 e 23 = 24};

d) V=R Uy={(21,22,73,74) ER*: 27 = 20+ 23 € 14 = 5}.
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Exercicio 4.8 ldentifique o subespaco de R? gerado pelos vetores:

a) up =(1,0,0) eup =(0,1,1).
b) vi=(1,2,1),vo =(2,—-1,-3) e v3=(0,1,1).
c) wi=(1,1,1),wy=(2,1,1) e w3 =(0,1,3)

Exercicio 4.9 ldentifique o seguinte subespaco de R?*2:

(30669

Exercicio 4.10 Sejam vi,vy,..., Vv, vetores de um espaco vetorial V e a € R, o # 0. Prove que:
a)* (vi,va,...,vp) ={avi,va,..., V).
b) (vi,va,...,vp) = (Vi+ V2, Vo, ..., Vp).

Exercicio 4.11  Considere os vetores de R?, vi = (1,0) e vo = (1,1).

a) Escreva v = (3,—1) como combinag&o linear de vi e va.
b) Mostre que vi e vy sdo linearmente independentes.

c) Verifique que qualquer vetor x = (a,b) € R? pode ser escrito como combinac3o linear de vy e vs.

Exercicio 4.12  Verifique se s3o linearmente independentes os vetores de R3 apresentados em seguida. No

caso de serem linearmente dependentes escreva um deles como combinagdo linear dos restantes.

a) (1,0,0),(0,1,0),(1,—-1,1).
b) (1,0,1),(0,1,0),(1,—1,1).

Exercicio 4.13 Sejam vi,v),...,V, vetores de um espaco vetorial V e @ € R, a # 0. Mostre que, se

Vi,V2...,V, s3o vetores linearmente independentes (dependentes), entdo:

a)* avi,vy...,v, também s3o linearmente independentes (dependentes);

b) vi+va,va,...,Vv, também s3o linearmente independentes (dependentes).

Exercicio 4.14 Determine uma base e a dimens3o dos subespacos apresentados nos Exercicios 4.4 e 4.7.

Exercicio 4.15 Determine uma base e a dimens3o dos seguintes subespacos de R*:

b) W= {(3’:1,.%'2,.%'3,,%;;) S R4 X1 =Ty =23 }

Exercicio 4.16 Apresente uma base e indique a dimens3o dos subespacos de R?*? formado pelas matrizes:

a) Simétricas de ordem 2.
b) Triangulares superiores de ordem 2.

c) Diagonais de ordem 2.



Exercicio 4.17* Seja V' um espaco vetorial de dimensdo n. Mostre que:

a) SeV =(vi,...,vy), entdo (vi1,...,V,) é uma base de V.
b) Sevi,...,v, sdo vetores de V' linearmente independentes, entdo (v1,...,Vv,) é uma base de V.
Exercicio 4.18" Seja V' um espaco vetorial e (v1,...,Vv,) uma sua base. Mostre que qualquer vetor v € V
se escreve, de forma (inica, como combinac3do linear dos vetores vy, ..., V.

Observacdo: Os coeficientes da combinacdo linear sdo chamados as coordenadas do vetor em relacdo a

essa base.

Exercicio 4.19  a) Determine as coordenadas do vetor x = (1, —4,2) em relagdo 3 base canénica de R3.

b) Sejam u; = (1,0,0), up = (1,—1,0), e uz = (1,0, —1). Mostre que (uz, uz, u3) é uma base de
R3. Determine as coordenadas de vetor x, dado na alinea anterior, relativamente a esta base.

Exercicio 420 a) No espago Pa(z), determine as coordenadas, na base (1, ,22), de
p(z) =1 — 4z + 222,
b) Considere os polinémios definidos por

p(@)=1 p(z)=1-2, ps(z)=1-27%

Mostre que (p1,p2,p3) é uma base de Py(x). Determine as coordenadas do polinémio p, dado na

alinea anterior, relativamente a esta base.

Exercicio 4.21  a) Mostre que os vetores u; = (1,0), ux = (1,1) e uz = (0, —1) constituem um sistema

de geradores de R?.

b) Retire vetores, entre os dados, para obter uma base de R?.
Exercicio 4.22 Determine os valores de k para os quais ((1,0,2),(—1,2,-3),(—1,4,k)) é uma base de R3.
Exercicio 4.23 Determine uma base do subespaco de R3, U = ((1,0,1),(2,2,4),(0,0,1),(1,2,3)).

Exercicio 4.24 Seja U = {(3a + b,2a — b,a + 2b) : a,b € R}.

a) Verifique que U é um subespaco vetorial de R3.
b) Determine uma base de U.

c) Determine o de modo que o vetor (2,3, «) pertenca a U.
Exercicio 4.25 Seja S = {(7,y,2) € R3: z + 2y + 2 = 0}.

a) Verifique que S é um subespaco vetorial de R3.
b) Determine uma base de S.

c) Determine a € R de modo que S = ((1,0,—-1), (-1, 1, a)).



Exercicio 4.26 Determine a dimens3o e indique uma base para o espaco das colunas e para o espaco das

linhas de cada uma das seguintes matrizes.

2)

c)

A=

C =

O O O o
O O ON
O O W
O O = =

I« S =Y
wW N W
O N O
N O N

b) B =

O O O

d) D =

o O O

O O = O

O O =

O = O O

= O O

30 60
e)E_<1 0 -2 0)

Exercicio 4.27 Determine a dimens3o e indique uma base para o niicleo de cada uma das matrizes do exercicio

ant

erior.

Exercicio 4.28* Construa uma matriz cujo espago nulo seja gerado pelo vetor (2,0,1).

Exercicio 4.29* Existe alguma matriz A tal que (1,1,1) € £(A) e (1,0,0) € N(A)?

1 -1

0 o

Exercicio 4.30 Considere a matriz A = 2 =2
-1 1

0 O

a) Calcule a nulidade e a caracteristica de A.

oONDNBEDN

O == O =

b) Determine bases para o espaco das colunas de A e para o espa¢o nulo de A.

c) Indique uma solucdo do sistema de equacdes lineares Ax = b, onde b= (102 —1 0)T.

Exercicios suplementares

(Note que b é a primeira coluna de A.)

Nas questdes 4.31 a 4.39, indique, a(s) alinea(s) correta(s).

Exercicio 4.31  Os seguintes subconjuntos de R* sdo subespacos vetoriais de R*.

a) A
b) A
c) A
d) A
e) A
f) A

r,y,z,w) € R
z,y,z,w) € R
r,y,z,w) € R
z,y,z,w) € R

z,y,z,w) € R

~ o~ o~ o~ o~ o~

z,y,z,w) € R

cx—y =2}
cz=x+2yew=2x—3y}.
cx=0ey=—w
cx =y =0}

cx=1y=0, z+w=1}
cx>0ey <0}

}.



Exercicio 4.32 Os seguintes subconjuntos de R"*" s3o subespacos vetoriais de R™*".

a) O conjunto de todas as matrizes invertiveis de ordem 7.
b) O conjunto de todas as matrizes diagonais de ordem n.
¢) O conjunto de todas as matrizes triangulares superiores de ordem n.

d) O conjunto de todas as matrizes singulares de ordem n.

Exercicio 4.33  Os seguintes vetores geram R3.

a) (1,-1,2), (0,1,1).

b) (1,2,-1), (6,3,0), (4,1,1), (~1,1,1).
<) (2,2 3) (-1,-2,1), (0,1,0).

d) (1,1,-1), (1,0,3), (-1,-2,5).

Exercicio 4.34  Os seguintes polinémios geram P;(z).

a) >+ 1, 22 +x, v+ 1.

b) z2+1, 2°+x.

c) ¥ +2, 20—z +1, x+2, 2>+ +4
d) 2> -3z +2, 22-1.

Exercicio 4.35 Os seguintes vetores de R3 s3o linearmente dependentes.

a) (1,2,-1), (3,2,5).

b) (4,2 1), (2,6,-5), (1,-2,3).

c) (1,1,0), (0,2,3), (1,2,3), (3,6,6).
d) (1,2,3), (1,1,1), (1,0,1).

Exercicio 4.36  Os seguintes vetores de P»(z) sdo linearmente dependentes.

a) 22+1, -2, = +3.

b) 2x%4+1, 2%+ 3, =

c) 3v+1, 322 +1, 22° + . + 1.

d) 2?2 —4, 522 — 5z —6, 322 — 5 +2, 2v — 1.

Exercicio 4.37  Os seguintes vetores de R?*? s3o linearmente dependentes.
2) 11 10 0 3 2 6
12/ 0 2)"\12)"\4 6)
11 10 01
2 (11)(62) (o2)
o) 11 2 3 31 2 2
1 1/)°\12)"\20)"\1 1)



Exercicio 4.38  Os seguintes vetores de R3 formam uma base de R3.

a) (1,2,0), (0,1,-1).

b) (1,1,-1), (2,3,4), (1,-2,3), (2,1,1).
c) (1,1,0), (0,2,3), (=2,0,3).

d) (3,2,2), (-1,2,1), (0,1,0).

Exercicio 4.39  Os seguintes vetores de P»(z) formam uma base de P»(x).

a) —2?+x+2 222 +2x+3, 422 1.

b) 2x%+41, 2% +3.

c) x> +1,32°+1, 222+ +1, 322 — 5z +2.
d) 322 +2x+1, 22 +x+1, 22 +1.

Nas questdes 4.40 a 4.46, indique, para cada alinea, se a afirmacgdo ¢ verdadeira (V) ou falsa (F).

Exercicio 4.40 Seja V' um espaco vetorial real.

a) Se (vi,va,---,vy,) é uma base de V, entdo (3vi, vy, -+ ,Vv,) também é uma
base de V.

b) SeV = (vi,va, - ,vy), entdo dim V = n.

c) Se (vi,va,---,vy) é uma base de V, entdo o vetor nulo ndo pode escrever-
-se como combinac¢3o linear dos vetores vi,vo, -+, Vy.

d) SedimV =ne vy, vy, - v, sdo vetores de V' linearmente independentes,
entdo (vi,va, -+ ,Vvy) é uma base de V.

Exercicio 4.41 Seja V' um espaco vetorial real de dimens3o n.
a) SeV =(vi,va, - ,vy), entdo (v1, Vo, -+ ,Vy) é uma base de V.
b) Se (vi,va,---,vy,) é uma base de V, entdo (vi,v2, -, vy + v,) também
é uma base de V.
¢) Quaisquer n — 1 vetores de V' s3o linearmente independentes.
d) O conjunto T'= {avy + vz : a, B € R, vy, vy € V} é um subespaco

vetorial de V.

Exercicio 4.42  Seja S ={((1,0,1),(1,2,1),(3,4,3)). Ent3o:

a) S=R3
b) S={(x,y,2) eR3:z =2}
c) (2,3,4)€eS.

d) os vetores (—2,4,—2) e (—2,0, —2) constituem uma base de S.

Vv

O

OO OO0 =

O O O O



Exercicio 4.43 Seja T'=((1,1,0,0),(1,0,—-1,0),(1,1,1,1)) . Ent3o:

a) T =R3

b) T ={(a,b,c,d) €R*:a=b—c+d}.

¢) (0,0,0,0)€T.

d) ((1,1,0,0),(1,0,—1,0),(0,0,1,1)) é uma base de 7.

Exercicio 4.44 Seja A uma matriz de ordem 4 x 5.

a) As colunas de A s3o linearmente dependentes.
b) O sistema Ax = 0 tem solugdo dnica.

c) carA <4,

d) A dimensdo do nicleo de A é 2.

Exercicio 4.45 Seja S = {(a+ 8, — (,2a) : a,f € R}.

a) S={(r,y,2) ER®:x+y—2z=0}
b) (1,1,1) e S.
¢) S=1{(1,-1,0),(1,1,2),(1,0,1)).

d) S é um subespaco vetorial de R3 de dimens3o 2.

Exercicio 4.46 Considere as matrizes

O N = =
—= W N
N B W
(62 NG 5 I N
o O O =
O O~ =
OO N =
O WKF

a) B pode obter-se por operagdes elementares sobre as linhas de A.

b) ((1,1,2,0),(1,2,3,1),(1,4,5,5)) é uma base do espago das colunas de A.

c) ((1,1,1,1),(1,2,3,4),(2,3,4,5)) é uma base do espago das linhas de A.
d) (-1,1,—-1,1) e N(A).

< O O OO0 = O O OO0 =

OHONONG,

<

ONONONG,

ONONONG ONONONG

-n

ONONONG

ONONONG






5. Transformacoes lineares

Exercicios para as aulas

Exercicio 5.1 Verifique quais das seguintes aplica¢bes sdo lineares.
a) f:R3 = R3 definida por f(z,vy,2) = (z,y,0);
b) g¢:R? — R? definida por g(z,y) = (z + 1,y + 2);
c) h:R3— R? definida por h(z,vy,2) = (z + ¥, 2);

d) p:R3 = R? definida por p(z,y,2) = (zy, 2);

e) d: P3(zx) — P3(x) f) t: R™M™ — RPX™
p(z) — p'(z) A AT

Exercicio 5.2 Para cada uma das aplicacdes lineares do exercicio anterior, determine o nticleo e indique a sua

dimensao.
Exercicio 5.3* Seja f : R3 — R? uma aplicac3o, tal que
f(z,y,z) = (x + k,z+ k), k constante real.

a) Indique para que valores de k essa aplicagdo € linear.

b) Para o valor de k encontrado na alinea anterior, determine Nuc f e uma sua base.
Exercicio 5.4 Seja f : R3 — R* a aplicacio linear definida por
flz,y,2) =(x+2y — z,y + 22,2z + 5y, + 3y + 2).

a) Determine a representacdo matricial de f.
b) Calcule, de duas formas distintas, f(1,2,3).
c) Determine Nuc f e uma sua base.

d) Indique uma base para Im f.

Exercicio 5.5 Seja T : R3 — R3 a aplicacdo linear cuja representacdo matricial é My =

w NN
O =
W W =

a) Determine a expressdo de T(z1,x2,23), com (1,22, 73) € RS,
b) Diga, justificando, se o vector (5,7,9) € ImT. Determine uma base para NucT.

¢) Indique uma base para ImT.

Exercicio 5.6 Para cada uma das aplicagOes lineares seguintes, determine o nicleo e a sua dimens3o e diga se

a aplicacdo € injetiva. Indique ainda a dimens3o do espaco imagem e diga se a aplicagdo é sobrejetiva.

a) f:R3 = R3, definida por f(z,y,2) = (v, — y,x + 2).

1 2 3

C . - C 2 3 2

b) g a aplicagdo linear cuja representagdo matricial é My = 00 1
1 3 2



c) h: R* — R3, definida por

Exercicio 5.7 Seja T : R3 — R3 a aplicac3o linear representada pela matriz A =

N O =
o = O
NN =

a) Determine T'(1,2,4).
b) Verifique se T' é bijetiva.
c) Determine uma base para ImT'.

d) Determine uma base para NucT.

e) Determine {u € R3: T(u) = (4,-3,8)}.

Exercicio 5.8*
a) Justifique que ((1,1),(—1,1)) é uma base de R? e determine as coordenadas dos vetores e; = (1,0)
e ex = (0,1) nessa base.

b) Seja T : R? — R3 a transformacio linear tal que
7(1,1)=(1,2,1), T(-1,1)=(-1,0,3).

(i) Construa a representagdo matricial de 7.
(i) Determine T'(z,vy), com (x,y) € R2.

(iii) Diga, justificando, se T' é injetiva e/ou sobrejetiva.

Exercicio 5.9 Seja ®;, a aplicacdo linear cuja representacdo matricial é

-1 k-2 1
A = 2 8 k , kelR.
k+1 2k —-k-1
a) Determine os valores de k para os quais a aplicagdo @y, é injetiva.

b) Determine Nuc®_; e diga qual a sua dimenso.

c) Determine uma base para Im ®;.

Exercicio 5.10 Diga porque n3o existe ou apresente um exemplo de uma transformac3o linear nas condigdes
indicadas.
a) f: R® — R? cujo niicleo tenha dimens3o 2.
b) g:R3— R3 tal que dimNucg = 2.
c) h:R? - R?tal que h(3,3) = (1,2) e h(5,5) = (2,1).
d) t:R3— R? tal que Nuct = ((1,1,1),(1,1,0)) e (1,3) € Im¢.
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Exercicios suplementares

Exercicio 5.11 Seja f : R3 — R3 a aplicacdo linear tal que
f(1,0,0)=(1,1,2), f(0,1,0)=(-1,2,0), f(0,0,1)=(-1,5,2).

a) Determine f(—1,-2,1).
b) Determine {u € R3: f(u) = (0,3,3)}.

c) Diga, justificando, se f é injetiva e/ou sobrejetiva.

Exercicio 5.12  Seja T, , : R3 — R3 a aplicac3o linear cuja representacio matricial é

1 —a O
M., =0 -1 B , o, B€R.
1 0 -3

a) Calcule a e 5 de modo que (1,1,1) € ImT, 5 .
b) Indique, justificando, para que valores de o e (3 a aplicagdo linear é bijetiva.
c) Calcule T,,(1,-1,1).

d) Calcule uma base do nicleo de T ;.

Exercicio 5.13 Considere a aplicacdo linear f : R3 — R3 definida por
f@y,2)=(x+y+z—2+222+2+42)

a) Indique, justificando, se a aplicagdo f é injetiva.

b) Verifique se (1,1,1) € Im f.

Nas questdes seguintes, indique, a(s) alinea(s) correta(s).

Exercicio 5.14 Considere, para cada k € R, a aplicacdo linear ¢, : R3 — R3 associada a matriz

k 2k—-1 1
A,=1 0 k-2 1
0 0 2k

a) dim(Im ¢,) = 2.
b) ¢1(1,2,3) = (6,1,6).
c) A aplicagdo ¢3 ndo é injetiva.

d) Se ¢y é sobrejetiva, entdo k # 0.

<
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Exercicio 5.15 Seja f : R* — R3 uma aplicac3o linear e M a matriz de f.

a) My é uma matriz 3 x 4.
b) f n3o pode ser injetiva.

c) f ndo pode ser sobrejetiva.

d) SedimNuc f =2, entdo dimC(M;y) = 2.

<
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6. Valores e vetores proprios

Exercicios para as aulas

Exercicio 6.1 Verifique quais dos seguintes vetores sdo vetores préprios da matriz

-5 2 0
-12 5 0
0 -1

2)(0,0,2) b)(1,3,0) «¢)(0,0,0) d)(1,1,3).

Exercicio 6.2 Verifique quais dos seguintes valores sdo valores préprios da matriz
4 0 2
11 3
00 -2

)2 b)—2 ¢4 d)1 €0

Exercicio 6.3 Escreva a equacao caracteristica e calcule os valores préprios das matrizes:

2 10
yA:G 9 w3:<i b gC=10 2 1
00 2
2 0 1 3 -1 0 32_01_01
dD=|0 3 0] ¢FE=|-1 2 —1| fF=
10 2 0 -1 3 -1 0 30
0 1 0 3

Exercicio 6.4 Sabendo que A =1 é um valor préprio da seguinte matriz

5 -7 7
A= |4 -3 4],
4 -1 2
determine os restantes valores préprios de A.
Exercicio 6.5 Considere a matriz
21 0
A=(10 1 -1
0 2 4

a) Substitua a terceira linha pela sua soma com a segunda multiplicada por —2 transformando-a numa

matriz triangular superior U.

b) Calcule os valores préprios de A e de U e verifique que as matrizes ndo tém o mesmo conjunto de

valores préprios.

Exercicio 6.6 Determine vetores préprios associados a cada um dos valores préprios reais das matrizes apre-
sentadas no Exercicio 6.3.



Exercicio 6.7 Considere a matriz

A=

w O o

0
3
0

O O W

a) Calcule os valores préprios de A indicando a sua multiplicidade algébrica.

b) Calcule o subespago préprio associado a cada um dos valores préprios de A, indicando a multipli-

cidade geométrica de cada valor préprio.

Exercicio 6.8 Seja A um valor préprio de uma matriz A e seja x um vetor préprio associado a A. Mostre que

a)* aX é um valor préprio da matriz @A, sendo x um vetor préprio associado a esse valor préprio;
b) A—p é um valor préprio da matriz A —plI, sendo x um vetor préprio associado a esse valor préprio;

c) Mf(k € N) é um valor préprio da matriz A*, sendo x um vetor préprio associado a esse valor

préprio.

Exercicio 6.9 Seja A uma matriz de ordem 3 com valores préprios —1,1 e 2. Indique os valores préprios de

uma matriz B relacionada com A do seguinte modo:

a) B=4A.
b) B=-A.
c) B=A+3L.
d B=A1
e) B=AT.
f) B= A3

Exercicio 6.10 Considere a matriz

1 00 1
-1 10 1
A= 0 11 -1
1 00 1

a) Determine os valores préprios de A.
b) Determine o subespacos préprio associado a cada um dos valores préprios de A.
c) Indique, justificando, se a matriz A é diagonalizdvel.

d) Indique uma matriz B, de ordem 4, que tenha os mesmos valores préprios que a matriz A.

Exercicio 6.11 Considere novamente as matrizes apresentadas no Exercicio 6.3. Indique, para cada matriz,
as multiplicidades algébrica e geométrica de cada valor préprio real. Diga, justificando, se as matrizes

sdo diagonalizaveis.



Exercicio 6.12* Recorde que uma matriz A se diz idempotente se A?

= A (ver Exercicio 1.19). Mostre que,

se A é um valor préprio de uma matriz idempotente, entdo A = 0 ou A = 1. D& um exemplo de uma

matriz idempotente que tenha 0 e 1 como valores préprios.

Exercicio 6.13* Seja A uma matriz que tem u = (1,2, 1,3) como vetor préprio associado ao valor préprio 2 e

v = (—1,2,2,1) como vetor préprio associado ao valor préprio —3. Calcule A%w, onde w = (3,2,0,5)".

Exercicios suplementares

Nas questdes 6.14 a 6.16, indique, para cada alinea, se a afirmacg3o é verdadeira (V) ou falsa (F).

Exercicio 6.14 Seja A uma matriz de ordem 4, com valores proprios

a) detA =4
b) Os valores préprios da matriz B sdo —4,—2,2 e 4.
c) As matrizes A e B sdo semelhantes.

d) O sistema (A — 2I4)x = 0 é possivel e determinado.

Exercicio 6.15 Considere a matriz

(0,0,0) é um vetor préprio associado ao valor préprio 0.
(2,2,2) é um vetor préprio associado ao valor préprio 1.
c) (-1
d) (

1,0,—1) é um vetor préprio associado ao valor préprio 0.

Exercicio 6.16 Seja A uma matriz de ordem 3, com valores préprios 0, 1 e 2.

a) A é uma matriz invertivel.
b) O sistema Ax = 0 é possivel e determinado.

c) Os valores préprios da matriz 2A — I3 sdo 1,3 e 5.

d) Existe uma base de R3 formada por vetores préprios de A.

_2’

,—1,—1) é um vetor préprio associado ao valor préprio 0.

—1,1e2esejaB=-2A.V

O O O O

O O OO =

<
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Exercicio 6.17 Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n tais que A é semelhante a B.

a) Mostre que A2 é semelhante a B2.

b) Mostre que A™ é semelhante a B", para todo o n € N.

Sugestdo: Use indugdo sobre n.

O O O O

O O O O

O O O O






Solucoes

Matrizes
1 2 3 4 1 2 3
, . 01 2 -1 01 2 1 2 3 45
Exercicio 1.1 a) 5 o 3 1 b) 5 o 3 c) <0 1 92 3 4>
2 5 -3 2 2 5 -3
10 0 0O
5 02 0 0O
d)(1234) e) <1> )]0 0 -4 0 O
00 0 30
00 0 01
1000 g
g) h){0 3 2
4 1 3 0 00 5
21 3 2
Exercicio 1.2
1 0 0O 1 000 1 -1 0 0 2 -3 4 -5
0100 1 100 -1 1 -1 0 -3 4 -5 6
A_OOIOB_11100_0—11—1 D_4—56—7
0 001 1111 0 0 -1 1 -5 6 -7 8

Exercicio 1.3 a) Ndo definido  b) Nao definido ¢)2 x4 d) Ndo definidko e)2x5 f)2x4

Exercicio 1.4

5 5 5 4 5 40 5 4 -5 5 6 2
(5),(12>, 12,112 5])|,l12250],{125 —-12],(5 4),l2],[31
8 8 2 8 20 8 2 -8 3 31
-8
Exercicio 1.5 -3 3 -1, 2, 120
4
Exercicio 1.6 <a b)
b a
Exercicio 1.9 (A+ B)> = A3+ ABA+ BA®? + B2A + A°B + AB? + BAB + B3.
Se A e B comutam, ent3o
(A+ B)* = A® +34%B + 3AB? + B>
Exercicio 1.10 a=1, g=0.
Exercicio 1.13
3 5 —4 8§ —15 11 5 5 8 5 —10 15 8 0 -1
2 -3 16,0 -4 -3|,[~-10 -1 -9],15 -1 4 |,[~-15 -4 -6
2 -1 1 -1 -6 6 15 4 6 8 -9 6 11 -3 6



1
2+1
1—4

Exercicio 1.14

Exercicio 1.19

Exercicio 1.20

Exercicio 1.21

1
a)| O
0
1
0
d) 0
0

Exercicio 1.22

Exercicio 1.23

Exercicio 1.24

—27 —1 —-1—47 —3 =2 —1—45 — 2 2 2 3
1 7 , —3 —i 9 , —1 — 0 1 1-2. 2 0],
1 0 2 0 -1 -2 T —1 -3 ¢ 1
3+ 44 1
142 0
4 241
Simétrica: CelkFE,
Antissimétrica: H;
Hermitica: B, FeQ(G,
Anti-hermitica: C e D.
b)
1 0 0(2/3 2/3 2/3 1 0 0] 1 1 1
0 1 0(2/3 2/3 2/3 01 0] 1 1 1
M2 — 0 0 1|2/3 2/3 2/3 M3 = 0 0 1] 1 1 1
100 O0]1/3 1/3 1/3 |’ 1 00 O0[1/3 1/3 1/3
0 0 01/3 1/3 1/3 0 0 0(1/3 1/3 1/3
0 0 0[1/3 1/3 1/3 0 0 0[1/3 1/3 1/3
1 0 0/|100 100 100
0 1 0|100 100 100
27300 _ 0 0 1|100 100 100
0 001/3 1/3 1/3
0 001/3 1/3 1/3
0 001/3 1/3 1/3
a)3 b)Nio ¢)2 d)Ndo €2 f)1 g)3 h)2.
(solugdo n3o Unica)
-1 1 4 -8 12 0 g (1) 1 ;
3 -3 b)l 0 3 -3 6 c)
0 1 0 O 6 —18 0000
0 00O
2 0 0 12 1 3 3 L -1 021
0 0 2 40
-3 2 0 00 -2 -2 -2
e) )l 0 0 0 0 1
0 7 6 0 0 O 0 0
0 0 -5 0 0 O 0 0 0 0 000
0 0 0 0O

car Ag = car Ay = carA_; = 2, car A, = 3, nos outros casos.

B=0oua=1.

c), f). 8).

)



Exercicio 1.25

1 1 o -1
100 100 7 05122
a)l 010 p)l 0 1 0 —1 c)
001 001 -3 000 0
000 O
1000 12022 (1)_01(1)58
d)0100 )00111 gl o 0 001
0010 100000 0 0 00 0
0001 00000 O 0 0 00 0

Exercicio 1.27 As matrizes n3o s3o equivalentes por linhas, uma vez que

1 00 110
A— |1 0 1 0 e B—— | 0 0 1
linhas 0 0 1 linhas 0 0O

Exercicio1.31 V. V F V V F F
Exercicio 1.32  Ae; é uma matriz coluna formada pela coluna j da matriz A.
Exercicio 1.34 Se o= +1, carA=1. Se aw # £1, car A = 4.

Exercicio 1.35 a) <(1) (1) 8) e ((1) 8 (1)> b) <é (1) (1)> e ((1) (lJ 8)

Exercicio 1.36 a) Ndo; b) Sim.

Sistemas

Exercicio 2.3 a) Sem solugdo; b) (4,-1); ¢) (—11+ 2a,,3),a € R; d) (4,5,2); e) Sem solugdo;
f) (5,3,2).

Exercicio 2.4 a) Impossivel; b) (0,0); ¢) (8 —2a,—5+ a,a),a € R; d) Impossivel; e) (0,3/2,1);
f) (14 2,3, 7a),a € R.

Exercicio 2.6 a # —2. Exercicio 7. a) N&o. Trata-se de um sistema homogéneo. b) 3 = 2.

Exercicio 2.8 (Sl — sistema impossivel; SPD — sistema possivel e determinado; SPI — sistema possivel e indeter-

minado)

a) a=2ef=1SPlba=2ef#1 Sl;,aa#2 SPD.b) f=1ea=7,SPl; 5=1ea#7,SI,
B8#1,SPD.¢c) a=1ef=-1,SPl;,a=1ep8# -1, Sl; o« # 1, SPD.



5
Exercicio 2.9 a) a=2, SI; a = —2, SPI. Solugdo: z =2+ 6c, y = o0 2=, o € R;

2 2 — 1
a#2ea#—2, SPD. Solugdo: = = at >
a

YT T a2

b)a=3eb#1,Sl;a=3eb=1, SPlL Solugdo: r=1-3a, y=«a, z=2a, a €R;
. —ab—a+6 (2—a)(1—0) b—1
PD. Sol r=— y=~—— =
a#3,8 Solucdo: x 624 ;Y 6~ 24 , 2 ey
¢) k=0out=-1/2,Sl; k#0et+# —1/2,SPD.
-2t 1+¢ —t

Sl N: = —————— = — = —.
oMo = okt v 20 Y T k(v 2t) © T 2k(1 + 20)

5 2 4 -1 1 o0 0
1 -1 0 3 3 3
Exercicio 213 a) | o 1 -1 |;6) | -1 o 1 |;c) Nioinvertivel; d) r= 1 0
o 0 1 I -1 -3 L2 g
3 3 3 o 1 —&
1 0
- -1 _ n
Exercicio 2.14 B~ = ( A I, > .
1 0 00O
0 1 000
Exercicio 2.15 —-83 47 1 0 O
5 =94 0 1 O
—62 71. 0 0 1
11 0 0
Exercicio 217 b) A= [0 1|;b=[1];c=|1]. c)Az(é ;);b:<8>;c:<(1)).
2 2 0 1

Exercicio 2.18

a) a+# —1, SPI (grau de indet. 1); a=—1eb=1, SPI (grau de indet. 2); a=—-1eb#1, Sl
b) a# 3, SPI (grau de indet. 1); a =3 e b=23, SPI (grau de indet. 2); a=3eb#3, Sl

c) a#0eb+#0,SPD; a#0eb=0,Sl;, a=0eb+#0, SPI (grau de indet. 1); a=0eb=0,
SPI (grau de indet. 2).

_1 oo -1

2 6

Exercicio 2.20 a) o # 2; b)x =0; | - % 1 —%

-1 1 -1

Exercicio 2.21 a) a =2, SI; «a # 2, SPD.
. af —a—25-10 214+ 8)—a(3+ B) 4

Sol X = = = .
oHgao Ha—-2) 7 Ha—2) T a-2



b) A matriz é invertivel, porque para « =1, carA=3. A7l =

Exercicio 2.22

x#0ex# —n, onde n é a ordem da matriz.

Determinantes

Exercicio 3.1

Exercicio 3.2

Exercicio 3.3

Exercicio 3.4

Exercicio 3.5

Exercicio 3.6

Exercicio 3.10

Exercicio 3.11

Exercicio 3.12

Exercicio 3.13

Exercicio 3.14

Exercicio 3.15

Exercicio 3.16

a) —4; b) 0; ¢) —5; d) —15; e) 48.
a)2; b) 4; c) —11.

a)54; b)12;¢)2; d) —2 .

a) 6; b) 18; c) 10.
k=—2ouk=1

= {3—72\/57 1, %}

Ir1 =aouxrp»=aou---ouxrp—1=a.
1 4
L & 111 1 -1
a) b))l 1 2 2], ¢ 0 1
2 3
Z -2 12 3 00

i3 _5
4 4 4
11 1
4 4 4
0 -1 2
1 0 1
0
0 1 -1
_ll'd)001
-1 -1 0

= O O O

a)a#x0ea#2. b)ComocarAy=2 < 3, entdo Ag n3o é invertivel, logo det Ag = 0.

1

3
| -1
_2
3 5 -1
-1 1
a) (1+ )% b)t# —1, cgAl=1] -1 0
-1 0
-1 0
a)x1:¥, x2:—1—70; b)zx1 =1, 20 =0, 23 =2;

a)det A=3; detB=-1.

-1 -1 -1
0 0 O
1 0 O
0 1 0
0 O 1
C)xlzl, .’L'QZ—]., x3:O.



3 9 3 —cosf sinf O
b)adjA=1| 2 7 3 adjB = sinfd cosf O
1 -1 0 0 0o -1
1 3 1 cos —sinf O 2
gAl=(2 I 1|, Bl=| —sinf —cosf 0 |. d)x=| 5/3
; -1 0 0 0 1 1/3

Exercicio 3.20 (a + (n — 1)b)(a — b)" L.
Exercicio 3.21 a) V; b) F; ¢) F; d) F; e) V.
Exercicio 3.22 V V V Exercicio 3.23 V V V Exercicio 3.24 a)F; b) V; ¢)V.

Exercicio 3.25

0 1 0
a) A, éinvertivel, porque det A, = —a #0. AJl = 1 -1 0
2 1 1
Ta a o«
-1
b) O sistema é de Cramer, porque tem solu¢do Unica, pois det A, # 0. A solugdo é x = 2
_2
[0

-1
«
~1+a?
1—a?

Exercicio 3.26 b) x=

Espacos vetoriais

Exercicio 4.4 a) Sim b) Ndo ¢) Sim
Exercicio 4.7 a)ec)

Exercicio 4.8 a) {(a,b,c)€R3:b=c}. b) {(a,bc)eR3:c=b—a}. ¢) R

L. a b . . : . .
Exercicio 4.9 { <0 c) ca,b,ce R}, ou seja, o conjunto das matrizes de ordem 2 triangulares superiores.

Exercicio 4.11 v = 4vqy — vs.
Exercicio 4.12 a) Sim  b) N3o; (1,-1,1) =(1,0,1) — (0,1,0).

Exercicio 4.14

[4.4] a) dim S =1; base de S : ((1,1)).



[4.4] ¢)dimT = 2; base de T': ((1,0,0),(0,1,0)).
[4.7] a) dim Uy = 2; base de Uz: ((—1,1,0),(—1,0,1)).
[4.7] ¢) dim Us = 2; base de Us: ((1,1,0,0),(0,0,1,1)).

Exercicio 4.15 a)dimU =3; basede U : ((-1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1)).
b) dimW = 2; base de W : ((1,1,1,0),(0,0,0,1)).

Exercicio 4.16 a) dim 3; base: <<(1) 8) ) <§) (1)> ) (8 ?))
_ 1 0\ (0 1\ (00 . 1 0y (00
b) dim 3, base: <<O O> , (0 O) , (0 1)) ¢) dim 2, base: ((O 0) , (O 1>>

Exercicio 4.19 a) (1,—4,2) b)(—1,4,-2). Exercicio 4.20 a) (1,—4,2) b)(—1,4,-2).
Exercicio 4.21  b) ((1,0),(1,1)). Exercicio 4.22 k # —4.
Exercicio 4.23 ((1,0,1),(0,1,1),(0,0,1))

Exercicio 4.24 b) ((3,2,1),(1,-1,2)) ¢) a = —L1. Exercicio 4.25 b) ((—2,1,0),(-1,0,1))
c)a=-—1

Exercicio 4.26

dim £(A) =dimC(A4) = 2,
base L£(A) :((0,2,1,1),(0,0,3,1)), base C(4):((2,0,0,0),(1,3,0,0))

dim £(B) = dimC(B) = 3,
base £(B) : ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)), base C(B): ((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0))

dim £(C) = dimC(C) = 2,
base L(C) : ((—1,3,0,2),(0,2,2,0)), base C(C):((—1,0,-1),(3,2,3))

dim £(D) = dimC(D) = 3,
base £(D) : ((0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)), base C(D): ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1))

dim £(E) = dimC(E) =1,
base L(E) : ((3,0,—6,0)), base C(E):((3,1))

Exercicio 4.27 dimN(A) =2, base N(A) : ((0,-1,-1,3),(1,0,0,0))

dimN(B) =0, base N(B): 0

dimN(C) = 2, base N(C) : ((2,0,0,1),(~3,~1,1,0))
dimN(D) =1, base N(D):((1,0,0,0))

dim N (E) = 3, base N(E) : ((0,0,0,1),(2,0,1,0), (0,1,0,0))

41



-2

0
Exercicio 4.28 1 0 Exercicio 4.29 N3o.
0

O O =

Exercicio 4.30 a)2e 3 b)Base de C(A): ((1,0,2,-1,0),(0,2,—-1,2,0),(1,0,1,1,0))
Base de N'(4): ((1,1,0,0,0),(—2,0,-2,1,0)) ¢) Uma solugdo é: z1 = 1,20 = 23 = x4 = 25 = 0.
Nota: O conjunto das solugdes é {(1+ o — 28, a,—203,5,0) : a, 5 € R}.

Exercicio 431 FVVVFF Exercicio432 FVVF Exercicio433 FVVF

Exercicio 4.34 V FV F Exercicio 435 FFV F Exercicio 436 FFVV Exercicio 437 VFV
Exercicio 438 FFFV Exercicio 439 VFFV Exercicio440 VFFV Exercicio4.41 VVFV
Exercicio 442 FV FV Exercicio 443 FV VV Exercicio 444 VFVF Exercicio4.45 VFVV

Exercicio 446 VVVF

Transformacoes lineares

Exercicio 5.1 f, h,d e t s3o aplicacdes lineares.

Exercicio 5.2 Nuc f = ((1,0,0),(0,1,0)), dimNuc f = 2; Nuch = ((—1,1,0)), dimNuch = 1;
Nucd = (1,z), dimNucd = 2; Nuct = {O,xn }; dimNuct = 0.

Exercicio 5.3 a) k=0; b) NucT = ((0,1,0)), Base de NucT": ((0,1,0)).

Exercicio 5.4 a)

=N O R
W o1 = N
= O N

b) £(1,2,3) = (2,8,12,10).
¢) Nuc f = ((5,—2,1)); Base de Nuc f : ((5,—2,1)).
d) Base de Im f: ((1,0,2,1),(2,1,5,3)).

Exercicio 5.5 a) T'(z1, z2,23) = (221 — 2 + 23,221 + 22 + 323,321 + 323).
b) Sim.  c¢) Base de NucT: ((—1,-1,1)). d)BasedeImT: ((2,2,3),(—1,1,0)).



Exercicio 5.6

‘ Nuc dimNuc dimlIm injetiva sobrejetiva
f {(0,0,0)} 0 3 S S
g {(0,0,0)} 0 3 S N
h|{((1,-3,1,0),(1,-1,0,1)) 2 2 N N

Exercicio 5.7 a) T(1,2,4) = (5,10, 10).
b) T n3o é bijetiva.
c¢) BasedeImT: ((1,0,2),(0,1,0)).
d) Base de NucT: ((—1,-2,1)).
e) {(4—a,—3—-2a,a): acR}.

Exercicio 5.8 a) e; = 3(1,1) — 3(-1,1), ex=1(1,1)+1(-1,1).

1 0
b) YMp=|1 1
~1 2

(i) T(z,y) = (z,z +y, —x + 2y). (iii) E injetiva; n3o é sobrejetiva.

Exercicio 59 a) k# —-2ek #1.
b) Nuc®_p = ((—4,1,0),(1,0,1)); dimNucd_, = 2.
c) Basede Im®y: ((—1,2,2),(—1,8,2)).

Exercicio 5.10  a) N3o existe.
b) Por exemplo, g definida por: ¢(1,0,0) = (0,0,0),¢(0,1,0) = (0,0,0),9(0,0,1) = (1,2,3).
c) N3o existe.

d) Por exemplo, ¢ definida por: ¢(1,1,1) = (0,0),%(1,1,0) = (0,0),#(1,0,0) = (1, 3).
Exercicio 5.11 a) f(-1,—2,1) =(0,0,0). b) . ) Nédo é injetiva nem sobrejetiva.

Exercicio 5.12 a) (a#1efB#0)oua=0. b) a#leB#0. ) T,,(1,-1,1)=(3,3,-1).
d) Base de NucT: ((1,1,1)).

Exercicio 5.13 a) Ndao.  b) Nao.

Exercicio 5.14 V V FV Exercicio5.15VV FV



Valores e vetores proprios

Exercicio 6.1

a), b)

Exercicio 6.2 b), c), d)

Exercicio 6.3

Matriz A B D E F
) [ (F1HXNA+N) [1HX ] (24207 [ =(-3+ 22 (—14+X) | = (=4 + N (=3+N)(-1+N) | (4 + N (-2+))?
v.p. -1, 1 i, —i I3 1,3, 4 2, 4
Exercicio 6.4 5 e —2.
L. Matriz | A U
Exercicio 6.5 vp. 12 31 2
Matriz A C D E F
(170a 1) (17_171) (07_1707 1)
Exercicio 6.6 vp | (-1,1) | (1,0,0) | (0,1,0) | (~1,0,1) | (~1,0,1,0)
(151) (71703 1) (17231) (071303 1)
(1,0,1,0)

Exercicio 6.7

a) v.p.. —3 e 3, com m.a. 1 e 2, respetivamente.

b) V_3={((-1,0,1)) e V3 =((1,0,1),(0,1,0)).

Exercicio 6.9

Exercicio 6.10

a) —4,4,8 b)—2,—1,1

€)2,4,5 d) —1,1/2,1

a) v.p.: 0,1e2 comm.a. 1,2 e 1, respetivamente.

b) Vo = <(_17 —2,3, 1)>v V1= <(0707 170)> eVr= <(1’07_17 1)>

e)—1,1,2 ) —1,1,8.

c) A matriz ndo é diagonalizdvel, porque ndo ha 4 vetores préprios linearmente independentes.

d) Por exemplo, B =

Exercicio 6.11 A matriz C' n3o é diagonalizavel.

2

o O O

0

1
0
0

0

o = O

0

0
0
0

Exercicio 6.13  A?w = (17, -2, —10, 15).

Exercicio6.14 V V F F

Exercicio 6.15 F F

vV F

Exercicio6.16 F F F V




Resolucao dos exercicios selecionados

Matrizes

Exercicio 1.12  a)
AY(A+B)B™! = (A'A+ A7'B)B™! =+ A1B)B! = IB7'+ A7'BB™!
=IB'+A ' I=B'+A =41+ Bh
@ ® @

JustificagGes:

@ distributividade da multiplicacdo de matrizes em relagdo a adicdo
@ definicdo de inversa de uma matriz

® propriedade da matriz identidade

@ comutatividade da adi¢cdo de matrizes

b) Temos,
(A" 4+ B7Y)(B(A + B)1A) = (A"Y(A+ B)B 1) (B(A + B)"'A)
= AN A+ B)(B'B)(A+B)tA
= AW A+ B)I(A+B) A
= A"Y A+ B)(A+B) A
= ATIA = AT1A =1
e

(B(A+ B)'A)(A™ 1+ B = (B(A+ B)1A) (A" YA+ B)B™Y)
= B(A+ B) Y(AA ) (A+ B)B™!
= B(A+ B)'1(A+ B)B!
= B(A+ B) YA+ B)B!

— BIB'=BB'=1,
® @®

®
o que prova que A~ + B~ & invertivel, sendo (A~! + B~1)"! = B(A + B)'A.

Justificacoes:

® resultado da alinea anterior

@  associatividade da multiplicagdo de matrizes

® definicdo de inversa de uma matriz

@  propriedade da matriz identidade

Falta apenas mostrar que a inversa da matriz A=* 4+ B~ também pode ser dada por A(A+ B)~1B.
Usando a comutatividade da adi¢do de matrizes e o resultado anterior (com os papéis de A e B
trocados), vem, de imediato

(AP +B Y 1=B1+A4 ) 1=4AB+A)'B=AA+B) !B



Exercicio 1.15  a) Temos
(A+AT)T gAT+(AT)T gAT+AEA+AT,

o que mostra que a matriz A + AT é simétrica.

Justificacoes:
@  propriedade da transposicdo de matrizes

@ comutatividade da adicdo de matrizes

Exercicio 1.17  a) Como

(AB)(AB)T = (AB)(BTAT) = A(BBT)AT = ALLAT = AAT =1,

®

®l

(AB)T(AB) = (BTAT)(AB) = BT (ATA)BT = B"I1,B=B"B =1,
©) @ ® @ ®

concluimos que AB ¢é ortogonal.
Justificagdes:

@® propriedade da transposicdo de matrizes
associatividade da multiplicacdo de matrizes

B é ortogonal

propriedade da matriz identidade

@ ® © ©®

A é ortogonal

Exercicio 1.18  a) Seja B = A% = (b;;). Usando a defini¢do de produto de matrizes, temos, para i =

1,...,nej=1,...,n

bij:ai1a1j+ai2a2j+-~+amanj:1><1+1><1+---+1><1:n:n><1,

n parcelas

0 que mostra que a matriz A2 = nA.
Nota: A partir de agora, as justificacbes das diversas passagens das demonstracbes apresentadas

ficam ao cuidado dos alunos.

b) Como

1 1 1 5
(= A)In = —=A) = Iy —A— ——A+ ——A

1 n
=1,—A— 71A+ 71A

n 1

e

1 1 1 5
(In_n—lA)(In_A)_I"_A_n—1A+n—1A
=1 A 1 A+ 1 A
- n—1 n—ln

n 1

=1I,—A+( ——)A=1,—-A+A=1,,

n—1 n-1
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concluimos que (I, — A)~! =1, — -L- A

Exercicio 1.26  Na resolucdo deste exercicio, usamos o facto de sabermos que a forma em escada reduzida

equivalente por linhas a uma dada matriz A é (nica, ou seja, se A — AeA P A" com A’ A"
wmhas wmhas

matrizes na forma em escada reduzida, entdo A’ = A”.

Seja Ar a matriz em escada reduzida equivalente por linhas a A e Br a matriz em escada reduzida
equivalente por linhas a B. Vamos comecar por mostrar que, se A é equivalente por linhas a B, entdo
Agr = Bgr. Temos

A—— B
linhas
= A —— Bp.
B— BR linhas R
linhas

Como A T) Apg, concluimos que Ar = Bp.
mnas

Suponhamos agora que A ——— C e B —— (', com C na forma em escada reduzida, e mostremos
linhas linhas

que A —— B. Temos
linhas

B——C=—C——B

linhas linhas
e também
A——C
linhas = A s B.
¢ —— B linhas
linhas

Sistemas

Exercicio 2.10  a) Se u e v s3o solucdes do sistema, entdo temos Au = 0 e Av = 0. Mas, entdo, vem

A(lu+v)=Au+Av=0+0=0,
0 que mostra que u + v € solucdo do sistema.
b) Se u é solugdo do sistema, tem-se Au = 0. Entdo
A(au) = a(Au) = a0 = 0.

Logo, au é solucdo do sistema.

c) Se o sistema tem uma solugdo n3o nula, entdo, multiplicando essa solu¢do por qualquer @ € R

obtemos uma nova solucdo; existem assim infinitas solucdes.

Exercicio 2.11 A invertivel se e sé se car A = n o que equivale a afirmar que o sistema é possivel e determi-

nado. Além disso, neste caso, a solugdo do sistema é x = A~1b; com efeito, A(A~'b) = (AA71)b =
I,b =b.

Exercicio 2.12 Vamos primeiramente mostrar que a condicdo AX = I,, garante que car X = n, o que, como

sabemos, equivale a afirmar que X é invertivel. Suponhamos que car X < n e vejamos que isto leva
a uma contradi¢do. Se car X < n, o sistema homogéneo cuja matriz simples é X serd indeterminado,

isto &, existird u € R"*!, u =% 0 tal que Xu = 0. Mas, entdo, ter-se-3
u=lu=(AX)u=A(Xu)=A40=0
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o que contradiz o facto de ser u # 0.

Uma vez que existe X !, tem-se
AX =1, (AX)X ' =LX 1= AXX H=X"1=A,=X'=>A4=Xx""

Mas
A=X'1=XA=XX'=1,

Como AX =1, e XA = I,,, concluimos que A é invertivel e que X = A~L,

C
E F

In Onxm ¢ D _ In 0n><m
A I, E F )  \ Onxn Im )~

A I, E F )] \AC+E AD+F )’

Exercicio 2.14 A matriz X = ( > serd a inversa de A se e sé se BX = I,,4, ou seja se e sé se

Assim, temos que X = < g r > serd a inversa de A se e sd se se e sé se
c=1, c=1,
D= 0n><m D= 0n><m
AC + E = 0pxn E=-A
AD+F=1, F=1,
Logo, a inversa de B é a matriz
ITL On><m
—A L, )

Exercicio 2.16 O sistema pode ser reescrito como
(n—1zy—2p—23—+—2, =0
—zr1+(n—1)zg—23—--—2, =0
—x1—x2+—xp, +(n—1)z, =0

0 que mostra que é um sistema homogéneo, logo sempre possivel. Se considerarmos a matriz simples

deste sistema e somarmos as linhas 1,...,n — 1 a linha n vemos que se obtém
(n—1) -1 -1 -1 (n—1) -1 -1 -1
-1 (n—1) ... -1 -1 -1 (n—1) ... -1 -1
: : : : - : : : :
-1 -1 oo (n=1) -1 -1 -1 oo (n—=1) -1
-1 -1 -1 (n—1) 0 0 0 0

0 que mostra que a caracteristica da matriz do sistema é inferior a n, logo, o sistema é indeterminado.



Para ver que qualquer n-uplo da forma (a, a, . .., &) é uma solugdo do sistema basta multiplicar a matriz

o
. . a
do sistema pela matriz coluna | .
«
n—1) -1 ... -1 -1 a (n=la-a-..—a 0
-1 -1 ... (n—-1) -1 a ' 0
—a—a—+n-1a—a
1 1. 1 (n—1) a ot (1) 0
Determinantes
Exercicio 3.9 a)
1 z1 a0 1 T €2
1y = = 0 y1—1 0 = (y1 — z1)(y2 — 72)

L3+L3—Ly

1 yi oyl il 0 0 Yo — a2 (det mat. triang.)

Exercicio 3.10 Temos

r a a ... a a rz1—a 0 0 ... 0 0

a Ty a a a 0 zo—a 0 0 0

a a x3 a a 0 0 T3 —a 0 0
@

a a a Tpn—1 @ 0 0 0 Tp-1—a O

a a a a a a a a a a

®l

Justificagdes:
®  Subtraindo as linhas 1,2,,...,n—1, a linhan
®  determinante de uma matriz triangular
Ent3o, sendo a # 0, tem-se
T oa a ... a a
a T2 a a a
a a x3 ... a a
det| . . . , , =0 < a(r1 —a)(zz—a)...(zp—1—a)=0
a a a Tp—1 a
a a a a a

<~ r1=aVarr=aV- ---VITy_1=a.



Exercicio 3.18  a) Para i = k, trata-se simplesmente da aplicagdo do Teorema de Laplace ao longo da linha

1 da matriz A, isto é, como sabemos
anAin+apAin+-+aindin = (—1)Tag My +(=1)Pap M+ -+ (=1)"ain My, = det A.

Se i # k, novamente pelo Teorema de Laplace, a expressdo dada é igual ao determinante da matriz
que se obtém da matriz A substituindo a sua linha k pela linha 7; como esta matriz tem duas linhas

iguais, este determinante é nulo. Entdo, tem-se

ail a2 ... A1n
A1r ... Ap . A
: : A ... A . A
A adj A = ;1 a;2 v [077%% ,1 . 2 .

: Au, o A A
an1 Ap2 ... Apn
det A 0 0

0 det A

0 0 ... detA

b) Se A for invertivel, temos det A # 0, e, do resultado anterior segue-se que

A adj A = I,,

det A
o que mostra que A1 = ﬁ adj A.

c) Se A for n3o invertivel, ter-se-4 det A = 0. Como Aadj A = det AI,, vem

Exercicio 3.21  a) Verdadeira, porque det M? = det(M M) = det M det M = (det M)2.

b) Falsa; um contra-exemplo é dado pelas matrizes A = <; i) e B= <(1) 8) (Note-se que A e

B n3o comutam, pelo que (A + B)?> = A2 + AB+ BA+ B2 # A? +2AB + B?))

c) Falsa; se A é uma matriz ortogonal entdo AAT = I, logo det(AAT) = 1, isto ¢, det Adet(AT) =
1, ou seja (det A)> = 1 (pois det A = det(A”)). Conclui-se entdo que (det A)?> = 1, donde
det A = £1. Um exemplo de uma matriz ortogonal cujo determinante é igual a —1 é a matriz
A (10

- \0 1)°
d) Falsa; det(A~1B2) + det(2A47 B) = det(A1) det(B?) + det(2AT) det B

= g1 (det B)? + 23 det(AT) det B = ;15 (det B)? + 8det(A) det B = 0.

e) Verdadeira.

1—n 1 1 1 1 0 0 0 0 0

1 1—-n 1 ... 1 1 1 1—-n 1 ... 1 1
det(A —nly) = | : S VR N R T .| =0.

1 1 1 1—n 1 1 1 1 1—n 1

1 1 1 1 1—-n 1 1 1 1 1—-n




Exercicio 3.24
a) Falsa. Se AT = —A?, entdo
det(AT) = det(—A4%) < det A = (—1)"(det A)?> & det A = 0 ou det A = (—1)".

Logo, se A é n3o singular, det A = £1, dependendo da ordem n de A ser par ou impar.

b) Verdadeira.

a 1 1 1 1 1 11 1 1
«o 1 1 1 1 21 1 1
a 1 3 ... 1 1 11 1 1
detA=| . . . ) e )
a 1 1 n—1 1 1 11 n—1 1
a 1 1 1 n 1 11 1 n
1 11 1 1
0 1 0 0 0
0 0 2 0 0
=«
000 ... n—=2 0
0 0 0 ... 0 n—1

=axlxlx---x(n—-2)x(n—-1)=a(n—1)!

c) Verdadeira, porque det(adj A) = (det A)"~! = (—1)°> = —1 (ver Exercicio 3.19).

Exercicio 3.26
a) Como A é simétrica, entdo A = AT. Logo,
adj A = (det A) A~ = (det A)(AT) ™! = (det A)(A™1)T = ((det A) A1) = (adj 4)7,

0 que mostra que a matriz adj A também é simétrica.

b) det A, = —1#0, logo a matriz é invertivel.

0 0 -1 1
A1 0 1 « -«
o -1 a —-14a%2 1-a?
1 —a 1-a2 a?

A solucao pode ser obtida calculando A;lb. Como b = e3, a solucdo é terceira coluna da matriz

-1 . )
A_ " ou seja, é



Espacos vetoriais

Exercicio 4.10  a) Comecemos por mostrar que (vi,Va,...,Vy,) C (avi, va, ..., Vy).
Seja v um elemento arbitrdrio de (vi,va,...,v,) e mostremos que ele pertence também a
(avi,va,...,vy). Por definicdo de espago gerado por um conjunto de vetores, dizer que v €
(v1,Va,...,vy) significa dizer que v é uma combinac3o linear dos vetores vi, vy, ..., Vv,, ou seja,
que existem escalares ag, ap, ..., q, tais que v = a1vi + aavoa + - - - + avy,. Mas, como a # 0,
tem-se

V=0w1V]1 +aovy+ -+ apVp

1
= al(aa)vl + vy + - 4 apvy

1
= (ala)avl 4+ vy + -+ apVp,

0 que mostra que v é uma combinacdo linear dos vetores avi,vy,...,v,, ou seja, pertence a
(avi,Vv2,...,Vy), COMO queriamos mostrar.

Mostremos agora que (v, va,...,v,) C (Vi,Va,...,Vy), OU seja, mostremos que todo o ele-
mento de (avi, vy, ..., V,) pertence a (vi,Vva,...,Vy).

Seja u um elemento qualquer de (avi,va,...,vy). Isto significa que u é um vetor da forma

u = fi(avy) + Bava + -+ + Bnvp, com B1, B2, ..., By € R. Temos, entdo

uzﬂl(avl)+/82v_2+"'+6nvn
= (fro)vi+ Bova + - - + By,

o que significa que u € (vi,Vva,...,Vy).
Como (vi,va,...,vy) C (avi,va,...,v,) e (avy,va,...,vy) C (vi,Va,...,Vvy,), concluimos
que (v1,Vva,..., V) = (avi,va,..., V).

Exercicio 4.13  a) Vamos demonstrar apenas a afirmagdo relativa a independéncia linear.

Temos
aj(avy) +aovo + -+ a,v, =0 2 (ma)vi +agvo+ -+ -+ a,v, =0
galazo/\o&:O/\---/\an:O
gale/\cm:O/\---/\ozn:O,
0 que mostra que os vetores avi,Vvs,...,V, sdo linearmente independentes, tal como queriamos
provar.

Justificagoes:
@ Uma das propriedades que define um espago vetorial.

@ Por hipétese, os vetores vi,Va, ..., Vv, sdo linearmente independentes.
® a#0.
Exercicio 4.17  a) Uma vez que vy,..., Vv, sdo, por hipétese, geradores de V', para mostrar que formam

uma base de V' apenas teremos de mostrar que sao vetores linearmente independentes.
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b)

Comecemos por estabelecer o resultado para o caso em que n = 1. Sendo V = (vi) edimV =1,
é imediato concluir que vi # 0 (pois caso contrdrio, seria V = {0} e ter-se-ia, dimV = 0), ou
seja, que vy é linearmente independente.

Consideremos agora o caso em que n > 1 e mostremos que V1, ..., V, ndo podem ser linearmente
dependentes. Suponhamos que vi,..., Vv, sdo linearmente dependentes. Isto significa que um
deles é combinacdo linear dos restantes; suponhamos, por exemplo, que v,, é combinac3o linear de

Vi,...,Vn—1 (@ demonstragdo nos outros casos seria andloga). Isso implica que
V={(vi...,Vp_1,Vp) = (V1,..., Vp_1).

Mas, uma vez que dimV = n, tal serd impossivel, ja que, como sabemos, um espaco de dimensao

n nao pode ser gerado por um conjunto de vetores com menos de n elementos.

Neste caso, uma vez que, por hipdtese, vi,...,Vv, sdo linearmente independentes, para mostrar
que formam uma base de V', apenas teremos de mostrar que geram V. Se vy, ..., Vv, ndo gerassem
V, existiria um vetor v € V que n3o seria combinacdo linear dos vetores vi,...,v,. Mas, nesse
caso, como sabemos, os n + 1 vetores vi,...,V,,V seriam vetores linearmente independentes;
como dimV' = n, tal é impossivel (num espaco de dimens3o n, qualquer conjunto com mais do

que n vetores é formado por vetores linearmente dependentes).

Exercicio 4.18 Sendo (vi,...,v,) uma base de V, vyi,...,v,, geram V, portanto qualquer vetor v € V se

escreve como combinagdo linear desses vetores. O que teremos apenas de demonstrar é a unicidade

dessa combinac3o linear. Suponhamos, entdo, que v = a1vy + -+ apvp € v = B1vy + -+ - + Buvn

para certos escalares «;, 8;;1 = 1,...,n. Pretendemos mostrar que «o; = 8;;4 = 1,...,n. Mas, temos

(justifique as passagens!)

V=a1vyi+- -+ a,vy

= —
V:BIV1+"’+BnVn} V1 F anVp = f1vi+ -+ Bavn
= (a1 = B1)vi+ -+ (an — Bn)vp, =0
a1 —P1=0AANa, —8,=0

a1 =0hN - Nay = 0n,

tal como queriamos mostrar.

Exercicio 4.28

Mas,

((2,0,1)) = {(2,0,) : « € R} = {(z,y,2) : * =20,y = 0,2z = o, € R}.

T =2« z—2a=0
y=0 & ¢ y=0
2=« z—a=0

Assim, é facil de ver que, uma possivel matriz A que tenha como espaco nulo o conjunto indicado serd

a matriz

1 0 -2
A=101 0
00 O



1
Exercicio 4.29 Se (1,0,0) € N(A), teremos que A [ 0 | = 0, onde O representa o vetor nulo (com tantas

0
——

el
entradas quantas as linhas de A). lIsso significa que a primeira coluna de A é nula, pelo que todas as

linhas de A terdo a primeira componente nula. Mas, tal implica que (1,1,1) n3o poderd pertencer ao

espaco das linhas de A. Logo, ndo existe nenhuma matriz satisfazendo as duas condi¢cdes indicadas.

Transformacoes lineares

Exercicio 5.3 a) Para f ser linear, teremos de ter f(0,0,0) = (0,0), ou seja, terd de ser (k,k) = (0,0),
o que significa que terd de ser kK = 0. Vemos, assim, que é necessario que k = 0, para que f
seja linear. Vejamos agora que, sendo k£ = 0, temos que f é linear. Para k = 0, a aplicacdo f é
definida por f(z,y, z) = (x,z). Temos, entdo, para quaisquer (z,y, z), (z,y', 2') € R3:
F((@,9,2) + @y, ) = fla+ 'y +y, 2+ 2) = (x + 2,2+ 2)
= (z,2) + (¢, ) = f(z,y.2) + f(2, ¢, &)
Temos também, para qualquer (z,y, z) € R3 e qualquer a € R:
fla(z,y, 2)) = flax, ay, az) = (ax,az) = a(z, 2) = af(x,y, 2).
Logo, para k = 0 a aplicacdo ¢, de facto, linear.
b)
Tem-se
Nuc f = {(z,y,2) € R®: f(z,y,2) = (0,0)}
— {(2.y.2) €R*: (z,2) = (0,0}
={(0,9,0) : y € R}.

Ent3o, temos que Nuc f = ((0,1,0)), sendo ((0,1,0)) uma sua base.

Exercicio 5.8 a) Sejam uj; = (1,1) e up = (—1,1). Como nenhum dos vetores é um miiltiplo do outro,
os vetores s3o linearmente independentes. Como sio dois vetores linearmente independentes em
R?, formam uma base desse espaco. Temos

(1,0) = a1(1,1) + ap(—1,1) <= (1,0) = (a1 — ap, 1 + 2)
a;—as =1
= { a1 t+ar=0
1

1
e ()[1:5/\@2:—5

(0,1) = B1(1,1) + B2(=1,1) <= (0,1) = (b1 — B2, b1 + f2)

f1—P2=0

= { 1+ P2=1
1 1
— 5125/\/82:5-



Logo, as coordenadas de e; na base (u;,uz) sio (3, —3) e as coordenadas de e, nessa mesma

base s3o (1,1) .
b) (i)
7(1,0)=T 1(1 1) — 1(—1 1)
) - 2 ) 2 b
1 1
=-T(1,1)— =T(-1,1
2 (7 ) 2 ( Y )
1 1
=—(1,2,1) — =(—1,0
2(7 ) ) 2( ) 73)
=(1,1,-1)
e
1 1
700,1)=T 5(1,1)—1—5(—1,1)
1 1
==-T(1,1 -T(-1,1
2 (7 )+2 ( ) )
1 1
=—(1,2,1 —(-1,0,3
2(7 Y )+2( D )
=(0,1,2)
Portanto,
1 0
Mrp = 1 1
-1 2
(ii) Como
1 0 . x
1 1 ()z T+y
1 2/ ¥ —z+2y
temos que

T(Z‘,y) = (1’,[13 +y7 -+ 2y)

(iii) T n3o é sobrejetiva, uma vez que a dimensdo do espaco de partida é inferior a dimensdo do

espaco de chegada. Por outro lado, convertendo M na forma em escada, tem-se
1 0 10 10
1 1)]—-(0 1] —-1(0 1
-1 2 0 2 00
Assim, temos que car Mp = 2, pelo que dimNucT = 2 —carMp = 2 -2 = 0. Como
dimNucT =0, T é injetiva.

Valores e vetores proprios

Exercicio 6.8 a) Temos
(aA) x = a(Ax) = a(Ax) = (aN)x,

0 que mostra que o vetor x é um vetor préprio da matriz oA associado ao valor préprio a.
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Exercicio 6.12 Seja A uma valor préprio de A. Isto significa que, existe um vetor x # 0 tal que Ax = Ax.

Mas,

Ax = Ax = A(Ax) = A(Xx)
= A’x = \(Ax)
= Ax = A(Ax)
= \x = \x
=MA=-A)x=0
=A=-X)=0
= A=0VA=1

1
00

: 0\ .. L
A matriz é idempotente e os seus valores préprios sdo 0 e 1.

Exercicio 6.13 Se a matriz A tem u = (1,2,1,3) como vetor préprio associado ao valor préprio 2 e v =
(—1,2,2,1) como vetor préprio associado ao valor préprio —3, entdo a matriz A2 tem u como vetor
préprio associado ao valor préprio 4 e v como vetor préprio associado ao valor préprio 9. Por outro
lado, é facil de verificar que o vetor w = (3,2,0,5) é uma combinag3do linear dos vetores u e v; mais
precisamente, tem-se

w=(3,2,0,5) =2(1,2,1,3) — (-1,2,2,1) =2u — v.
Ent3o, vem

A’w = A%(2u —v) =2 A%u — A%y
=2(4u) —9v=8u—-9v
—8(1,2,1,3) — 9(~1,2,2,1) = (17, -2, —10, 15).



Provas de avaliacao

1° Teste [MIEINF 2015/2016]

Nas questdes 1 a 3, indique, para cada alinea, se a afirmacdo é verdadeira (V) ou falsa (F), assinalando a
opcdo conveniente.

Questao 1 Considere a matriz

5 -3 2
A=11 15 -9 6
10 —6 4
Vv F
a) carA= O O
b) A? =033 O O
c) A é uma matriz invertivel. O O
100
d) A é equivalente por linhas a matriz [ 0 0 0 O O
0 0O
Questdo 2 Considere as matrizes
1 2 11 -6 -2 5 3
2 5 4 3 5 1 -3 -2
A=l 1210 B 4 0o 2 1
2 4 3 4 1 0 -1 0 V F
a) A=DB"1 O O
b) detB =1. O O
c) A é equivalente por linhas a 1. O O
d) O sistema Bx = 0 tem apenas a solugdo nula. O O
Questido 3 Considere a matriz
-1 2 5
Av=| 2 -4 k-7,
1 -1 k-2
com k € R. Vv F
a) Sek # —3, entdo car(4;) = 3. O O
b) det Ag > 0. o O
¢) O complemento algébrico do elemento na posigdo (1,2) da matriz Ag é —3 . O O
d) O elemento na linha 2, coluna 1 da matriz Agl é igual a —%. O O



Questdo 4 Para cada uma das alineas seguintes, diga, justificando, se a afirmacdo é verdadeira ou falsa.

a) Se A é uma matriz 4 x 4 tal que det(A%) = —%, entdo det(2AT) + det(A~1) = —3.
b) Um sistema com menos equagdes do que incdgnitas é possivel e indeterminado.
c) Se A é uma matriz de ordem 4 tal que (A + I4)? = 04x4, entdo A é invertivel.

d) Se A e B sio matrizes de ordem 5 tais que Ax # Bx, para toda a matriz ndo nula x € R5*!,
entdo car(A — B) = 5.

1 1 1 3
Questdo 5 Considere, para o, 3 € R, amatriz Mp,g=| -1 0 2 =28
1 -1 a p

a) Escreva o sistema, nas incdgnitas z, y e z, cuja matriz ampliada é M, 3.
b) Discuta esse sistema, em fun¢do dos pardmetros o e [3.
¢) Indique a solugdo do sistema para o = 5 = 0.

d) Justifique que a matriz

é invertivel e calcule A1,

Questdo 6 Seja A uma matriz quadrada de ordem n e sejam B e C matrizes de ordens n X m e m X n,
respetivamente, com m < n.
a) Justifique que o sistema homogéneo Cx = 0 é indeterminado.
b) Mostre que se A = B, entdo A n3o € invertivel.

c) Diga, justificando, se existem matrizes X e Y de ordens 3 x 2 e 2 x 3, respetivamente, tais que
XY =1Is.

1° Teste [MIEINF 2015/2016] :: resolucao

Questio 1
5 -3 2 5 -3 2
a) 15 =9 6 | > 0 0 0 | = car(4)=1. A afirmagdo é verdadeira.
10 -6 4 0 00
5 -3 2 5 -3 2 000
b) A2=1 15 -9 6 15 =9 6 | =1 0 0 0 ] =03«3. A afirmacio ¢é verdadeira.
10 -6 4 10 —6 4 000

c) Como car(A) < 3, A ndo é invertivel. A afirmag3o é falsa.



5 -3 2 5 —3 2 1 -3/5 2/5
d [15 96 |0 00]|={o0 0 0
10 —6 4 0 00 0 0 0

A matriz com forma em escada reduzida equivalente por linhas a A é a matriz

1 —3/5 2/5
A=10 0 0
0 0 0

o O o

1 0
Por sua vez, a matriz A” = | 0 0 | ja estd na forma em escada reduzida. Com A’ # A”,
0 0

A nio é equivalente por linhas a matriz A”. A afirmac3o ¢ falsa.

Questdo 2 a) Como

1 211 -6 -2 5 3 1000
2 5 4 3 5 1 -3 =2 0100
AB=11210 4 0 2 1| {0010 |h
2 4 3 4 1 0 -1 0 0 0 01
concluimos que A = B~! (e B = A~1). A afirmacgio ¢ verdadeira.
b)
-6 -2 5 3 1 0 -1 0 1 0 -1 0
B—|5 1 3 2|5 1 -3-2 o1 o2 -2
-4 0 2 1 -4 0 2 1| |0 -2 1
1 0 -1 0 -6 -2 5 3 0 -2 -1 3
1 2 =2 1 2 =2
= (-D)"x1x|0 -2 1|=-l0 -2 1
-2 -1 3 0 3 -1
-2 1
=—(-1) x 1 x 3 1 (2-3)=1
ou
1 211 1 21 1 1 21 1
2 5 43 012 1 012 1
A= 2 107000 —1|7Jo o1 2| IxIxIx(=1))=1
2 4 3 4 0 01 2 0 00 -1
Logo det B = ﬁ = 1. A afirmag¢3do é verdadeira.

c¢) Como A é uma matriz de ordem 4, invertivel, entdo A é equivalente por linhas a I;. A afirmagdo
¢é verdadeira.

d) Como B é invertivel, o sistema Bx = 0 é determinado, ou seja, tem apenas a solu¢do nula. A

afirmacido é verdadeira.



-1 2 5 -1 2 5 -1 2 5
Questdo 3 a) Ap= 2 -4 k-7 | — 0 0 k+3 | — 0 1 k+3
1 -1 k-2 0 1 k+3 0 0 k+3
Logo, se k # —3, temos k + 3 # 0 e car A, = 3. A afirmagdo é verdadeira.

b) Atendendo as operagdes que fizemos para converter Ay na forma triangular (que incluiu uma troca

de linhas) e considerando k = 0, tem-se

-1 2 5
|Ag]=—|0 1 3|=—(-3)=3>0.
0 0 3
A afirmagdo é verdadeira.
— 142 _ 2 =7 _ _ : 20 & :
c) (Ao)iz = (—1)'"=det M1, = (—1) x 1 o= —(—4+7) = —3. A afirmagdo é verdadeira.

1A0(A0)12 = % X (—3) =-1 7& —%.

d) O elemento na linha 2, coluna 1 da matriz Ay* é igual a et
e

A afirmacao é falsa.

Questio 4 a) det(A%) = —% = (det A)® = —% = det A = —J. Entdo
1
det(2AT) 4 det(A™1) = 2* det(AT) + det(A™1) = 16det A + = 8-2=-10#£-3
A afirmacdo é falsa.
b) A afirmagdo é falsa, pois o sistema pode ser impossivel. Por exemplo, o sistema

r1+x2+x3=1
r1+x2+ 23 =2

tem menos equagdes do que incdgnitas e é impossivel.

(A+14)? = 0sxs <= (A+L)(A+14) =04x4
= A2+ A+ A+13 =044
= A2 4 2A 414 =044
= A2 24=1I, < A(-A-2D)=1,

Logo, A é invertivel e A~1 = (—A — 2I4) = —(A + 2I4). A afirmagdo é, portanto, verdadeira.’

d) Se A e B sio matrizes de ordem 5 tais que Ax # Bx, para toda a matriz ndo nula x € R5*!,
temos que (A — B)x # 0 para para toda a matriz ndo nula x € R>*!; isto significa que, o sistema
homogéneo cuja matriz é A — B tem apenas a soluc3o nula, isto ¢, é determinado; como A — B é

uma matriz de ordem 5, terd de ser car(A — B) = 5. Logo, a afirmacdo é verdadeira.?

'De (A + I4)* = 04x4 ndo podemos concluir que terd de ser (A + I3) = O4x4. Na questdo I-1. b) é dado um exemplo de uma
matriz nao nula cujo quadrado é a matriz nula!

2Raciocinio falacioso: argumentar que a condicio dada implica que A # B (o que é verdade), pelo que A — B n3o teria
nenhuma linha nula (o que n3o é necessariamente verdade, pois duas matrizes diferentes podem ter algumas linhas iguais...) e

60



Questdo 5

b)

Questdo 6

b)

a)

1 1 1] 3 11 1 3 11 1 3
-1 0 2/-28]=(l0 1 3 |-28+3 |01 3 |-28+3
1 -1 o| B 0 2 a-1| -3 00 a+5|-33+3

e Paraa=—-5e [ #1, tem-se car A =2 < car(A|p) =3 — SI
e Paraaa = —5e =1, temse carA = 2 = car(4|b) = 2 < n = 3 — SPI (grau de
indeterminag3o igual a 1)

e Para a # —5, tem-se car A = car(A|b) =n =3 — SPD

Para a = 8 = 0, tem-se a seguinte matriz em escada equivalente ao sistema dado:

111
013
0 0 5

w W W

Resolvendo o sistema correspondente a esta matriz ampliada por substituicao inversa, obtém-se

-6 ,_6 -3
r=z, yYy=5e€ez=xs.
A matriz A é a matriz simples do sistema para o caso & = 1; como vimos, essa matriz tem
caracteristica 3, igual a sua ordem, pelo que € invertivel. Calculando a inversa (pelo método de

Gauss-Jordan ou pelo método da matriz adjunta), obtém-se

1/3 -1/3 1/3
At=|( 12 0 -1/2
1/6 1/3 1/6

a) Como car(C) < min{m,n} = m < n, tem-se que a caracteristica de C' é inferior ao nimero
de incdgnitas, pelo que o sistema Cx = 0 é possivel (pois trata-se de um sistema homogéneo) e

indeterminado.

Pela alinea anterior, sabemos que existe u € R™*! u # 0 tal que Cu = 0. Mas, entdo, vem
Au = (BC)u = B(Cu) = B0 =0.
Tem-se, assim, que o sistema homogéno Ax = 0 é indeterminado, o que significa que car(A) < n,

ou seja, que A n3o € invertivel.

De acordo com o resultado da alinea anterior, se X tem ordem 3 x 2 e Y tem ordem 2 x 3, o seu
produto X Y n3o pode ser uma matriz invertivel; como a matriz I3 é invertivel, conclui-se que n3o

podem existir matrizes X e Y satisfazendo as condices indicadas.3

que, portanto, car(A — B) teria de ser igual a 5; por exemplo, a seguinte matriz ndo tem nenhuma linha nula e a sua caracteristica

éigual a 1.

h S

Il
G~ WN =
W=
(SR GV O
G wWN =
TG~ WN

3Raciocinio falacioso: n3o existem matrizes X e Y nas condicdes indicadas porque, para que o produto XY seja I3, X e YV
tém de ser invertiveis, o que n3o é possivel por as matrizes ndo serem quadradas (logo, ndo terem inversa); no exemplo seguinte

1

0
o produto de duas matrizes retangulares (neste caso de ordens 2 x 3 e 3 x 2) é a identidade: ((].'] 8 2) (0 0) = (é (1)) .

01



1° Teste [MIECOM 2013/2014]

Questdo 1 Indique, justificando, se as seguintes afirmacdes sdo verdadeiras ou falsas.

a) Seja A uma matriz de ordem 3 x 1 com todos os elementos iguais a 1 e I3 a matriz identidade de
ordem 3. A matriz B = AA” — I5 tem diagonal nula.

b) Sejam A e B matrizes simétricas da mesma ordem. A matriz AB + BA também é uma matriz
simétrica.

c) Se A é uma matriz de ordem 5 x 2, entdo car A < 2.

d) Se A é uma matriz de ordem 2 x 5 entdo o sistema Ax = 0 tem grau de indeterminagdo 3.

e) Se A = (a;j) é a matriz de ordem 3 tal que a;; = min{é, j}, entdo det A = 6.

f) Se A e B sio matrizes de ordem 4 tal que det(—A”B?) = 4 e det(B71) = 1, entdo det A = —1.

=3,

Questao 2 Considere o sistema

3r—y+2z2=0
2v4+2y+az =2
r+y+z=-1

nas incégnitas x, ¥y, z.

a) Escreva o sistema na forma matricial.
b) Classifique o sistema, em fungdo dos pardmetros « e 3.
¢) Resolva o sistema que se obtém fazendo o =0e 3 = 1.

d) Seja A a matriz dos coeficientes do sistema que se obtém fazendo o = 1. Justifique que A é

invertivel e calcule A=1, usando o método de Gauss-Jordan.

Questdo 3 Seja A, a matriz real de ordem n x n, n > 1,

ag 1 1 --- 1 1
ai a 1 .- 1 1
aly az az --- 1 1
A, =
ap az az -+ ap-1 1
L a1 a2 az -+ dpn-1 Gpn |

a) Determine uma matriz em forma de escada, equivalente, por linhas, a matriz A,,.

b) Determine os valores de a1, ap e a3 para os quais a matriz A3 é invertivel e calcule, nestes casos,
a udltima linha de A3_1, usando determinantes.

¢) Indique, justificando, se o seguinte sistema, nas incégnitas x, y e z, € um sistema de Cramer e,
em caso afirmativo, apresente a sua solugdo.

—r+y+z=1
—r+2y+z=2
—x+2y+32=3
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1° Teste [MIECOM 2013/2014] :: resolucao

Questio 1

2)
b)

f)

Questao 2

a)

b)

d)

Questdo 3

a)

1 011
Verdadeira. Se A = 1 |, entdo B = 1 01
1 110
Verdadeira. Se A e B s3o matrizes simétricas, entdo A = AT e B = BT. Como (AB + BA)T =

(AB) +(BA)T = BTAT + ATBT = BA+ AB = AB + BA, conclui-se que AB + BA também
€ uma matriz simétrica.

Verdadeira. A caracteristica de uma matriz de ordem m x n é sempre menor ou igual a m e a n.

Falsa. O grau de indeterminacdo de um sistema cuja matriz dos coeficientes é de ordem m x n é
n — car(A). Como car A < 2, o grau de indeterminagdo do sistema é > 3. (pode ser 3, 4 ou 5).

1 11
Falsa. |1 2 2 |=1.
1 2 3

Falsa. Se det(B~!) = 1, entfio det B = 2. Se det(—AT B?) = 4, entio (—1)* det(A”) det(B?) =
4, ou seja det A(det B)? = 4, o que implica que det A = 1.

3 -1 2|8
Masg=(2 2 a2
1 1 1]-1

1 1 1 | -1

Mop—| 0 -4 -1 |B+3

Se o = 2, o sistema é impossivel; se o # 2, o sistema é possivel e determinado.

r+y+z=-1 =3
—dy—z=4 = y:—%
—2z2=4 z=—
e [ 41 7
detA=|2 2 1|=4%#0.LogoamatrizA¢éinvertivel. A= =1| —7 7 3
1 1 1 0o -1 2

Substituindo cada linha L; por L; — L; _1; i =n,n—1,...2, obtém-se

[ap 1 1 - 1 1

0 aa—1 0 - 0 0

0 0 az—1 -- 0 0

0 0 0 an1—1 0
L0 o0 0 0  an—1



ai 1 1
b) detAs3=| 0 ap—1 0 = aji(az —1)(a3 —1). A matriz é invertivel se a; #0eax #1e
0 0 az —1
az # 1. Para obter a dltima linha de A;l, basta calcular os elementos da (ltima coluna da matriz
adjunta de Az (e dividir por det Az). Como M3 = 0; Moz = —ai(a2 —1); M3z =ai(az —1), a

ultima linha é:
1 1

_a3—1 a3—1'

-1 11
c) Como| —1 2 1 |=2=#0, osistema é de Cramer.
-1 2 3

Solugio:
1 11 -1 1 1 -1 11
2 2 1 |=-1; -1 2 1|=-2; -1 2 2 |=-1
3 2 3 -1 3 -1 2 3
1 1
r=—=: y=1; Z ==

1° Teste [MIEBIO 2012/2013]

Nas questées 1 a 3, indique, para cada alinea, se a afirmacdo é verdadeira (V) ou falsa (F), assinalando a

op¢do conveniente.

Questao 1 Considere as matrizes

3 93 010
A=|-11 2 e B=|(100
0 1 4 0 01 V =
a) detA =11 O O
b) Ae B comutam, i.e. AB = BA. O O
c) det(AB) = —det A. O O
d) B é invertivel. O O
Questao 2 Considere a matriz
1 1 -1 2
3 -1 3 1
A= -2 2 -2 1
-2 -2 4 -4 v F
a) carA=23. O O
b) det A #0. o O
c) A matriz A2 & invertivel. O O



d) O vetor € a Unica solugdo do sistema Ax = b, onde b = . O O

==

Questao 3 Considere as matrizes

_fa b _(a+2c b+2d
a=(eg) om0

com a, b, c,d nimeros reais tais que ad — bc = 1. \% F
a) detA=1. O O
b) car A = carB. O O
c) A matriz B é invertivel e det(B~!) = 3. O O
d) A é equivalente por linhas a matriz I. O O

1 3 1 -1
Questao 4 Considere, para @« € R, amatriz A, = |1 a+1 a—1] eovetorb, = |2a—5
2 8-« 3 2 -«

a) Discuta, em fun¢do do valor do pardmetro «, o sistema A,x = b,,.
b) Resolva o sistema Ap;x = by.

c) Justifique que a matriz A3 é invertivel e calcule a 12 coluna da sua inversa.

Questao 5 Considere as seguintes matrizes

2 3 6 -1 14 0 0
0 -1 4 1 02 1 0
A=19 o 2 1 e B=150 1 3
00 0 3 2 4 -3 2

a) Calcule det A e det B.

. . T T .
b) Considere o sistema Ax = b, onde x = (:1:1 Ty X3 a:4) eb= (2 2 3 —6) . Determine
o valor da incégnita x3, usando a regra de Cramer.
Questdo 6 Uma matriz A, quadrada de ordem n, diz-se ortogonal se e sé se verificar
AAT = 1,.

a) Prove que o produto de duas matrizes ortogonais (da mesma ordem) é uma matriz ortogonal.

b) Seja A uma matriz ortogonal. Indique para que valores o € R se tem «A ortogonal.

Questdo 7 Seja A uma matriz quadrada de ordem n com todos os elementos iguais a 1.

a) Verifique que A2 = nA.



b) Mostre que, se n > 2, entdo a matriz B = A — I,, é invertivel, sendo

1
Bl = A—T,.
n—1

¢) Use o resultado da alinea anterior para calcular a inversa da matriz

=)

1
0
1
1

O = =

1
1
0
1

1° Teste [MIEBIO 2012/2013] :: resolucao

Questdo 1

a) Como os elementos da primeira linha de A sdo todos miiltiplos de 3, entdo det A é um miiltiplo
de 3, pelo que n3o pode ser igual a 11; a afirmacdo ¢é falsa.

b) AB obtém-se a A trocando as colunas 1 e 2 e BA obtém-se de A trocando as linhas 1 e 2, ou

9 3 3 -1 1 2
sep AB=|1 -1 2] eBA=| 3 9 3|, donde, temos AB # BA; a afirmagdo ¢ falsa.
1 0 4 0 1 4
¢) A matriz B obtém-se da matriz identidade I3 trocando duas linhas; logo, det B = —detl3 =
—1; como det(AB) = det Adet B, temos det(AB) = det A x (—1) = —det 4; a afirmagdo é
verdadeira.
d) Como det B = —1 # 0, a matriz B ¢é invertivel; a afirmagdo é verdadeira.
Questdo 2 a)
11 -1 2 11 -1 2 11 -1 2
A_>0—46—5_>0—46—5_>0—46—5
0 4 -4 5 0 0 2 0 0 0 2 0
0O 0 2 0 0 0 2 0 0 0 0 O

Temos car A = 3; a afirmacdo é verdadeira.

b) Como carA = 3 < 4 (sendo 4 a ordem da matriz), concluimos que A ndo é invertivel e que
det A = 0; a afirmacdo ¢é falsa.

c) Como det A = 0, tem-se det(A?) = det Adet A = 0, logo A? ndo é invertivel; a afirmac3o ¢é falsa.
1

1 ) - ) - L, -
d) Embora o vetor 1 seja solucdo do sistema Ax = b, ele ndo pode ser a (nica solu¢do, uma

1
vez que, sendo car(A) < 4, o sistema n3o pode ser determinado, ou seja, ndo pode ter uma tnica
solucdo; a afirmac3o é falsa.



Questdo 3

a) Temos det A = ad — bc = 1; a afirmacdo é verdadeira.

b) Como B se obtém de A por uma operagdo elementar sobre as linhas, car B = car A4; a afirmagdo

é verdadeira.

c¢) Como B se obtém de A por uma operagdo elementar de tipo O3, tem-se det B = det A = 1; logo
B é invertivel. Mas, det(B~!) = ﬁ =1+ % pelo que a afirmacio é falsa.

d) Como det A # 0, concluimos que car A = 2; sendo A uma matriz de ordem 2, a condi¢do car A = 2

garante que que a forma em escada reduzida de A é I; logo, a afirmacdo é verdadeira.

Questao 4
a) Temos
1 3 1 -1 1 3 1 -1
1 a+1 a—1|2a—-5 ﬁ 0 a—2 a—2|2a—4
2 8—a 3 |2-a ) iy \0 2-a 1 |4-a
1 3 1 -1
_ 0 a—2 a—2|2a—4
bsclatle \ g 0 a-1| a
Ent3o:

e Para a # 2 e a # 1, temos car A, = car(4,|bn) = 3 = ndmero de incégnitas, pelo que o
sistema é possivel e determinado.

e Para o = 1, obtemos a matriz

1 3 1 |-1
0 -1 —-1|-2
0 0 01

Logo, temos car A; = 2 < car(A1|b1) = 3, pelo que o sistema é impossivel.

e Para o = 2, temos a matriz

1 3 1|-1 1 3 1|-1
0 00| O -1 00 1| 2
0 0 1] 2 0 0 0|0

Logo, nesse caso, temos car Ap = 2 = car(Az|bz), pelo que o sistema é possivel; como

car Ap = 2 < 3, e uma vez que temos 3 incdgnitas, o sistema é (simplesmente) indeterminado.

b) Quando a = 2, temos, como vimos na alinea anterior, um sistema equivalente ao sistema cuja
matriz ampliada é
1 3 1|-1
0 0 1] 2
0 0 0] O
ou seja, ao sistema
r1+3r+23=1
xr3 = 2



Questiao 5

Trata-se, como vimos, de um sistema indeterminado; vamos considerar para incégnitas principais

21 € x3 e para incoginta livre xp. Tem-se, assim

1+ 3x0+ a3 =—1

Ir3 = 2 y
To =«
de onde se obtém 1 = —3 — 3¢, 2 = «, 3 = 2, com « um valor arbitrario em R. Ent3o, o

conjunto de solucGes desse sistema é
S={(-3-3,,2): a € R}.
Vimos, na alinea a), que car A, = 3, para a # 1,2. Logo, car A3 = 3, o que garante que A3 é

invertivel. A 12 coluna de A3_1 pode encontrar-se resolvendo o sistema A3x = e, onde e; designa

a primeira coluna da matriz identidade (de ordem 3, neste caso), isto é, o sistema cuja matriz

ampliada é:
1 3 11
1 4 2|0
2 5 3|0
Convertendo essa matriz na forma em escada, vem
1 3 1|1 1 3 1|1 1 3 1|1
14 2/0)]—-10 1 1|-1)])]—=1011|-1
2 5 3]0 0 -1 1|-2 0 0 2|-3
A dltima matriz corresponde ao sistema
r1+3x+23=1
To+x3=-—1
2x3 = —3
Resolvendo este sistema por substituicdo inversa, obtém-se z3 = —%, Ty — % =—-1 << x = %
1
ex)+ % — % =1 <= x1 =1. Logo, a primeira coluna de Agl é: %
3
2

a) Como A é uma matriz triangular, o seu determinante é o produto dos elementos da sua

diagonal principal, logo, tem-se

det A=2x(—1)x(-2) x3=12.

o

021 0 o2 1o
det B = = =1x(-1%x|-8 1 3 =[-8 1 3
20 1 3 0 -8 1 3 4 30 |4 39
2 4 32 |0 -4 32
Mas,

2 1 0 [2 1 0 5 3

-8 1 3|=0 5 3=2x(-1)> ‘_1 2’:2(5><2—3><(—1)):26

-4 -3 2/ [0 -1 2

Logo*, det B = 26.

*No célculo de det B, usdmos operacdes elementares do tipo O3 e o Teorema de Laplace. Haveria, naturalmente, outras formas
de calcular o determinante



det B3

det A
substituindo a coluna 3 pela coluna dos termos independentes, i.e.

b) Usando a regra de Cramer, sabemos que x3 = onde B3 é a matriz que se obtém de A,

2 3 2 -1
0o -1 2 1
Bs=1o0 0 3 1
0 0 -6 3
Tem-se
2 3 2 -1 2 3 2 -1
0o -1 2 1 0o -1 2 1
deth—O o 3 1110 o 3 1 =2x(—-1)x3x5=-30.
0 0 -6 3 0 0 0 5
Entao,
g -0 _ 5
T 12 2

Questdo 6 a) Ver Questdo 1.17.
b) Seja A uma matriz ortogonal de ordem n, i.e. seja A tal que AAT = I,,. Entdo, temos
aA ortogonal <= () (ad) =1, < (aAT)(aA) =1,

— A(ATA) =1, — o*I, =1,

— a’=1<+= a=1loua=-1.
Logo a matriz A serd ortogonal se e sé se fora =1 ou oo = —1.
Questdo 7 a) b) Ver Questdo 1.18.
¢) Temos que
0111 1111 1000
1011 1111 0100
C=l11o01|7 |t 111] oo o] 4 M
1110 1111 0 001

onde A é a matriz quadrada de ordem 4 com todos os elementos iguais a 1. Ent3o, usando a

alinea anterior, sabemos que

1111 1000 —2/3 1/3 1/3 1/3

ci_ly p_1lft1r11) Jo1oo 1/3 -2/3 1/3 1/3
3 731111 0010 1/3 1/3 -2/3 1/3
1111 0001 /3 1/3 1/3 —2/3



1° Teste [MIEMEC 2011/2012]

Nas questées 1 a 4, indique, para cada alinea, se a afirmacdo é verdadeira (V) ou falsa (F), assinalando a

op¢do conveniente.

010
Questdo 1 Considere a matriz A = 0 01
000 Vv E
a) A é uma matriz em forma de escada reduzida. O O
b) A2 - 03><3- 100 O O
c) A é equivalente por linhasa matriz | 0 0 1 O O
: 0 00O

d) adJ A= 03><3. O O

Questao 2 Considere as matrizes

2 -1 0 111
A= -1 2 -1 e B= 1 2 2

0 -1 1 1 2 3 vV F
a) A=DB"1 O O
b) carA=3. O O
c) A é equivalente por linhas a Is. O O
d) A matriz BT B — I3 é uma matriz simétrica. O O

Questdo 3 Considere as matrizes

a b a a b a
A=\ ¢ d c e B=| a+2c b+2d a+2c |,
0 01 —a —b l—a

com a, b, c,d nimeros reais tais que ad — bc = 1. Vv F
a) detA=1. O O
b) detB =2. O O
c) car A =carB. O O
d) O sistema Bx = 0 tem uma infinidade de solugdes. O O
Questao 4 V F
a) Se A é uma matriz 5 x 5 tal que det(A3) = 8, entdo 2det(A~1) + det(247A) = 9. O O
b) Se A é uma matriz de ordem m X n tal que car A = m, entdo m < n. O O
¢) Um sistema com menos equag¢des que incognitas é sempre possivel. O O
d) Um sistema homogéneo com menos equagdes que incégnitas é sempre possivel e inde- O O

terminado.
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Questdo 5 Considere, para a, 8 € R, a matriz

1 -1 1 1
Mysg=|1 -2 a+1 p-1
3 —4 2a+4 28-1

a) Defina caracteristica de uma matriz e indique, sem efetuar célculos, quais os valores possiveis de
car M, 3.

b) Escreva o sistema, nas incégnitas =, y e z, cuja matriz ampliada é M, 3. Discuta esse sistema,
em funcdo dos pardmetros « e 5.

c) Justifique que a matriz

1 -1 1
A=|1 -2 1
3 —4 4

é invertivel e calcule A~1, usando o Método de Gauss-Jordan.

Questdo 6 Mostre que

ag ai ap anp—-1 Qp
-z x 0 0 0
0 -z =z 0 0 "
) =z" Z a;.
' =0
0 0 O x 0
0 0O O —x x

1° Teste [MIEMEC 2011/2012] :: resolucao

Questiol VFFF Questio2 VVVYV Questio3 VVVF Questio4 FVFV

Quest3o 5

a) A caracteristica de uma matriz A é o nimero de linhas n3o nulas que uma matriz em forma de
escada, equivalente por linhas a A, tem. Como a matriz dada tem 3 linhas, sendo que a primeira é
nao nula, conclui-se que 1 < car M, g < 3. Analisando com mais cuidado poderia ainda concluir-se
que 2 < car M,z < 3.

b) O sistema que tem como matriz ampliada M, g é
r—y+z=1
r—2y+(a+1l)z=0-1
3z —4y+ (Ra+4)z=28—-1

Método de eliminacao de Gauss:

1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 1 1
1 2 a+1|8-1 |=]l0 -1 a |B=2]=|0 -1 a |B-2
3 -4 2a+4(238-1 0 -1 20+1[238—4 0 0 a+1|8-2



Denotando por A, a matriz simples do sistema, conclui-se que:

’oz =—-lef# 2‘ Sistema impossivel, porque car A_; =2 ecarM_; 3 = 3.

’a =-lef= 2‘ Sistema possivel e indeterminado, porque carA_; =2 =carM_;, < 3,
(gi: 1)

Solugdo: x =1-2t, y=—t, z=1t, t e R.

Sistema possivel e determinado, porque car A, = car M, 3 = 3.

5+a—23 2—0 B—2
—_— = z = .
1+4a 1+a’ 14+«
c) Como A = Ay, pela alinea anterior, podemos concluir que car A = 3, logo A é invertivel.

Solugdo: = =

Calculo de A1 pelo Método de Gauss-Jordan

1 -1 1|1 00 1 -1 1|1 00 1 -1 1|1 0 O
1 -217010)—-»f{0-10-110}|—-10 1 01 -10
3 =4 4|0 0 1 0 -1 1{-3 01 0 0 1|-2 -1 1
1004 0 -1 4 0 -1
—-|010/1 -1 0 Atl=[ 1 -1 o0
00 1|-2 -1 1 -2 -1 1
Questdo 6 Mostre que
ag aip az ap—1 dn
-z x 0 0 0
0 —z =z 0 0 n
) :x"Zai.
: =0
0o o0 0 ... =z 0
o 0 0 ... -z =
Denotemos por D, 1 a seguinte matriz de ordem n + 1,
ag aip a2 ... Aap—1 Qp
-z z 0 ... O 0
0 —z = 0 0
Dn+1: .
0 0 0 x 0
0 0 0 - x

Recordando que o determinante de uma matriz ndo se altera se uma coluna for substituida pela soma

dessa coluna com uma (ou mais) colunas, obtém-se, substituindo cada coluna C; pela soma C;+Cj11+



4 Cnyrii=1,...,n+1,

Z?:o Wi D @i Do @i e D 1@ Gp
0 T 0 . 0 0
0 0 x .. 0 0 n
det Dyy1 = _ : . _ : =2 a,
: : : : : : P
0 0 0 . T 0
0 0 0 . 0 z

uma vez que se trata do determinante de uma matriz triangular superior.

Resolucdo alternativa

Substituindo a primeira coluna de D, 41 pela soma de todas as colunas, obtém-se

Yoroai a1 Gz ... Gp-1 Ay
0 z 0 ... 0 0
0 - T ... 0 0
det Dn+1 =
0 o o0 ... T 0
0 o 0 ... -z

Aplicando agora o Teorema de Laplace a primeira coluna, resulta

x 0 ... 0 O
n -z x ... 0 0 n
detDpi=» a;| @ i . i =Y aa™
=0 0O 0 ... = O =0
0 O - T

2° Teste [MIEINF 2015/2016]

Nas questées 1 a 3, indique, para cada alinea, se a afirmacdo é verdadeira (V) ou falsa (F), assinalando a

op¢do conveniente.

Questdo 1 Sejam uj, up, ujz trés vetores distintos de um espaco vetorial real V e seja \Y F

U= <u1, UQ,LI3>.

a) dmU = 3. O O
b) U= <u1,u2,u3,u1+uz+u3). O O
c) Sejau € U. Entdo existem sempre oy, ap, a3 € R tais que u = ajug + apuy + azuz. O O
d) 0cU. o O
Questdo 2 Seja A uma matriz real de ordem 3 x 4 associada a uma transformac&o linear 7. \% F
a) As colunas de A s3o linearmente dependentes. O O
b) ImT é um subespaco de R*. O O



c) T ndo pode ser sobrejetiva. O O
d) T ndo pode ser injetiva. O O
Questdo 3 Seja A uma matriz cujo polinémio caracteristico é pa(A) = (A — 1)(A\% — 4). Vv F
a) Os valores préprios de AT + 27 s30 0, 3 e 4. O O
b) O sistema (A — 41)x = 0 é possivel e determinado. O O
c) A é diagonalizdvel. O O
d) detA=4. O O

Questdo 4 Para cada uma das alineas seguintes, diga, justificando, se a afirmac3o ¢é verdadeira ou falsa.

a) A transformagdo T : R? — R? definida por T'(x,y) = (x+y,x —2xy) é uma transformagio linear.

b) Se A é uma matriz real de ordem n, entdo S = {x € R" : Ax = 2x} é um subespago vetorial de
R™.

c) As coordenadas de p(t) = 6 — 5t + 2t?> € P na base (1, -1 +t,1 — 2t + t?) de P, sdo (3,—1,2).

1 21 0 -1
d SeA=| 2 4 1 -1 —4 |, entdoC(A)={(z,y,2) €R3:x+2y—2=0}.
510 3 -2 4

Questdo 5 Considere os vetoresu; = (1,2,3,—-1), up = (—1,1,0,1),uz3 = (2,1,0,—-1) eus = (-1, -2, -6, 2).

a) Verifique se os vetores uj, up, usz e ug sdo linearmente independentes.
b) Determine o subespaco S de R* gerado pelos quatro vetores. Qual é a dimens3o de S?

c) Determine a de modo que o vetor (1,—1,0,«) pertenga a S.

4 -1 2
Questao 6 Considere a matriz A = 12 -3 6
—4 1 -2

a) Mostre que 0 é valor préprio duplo da matriz A.

b) Determine o subespago préprio associado ao valor préprio 0. Qual é a multiplicidade geométrica

deste valor préprio?

c) Diga, justificando, se a matriz A é semelhante a matriz

O O =

00
00
00
d) Seja f:R3— R3 a transformacdo linear associada 3 matriz A. Determine:

i. f(1,-1,0); i. Nuc f e diga se f é sobrejetiva.
Questdo 7 Seja A uma matriz real de ordem n tal que A% = I,,. Seja u € R™ um vetor n3o nulo que n3o é

vetor préprio de A.

a) Mostre que u + Au e u — Au s3o vetores préprios de A e indique os correspondentes valores

préprios.



b) Justifique que os vetores u + Au e u — Au sdo linearmente independentes.

2° Teste [MIEINF 2015/2016] :: resolucao

Questiol FVVV Questio 2 VF FV Questio3VVVF

Questdo 4 a) A afirmagdo é falsa; tem-se, por exemplo,

T(1,0) = (1,1)

T(0,1) = (1,0) } = T(1,0)+7(0,1) = (2,1)

0 que mostra que 7' n3o é linear.

b) A afirmagdo é verdadeira; se A = 2 é um valor préprio de A, entdo S é o subespago préprio
associado a A (que sabemos ser um subespaco de R™); se A = 2 n3o € valor préprio de A, entdo
S = {0} (subespago nulo R™).

Também poderiamos dizer que
S={xeR": Ax=2x} ={x e R": (A —-2I)x = 0},

pelo que S é o conjunto das solugdes do sistema homogéneo (A — 2I)x = 0 com A — 21 uma

matriz de ordem n, pelo que & é um subespaco de R”.

c) A afirmacdo é verdadeira; com efeito, tem-se
3x1—1x(—1+t)+2x(1—2t+t3)=(3+1+2)+(—1—4)t+2t> =65t + 2>,

d) Seja S = {(z,y,2) € R3:z+2y— 2 =0}. Pretende-se verificar se C(A) = S. Convertendo A na

forma escada, tem-se

1 21 0 -1 12 1 0 -1 12 1 0 -1
A=12 41 -1 4|00 -1 -1 -2 ]—=-|00 -1 -1 -2
5 10 3 -2 4 00 -2 -2 9 00 0O 0 13

Assim, temos car A = 3, logo dimC(A) = 3 e, como C(A4) C R3, concluimos que C(A) = R3.
Como S est4 estritamente contido em R3 (dim S < 2), a afirmacio é falsa.®

Questdo 5 a) Convertendo a matriz cujas linhas s3o esses vetores na forma em escada, tem-se

1 2 3 -1 1 2 3 -1 12 3 -1 12 3 -1
-1 1 0 1 N 0 3 3 0 03 3 0 _ 03 3 0
2 1 0 -1 0 -3 -6 1 00 -3 1 00 -3 1
-1 -2 -6 2 0 0 -3 1 00 -3 1 00 0 O

Como a caracteristica dessa matriz é 3 (inferior ao niimero de vetores) concluimos que os vetores

nao sao linearmente independentes.

®Neste caso, como (—1,—4,4) ¢ S (e (—1,—4,4) € C(A)), conclui-se que C(A) n3o esta contido em S, o que permite concluir
de imediato que a afirmag3o é falsa. Chama-se a aten¢3o para o facto de que, se todos as colunas estivessem em S, apenas estaria
provado que C(A) C S. Faltaria ainda verificar se S C C(A) (i.e. se x € S entdo x € C(A)).
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b) Pela alinea anterior, sabemos que ((1,2,3,-1),(0,3,3,0), (0,0, —3,1)) é uma base de S, pelo que
dimS = 3.
Para identificar o subespa¢o S = ((1,2,3,-1),(0,3,3,0),(0,0,—3,1)), vejamos qual a condi¢do
que os vetores (z,y,z,w) € R* devem satisfazer para estarem em S, ou seja, para serem com-
binac3o linear dos vetores (1,2,3,-1),(0,3,3,0) e (0,0,—3,1). Como

1 0 0 |z 100 x

2 3 0|y NN 0 30 y—2x

3 3 3|z 0 01 W+ ’
-1 0 1 |w 0 0 0|2z—y+2+3w

concluimos que S = {(z,y,2,w) € R* : 2z — y + 2 + 3w = 0}.
c) (1,-1,0,a) €S <= 2x1—-(-1)+0+3a=0 <= 3a=-3 <= a= -1

Questdo 6

a) Calculemos o polinémio caracteristico de A:

4— )\ -1 2 -2 0 - 1 0 1
pa(A)=| 12 —-3—-A 6 |=[12 —-3-2A\ 6 =-\12 —-3-A
—4 1 —2-A —4 1 —1-2\ —4 1 —2-A
1 0 0 A\ 6
- _ 2 _ _ — _ _1)1+2 2 -
=-Al12 -3-2X 6 AX (1) x1x 1 2_)\'

—4 1 2=
= A((=3=N)2 =X +6)= AN +X) = -2\ +1).

Como A = 0 é um zero duplo de p4(A), concluimos que A = 0 é um valor préprio duplo (i.e. com
multiplicidade algébrica igual a 2) de A.

b) Vo= {x€R3: Ax = 0}. Temos

4 -1 2|0 4 -1 210
12 -3 6|0 ] —=]10 000 ],
-4 1 =210 0 0 O0fO0

pelo que

Vo ={(o,4a+28,8) : o, 8 € R} = ((1,4,0),(0,2,1)) .
Como ((1,4,0),(0,2,1)) é uma base de Vp, dimVp = 2 e a multiplicidade geométrica do valor
préprio A = 0 é igual a 2.

c) A matriz A tem valores préprios® A\ = Ao = 0 e \3 = —1. Como o valor préprio duplo tem

multiplicidade geométrica igual a 2, vai ser possivel encontrar trés vetores préprios linearmente

®Raciocinio errado: A é semelhante 3 matriz dada porque ambas t&m os mesmos valores préprios (com as mesmas multipli-
cidades algébricas). De facto, a igualdade dos valores préprios de duas matrizes é uma condicdo necessaria, mas n3o suficiente,
para a semelhanca dessas matrizes; por exemplo, as matrizes

(Y - Y

t8m os mesmos valores préprios (valor préprio duplo, igual a 1) e n3o sdo semelhantes, uma vez que A n3o é diagonalizivel (pois
a multiplicidade geométrica do valor préprio 1 é apenas igual a 1), logo, ndo pode ser semelhante a B.
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independentes (dois deles associados ao valor préprio 0 e um terceiro associado ao valor préprio

—1), pelo que a matriz é diagonalizdvel; assim, A é semelhante a uma matriz diagonal com os

-1 00
valores préprios dispostos na diagonal, isto ¢, é semelhante a matriz 0 0O
0 0O
4 -1 2 1 5
d i 12 -3 6 -1 | = 15 |. Assim, f(1,-1,0) = (5,15, -5).

-4 1 =2 0 -5

i. Nucf ={x€eR3: f(x) =0} ={xeR3: Ax =0}
=V ={(o,4a+28,8) : o, f € R} = ((1,4,0),(0,2,1)).

Como Nuc f # {0}, a aplicacio f n3o é injetiva. Como f : R3 — R3, f também ni3o é

sobrejetiva, pois uma aplicacdo linear de R™ em R"™ é sobrejetiva se e sé se for injetiva.

Questido 7

a) Comecemos por mostrar que os vetores u + Au e u — Au sdo ambos ndo nulos. Com efeito,

u+Au=0= Au=—u (:7:) u é vetor préprio de A asociado ao valor préprio — 1
u#0

(contra a hipétese); de modo andlogo,

u—Au=0= Au=u (:;Z) u é vetor préprio de A associado ao valor préprio 1
u#0

(contra a hipétese). Por outro lado, temos
A(u+ Au) = Au+ A’u= Au+ I,u= Au+u=u+ Au = 1(u + Au).

Como u + Au # 0, a igualdade anterior significa que u + Au é vetor préprio de A associado ao
valor préprio 1. Temos também

A(u— Au) = Au— A>u=Au—-TL,u=Au—u=—u+ Au = —1(u — Au),

o que, atendendo a que u— Au # 0, significa que u— Au é vetor préprio de A associado ao valor
préprio —1.

b) Basta notar que os vetores em causa sdo dois vetores proprios associados a valores préprios distintos.

2° Teste [MIECOM 2013/2014]

Questdo 1 Apresente um exemplo de, ou justifique porque ndo existe(m):

a) vetores v e vo de R3, linearmente independentes, tais que (vi,v2) = (vi,vi + v2);
b) uma matriz cujo nicleo contém o vetor (1,2, 3);

c) uma aplicacdo linear f : R3 — R? injetiva;
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d) uma aplicagdo linear f : R3 — R? tal que £(1,0,3) = (1,1) e f(—2,0,—6) = (-2, —1);

e) uma matriz A tal que (1,2) é um vetor préprio de A associado ao valor préprio 1 e (2,4) é um

vetor préprio de A associado ao valor préprio 2.

Questdo 2 Considere os vetores de R*, u = (1,0, —1,0), v = (0,0,0,1) e w = (—1,1,—1,0) e o subespaco
vetorial S = {(z,y,2,t) € R* : o + 2y + 2 = 0}.

a) Mostre que B = (u,v,w) é uma base de S.
b) Determine as coordenadas de (1, —1,1,2) na base B.

c) Indique uma base de R* que inclua os vetores u, v e w.

Questdo 3 Seja f: R> — R3 uma aplicacio linear cuja representacio matricial é:

0 1 -2 2 O
M=| -1 3 0 1 6
-2 5 2 0 12

a) Determine f(1,—1,2,0,1).
b) Determine, caso exista, u € R® tal que f(u) = (1,—1,1).
¢) Indique, justificando, se a aplicagdo f é injetiva e/ou sobrejetiva.

d) Determine uma base para £L(M) e Im f.

Questdo 4 Considere a matriz

3 -1 0
A= -1 3 o0
-1 1 4

a) Mostre que os valores préprios de A sdo 2 e 4.
b) Indique os valores préprios da matriz (A — 31)*.
c) Determine a multiplicidade geométrica do maior valor préprio de A.

d) Indique, justificando, uma matriz B de ordem 3, ndo semelhante a A, mas com os mesmos valores
préprios de A.

2° Teste [MIECOM 2013/2014] :: resolugao

Questdo 1

a) Como (vi,v2) = (vi,Vv1 + Vp), para quaisquer vi € vp (ndo necessariamente linearmente inde-
pendentes), basta escolher dois vetores de R3, linearmente independentes, por exemplo (1,0,0) e
(0,1,0).

b) u=(1,2,3) e N(A) & Au=0. Por exemplo, A=(-2 1 0).
c) Nio existem aplicagdes injetivas de R™ — R™, com m < n.
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d)

Questio 2

2)

b)

Questdo 3

b)

d)

Se f é uma aplicagdo linear, entdo, f(—2,0,—6) = f(—2(1,0,3)) = —2£(1,0,3) = —2(1,1) =
(—2,2). Logo ndo existe tal aplicac3o.

Vetores préprios associados a valores préprios distintos sdo necessariamente linearmente indepen-
dentes. Como (1,2) e (2,4) ndo sdo linearmente independentes, ndo existe uma matriz A nestas
condicdes.

B = (u,v,w) é uma base de S sse
1. S=(u,v,w).

1 0 -1z 10 0| z+y

B 00 1|y 010 t

(x,y,z,t)—(a—'y,%—a—%ﬁ)—> -1 0 -1z — 0 01 Yy
01 0}t 0 0 0|z+2z+2y

O sistema anterior é possivel sse = + z + 2y = 0, i.e. sse (x,y,z2,t) € S.
2. u,v,w sdo linearmente independentes
Analisando as 3 primeiras colunas da matriz anterior, facilmente se conclui que os vetores

u, v, w sdo linearmente independentes.
Logo os trés vetores constituem uma base de S.

(1,-1,1,2) = au + Bv + yw. Analisando a resposta a questdo anterior, conclui-se, de imediato
que, « = 0,5 = 2,7 = —1. As coordenadas sdo, por isso, (0,2, —1).

Se r é um vetor tal que r ¢ S, entdo (u, v, w,r) sdo necessariamente linearmente independentes.
Basta, por isso, escolher um qualquer vetor que n3o pertenca a S, para ter uma base. Por exemplo,
(u,v,w,(0,1,0,0)) é uma base de R*.

1
0 1 -2 2 0 -1 -5

-1 3 0 1 6 2 | = 2| Logo f(1,-1,2,0,1)=(-5,2,9)
2 5 2 0 12 0 9

1

0 1 -2 2 0] 1 -1 3 0 1 6]|-1

-1 3 0 1 6|/-1]|—| 0 1 -2 20| 1

2 5 2 0 12| 1 0O 0 0 00| 4

O sistema anterior é impossivel, logo ndo existe u nestas condi¢des.

A aplicagdo n3o é sobrejetiva, porque (1,—1,1) ¢ Im f ou porque car M = 2 < 3. Também n3o
é injetiva, porque dim(Nuc f) =n —dim(Im f) =5—-2=3 #0.

base L(M) = ((—1,-3,0,—1,-6),(0,1,—2,2,0));

base Im f = ((0, -1, -2),(1,3,5)).



Questao 4

a) -1 3-X 0 |=02A-N(B-N)*-1)=0s)r=2Vvir=4
-1 14—
Os valores préprios sdo 2 (mult. alg. 1) e 4 (mult. alg. 2).
matriz ‘ v.p.
b) A 2 e 4
A-3I |[2-3=-1 e 4-3=1
(A=3D)*| (-1)*=1 e 1*=1

c) Determinagdo do subespaco préprio associado ao valor préprio A = 4:

3—4 -1 0 1 00
-1 3-4 0 -1 010
-1 1 4 —4 0 00O

Va = {(0,0,z) : z € R} =((0,0,1)). Como dim Vs = 1, a multiplicidade geométrica do v.p. 4 é
1.

d) Note-se que a matriz A n3o é diagonalizdvel, porque ndo existe uma base formada por vetores
préprios, ja que a multiplicidade geométrica do valor préprio A = 4 (que é igual a 1) é inferior a

sua multiplicidade algébrica (que € igual a 2). A matriz A, ndo é, por isso, semelhante a matriz

B =

o O b
N O O

0
4
0
mas esta matriz tem exatamente os mesmos valores préprios que a matriz A.

2° Teste [MIEBIO 2012/2013]

Questdo 1 a) Considere, no espago vetorial R™ (n € N), k vetores vi,va, ..., vg. Defina subespago gerado

por vi,va, ..., Vg, (Vi,Va, ..., Vi)

b) Considere os seguintes subespacos do espaco vetorial R*:

U= <(1,2,2,3),(2,5,4, 8),(—1,—1,—2,—1),(0,2,0,4)>

V={(z,y,z,w) €ER*: 22 —y =0 e 32— 2w =0}

(i) Determine uma base e indique qual a dimens3o de cada um dos subespacos U e V.
(i) Mostre que (1,2,2,3) € V, masU Z V.

Questio 2 a) Seja T : R™ — R™ (m,n € N) uma transformagdo linear. Defina nicleo de T', NucT', e

mostre que Nuc T é um subespaco vetorial de R"™.

b) Considere a aplicacdo linear T': R® — R3 definida por
T(x,y,z) = (—x + 3y + 22, —2x + 8y + 10z, 2 — 5y — 82), VY(z,y,2) € R>.
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(i) Determine a matriz da aplicagdo 7.

(i) Seja v.= (—2,—2,0). Diga, justificando, se v € ImT e, em caso afirmativo, determine o

conjunto de vetores x € R3 tais que T'(x) = v.

(iii) Indique uma base para NucT e diga, justificando, se T" é injetiva.

Questiao 3 Considere a matriz

SO o onN

= N O

2

a) Determine os valores préprios de A e os respetivos subespagos préprios.

b) Indique a multiplicidade algébrica e a multiplicidade geométrica de cada um dos valores préprios

de A.

c) Diga, justificando, se A é diagonalizavel.

d) Sem efetuar quaisquer célculos adicionais, diga, justificando, se A é invertivel.

Questdo 4 Sejam A uma matriz (real) quadrada de ordem n tal que A? = I,, e u € R™ um vetor n3o nulo

que n3o é vetor préprio de A.

a) Mostre que, se A é um valor préprio de A, entdo A € {—1,1}.

b) Mostre que os vetores v =u+ Au e w = u — Au sdo vetores préprios de A e diga a que valores

préprios estdo associados.

c) Justifique que os vetores v e w considerados na alinea anterior sdo vetores linearmente indepen-

dentes.

2° Teste [MIEBIO 2012/2013] :: resolucao

Questdo 1 a) Ver textos de apoio.

b) (i) Seja A a matriz cujas colunas sdo os vetores geradores de U. Uma base de U poderd ser

encontrada determinando quais as colunas principais de A. Reduzindo A a forma em escada,

vem:
1 2

2 5

4= 2 4

3 8

-1
-1
-2
-1

~ O N O

o O

0

N O R DN

-1
1
0
2

0
2
0

4

o O

o

2
1
0
0

-1 0
1 2
0 O
0 O

Os vetores correspondentes as duas colunas principais da matriz A formam uma base do

subespaco U, i.e.

B=((1,2,2,3),(2,5,4,8))

é uma base e U. Logo, a dimens3o de U (igual ao nimero de vetores de qualquer sua base)

é igual a 2. V' é o conjunto das solucGes do seguinte sistema

{
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. . 2 -1 0 0 .
a que corresponde a seguinte matriz simples (0 0 3 _2>. Resolvendo esse sistema,
obtém-se )
r = 50[,
Yy = qQ,
2= 25, |

w=0, a bR
Assim, tem-se

V= {(%a,a,%ﬁ,ﬂ) :a,ﬁeR} :{a(%,1,0,0)+ﬁ(0,0,§,1):a,BeR}

1 2
=((5:1,0,0),(0,0,3,1)).

Os vetores (%, 1,0,0) e (0,0, %, 1) sdo geradores de V' e também linearmente independentes
ja que nenhum deles é miultiplo do outro), pelo que constituem uma base de V. A dimens3o
Jaq P P q

de V é, portanto, igual a 2.

(i) O vetor (1,2,2,3) pertence a V, uma vez que as suas coordenadas satisfazem as equagdes
que definem V:
2x1—-2=0 e 3x2—-2x3=0.

No entanto, o vetor (2,5,4,8), que pertence a U (ja que é um dos geradores de U) ndo
pertence a V, uma vez que 3 x2—-5=6—5=1%# 0. Como existe uma vetor que pertence
a U e ndo pertencea V, tem-se U Z V.

Questdo 2 a) Ver textos de apoio.

b) (i) Temos
T(el) = T(]-a 07 0) = (_17 _27 1)
T(e2) = T(Oa 17 O) = (37 8a _5)
T(e3) =1T7(0,0,1) = (2,10, -8).
Entao
-1 3 2
Mp=|-2 8 10
1 -5 -8

(i) Uma vez que
velmT < IxeR®: Mrx=v,

para saber se v € ImT' teremos de verificar se o sistema Mpx = v tem ou n3o solu¢do; caso
esse sistema seja possivel, o conjunto de todas as suas solu¢des serd precisamente o conjunto

pretendido. Consideremos ent3o o sistema de matriz ampliada

-1 3 2|2
-2 8 10| -2
1 -5 -8/ 0

Convertendo a matriz anterior na forma em escada, obtém-se

-1 3 2|-2
0 2 6| 2
0 0 0O
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Vemos, entdo, que o correspondente sistema é possivel — o que significa que v € ImT — e
indeterminado (o que significa que existe uma infinidade de vetores em R® cuja imagem por
T é o vetor v.) Resolvendo o sistema da forma habitual, encontramos o seguinte conjunto de
solucoes:

S={(-7a+5,-3a+1,a):acR}

Temos entao
{X€R3 T(x)=v}={(-Ta+5-3a+1,a):a € R}.
(iii) Como
X €NucT <= T(x)=0 <= Mrx =0,

temos que NucT = N(Mr). Resolvamos, ent3o, o sistema homogéneo Mpx = 0. Tendo
em conta os calculos ja efetuados na alinea anterior, vemos que as solu¢des desse sistema s3o

obtidas resolvendo o sistema homogéneo de matriz simples
-1 3 2
0 2 6
0 00
Resolvendo esse sistema, vemos que

NucT = {(-7«a, -3, a) : a € R}

Assim,
NucT = {a(-7,-3,1) : a € R} = ((—7,-3,-1)).

O vetor u = (—7,—3,1) forma uma base de NucT', sendo a dimensdo de NucT igual a 1.
Como NucT # {(0,0,0)}, concluimos que T' n3o ¢ injetiva.

Questdo 3 a)

0 2-Xx -1 2
pa(A) =det(A—AI) = | o o\ 1
0 0 42—\
2-)\ -1 2
=R2-N] 0 2-x 1 :(2—>\)(2—)\)‘2;/\ 2ix’
0 4 2-)\

=2-A2[2-2)? =4 =(2-2*N =4\ =(2- 2N\ —4).

Entao,
paAM) =0 <= 2-N?XA—4)=0 < A=2VA=0V\=4

Assim, A tem 3 valores préprios: A1 =2, A2 =0, A3 = 4.

Temos
00 0 O
0O 0 -1 2
A-MI=A-2]= 00 0 1
00 4 O



b)

d)

Questao 4

a)

b)

Convertendo a matriz na forma em escada, vem

00 0 O 0 0 -1 2 0 0 -1 2 0 0 -1 2
0 0 -1 2 N 00 0 1 N 00 0 1 N 00 0 1
00 0 1 00 4 O 00 0 8 00 0 O
00 4 O 00 0 O 00 0 O 00 0 O

Resolvendo o sistema homogéneo correspondente, obtém-se
Vo ={(«, 3,0,0) : o, B € R}.

Seguindo um procedimento analogo para os outros dois valores préprios, obtém-se:

5 1
‘/b = {(O,—4Oé,—2,0[) oA R}

3 1
Vi = {(0, 2% Ea,a) T € R}

Nota: Denotaremos por m.a.(A\) e m.g.()A), respetivamente a multiplicidade algébrica e a multi-

plicidade geométrica do valor préprio A.

Como o valor préprio A\; = 2 é uma raiz dupla da equacdo carateristica e \» = 0 e A3 = 4 sdo
raizes simples, temos m.a.(A\1) =2 e m.a.(A2) =m.a.(A\3) =1.

Sendo Ay e A3 valores préprios simples, tem-se, como sabemos
m.g.(A2) = m.g.(A3) = 1.
Quanto ao valor préprio duplo, A1, tem-se
m.g.(A1) =dim(V),) =4 —car(A— M) =4—-2=2.

(A caracteristica da matriz A — \1] vé-se, de imediato, da forma em escada a que reduzimos essa
matriz, na alinea anterior).
Como
m.g.(A1) + mg.(A2) + mg.(A3)=2+1+1=4
e A é uma matriz de ordem 4, podemos concluir que A é diagonalizavel.

Como um dos valores préprios de A é A\ = 0, a matriz A n3o é invertivel.

Confronte com Questio 7 do 2° teste de MIEINF.

Seja A um valor préprio de A. Entdo, com sabemos (visto nas aulas) A2 é um valor préprio da
matriz A%. Mas, como A? = I,,, tem-se que \?> é um valor préprio de I,. Como a matriz I,, é
triangular, os seus valores préprios sdo os elementos que formam a sua diagonal principal, ou seja,

s3o todos iguais a 1. Entdo, temos A% = 1 e o resultado segue-se, de imediato.

Comecemos por mostrar que os vetores v e w sdo ndo nulos. Temos
v=0 <= u+Au=0 < Au= —u,

o que, por hipdtese ndo é possivel, uma vez que u ndo é um vetor préprio de A. A demosnstracdo
de que w # 0 ¢ totalmente analoga.



Vejamos agora que v é um vetor préprio de A. Temos
Av = A(u + Au) = Au+ A%u
=Au+I,u=Au+u
=u+ Au=yv,

0 que, uma vez que v # 0, mostra que v é um vetor préprio de A associado ao valor préprio 1.

De modo anélogo, temos
Aw = A(u — Au) = Au — A%u

=Au—I,u=Au—u
= —(u— Au) = —w,
de onde se conclui (tendo em conta que w # 0) que w é um vetor préprio de A associado ao valor
préprio —1.
c) Os vetores v e w s3o vetores linearmente independentes, porque sdo vetores préprios associados a

valores préprios distintos.

2° Teste [MIEMEC 2011/2012]

Nas questées 1 a 3, indique, para cada alinea, se a afirmacdo é verdadeira (V) ou falsa (F), assinalando a

opgao conveniente.

\Y F
Questdo 1 Seja S =((1,0,-1),(-2,1,0),(1,1,-3)).
a) S=R3 O O
b) dimS =2. O O
c) ((1,0,-1),(1,1,-3)) é uma base de S. O O
d) (1,1,5) € S. O O
Questao 2 Considere a matriz
1 -1 0
A=| -1 2 -1
0 -1 1 v F
a) Existe um vetor n3o nulo u tal que Au = 3u. O O
b) (1,-2,1) é um vetor préprio de A. O O
c) Os valores préprios de A2 —3I sio 1, 6 e —3. O O
d) A matriz A é diagonalizavel. O O
Questao 3 Considere as matrizes
1 -1 1 1 -1 1
A= 0 -1 2 e B=|0 -1 2 |.
1 -2 3 0 0 0 Vv F



Questao 4

a)
b)
c)

Questio 5

Questio 6

—1 é valor préprio de A.
A e B s3o semelhantes.
L(A)={((1,-1,1),(0,-1,2)).
C(A) =((1,0,0),(-1,-1,0)).

ONONONG
O O 0O

Considere os vetores u; = (0,0,1,1), up =(0,1,1,1), uz =(1,1,1,2), ug = (-1,0,1,0).

Verifique, pela definicdo, se os vetores uj, up, uz e ug sdo linearmente independentes.
Identifique o subespaco S de R* gerado pelos quatro vetores. Qual é a dimens3o de S?

Determine A de modo que o vetor (1,—1,0, \) pertenga a S.

Considere, para cada k € R, a aplicacdo linear f : R3 — R3, cuja matriz candnica é

A=

O W
=N =
w o

Calcule f(1,1,1).
Determine k de forma que f seja bijetiva. Justifique.
Faga k = 3 e determine uma base para o niicleo de f e uma base para C(A).

Verifique que a matriz A que se obtém quando k£ = 0 tem um valor préprio duplo. Determine a
sua multiplicidade geométrica.

Seja A uma matriz real de ordem n tal que A + AT = al,,, para algum a € R.

Mostre que, se x é um vetor préprio de A associado ao valor préprio A, entdo x é um vetor préprio de

AT associado ao valor préprio a — \.

2° Teste [MIEMEC 2011/2012] :: resolucao

Questdo 1

Questao 4

a)

FVVF Questao2 VVEFV Questao3 FFVF

Os vetores uy, up, us e uy sao linearmente independentes se
aiu] +asup +azus+agus =0=> a1 =ap = a3 =ag = 0.

Mas
a1(0,0,1,1) + a2(0,1,1,1) + «3(1,1,1,2) + aa(—1,0,1,0) = (0,0,0,0)

é equivalente ao sistema

az —as =0 001 -1
=0

a2t as cuja matriz dos coeficientes é A= 01 10

aitar+az3+as =0 111 1

112 0

a1 +ar+2a3 =0



Este sistema homogéneo tem apenas a solucdo nula sse car A = 4. Usando o método de eliminacdo
de Gauss, facilmente se conclui que

111 1 ] 1 1 1
011 0 1o [1] 1 o
A7 001 1] P50 0 1] 1|
001 -1 0 0 0 O©

i.e. car A = 3. Logo, os vetores sdo linearmente dependentes.

Ja sabemos, da alinea anterior, que S = (uj,up,u3,us) = (uj, up,us), porque as primeiras 3
colunas de A (correspondentes as colunas de B que contém pivds) sdo exatamente uj, u € us.
Além disso, a dimens3o deste subespaco é 3, porque car A = 3.

Processo 1:

O vetor u = (z,y,2,t) € (ui,up, u3) sse existirem escalares ay, az, a3 tais que u = ajug +

QU + aizus, 0 que equivale a dizer que o seguinte sistema tem que ser possivel.

a3 =X

ax +az3 =y

al +ax+az3 ==z
a1+ a4+ 203 =t

Como
00 1]z 11 1] = 11 1 2
01 1|y 01 1| y 01 1 Y
111z 7100 1| =z —loo01 x )
1 1 2|t 0 0 1| —2+t 0 0 O] —2—2z+t

o sistema é possivel sse —x — z +t = 0, donde se conclui que
S ={(z,y,2,t) ER* 12 =t — z}.

Processo 2:
O vetor u = (z,y,2,t) € (uz,up,u3) sse (ug,up, uz,u) = (ui,up, u3), ou seja, se e sé se a
caracteristica da(s) seguinte(s) matriz(es) for 3.

0 011 111 2
0111 N 011 1
111 2 0 01 1
x y z t 0 00 —xz—2+t
Consequentemente x =t — z.
Processo 1: (usando a alinea anterior)
(1,-1,0,A) € Sssel=XA—0,ie A=1
Processo 2: (ndo usando a alinea anterior)
(1,—1,0,A) € S sse
0 0 11 111 2
0 1 11 0111
carly 1 1 o =3 & car 00 1 1 =3 =1
1 -1 0 A 0 01 A



Questdo 5

a)

b)

d)

Processo 1:
31k 1 4+ k
02 0f(1]= 2 = f(1,1,1) = (4 + k,2,4 + k).
E 1 3 1 k+4

Processo 2:

(1,1,1) = (1,0,0) +(0,1,0) +(0,0,1) = f(1,1,1) = f(1,0,0)+ f(0,1,0) + f(0,0,1)
(3,0,k) + (1,2,1) + (k,0,3)
= (4+k2,k+4).

Como f : R3 — R3, se f for injetiva também serd sobrejetiva e vice-versa. Como f é sobrejetiva

sse car A = 3, basta usar o método de eliminacdo de Gauss, para concluir que

31 k
carA=3<=car |0 1 0 =3 k#*-3Nk#3.
0 0 —k?+9

Usando a alinea anterior podemos concluir que, para k = 3, car A=2, pelo que sabemos ji que
dimNucf=3-2=1 e dimC(A)=2.
Como

Nuc f = {(z,y,2) € R®: f(x,y,2) = (0,0,0)} = {(2,5,2) e R® : 2 = —2, y = 0} = ((~1,0,1)),
uma base para Nuc f pode ser ((—1,0,1)). Além disso,

313 1 3
020]—1o0 0
313 0 0 0
Logo,
C(4) =((3,0,3),(1,2,1))

e uma base para C(A) pode ser ((3,0,3),(1,2,1)).
Aplicando o Teorema de Laplace a segunda linha da matriz A — A, obtém-se

3—A 1 0
pa(X) = det(A — \I) = det 0 2— ) 0 = (3-X)3?(2-)\).
0 1 3—A
Logo, 3 é um valor préprio duplo de A. Para determinar a multiplicidade geométrica deste valor
préprio, calculemos o subespaco préprio associado a 3, i.e. V3 = {x = (x1,20,73) € R3 :
(A —3I)x = 0}. Como

0 1 0 010
A-31=10 -1 0| — [0 0 0] = (A—3I)x=0<= 2, =0.
0 1 0 000

Logo, V3 = {(z1,0,723) € R3} = ((1,0,0),(0,0,1)), donde se conclui que dmS; = 2 e a
multiplicidade geométrica do valor préprio 3 é igual a 2 (igual a sua multiplicidade algébrica).
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Questdo 6 Se x é um vetor préprio de A associado ao valor préprio A, entdo x # 0 e Ax = Ax. De
A+ AT = oI, obtém-se

(A+AT)x = (al)x & Ax+ATx =ax o x+ATx =ax © ATx =ax - Ax & ATx = (- \)x.

Logo, x é um vetor préprio de AT associado ao valor préprio ov — A.

Exame [MIEINF 2015/2016]

Nas questdes 1 a 4, indique, para cada alinea, se a afirmacdo é verdadeira (V) ou falsa (F), assinalando a

opg¢do conveniente.

Questio 1

Questdo 2

Questido 3

a)
b)
c)
d)

Considere as matrizes
33 3 1 -1 1/3
A= 3 6 9 e B= -1 5/3 -2/3
3 9 18 1/3 -2/3 1/3
A=pB"1
car(A) =2
det A =27
_ 1
det B = -9
Considere o seguinte sistema de equagdes lineares nas incégnitas x,y e z2:
—x+3y—2z=a—-2
r—y+2z=2 , a,BeR
2r—y+(2+p)z=2
Se § =2 e a= —4, o sistema é possivel e determinado e (0, —2,0) ¢ a sua solugdo.
Se 8 = —2, o sistema é possivel e determinado qualquer que seja o valor de a.
Se B # 2 e a = —4, o sistema é impossivel.
O sistema nunca é duplamente indeterminado.

Sejam uy, uy, u3 trés vetores linearmente independentes do espaco vetorial R%.

dim(ui, uy, uz,u; + uy) = 4.
Os vetores uyp, Uy, u3z geram um subespaco de R* de dimens3o 3.
O vetor nulo n3o pode escrever-se como combinacido linear de uz, up, us.

Qualquer vetor de R* é combinacio linear de uy, us, us .

2 31
Questdo 4 Considere a matriz A = 010
340

OO OO0 =

<

ONONONG

OO OO0 <

ONONONG

ONONONC

ONONONG



Questdo 5

Questio 6

a)
b)
c)

Questao 7

a)

Os valores préprios de A sdo —1,1,3.
det(A + 3[3) =0.
O subespaco préprio associado ao maior valor préprio é ((2,0,2)) .

A é diagonalizavel.

Considere, no espaco vetorial R*, os seguintes subespacos:

ONONONG

U={(z,y,2,w) eR* 1z +y—2=0} e V=(1,0,1,2),(0,1,1,0),(3,—-3,0,6)).

Determine uma base do subespaco U.
Diga, justificando, se U = V.
Determine k € R tal que (1,2,3,k) € V.

Considere, para cada k € R, a matriz Ay =

> = W
O N O
w = X~

Determine, em fungdo do valor de k, car(Ay).
Justifique que Ag é uma matriz invertivel e calcule a terceira coluna de Agl.
Seja Ay a matriz de uma aplicacdo linear ¢y.

i. Determine ¢ (x,y, 2).
ii. Indique os valores de k para os quais a aplicacdo ¢ € injetiva.

iii. Determine Nuc ¢3 e diga qual a sua dimensao.

Seja A uma matriz quadrada de ordem n, anti-simétrica.

Mostre que, se n for impar, entdo det A = 0.

ONONONG

b) Mostre, através de um exemplo, que, se n for par, entdo ndo se tem necessariamente det A = 0.

Exame [MIEINF 2015/2016] :: resolucao

Questdo 1

Questio 5

a)

VFVF Questiao2 FVFV Questio3 FVFF Questaio4 VFVV

Temos

(z,y,z,w) ER* x4+ 5y —2=0}

(z,y,2z,w) ER*: 2 =z +y}

{
{
{x Y, T+ y,w) : x,y,weR}
{al

(1,0,1,0) + 3(0,1,1,0) + w(0,0,0,1) : x,y,weR}
~((1,0,1,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1)),
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b)

Quest3o 6

0 que mostra que os vetores u; = (1,0,1,0),u = (0,1,1,0) e uz = (0,0,0,1) geram U. Por
outro lado, a matriz com esses vetores dispostos em linha

1 010

0110

0 001

é uma matriz (em escada) cuja caracteristica € igual a 3. Isso significa que os vetores uj, up, us3
sdo linearmente independentes. Assim, podemos afirmar que ((1,0,1,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1)) é

uma base de U.

Como
1 0 1 2 1 0 1 2 1 01 2
0 1. 10)—=1(0 1 1 0]J]—=1(0110],
3 -3 06 0 -3 -3 0 0 00O
temos que ((1,0,1,2),(0,1,1,0)) é uma base de V, pelo que dimV = 2; o resultado da alinea

anterior diz-nos que dimU = 3, pelo que U # V.

((1,0,1,2),(0,1,1,0)).
(0,1,1,0) e seja u = (1,2,3,k)7

Mostramos, na alinea anterior, que V = Seja A a matriz cujas colunas

sdo os vetores (1,0,1,2) e . Temos que

ucV < uelC(A) < osistema Ax = u tem solu¢do <= car(A) = car(Aju).

Mas,
1 01 10 1 10 1 10 1
0 1|2 . 01 2 . 01 2 o 01 2
1 13 01 2 0 0| O 0 0|k-2
2 0|k 0 0|k-—2 0 0|k-—2 0 0| O
Assim, podemos concluir que
(1,2,3,k) eV <= k—-2=0 < k=2
Outra forma de resolver esta quest3o:
Temos
123k)€V<:>car(A):car<é>,
2
ondeA:< 0) Tem-se
101 2 1 01 2 1 01 2
01 1 0]—1(011 0 - 10 1 1 0
1 2 3 k 0 2 2 k-2 0 00 k=2
Assim, v=(1,2,3,k) €V <= k—-2=0 < k=2
a) Convertamos Ay na forma em escada:
3 0 k 3 0 k
A,=(1 21|00 1-%
k0 3 00 3-%



Temos )

k
3—?:0 — 9—k*>=0 < k=-30uk=3.

Assim:
Para k # —3 e k # 3, tem-se car Ay, = 3; para k =3 ou k = —3, tem-se car A, = 2.

b) Como vimos na alinea anterior, tem-se car Ay = 3; sendo Ag uma matriz quadrada com carac-
teristica igual a ordem, podemos concluir que Ag € invertivel. A terceira coluna de Agl pode

obter-se resolvendo o sistema Apx = e3 onde e3 = (0,0, l)T. Tem-se
3 0010 3 0010
12 1/0]—=1021]|0
0 0 3|1 0 0 3|1

A dltima matriz acima é a matriz ampliada do seguinte sistema

3%1:0
200 + 23 =0
31‘3:1

Resolvendo este sistema por substituicdo inversa, obtém-se

1 :07 Iy = —1/6, xr3 = 1/3.

0
Logo, a terceira coluna de Ayt é [ —1/6
1/3
c) i. Como
3 0k x 3x + kz
1 21 y | =1 x+2y+z |,
E 0 3 z kx + 3z

tem-se ¢r(x,y,2) = (3z + kz,z + 2y + z, kx + 3z).
ii. Temos que
¢r injetiva <= dim Nuc(¢r) =0 <= car 4y = 3.
Usando os resultados da alinea a), concluimos que ¢y, € injetiva se e sé se k # —3 e k # 3.
iii. Temos que
Nucpz = {x € R3: ¢3(x) = 0} = {x € R?: A3x = 0}.

.7

Temos, ent3o, de encontrar as solugdes do sistema homogéneo Asx = 0. Na alinea a) ja

convertemos Ay na forma em escada; fazendo k£ = 3, tem-se a matriz

1 2 1
0 -6 0
00 O

Calculando as solugdes do sistema homogéneo correspondente, vem
r3=a,r2=0,11 = —a,a € R.

Assim, tem-se
Nuc¢3 — {(—O[’0,0é) o€ R} == <(_1707 1)>7

de onde se conclui de imediato que dim Nuc ¢3 = 1.
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Questdo 7 a) Tem-se

A anti-simétrica < A= —AT
= det A = det(—AT)
= det A = (—1)"det AT
= detA=(—1)"detA
=detA = —detd

(n impar)
=2detA=0
= det A =0.

=(50)

é uma matriz anti-simétrica e tem-se det A = 1.

b) Por exemplo, a matriz

Exame [OCV 2011/2012]

Nas questées 1 a 5, indique, para cada alinea, se a afirmacdo é verdadeira (V) ou falsa (F), assinalando a

op¢do conveniente.

Questao 1 Considere as matrizes

2 2 2 1/8 1/4 1/8
A=(2 0 =2 e B=1[1/4 0 —1/4 vV e
2 -2 2 1/8 —-1/4 1/8
a) detA=-32. O O
b) A=B1 O O
c) detB = -3/8. O O
d) x=1(1,0,3) é um vetor préprio de A. O O
Questdo 2 Considere o seguinte sistema de equacgdes lineares
r—y+2z=1
—x+3y—2z=a—-2, o pfeR
2t —y+ 2+ p)z=2 Y 2
a) O sistema é possivel e determinado para § # 2. O O
b) O sistema é possivel e indeterminado para S =2ea=1¢
(4,1,—1) é uma das suas solugdes. O O
c) O sistema é possivel e indeterminado para f =2ea=1¢e
(—6,0,3) é uma das solugdes do sistema homogéneo associado. O O
d) O sistema é impossivel para = -2 e a = 2. O O
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Questdo 3

a)
b)
c)
d)

Questdo 4

2)
b)
)
d)

Questdo 5

Questio 6

Questdo 7
a)
b)

Seja A uma matriz quadrada de ordem 3, tal que det A = 5. Vv
det(24T) = 10. O
O espaco das linhas de A tem dimensdo 3. O
0 é um dos valores préprios de A. O
det( adj A) = 1. O

Seja U =((1,1,-1,1),(2,1,3,0),(4,3,1,2),(3,1,7,—1)). V
B=((1,1,-1,1),(2,1,3,0)) é uma base de U. O
U=1{(11,-1,1),(2,1,3,0),(-1,1,-9,3)) . O
dimU = 3. O
(4,1,11,k) e U se e sé se k = —2. O

Considere a aplicac3o linear T': R3 — R* definida por

T(z,y,z) =(r —y+32,2x + 2y + 2z, —x +y — 32,3z + 4y + 22), Y(x,y,z) € R3.

dimImT = 2.
NucT = ((-2,1,1)) .
T é uma aplicagdo sobrejetiva.

(-3,2,3,5) € ImT.

O O OO0 =

Considere a matriz
-1 -1 0
A=|-1 0 -1
0 -1 -1

Determine os valores préprios de A.

ONONONG

ONONONG

ONONONG

Determine o subespaco préprio associado ao menor valor préprio de A e indique uma sua base.

Justifique que A é uma matriz invertivel e determine a segunda coluna da matriz A~L.

Sejam vy, vy, ..., Vv, vetores linearmente independentes de um espacgo vetorial V. Prove que:

Sendo B # 0, os vetores Sv1,Va,...,Vy,, sdo linearmente independentes.

Os vetores vi + v, Vop,...,V, sdo linearmente independentes.



Exame [Exame [OCV 2011/2012]] :: resolucao

Questio 1

Questio 4

Questao 6

b)

Questdo 7

VVFF Questio2 VFVF Questio3 FVFV
VVFV Questiao5 VVFV

a)
-1-X -1 0
p(A) = det -1 =X -1
0 -1 —-1-2A
— (1= A=A (=1 —A) — [(—1 A+ (-1- A)}
= (1= A)(=A)(—1—A) —2(~1— )
= (-1=N)[(-N)(-1-1) - 2]
=(-1-2M)(\+1-2)
Entao
p(A)=0 <= —1-A=0VA4+A1-2=0 <= A=-1Vi=-2VvAi=1
Assim, os valores préprios de Asdo Ay = =2, Ay = —1e A3 =1.
O menor v.p. de A é \;y = —2. Temos, entdo, de procurar o conjunto solug¢do do sistema
homogéneo cuja matriz é
1 -1 0
A+2I=|-1 2 -1
0 -1 1
Tem-se
1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
-1 2 -1|—=1(0 1 —-1]—-1(0 1 -1
0 -1 1 0 -1 1 0 0 O
A matriz condensada corresponde ao sistema
z—y=0
y—z=0

Fazendo z = « e substituindo nas equagdes anteriores obtém-se x = a,y = . Assim,
Vo = {(a,2,0) s a € R} = ((1,1,1)).

Como o vetor (1,1,1) é n3o nulo (logo linearmente independente), concluimos que esse vetor

constitui uma base de V_».

A é invertivel porque ndo tem zero como valor préprio. A segunda coluna da inversa de A ¢ a

0
solucdo do sistema Ax = e, onde ex = | 1 | . Resolvendo esse sistema, obtém-se que essa coluna
0
-1/2
é | 1/2
-1/2

a) Ver Questdo 4.13 a).



b) Tem-se

ar1(vi+vo)+ava+ -+ ap,vy, =0=a1vi + (ag + a2)va+ -+ apv, =0
=a;=0,a01+a2=0,...c0, =0 (porque v1,...,v, sdol. i.)

=a;=0,ap=0,...,a, =0 (porque a7 # 0)

Logo, os vetores vy + Vo, Vo, ..., Vy,, sdo linearmente independentes.
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