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ABSTRAK

Solichah, Novita Imroatus. 2013. Nilai Eigen dan Vektor Eigen Matriks Monge
dalam Aljabar Max-Plus. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains
dan Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malik lbrahim Malang.
Pembimbing: (I) Abdussakir, M.Pd

(1) Fachrur Rozi, M.Si

Kata Kunci: Aljabar Max-Plus, Matriks Monge, Nilai Eigen, dan Vektor Eigen

Aljabar Max-Plus adalah salah satu struktur dalam aljabar yaitu semi ring
idempoten komutatif yang lebih lanjut merupakan semi field. Dinotasikan sebagai
berikut (Rax, @, ®), dan R,,,, merupakan himpunan R U {&}, di mana R adalah
himpunan bilangan real dan ¢ = —oo, operasi @ didefinisikan sebagai maksimum
dan operasi ® didefinisikan sebagai penjumlahan normal bilangan real. Aljabar
Max-Plus dapat ditentukan nilai eigen dan vektor eigen matriks. Penelitian ini
membahas nilai eigen dan vektor eigen matriks Monge, serta sifat-sifat matriks
Monge dalam Aljabar Max-Plus. Suatu matriks A dengan unsur bilangan real
berukuran mxn disebut matriks Monge, jika dan hanya jika memenuhi: a; +
a.s < a;; +a,;. Pada penelitian ini penulis akan mengkaji sifat-sifat matriks
Monge dalam Aljabar Max-Plus dan mendeskripsikan cara menentukan nilai
eigen dan vektor eigen matriks Monge dalam Aljabar Max-Plus.

Dari hasil studi pustaka diperoleh sifat-sifat yang dipenuhi matriks Monge
dalam Aljabar Max-Plus dan algoritma untuk memperoleh nilai eigen dan vektor
eigen matriks Monge dalam Aljabar Max-Plus. Sifat-sifat yang dipenuhi, yaitu
sebagai berikut: idempoten, komutatif, asosiatif, distributif, elemen identitas dan
elemen netral. Algoritma yang digunakan adalah sebagai berikut: (1) Mengecek
Matriks A dengan syarat a;; + a,s < a;; + a,; dan merupakan matriks Monge,
(2) Menghitung nilai eigen dari matriks A, (3) Menghitung vektor eigen.

Matriks Monge memiliki nilai eigen dan vektor eigen dalam Aljabar Max-
Plus, yang dapat ditentukan menggunakan algoritma. Hasil C = A@B merupakan
matriks Monge, C = a®A merupakan matriks Monge dan C = AQB merupakan
matriks Invers Monge. Pada penelitian selanjutnya disarankan untuk membahas
tentang nilai eigen dan vektor eigen matriks dalam Aljabar Max-Plus dengan
menggunakan metode yang lain ataupun menggunakan matriks yang lain.
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ABSTRACT

Solichah, Novita Imroatus. 2013. Eigenvalues and Eigenvectors of Monge
Matrices in Max-Plus Algebra. Thesis. Department of Mathematics
Faculty of Science and Technology. The State of Islamic University
Maulana Malik Ibrahim Malang.

Promotor: (1) Abdussakir, M.Pd
(1) Fachrur Rozi, M.Si

Key Word: Eigenvalues, Eigenvectors, Max-Plus Algebra, and Monge Matrix

Max-Plus Algebra is one of the algebraic structure is a commutative
idempotent semi-ring further a semi-field. Denoted as follows (R, , ®, ®), and
Rax 1S the set R U {&}, where R is the set real numbers and ¢ = —oo, operation ®
stated maximum and operation ® stated sum of normal real numbers. Max-Plus
Algebra can be determined eigenvalues and eigenvectors matrix. This research
discusses eigenvalues and eigenvectors Monge matrix, as well as properties of
Monge matrix in Max-Plus Algebra. Matrix A with elements of real numbers
measuring mxn called a Monge matriks, if and only if it satisfies: a;; + a,5 <
a;; + a,;. In this research the authors will examine the properties of Monge
matrix in Max-Plus Algebra and describe how to determine the eigenvalues and
eigenvectors Monge matrix in Max-Plus Algebra.

The results obtained from the literature study the properties that meet
Monge matrices in Max-Plus Algebra and algorithm to find eigenvalues and
eigenvectors Monge matrix in Max-Plus Algebra. Properties that meet such as:
idempotent, commutatif, assosiatif, distributif, element identity and element
netral. Algorithm which use is (1) checking matrix A with condition a;; + a,s <
a;; + a,; and constitute Monge matrix, (2) calculate eigenvalues from matrix 4,
(3) calculate eigenvectors from matrix A.

Monge matrix has eigenvalues and eigenvectors in the Max-Plus Algebra,
whose can given with algorithm. Results C = A@B constitute Monge matrix,
C = a®A constitute Monge matrix and C = AQB constitute Inverse Monge
matrix. It is advisable in future studies to discuss the eigenvalues and eigenvectors
matrices in Max-Plus Algebra using another method or use another matrix.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Struktur aljabar yang sudah dikenalkan adalah lapangan (field), yaitu grup
(group) dan gelanggang (ring). Pada perkembangannya, struktur aljabar tidak
hanya terbatas pada grup dan gelanggang, tetapi ada jenis lain yaitu Aljabar Max-
Plus. Aljabar Max-Plus tidak sepenuhnya dikembangkan seperti dalam grup dan
gelanggang.

Pada Al-Qur’an terdapat ayat yang menjelaskan bahwa setiap ilmu
pengetahuan yang telah ada dan berkembang sesuai dengan perkembangan zaman,

yang terdapat dalam surat Al-Bagarah ayat 151, yang berbunyi sebagai berikut:

2o g X

A J 2 s 4 s 2 P Ao 0 A 2 v Z. 3 2 4

z o 2 g - > s o ol - i -
g_,\‘_.gj‘ v_%_&.l:’g.j */ﬁ) L\.:_‘g.‘; VK?LC b.L_g V-és-‘f Y‘)M‘) V_ésﬁ"% L:JW.,J
bl o 0 s i Y AP

Artinya: “Sebagaimana (Kami Telah menyempurnakan nikmat kami kepadamu)
kami Telah mengutus kepadamu Rasul diantara kamu yang membacakan ayat-
ayat kami kepada kamu dan mensucikan kamu dan mengajarkan kepadamu Al
Kitab dan Al-Hikmah, serta mengajarkan kepada kamu apa yang belum kamu
ketahui” (Q.S. Al-Bagarah: 151).

£~
f

LS

(]

Pendekatan Aljabar Max-Plus  dapat menentukan dan menganalisis
berbagai sistem. Aljabar Max-Plus adalah salah satu struktur dalam aljabar yaitu
semi ring idempoten komutatif. Dinotasikan sebagai berikut (R4, ®, ®), dan
R,ax mMerupakan himpunan R U {e}, dimana R adalah himpunan bilangan real,
dengan € = —oo, sedangkan operasi @ menyatakan maksimum dan operasi ®

menyatakan penjumlahan normal bilangan real, yang dapat didefinisikan sebagai
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berikut:va, b € R,,,, maka a ® b = max(a,b) dan a ® b = a + b (Heidergott,
2005:13).

Matriks merupakan salah satu alat matematis untuk menyelesaikan
berbagai masalah dalam bidang keilmuan. Pada beberapa permasalahan, matriks
digunakan untuk memodelkan suatu sistem dan sistem tersebut diselesaikan
sehingga didapatkan solusinya. Pada bahasan matriks juga diketahui nilai eigen
dan vektor eigen.

Penelitian ini membahas matriks Monge serta memperoleh algoritma untuk
menentukan nilai eigen dan vektor eigen matriks Monge dalam Aljabar Max-Plus.
Matriks Monge adalah suatu matriks A,,x, dengan unsur bilangan real, dapat

dinyatakan sebagai berikut:

appn  az U3 - Qi
a a azz - ay

Apsn = | 21 722 " | dengan syarat: a; + a,s < a;5 + a;
An1 Am2  Am3 = Apy

untuksemual <i<r <m,1<j <s < n (Burkard, 1995:1).

Menentukan nilai eigen dan vektor eigen matriks dapat dilakukan dalam
aljabar biasa atau dilakukan dalam Aljabar Max-Plus. Pada Al-Qur’an terdapat
ayat yang menjelaskan bahwa dengan cara yang berbeda dan keadaan yang
berbeda tetapi tetap mengarah pada tujuan yang sama. Hal ini terdapat dalam surat
Al-Bagarah ayat 150, yang berbunyi sebagai berikut:
omtsh 51 358 0 Ll LTl et T RE 825 05 205 0 g

PE— 2 sn - . e - P 4 a7 Ao . . A_ T _
Gy fe3iid S s el TRl Y] A SOl Ul OS5 D okt

. 3F - Aa- 4
AT M T ,,”,m‘y/
(20 09 PS5 50k sem Y



Artinya: “Dan dari mana saja kamu (keluar), maka palingkanlah wajahmu ke
arah Masjidil Haram. Dan dimana saja kamu (sekalian) berada, maka
palingkanlah wajahmu ke arahnya, agar tidak ada hujjah bagi manusia atas
kamu, kecuali orang-orang yang zalim diantara mereka. Maka janganlah kamu
takut kepada mereka dan takutlah kepada-Ku (saja). Dan agar Ku-sempurnakan
nikmat-Ku atasmu, dan supaya kamu mendapat petunjuk” (Q.S. Al-Bagarah:
150).

Surat Al-Bagarah ayat 150 tersebut berkaitan dengan permasalahan yang
dapat diselesaikan dengan menggunakan berbagai cara atau metode yang berbeda.
Dari ayat tersebut terdapat arti yang berbunyi “...dari mana saja kamu (keluar),
maka palingkanlah wajahmu ke arah Masjidil Haram...”. Penggalan arti tersebut
menjelaskan bahwa dengan cara yang berbeda ataupun jalan yang berbeda tetapi
tetap tertuju pada tujuan yang sama.

Pada penelitian ini, dibahas mengenai nilai eigen dan vektor eigen dari
matriks Monge di dalam Aljabar Max-Plus, serta mendapatkan algoritma dalam
menentukan nilai eigen dan vektor eigen matriks Monge dalam Aljabar Max-Plus.
Penulis merumuskan penelitian ini dengan judul “Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Matriks Monge dalam Aljabar Max-Plus”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka permasalahan yang dapat
dirumuskan sebagai berikut:
1. Bagaimana sifat-sifat matriks Monge dalam Aljabar Max-Plus?
2. Bagaimana menentukan nilai eigen dan vektor eigen matriks Monge dalam

Aljabar Max-Plus?



1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan dari penelitian ini
sebagai berikut:
1. Mengetahui sifat-sifat matriks Monge dalam Aljabar Max-Plus.
2. Memperoleh algoritma untuk menentukan nilai eigen dan vektor eigen

matriks Monge dalam Aljabar Max-Plus.

1.4 Batasan Masalah
Skripsi ini pembahasan difokuskan pada matriks Monge ukuran n X n
dalam Aljabar Max-Plus. Pada proses pembuktian, penulis menggunakan matriks

Monge ukuran 3 x 3.

1.5 Manfaat Penelitian
Hasil penelitian ini diharapkan dapat bermanfaat bagi:
1. Penulis
Menambah pengetahuan dan keilmuan tentang hal-hal yang berkaitan dengan
Aljabar Max-Plus.
2. Lembaga
Menambah bahan pustaka untuk rujukan penelitian dan bahan perkuliahan
khususnya tentang materi Aljabar Max-Plus, yaitu mengenai nilai eigen dan

vektor eigen matriks Monge dalam Aljabar Max-Plus.



3. Pembaca
Sebagai bahan pembelajaran dan pengetahuan mengenai Aljabar Max-Plus,
khususnya memperluas kajian nilai eigen dan vektor eigen matriks Monge
dalam Aljabar Max-Plus dan diharapkan dapat menjadi rujukan penelitian

yang akan datang.

1.6 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode penelitian
kepustakaan atau kajian pustaka, yakni melakukan penelitian untuk memperoleh
data-data dan informasi-informasi serta objek yang digunakan dalam pembahasan
masalah Aljabar Max-Plus. Studi kepustakaan merupakan penampilan
argumentasi penalaran keilmuan untuk memaparkan hasil olah pikir mengenai
suatu permasalahan atau topik kajian kepustakaan yang dibahas dalam penelitian
ini.

Adapun langkah-langkah yang akan digunakan oleh peneliti dalam
membahas penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mengumpulkan berbagai literatur yang berhubungan dengan Aljabar Max-
Plus dan matriks Monge, yang bersumber dari buku, jurnal, artikel, maupun
internet.

2. Memahami dan mempelajari konsep Aljabar Max-Plus, nilai eigen, vektor
eigen, dan matriks Monge.

3. Menentukan sifat-sifat yang dimiliki matriks Monge dalam Aljabar Max-

Plus.



4. Menentukan nilai eigen dan vektor eigen matriks Monge dengan

menggunakan operasi Aljabar Max-Plus.

5. Menentukan algoritma dalam menentukan nilai eigen dan vektor eigen

matriks Monge dalam Aljabar Max-Plus.

1.7 Sistematika Penulisan

Pada penyusunan penelitian ini perlu dibuat langkah-langkah yang

sistematis guna memudahkan dalam memahami makna setiap bab yang ada.

Secara umum penulisan penelitian ini terdiri dari empat bab.

BAB |

BAB Il

BAB Il

Pendahuluan

Bab ini membahas mengenai latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian, dan
sistematika penulisan.

Kajian Pustaka

Bab ini membahas tentang teori-teori yang mendasari penulisan skripsi
ini atau lebih dikenal dengan kajian pustaka. Adapun teori-teori yang
termuat di dalamnya adalah matriks, matriks Monge, vektor, nilai eigen
dan vektor eigen, Aljabar Max-Plus, dan permasalahan manusia dan
solusinya dalam tinjauan agama.

Pembahasan

Bab ini membahas tentang sifat matriks Monge dalam Aljabar Max-
Plus, nilai eigen dan vektor eigen matriks Monge dalam Aljabar Max-

Plus dan algoritma untuk menentukan nilai eigen dan vektor eigen



matriks Monge dalam Aljabar Max-Plus dan keterkaitan penyelesaian
permasalahan manusia dengan hasil penelitian

BAB IV Penutup
Bab ini berisi tentang kesimpulan dari materi yang telah dibahas pada

bab sebelumnya dan saran untuk pengembangan penelitian selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Matriks

Matriks adalah suatu kumpulan angka-angka (sering disebut elemen-
elemen) yang disusun menurut baris dan kolom sehingga berbentuk empat persegi
panjang, yang panjangnya dan lebarnya ditunjukkan oleh banyaknya kolom-
kolom dan baris-baris (Supranto, 2003:3).

Suatu matriks A terdiri m baris dan n kolom, maka matriks dapat

dinyatakan sebagai berikut:

aqq aqy ais A1n
az ax; 923 Qzn - .

Apsn = : =[ai]-],Lzl,Z,...,mdanjz1,2,...,n
Am1 Am2  Am3 S ¢

Bilangan-bilangan a;; disebut elemen-elemen dari matriks A berukuran
mXxXn dengan i =1,2,..,m dan j =1,2,..,n dan m,n adalah bilangan asli.
Susunan unsur horisontal dinamakan baris atau vektor baris sedangkan susunan
unsur vertikal dinamakan kolom atau vektor kolom dari matriks A (Supranto,
2003:4).

Definisi 2.1:

Dua matriks didefinisikan sama jika keduanya mempunyai ukuran baris
dan kolom yang sama dan unsur-unsur yang berpadanan sama (Anton, 2004:8).

Pada notasi matriks A = [a;;] dan B = [b;;] mempunyai ukuran yang

sama, maka A =B jika dan hanya jika a; =b; untuk semua i{ dan j.



Contoh 2.1:
_[2 6 _[2 6
A‘[1 3]dan3_[1 3
Pada contoh 2.1 terlihat bahwa matriks A dan B sama secara ukuran baris

dan kolom dan unsur-unsurnya.

Definisi 2.2:

Misalkan A dan B adalah matriks-matriks berukuran sama, maka jumlah
A + B adalah matriks yang diperoleh dengan menambahkan unsur-unsur matriks
A dengan unsur-unsur matriks B yang berpadanan. A — B adalah matriks yang
diperoleh dengan mengurangkan unsur-unsur matriks A dengan unsur-unsur
matriks B yang berpadanan. Matriks-matriks berukuran berbeda tidak dapat

ditambahkan atau dikurangkan (Anton, 2004:28).

Contoh 2.2:
4 2 6 3 1 4
A=1|7 3 5/danB=1|5 1 0
© & % (S 1l
1 7 (B (3 1 4] 7 3 10
makadA+B=1|7 3 5|+|5 1 0|=]|12 4 5
|9 3 2. & 2 dd L7 5 &
4 2 6 (3 1 4] 1 1 2
A—B=1|7 3 5|—1|5 1 0|=|2 2 5]
9 3 2 18 2 1. 1 1 1
Definisi 2.3:

Misalkan A adalah sebarang matriks dan ¢ adalah sebarang skalar, maka
hasil kali cA adalah matriks yang diperoleh dengan mengalikan setiap unsur A

dengan ¢ (Anton, 2004:29).



Contoh 2.3:
4 2 6 .
A=16 4 6danc=5
8 4 2
) 4 2 6 2 1 3
makacA=E><6 4 61=1|3 2 3|
8 4 2 4 2 1

Definisi 2.4:

10

Misalkan A adalah suatu matriks m X r dan B adalah suatu matriks r X n,

maka hasil kali matriks AB adalah matriks m X n yang unsur-unsurnya

didefinisikan sebagai berikut: untuk mencari unsur dalam baris i dan kolom j dari

matriks AB, pilih baris i dari matriks A dan kolom j dari matriks B, kalikan unsur-

unsur yang berpadanan dari baris dan kolom secara bersama-sama dan kemudian

jumlahkan hasil kalinya (Anton, 2004:30).

Contoh 2.4:
3 1 4 1 4
A=15 1 OdanB=l1 Ol
2 il 2.l
3 1 4111 4
makaAB=|5 1 0 [1 0]
8 2 112 1

=16 20
12 33

(12 16l

3-1+1-1+4-2 3:4+4+1-0+4-1
=|5-1+1-14+0:-2 5:44+1-0+0-1
8-1+2-1+1-2 8-4+2-0+1-1

|
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2.1.1 Macam-macam Matriks
2.1.1.1 Matriks Bujur Sangkar

Matriks bujur sangkar adalah suatu matriks dimana banyaknya baris sama
dengan banyaknya kolom (m = n). Apabila m = n, maka matriks A disebut
matriks bujur sangkar orde n (Arifin, 2000:8).
Contoh 2.5:

Misal A = [3 1]

5 ol

Maka A adalah matriks bujur sangkar dengan ordo 2 X 2 dengan unsur

bilangan real.

2.1.1.2 Matriks ldentitas

Suatu matriks A dengan banyak baris n dan banyak kolom n disebut
matriks bujur sangkar ordo n (square matrix of order n) dan elemen
aiq,Qyy, -, Ay, Merupakan diagonal utama (main diagonal) matriks A (Anton &

Rorres, 2004:28).

1 d 7 dn
'2 e a"2n

a|@n
o, 8, -
Definisi 2.5:
Matriks identitas atau matriks satuan, dinotasikan dengan I,, atau I, adalah
matriks bujur sangkar dengan elemen 1 pada diagonal utamanya dan elemen nol

pada bagian lainnya. Matriks identitas mirip dengan skalar 1 sehingga di dalam

sebarang matriks bujur sangkar A, AI = IA = A (Arifin, 2000:8).
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Contoh 2.6:

: 1 o
Misal A = [0 1
Maka A merupakan matriks identitas karena diagonal utamanya adalah 1

dan lainnya 0.

2.1.1.3 Matriks Diagonal

Matriks diagonal adalah suatu matriks bujur sangkar yang semua elemen
di luar diagonal utama mempunyai nilai 0 dan paling tidak satu elemen pada
diagonal utama tidak 0, biasanya diberi simbol D (Arifin, 2000:9).

Matriks diagonal seringkali dinotasikan dengan: D = diag(dy1, ---,dnn)s

dengan d;; tidak semuanya 0 untuk semua 1 <i < n.

Contoh 2.7:
4 0 O
MisalD= |0 0 0
0 0 2

Maka D merupakan matriks diagonal karena unsur pada diagonal

utamanya tidak semuanya O.

2.1.1.4 Matriks Skalar
Skalar adalah suatu bilangan konstan. Kalau k suatu skalar dan I suatu
matriks identitas, maka hasil kali kI dinamakan matriks skalar (Arifin, 2000:10).

Contoh 2.8:

Misal k = 4danl=[(1) 2
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maka kI = 4 [(1) (1)

_4 0
0 4

2.1.2 Determinan Matriks
Definisi 2.6:

Permutasi dari bilangan bulat {1, 2, ..., n} adalah susunan bilangan menurut
suatu aturan tanpa adanya penghilangan atau pengulangan (Anton, 2004:90).
Contoh 2.9:

Himpunan bilangan bulat {1,2,3} terdapat 6 permutasi yang berbeda,
yaitu: (1,2,3),(2,1,3),(3,1,2),(1,3,2),(2,3,1),(3,2,1)

Suatu inversi dikatakan terjadi dalam permutasi {1, 2, ...,n} jika terdapat
bilangan yang lebih besar mendahului bilangan yang lebih kecil.
Contoh 2.10:

Tentukan jumlah total inversi pada permutasi berikut: (6,5,4,3,2,1).

Penyelesaian:

(1) aq = 6 mendahului a, =5 (7) a, = 6 mendahului ay = 3
(2) a; = 6 mendahului a; = 4 (8) a, =5 mendahului as = 2
(3) a; = 6 mendahului ay =3 (9) a, = 5mendahului ag =1
(4) a; = 6 mendahului as = 2 (10) a3 = 4 mendahului a, = 3
(5  a; = 6 mendahului ag =1 (11) a3z = 4 mendahului as = 2
(6) a, =5 mendahului a; = 4 (12) a3 =4 mendahuluiag = 1

(13) a4 = 3 mendahului ag = 2 (14) a4 =3 mendahuluiag =1



14

(15) a5 = 2 mendahului ag =1
Jadi total banyaknya inversi adalah 15 atau 5+ 4+ 3 + 2 + 1 = 15.
Definisi 2.7:

Suatu permutasi dikatakan genap jika total banyaknya inversi adalah
bilangan genap dan dikatakan ganjil jika total banyaknya inversi adalah bilangan
ganjil (Anton, 2004:92).

Contoh 2.11:

Tabel berikut ini mengklasifikasi berbagai permutasi dari {1, 2, 3} sebagai

genap atau ganyjil.

Tabel 2.1 Tabel Permutasi dari {1, 2, 3}

Permutasi Banyaknya Inversi Klasifikasi
(1,2,3) 0 Genap
(1,3,2) 1 Ganjil
(2,1,3) 1 Ganjil
(2,3,1) 2 Genap
(3,1,2) 2 Genap
(3,2,1) 3 Ganjil
Definisi 2.8:

Suatu hasil kali elementer dari suatu matriks 4, ., adalah hasil kali dari n
entri dari A, yang tidak satupun berasal dari baris atau kolom yang sama (Anton,
2004:92).

Contoh 2.12:

Buatlah daftar semua hasil kali elementer dari matriks berikut:

[a11 a12]
a;, dp
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Penyelesaian:

Karena setiap hasil kali elementer memiliki dua faktor dan karena setiap
faktor berasal dari baris yang berbeda, maka hasil kali elementer dapat ditulis
dalam bentuk sebagai berikut: a;_a,_ dimana titik-titik kosong menunjukkan
nomor kolom. Karena tidak ada dua faktor dalam hasil kali tersebut yang berasal
dari kolom yang sama, maka nomor kolom haruslah 1 2 atau 2 1. Jadi hasil kali
elementer hanyalah a4, a,, dan a;;a,;.

Definisi 2.9:

Misalkan A4, ., adalah matriks bujur sangkar, determinan dari matriks

A, «, dinotasikan det(A) atau |A,«,|adalah jumlah dari semua hasil kali

elementer bertanda dari A, atau secara simbolis dapat ditulis sebagai berikut:

det(A) = Z(i)(aljlazjz e .
dimana ) adalah penjumlahan suku-suku untuk semua permutasi a;;as; ... a,,
dan tanda (+) dipilih untuk permutasi genap dan tanda (—) untuk permutasi
ganjil (Anton, 2004:94).

Contoh 2.13:

aq aqp as A4

. . : . . e a a
Hitunglah determinan dari matriks berikut ini: Ay, = Z;i Z;; a_f,i aii

Ay Quy Qu3 Qg
Penyelesaian:

Matriks A berukuran 4 baris dan 4 kolom, maka berdasarkan definisi 2.8,
ada 4 elemen hasil kali elementer pada matriks A yang masing-masing berasal
dari baris yang berbeda. Hasil kali elementernya dapat ditulis dalam bentuk

(a1-,a,_,a3_,a,_), dimana titik-titik kosong menunjukkan nomor kolom. Maka



16

nomor-nomor kolom tersebut merupakan permutasi dari himpunan {1, 2, 3, 4}.

Maka diperoleh tabel sebagai berikut:

Tabel 2.1 Tabel Permutasi dari {1, 2, 3, 4}

Hasil kali | Permutasi | Jumlah Total | Kategori | Hasil kali Elementer
Elementer Inversi Permutasi Bertanda
a1102,a33044 | (1,2,3,4) 0 Genap A110Q22033044
a110a22a34a43 | (1,2/4,3) 1 Ganjil —Q11022034043
a110a23a32a44 | (1,3,2,4) 1 Ganjil —011023032044
A11023034047 | (1,3,4,2) 2 Genap 11023034042
a11024032043 | (1,4,2,3) 2 Genap (11024032043
a11024033a42 | (1,4,3,2) 3 Ganjil —041 024033047
12021033044 | (2,1,3,4) 1 Ganjil —01701 033044
A12021034043 | (2,1,4,3) 2 Genap 12021034043
A12023a31044 | (2,3,1,4) 2 Genap 12023031044
A12023034041 | (2,3/4,1) 3 Ganjil —Q12023034041
A12024031a43 | (2,4,1,3) 3 Ganjil —QA12024031043
A12024033041 | (2,4,3,1) 4 Genap 12024033041
a13a21a32a44 | (3,1,24) 2 EEnaD 13021032044
a13021034042 | (3,1,4,2) 3 Ganjil —Q1302103404
a13a2031a44 | (3,2,1,4) E G —QA13022031 044
A13422034041 | (3,2/4,1) . Sy (13022034041
a13024031a42 | (3,4,1,2) % Genap (43024031047
a13024032a41 | (34,2,1) > Sl —a130240A32041
A14021032a43 | (4,1,2,3) 3 Gonth —a140d210A32043
A14021033a42 | (4,1,3,2) 4 Genap (14021033047
A14022031a43 | (4,2,1,3) 4 Genap (14022031043
a14a2a33041 | (4,2,3,1) > Ganjil —Q14022033041
A14023031a42 | (4,3,1,2) > Ganji —A14033031047
A14023a32041 | (4,3,2,1) 6 Genap 14023032041
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Sesuai dengan definisi 2.9, maka determinan dari matriks A4 .4 adalah

a;p Qa2

a a
der() = |2 5

Qg1 Q42

ass
azs
ass
43

a4
azs
azs
A4q

= Q11032033044 —011022034043— 011023032044 + 011023034047

+Ta11024032043—0110A24033042 — Q12021033044 + Q12021034043

1Ta12023031044—012023034041 —012024031043 + Q12024033041

tTa13021032044 — Q13021034047 — Q13022031044 + Q13022034041

+a13024031042 — Q13024032041 — 014021032043 + Q14021033047

tTa14022031043— 014022033041 — 014023031047 + Q14023032041 -

2.1.3 Adjoin Matriks

Definisi 2.10:

Jika A adalah matriks bujur sangkar, maka minor dari a;; dinyatakan

sebagai M;; dan didefinisikan sebagai determinan dari sub-matriks yang tetap

setelah baris ke-i dan kolom ke-j dicoret dari A. Bilangan (—1)""/ (M)

dinyatakan oleh C;; dan dinamakan kofaktor entri a;; (Anton, 1997:77).

Contoh 2.14:
4 2 6]
Jika diketahui matriksP =17 3 5
9 3 2l
Minor dari entri a;; adalah My; = 3 5
3 2
13 S_g_qe__
=3 5= 6—15=-9
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Kofaktor dari a,; adalah C;; = (=1)'*'M;; = M;; = —9.
Definisi 2.11:

Jika A adalah sebarang matriks n x n dan Cj; kofaktor aj;, maka matriks

Cll Clz aan Cln
C = C.Zl C?Z CZ.n
Cm3 Cm2 Cmn

dinamakan matriks kofaktor dari A. Transpos matriks C dinamakan adjoin A yang

dinyatakan dengan adj(A) (Anton, 1997:81).

Contoh 2.15:
= P
Jika diketahui matriks A =11 6 3
2 —4 01
3—3—=1 3
Minor dari entri a;; adalahMy;; =1 6 3| = 1 3 0|
2 —4 0
=0—-(-12)=0+12=12
. . f - 1 11 3
Minor dari entri a;, adalah My, = |1 3|= |2 0
2 4 0
=0+6=6
. : . B 1 = | ] @
Minor dari entri a;3 adalah M3 = (1 6 = |2 _4|
2 —4
=—-4-12=-16
3 -1 3 1
Minor dari entri a,; adalah My, = =12 % |
-4 0

|
=0—-4=-4
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Minor dari entri a,, adalah M,, = = B _01|

=0-(-2)=0+2=2

3E—1
2 4 0

g =g 1 3 3
Minor dari entri a,3 adalah M3 = = |2 _4|
2 —4
=-12—-6=-18
1
Minor dari entri az; adalah M3; = 6 T\3= |6 ! |

=9—(6)=9+6=15

3 il 3 _1
Minor dari entri as, adalah M3, = 3 | = |1 ; |
2 4 0
=9-(-1)=9+1=10
3 W3 1 3 3
Minor dari entri a3z adalah M33 = |1 6 =4 6
= 18/—18s= 15

C11 Ciz C13] [12 —6 —16]

Sehingga matriks kofaktor adalah [Cm Cyy Cy3 4 2 18
Cad? € Ca3 15 —10 15
12 4 15
adj(A)=|-6 2 —10|.
—-16 18 15
Teorema 2.1:

Untuk setiap matriks A berorde n berlaku A - adj(A) = adj(A) - A = |A|l

(Rukmangadachari, 2010:9).
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Bukti:
rdy1 Qe ... aq; e Qp 7
azy Qdpp ... aZj e Ao
Misalkan: 4 = : : : :
ap Qp .. % .. ap
[An1 Ap2 0 Ay Oy

jika C;; adalah kofaktor dari a;; pada A maka

(€11 G2 o Gy Cin

adj(A) =| i 5 :
Ch G2 .. Gy .. Cy
_Cnl Cn2 an Cnn

Elemen pada baris ke-i dan kolom ke-;j dari hasil kali A X adj(A) adalah:
a;1G1 + a;Gy + -+ ap Gy
Jika i = j, maka a;;Gq + a;2Cy + -+ + a;, G, adalah ekspansi kofaktor
sepanjang baris ke-i dari A jika i # j, maka semua a dan kofaktor-kofaktornya
berasal dari baris-baris yang berbeda dari A, sehingga nilai dari a;; G + a;2G, +

=+ + a3, Gy, = 0. Oleh karena itu,

det(A) 0 = 10 ..0
Aadj(A) = 0 det:(A) O = 14][Y 1 Ol = a1,
0 0 . det(d) 00 .. 1

2.1.4 Invers Matriks
Definisi 2.12:
Misalkan A merupakan matriks bujur sangkar dengan n baris dan n kolom

dan I, suatu matriks identitas. Apabila ada matriks bujur sangkar A™ sedemikian
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sehingga, berlaku hubungan sebagai berikut: AA* = A" A = I,, maka A™
disebut matriks invers dari A (Arifin, 2000:130).
Teorema 2.2:
Matriks yang invertible hanya memiliki tepat satu invers (Anton, 2004:47).
Bukti:
Jika B dan C kedua-duanya adalah invers dari matriks 4,
maka B = C, karena B adalah invers dari 4,
maka BA = I, dengan mengalikan kedua ruas di sisi kanannya dengan C diperoleh
(BA)C = IC = C. Tetapi (BA)C = B(AC) = BI = B, sehingga C = B.
Pernyataan berikut mengenai invers dari matriks yang invertible. Jika A
invertible, maka inversnya akan dinyatakan dengan simbol A~
Terbukti AA™! =T dan A7tA = 1.
Teorema 2.3:

Jika A adalah matriks yang dapat dibalik (invertible), maka

Al = ! adj(A)
det(A)

(Anton, 1997:82).
Bukti:
Pertama ditunjukkan A -adj(A) = det(A) -1 yang sudah terbukti pada
teorema 2.1, karena A invertible det(A) # 0, sehingga A - adj(a) = det(A) - I

dapat ditulis kembali sebagai berikut: A - adj(A) = det(A) -1

1
det (A)

1
det (4)

[A-adj (A)] = I atau A [ - adj (A)] =1,

dengan mengalikan kedua sisi di sebelah kiri dengan A=! menghasilkan:
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4 1 .
A adj(A)

= det(A)

Teorema berikut memberikan syarat-syarat di mana matriks 2x2 invertible

dan memberikan rumus sederhana untuk perhitungan inversnya.

Teorema 2.4:

Matriks A = [Ccl Z] invertible jika ad — bc # 0, dan inversnya dapat

dihitung sesuai dengan rumus:

d —b

ad — bc

I a8 —b
_1 _ =
&= ad—bcl—c a ]

ad — bc
—C a

ad — bc

Bukti:

d

Karena A4 = [‘z Z] dan A7! = [ad_‘cbc

ad —bc

ditunjukkan bahwa AA™! = I dan A™14 = I.

d —b
1 _Ja bllad=bc ad-bc
A4 _[C d —C a
ad —bc ad—bc
rad — bc —ab + ab
_|ad—bc ad—bc
cd—cd —bc+ad
Lad — bc ad — bc
_ 1 O]
0 1
d —-b
14 _lad=bc ad—bc|[a b
A7A= —C a [c d
ad —bc ad —bc

ad — bc

(Anton, 2004:48).

—b
ad‘bC] lad — bc| # 0, maka akan

a

ad—bc
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[da—bc db—bd

ad — bc ad — bc
—ca+ac —cb+ad

L ad — bc ad — bc

=lo 1]

JadiAA 1 =A"14A=1
Contoh 2.16:

Misal diketahui matriks P = [6 2]

4 2

Carilah invers dari matriks P!

Penyelesaian:

det(P) = ((6)(2)) — ((2)(4))

=(12)-(8)=4
maka
1 16 2
AV = i(4) =~
T g 2]
6 2 3 1
_ 14 4|_|2 2
AN . 1l
4 4 2

2.2 Matriks Monge
Matematikawan Gaspard Monge (1746) telah menemukan suatu matrik
yaitu matriks Monge. Suatu matriks A dengan unsur bilangan real berukuran mxn

disebut matriks Monge, jika dan hanya jika memenuhi:
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ai; Az M3 e iy
a a azz . a,

Apsn = | 21 722 " |, dengan syarat: a;; + a,5 < a;5 + a,
Am1 Am2 Am3 = Ay

untuksemual <i<r<m,1<j<s<n

(Burkard, 1995:1).

Contoh 2.17:
3 1 4
Matriks A dengan ukuran 3 x 3, yaitu: A = |5 1 0], ada 9 sub-matriks
8. 2¥F ¢

ukuran 2 x 2 yang dapat diperiksa apakah masing-masing sub-matriks tersebut

adalah matriks Monge:

3 1 3 4
A1:|5 1|,al~j+am§ais+a”~ A2:|5 0|,aij+arSSais+arj
ajp +ax <app+ax app +ax <ag;z+ax
3+1<1+5 3+40<4+5
4 <6 3<9
1 4 3 1
A3= 1 0|Jaij+arssais+arj A4= 38 2|'aij+arssai5+ar]'
a; + a3 < a3 +ap ap +as <app +az
1+0<4+1 3+42<1+8
1<5 5<9
3 4 1 4
A5=|8 1|:aij+ars3ais+arj A6=|2 1|Jaij+arssais+ar]'
a1 +azz < ag3 +az; aip +azz < a3 +as;
3+41<4+8 1+1<4+2

4 <12 2<6
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5 1 5 0
A7:|8 2|,al-j+arSSaiS+arj A8:|8 1 ,aij+arSSaiS+arj
az +az; < ap +az az1 +azz < ax +az
5+42<1+8 541<0+8
7<9 6<8
1 0
Ag: 2 1',(11']- + a, Sai5+arj

Az +asz3 < az3 + as;
1+1<0+2
2=2
Dua hal penting dalam kasus matriks Monge adalah entri tak terbatas yang
dibangun pada batas atas dan batas bawah segitiga matriks Monge yang
memenuhi a;; = co untuk i > j. a;; = co untuk i > j ekuivalen dengan A disebut
batas segitiga matriks Monge, jika dan hanya jika:
ajj + aps < Qi + ayy
untuksemual <i<r<m,1<j<s<n

(Burkard, 1995:4).

2.3 Vektor

Matriks yang hanya memiliki satu baris atau satu kolom menjadi perhatian
khusus karena matriks tersebut digunakan untuk menyatakan penyelesaian dari
sistem linier. Suatu penyelesaian dari sistem dengan m persamaan linier dalam n

peubah adalah suatu vektor.
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Definisi 2.13:
Matriks yang terdiri dari suatu kolom adalah matriks m x 1, disebut suatu

vektor kolom dan ditulis:
Uy
u=|"
U
(Weber, 1999:168).
Notasi w; berupa bilangan real, merupakan komponen vektor. w; adalah
komponen ke-j dari vektor u. Vektor kolom A mempunyai m baris dikatakan

suatu vektor berkomponen m atau vektor berdimensi m (Weber, 1999:169).

Contoh 2.18:

adalah vektor berdimensi 4.

AN O b

u

Definisi 2.14:

Suatu matriks yang berisi satu baris adalah matriks 1 X n, disebut suatu
vektor baris dan ditulis: v = [vy, vy, ..., v,,] (Weber, 1999:169).
Contoh 2.19:

v = [2,-5,1] adalah vektor berdimensi 3.
Definisi 2.15:

Jika u = [uq,uy, ..., u,] dan v = [vy, vy, ...,v,] adalah sebarang vektor
pada R™, maka hasil kali dalam Euclidis w-v didefinisikan dengan u-v =

u vy + uyvy + -+ u, v, (Anton, 1997:133).
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Norma Euclidis (panjang Euclidis) vektor u = [uq,...,u,] pada R"

didefinisikan sebagai berikut: ||ul| = (w.u) = /v, ...,u2 (Anton, 1997:134),

2.4 Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Jika A adalah suatu matriks n X n dan x adalah suatu vektor pada R",
maka biasanya tidak ada hubungan geometris umum antara vektor x dan vektor
Ax (Gambar 2.1). Akan tetapi, seringkali ada vektor-vektor x tertentu sedemikian
sehingga x dan Ax merupakan penggandaan satu sama lain (Gambar 2.2). Vektor-
vektor tersebut terdapat dalam getaran, sistem elektrik, genetik, reaksi kimia,
mekanika kuantum, tekanan mekanis, ekonomi, dan geometri (Anton, 2004:99).

Ax Ax

B A x

Gambar 2.1 Gambar 2.2

Definisi 2.16:

Misalkan A adalah suatu matriks n x n. Skalar A disebut suatu nilai eigen
atau nilai karakteristik dari A jika terdapat suatu vektor tak nol x sehingga
Ax = Ax. Vektor x disebut vektor eigen dari A yang berpadanan dengan A
(Anton, 2004:99).

Contoh 2.20:

30]

Vektor x = B] adalah vektor eigen dari A = [8 _1

yang bersesuaian dengan nilai eigen 1 = 3 karena
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T A [

Nilai eigen matriks A yang berukuran n X n dengan Ax = Ax ditulis
kembali sebagai berikut: Ax = Alx atau secara ekuivalen (1l — A)x = 0.

Supaya A menjadi nilai eigen, maka harus ada selesaian tak nol dari
persamaan di atas. Persamaan akan mempunyai selesaian tak nol jika dan hanya
jika: det(Al — A) = 0,
det(Al — A) = 0 dinamakan persamaan karakteristik A. Skalar yang memenuhi
persamaan ini adalah nilai eigen dari A. Bila diperluas, maka det(Al — A) adalah
polinom A yang dinamakan polinom karakteristik dari A.

Ax = Jx adalah suatu persamaan yang banyak ditemukan pada aplikasi
aljabar linier. Jika persamaan tersebut mempunyai selesaian tak nol x, maka A
disebut sebagai nilai eigen dari A dan x disebut vektor eigen yang dimiliki A.

Setelah nilai eigen dan vektor eigen suatu matriks A didapatkan, maka
dengan mudah dicari nilai eigen dan vektor eigen dari sebarang pangkat bilangan
bulat positif dari 4, misalnya jika A adalah suatu nilai eigen dari A dan x adalah
vektor eigen yang berpadanan, maka

A%x = A(Ax) = A(Ax) = A(Ax) = A(Ax) = Vx,
yang ditunjukkan bahwa A% adalah suatu nilai eigen dari 42 dan x adalah vektor
eigen yang berpadanan.

Setelah nilai eigen dari suatu matriks ditemukan, maka vektor eigen yang
berkaitan dengan nilai eigen tersebut dapat diperoleh dengan menyelesaikan
himpunan persamaan homogen yang sesuai. Berkaitan dengan setiap nilai eigen A;

yang berbeda, maka terdapat vektor eigen x; yang tak nol. Vektor eigen
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merupakan solusi dari persamaan homogen yang dapat diperoleh dengan
mensubstitusi nilai A; ke dalam persamaan berikut: (4 —A;)x; = 0 (Gere dan

William, 1987:128).

2.5 Aljabar Max-Plus
Definisi 2.17:

Diberikan R,,,, = R U {€} dengan R adalah himpunan bilangan real dan
€ = —oo dan e =0 untuk a, b € R,,,, , didefinisikan operasi @ dan ® yaitu: a @
b = max (a,b) dana ® b = a + b (Heidergott, 2005:13).

Himpunan R,,,, dengan operasi @ dan @ disebut Aljabar Max-Plus dan
dinotasikan dengan R,,,,, = (Ryax, ©, ).

Contoh 2.21:
1. 2Q(-6)D4Q® 8
Harus dipahami sebagai (2Q(—6)) @ (4 ®8)
Perhatikan bahwa:
2Q (-6)® (4® 8) =max((2 +(—6)),(4 +8))
=max(—4,12) = 12
sedangkan
2Q((—6)®d4) ®8 =2 + max (—6,4) + 8
=2+ 4+ 8 = 14.
2. Perluasan operasi untuk —oo
max (a,—©) = max (—<,a) = a

a+ (-o)=(—©) +a=-x
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untuk setiap a € R,,4, , S€hingga
adbe=ca=a
Aa® c=e¢® a=z¢.
3. 6@®10 = max (6,10) = 10
6@D¢c = max (6,) = 10
6 ®e=6+(—0) = —0 = ¢
e ®6 = max (0,6) = 6
6 ®4 =6+ 4 = 10.
Teorema 2.5:

(Rpax »®, ®) merupakan semi ring idempoten komutatif dengan elemen
netral € dan elemen kesatuan 0 (Subiono, 2012:3).

Bukti:

Untuk menunjukkan bahwa (R,,,,., D, ®) merupakan semi ring idempoten
komutatif, maka harus ditunjukkan (R,,..,®,®) merupakan semi ring, yang
mempunyai sifat-sifat sebagai berikut:

1. Akan ditunjukkan (R,,.., ®) adalah semi grup komutatif
a. Memenuhi sifat tertutup yaitu V a, b € R, berlakua @ b € R, .
Bukii:
a®b = max (a,b)
karenaa,b € R,,,, ,jadi a@® b € R, .
b. Memenuhi  sifat  asosiatif  vyaitu, Va,b,c € R, berlaku

a®(bdc) = (adb)Dc
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Bukti:
a®(bdc) = max (a,b®c)
= max (a,max (b, c))
= max (max (a, b, c))
= max (Max (a,0),C)ccccececieiiiieieiieieaenn, Asosiatif
= max((a ®b), c)
= (a®b)Dc
Terbukti bersifat asosiatif pada operasi .
c. Memenuhi sifat komutatif, yaitu V a, b € R, berlakua @b = b a
a®b = max (a,b)
= Bty N . SRS R B A | I T — Komutatif
=b®a
Terbukti bersifat komutatif pada operasi .
2. Akan ditunjukkan (R,,.,, ®) adalah semi grup.
a. Memenuhi sifat tertutup yaitu V a,b € R,,,,, berlakua ® b € R, -
Bukti:
a®b = a + b, karena R merupakan semi grup terhadap operasi +
makaa ® b € R, -
b. Memenuhi sifat asosiatif yaitu, V a, b, c € R,,,,, berlaku:
a@(b®c) = (a®b)Qc
Bukti:
a@®@(b®c) =a®b®c

=a+b+c
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= (@ + D) F Coovrrerereeeee Asosiatif
= (a®b)®c
Terbukti bersifat asosiatif pada operasi ®.
Berlaku sifat distributif dari operasi @ terhadap operasi @Y a,b,c € R4y
berlaku: a @ (b c) = (a®b) D (a®c)
Bukti:
a@bdc)= a + max (b,c)
SN (@ DN E T e Distributif
= (a + b)®(a + ¢)

= (a®b)® (a®0)

Terbukti bersifat distributif dari operasi ® terhadap operasi @.

Pada pembuktian 1,2,3 (R,,.., D, ®) merupakan semi ring, selanjutnya

akan ditunjukkan bahwa (R,,,,,®,®) merupakan semi ring idempoten

komutatif, cukup dengan menunjukkan bahwa R memenuhi sifat idempoten

terhadap operasi @ dan memenuhi sifat komutatif terhadap operasi ®.

1.

Berlaku sifat idempoten V a € R,,,,, berlakua @ a = a

a®a =a = max(a,a) = a

Terbukti R,,,, bersifat idempoten.

Berlaku sifat komutatif yaitu V a,b € R,,,,, berlakua ® b = b @ a

a®b =a+b
= D A Qe Komutatif
=bQ®a

Terbukti bersifat komutatif pada operasi ®.
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Selanjutnya akan ditunjukkan (R,,.., ®©, ®) mempunyai elemen netral dan
elemen kesatuan.
1. Yabe€eR,, maka3s€R,, Sedemikian sehingga a @ ¢ = a. Perhatikan
bahwa: a @ € = max (a,€) = a.
Terbukti € merupakan elemen netral.
2. Terdapat 0 € R,,., VYa€R,,, sedemikian sehingga a® 0 = a.
Perhatikan bahwa: a®0 = a + 0 = 0.
Terbukti terdapat elemen kesatuan .
Berdasarkan poin 1 dan 2 di atas (R,,..,®,®) merupakan semi ring
idempoten komutatif dengan elemen netral & dan elemen kesatuan 0.
Definisi 2.18:

Misalkan X € R, dan n € N, maka

x®" = xQx® ... ®x,

sebanyak n
dalam eksponensial Aljabar Max-Plus mereduksi perkalian konvensional x®" =
n X Xx.

Hal ini akan menjadi mudah untuk memperluas eksponensial Max-Plus
untuk eksponen yang lebih umum sebagai berikut:
1. Jikax#¢6x® =e=0
Jika aeR, x®? = ax.
2. Jika k >0 maka e®* = ¢ (k <0 tidak terdefinisi).

(Subiono, 2012:4).
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Contoh 2.22:

10.

6%t = 4x6 = 24

882=_—2x8 = —16 = 16®1

R4 dengan operasi (R,,.., D, ®), memenuhi sifat-sifat sebagai berikut:
R, memiliki sifat asosiatif pada operasi @:V a,b,c € R4y :
a®(b dc) = (a®b)Dc.
R, memiliki sifat komutatif pada operasi @: Va,b € R, : a ®b = b®Pa.
Terdapat elemen identitas terhadap @:Va € R, 3€ € R,0x, Sehingga
ade = e®a = a.
Idempoten terhadap operasi @: Va € a®a = a.
R, memiliki sifat asosiatif pada operasi ®:V a,b,c € R,,5,:a (b ®c)
= (a ®b)Rc.
R, memiliki sifat komutatif pada operasi ®:V a,b € R, :a®b = bQa.
Terdapat elemen identitas pada operasi ®, misal e adalah identitas terhadap
operasi ®: Va € R,,,,:a®e = eQa = a.
R, memiliki invers pada operasi ®:V a € R,,,, : a=e terdapat € R4y,
sehingga a® —a = e.
Elemen netral bersifat menyerap terhadap operasi ®:V a € R, : aQe =
e®a = e.
Distributif operasi ® terhadap operasi @:
VY a,b,c €R,uy:(a®b)®c = (a®c) ® (bQc)
dan

vV a,b,c € Ry :a®(b ®c¢) = (a ®b)DB(a®c).
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2.5.1 Matriks dan Vektor atas Aljabar Max-Plus

Pada bagian ini dikenalkan matriks atas R,,,, . Himpunan matriks ukuran
n x n dalam Aljabar Max-Plus dinotasikan oleh R'X". Untuk n € N dengan
n # 0 didefinisikan n & {1,2,...,n}. Elemen A € Ry, baris ke-i kolom ke-j

dinotasikan oleh a; untuk i € n dan j € m. Matriks A dapat ditulis sebagai

ajipz  az M3 Ay

R i P a21 a22 a23 e azn
berikut: A, x, = : :

An1 Am2  Am3 = App

R ={A = (A;)|Ay € Rpay, untuk i =1,2,3,...,mdanj = 1,2,3, ...,n}
(Subiono, 2012:7).
Definisi 2.19:
Misalkan untuk setiap A4, B € R}.* dan a € R,,,, didefinisikan:
1. A®B adalah matriks yang unsur ke-ij nya: (A®B); = A; ®B; =
max(A;; , Bij) untuki = 1,2,..,mdanj = 1,2,..,n.
2. a®A adalah matriks yang unsurnya ke-ij nya: (a®A); = a®A;; untuk
i =12,.,mdanj = 1,2, ..., n.
3. Jika A€R,. P dan B eRP’ adalah matriks yang unsur ke-ij nya:
(A®B);; = ®,_1 Ay @By untuk i = 1,2,...,mdanj = 1,2,...,n.
(Rudhito, 2004: 4).
Suatu matriks dikatakan sama jika setiap entri yang bersesuaian bernilai
sama, misalkan matriks A sama dengan matriks B dengan ukuran matriks m xn
artinya A; = B;; untuk untuk i = 1,2,...,m dan j = 1,2,...,n. Elemen-

elemen dari R%,, © R™L disebut vektor. Elemen ke j dari suatu vektor x €
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Ry, dinotasikan dengan x; atau ditulis [x];. Vektor di R},, dengan semua
elemennya sama dengan e disebut vektor unit dinotasikan dengan u, atau ditulis
[u]; = e untuk j € n. Diberikan sebarang o€ R}, maka perkalian o®u
menghasilkan suatu vektor dengan semua elemennya sama dengan « (Subiono,
2012:14).

Sifat berikut mengenai perkalian matriks dengan vektor dalam R,,,, yang
dikaitkan dengan relasi urutan parsial.
Teorema 2.6:

Diberikan matriks Ae R;,;%. Bila vektor x,ye Ry, dengan x <,,.. ¥,

maka AQx <., A®y (Subiono, 2012:16).

Bukti:
Ambil sebarang elemen x,ye R}, dengan x <,,,, ¥ berlaku, maka
x®y =y
AQ(x®y) = A®y
(AR®x)D(AR®y) = AQy
AQx <pux AQY.
Contoh 2.23:

A= [g ﬂ dan vektor x = [;] X = [S]

Jelas bahwa AQx <., AQy
aox =[5 1]®[3] =[]

AQy = [g ﬂ ® [g] - [191]

Jadi terbukti bahwa AQx <., AQYy.
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2.5.2 Nilai Eigen dan Vektor Eigen dalam Aljabar Max-Plus

Pengertian nilai eigen dan vektor eigen yang bersesuaian dari matriks
persegi A berukuran n x n sebagaimana dijumpai dalam aljabar linier biasa juga
dijumpai dalam Aljabar Max-Plus, yaitu bila diberikan suatu persamaan:

AQRQx = A1Qx,
dalam hal ini masing-masing vektor x € R}, dan A € R,,,,, dinamakan vektor
eigen dan nilai eigen dari matriks A dengan vektor x # (g,¢,...,€)". Suatu
algoritma untuk memperoleh vektor eigen dan nilai eigen dari matriks A € R},
dilakukan secara berulang kali dalam bentuk persamaan linear:
x(k+1) = AQx(k),k =0,1,2, ...

Perilaku periodik dari persamaan linier di atas untuk matriks A yang tak

tereduksi atau yang tereduksi erat kaitannya dengan apa yang dinamakan vektor

waktu sikel yang didefinisikan sebagai berikut:

Y x (k)
k1—>r£lo k

)

limit di atas ada untuk setiap keadaan awal x(0) # (¢, ¢, ..., €) dan matriks dalam
persamaan x(k +1) = AQx(k),k =0,1,2,.. yang tereduksi selalu dapat
dijadikan suatu bentuk blok matriks segitiga atas, dan untuk setiap i = 1, 2, ..., q,
A;; berukuran g; x q; adalah matriks tak tereduksi dengan nilai karakteristik 4;,

maka vektor waktu sikel diberikan sebagai berikut:

M
. x(k) (A,
Jim —— = l : ‘
;tq

dengan
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Ai
/11' = |:/1L“ y
Ai

dan vektor A; berukuran g; x 1. Nilai eigen dan vektor eigen matriks A dinyatakan
dalam teoema 2.7 (Subiono, 2012:24).
Teorema 2.7:

Misalkan untuk sebarang keadaan awal x(0) # &, sistem persamaan
x(k+1) =AQx(k), k =0,1,2,.. memenuhi x(p) =c®x(q) untuk suatu

bilangan bulat p dan g dengan p > g > 0 dan suatu bilangan real ¢, maka

(k) 1
¥iB-9 _ |4
il H

A

dengan A = ﬁ, selanjutnya A adalah suatu nilai eigen dari matriks A dengan
vektor eigen diberikan oleh:
v =@ A®¢~19Qx(q +i - 1)).
Bukti:
Misalkan [ = p — q, maka didapatkan

x(l) o x(@+i) . c® ®x(q)
lim — =lim ——— = lim—————
k= k imo q+il imo g +il

_c® . x(q)
B (ilg?o q+ il) © <ill$ q+ il)
(. . x(q)
- () (1m0

= (7)®0= ﬁ@o,




dengan vektor

g

Jadi bila A = ﬁ, maka vektor waktu sikel adalah:

A
limk_m %k) = lﬂ“
A

Selanjutnya bila:
v =@ (A2P 1 DQx(q +i—1)

maka
A®v = AQ(D!} (137~ 19@x(q +i - 1))

=@7{ A® (120~ 1-0@x(q +i - 1))

:@fz_lq /1®(p_q_i)®(A®x(q - 1))

=@ AB8PTDRx(q + 1)erererereeerrereerereerire i=j+1

=@1P=—ZQ+1 A@(p—q—iﬂ)@x(q +ji+1)

- I® (@jpz—zqﬂ /1®(p_q_f)®x(q +j— 1))

=A@ (@)} 15¢ 1) @x(q +j - 1)) = 1®v.
Persamaan yang terakhir diperoleh dari:

x(p) = 22°~YRx(q)

yang berakibat bahwa:

197 1x(p) = 1871V @x(q)

(Subiono, 2012:25).

39
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2.6 Permasalahan Manusia dan Solusinya dalam Tinjauan Agama

Suatu matriks dapat ditentukan nilai eigen dan vektor eigen yang mana
keduanya memainkan peranan yang sangat penting dalam suatu sistem. Suatu
konsep nilai eigen dan vektor eigen yang merupakan pemecahan real dari suatu
persamaan Kkarakteristik dapat digambarkan dengan setiap masalah dalam
kehidupan pasti ada pemecahannya, meskipun harus melalui proses yang sulit.
Hal ini sesuai dengan firman Allah SWT dalam Al-Qur’an surat Al-Insyiroh ayat

5 dan 6, yang berbunyi:

~
28 o a2# . z= 8 = 877
&
o

(2 L ol o O (2 Tt el 2o 013

z

Artinya: “Karena sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan.
Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan” (Q.S. Al-Insyiroh: 5-6).
Menurut Muhammad Abduh dalam tafsirnya menyebutkan bahwa dalam
surat Al-Insyiroh ayat 5 diawali dengan huruf fa untuk menunjukkan adanya
kaitan antara kedua keadaan tersebut, yaitu antara timbulnya kesulitan dan
datangnya kemudahan, kemudian M. Quraish Shihab memberikan pendapat ulama
lain yang menyoroti bentuk kata ‘usr dan yusr yang ternyata berbeda. Kata yusr
pada dua ayat itu diawali dengan al, sehingga definit seperti kata dalam bahasa
inggris yang diawali the. Sementara kata yusr tidak diawali dengan al, sehingga
tidaklah definit. Hal ini mengandung makna bahwa dari suatu masalah yang telah
dialami atau diketahui akan ada solusi yang tidak diketahui sebelumnya (Shihab,
2003:361). Sebagaimana untuk menentukan nilai eigen dan vektor eigen di mana

setiap permasalahan pasti mempunyai solusi karakteristik.
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Aplikasi nilai eigen dan vektor eigen mencakup berbagai bidang keilmuan.
Nilai eigen dan vektor eigen digunakan untuk memecahkan berbagai
permasalahan dalam kehidupan sehari-hari, misalnya masalah penjadwalan
penerbangan pesawat pada suatu bandara, sistem produksi sederhana,
penjadwalan sistem jaringan kereta, menentukan jalur tercepat dan model sistem
antrian, sehingga dapat dikatakan metode dalam menemukan nilai eigen dan
vektor eigen merupakan ilmu pengetahuan yang digunakan untuk membantu
mempermudah kehidupan manusia dalam kehidupan sehari-hari. Allah SWT
berfirman dalam surat Al-Bagarah ayat 183-184, yang berbunyi:

/}‘

OLC) f\f\.sj;_:);:l.a.gfn.w ul.t—j‘ L\a_s»‘/- vi«.ﬂ \)Kuﬂ uJ)..in L/;L::T Q
s s s- £C A P
Jo ‘}»},a_: Q\J ’A\JP}G} ‘j«} t})a.su.aﬁ d‘i"‘“ (’L"b 4..:..\3 ;‘u).n.Jm ,—'J,“

Artinya: “Hai orang-orang yang beriman, diwajibkan atas kamu berpuasa
sebagaimana diwajibkan atas orang-orang sebelum kamu agar kamu bertakwa,
(yaitu) dalam beberapa hari yang tertentu. Maka barangsiapa diantara kamu ada
yang sakit atau dalam perjalanan (lalu ia berbuka), maka (wajiblah baginya
berpuasa) sebanyak hari yang ditinggalkan itu pada hari-hari yang lain. Dan
wajib bagi orang-orang yang berat menjalankannya (jika mereka tidak berpuasa)
membayar fidyah, (yaitu): memberi makan seorang miskin. Barangsiapa yang
dengan kerelaan hati mengerjakan kebajikan, maka itulah yang lebih baik
baginya. Dan berpuasa lebih baik bagimu jika kamu mengetahui” (Q.S. Al-
Bagarah:183-184).

Ayat tersebut menjelaskan bahwa permasalahan itu terjadi jika harapan
berbeda dengan kenyataan yang terjadi. Suatu permasalahan pasti terdapat
kemudahan bagi seseorang yang menjalankannya. Ayat di atas menjelaskan

bahwa kemudahan seseorang tidak terlepas dari adanya suatu perantara. Perantara
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di sini dapat berupa sesuatu yang berwujud (misalnya benda-benda) maupun
sesuatu yang tidak terwujud (misalnya ilmu pengetahuan). Ayat itu berhubungan
dengan masalah nilai eigen dan vektor eigen, karena setiap permasalahan pasti ada
solusinya ataupun kemudahan untuk menyelesaikan permasalahan tersebut.
Berdasarkan dari ayat tersebut, maka dalam matematika penyelesaian suatu
permasalahan dapat dilakukan dengan mencari solusi karakteristiknya. Suatu

masalah dapat diselesaikan dengan beberapa cara untuk memperoleh solusinya.



BAB Il

PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas mengenai sifat-sifat matriks serta nilai eigen dan
vektor eigen dalam Aljabar Max-Plus dengan menggunakan operasi @
menyatakan maksimum dan operasi ® menyatakan penjumlahan, dalam penelitian
ini menggunakan matriks Monge.

Matriks Monge adalah suatu matriks A dengan unsur bilangan real
berukuran mxn, jika dan hanya jika memenuhi: a; + a,s < a;; + a,; untuk

semual <i<r<m,1<j<s <n,yang dapat ditulis sebagai berikut:

aj;;  ap 43 - agy
a a azz - ap

Apmn o " |, dengan syarat a;; + a,5 < a;s + a,;
G @ N e T A

untuksemual <i<r <m,1<j <s < n (Burkard, 1995:1).

Bab ini dibagi dalam 2 bagian utama. Pada bagian pertama akan
ditunjukkan sifat yang memenuhi matriks Monge dalam Aljabar Max-Plus, pada
bagian kedua akan dilanjutkan dengan nilai eigen dan vektor eigen matriks Monge
dalam Aljabar Max-Plus, kemudian mengetahui algoritma untuk menentukan

nilai eigen dan vektor eigen matriks Monge dalam Aljabar Max-Plus.

3.1 Sifat Matriks Monge dalam Aljabar Max-Plus
Pada aljabar linier, jika F field maka dapat dibentuk suatu matriks
berukuran mxn dengan entri-entrinya adalah elemen-elemen F. Hal yang serupa

dapat dikerjakan pada R,,.,, Yaitu dapat dibentuk matriks A berukuran mxn

43
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dengan entri-entrinya di R,,,,. Di mana untuk operasi @& dan operasi ® pada
R4, dapat diperluas untuk operasi-operasi matriks dalam R, % seperti dalam
definisi berikut:
Definisi 3.1:

Misal Ry.Y = {A = (a;j)|a;j € Ryay }. Jika matriks A € Ryt memenuhi
a; + a,s < ;s +ay; untuk semua 1 < i <r,1<j <s, maka matriks A disebut

matriks Monge pada Aljabar Max-Plus.

Contoh 3.1:
5 2 6
Akan ditunjukkan bahwa matriks A = (7 3 4| adalah matriks Monge.
8 4 2
Perhatikan:

Matriks A akan dibuktikan memenuhi syarat a;; + a,s < a;s + a,;.

5 2 5 WG
Al = |7 3|,aij T @A < a;s +arj Az = |7 4|,al~j T @l < a;s + QAyj
ap +ax <app +ay app +ax < a3 +ax
543<2+7 5+44<6+7
8<9 9<13
2 6 5 2
A3: 3 4|'aij+arssais+arj A4: 38 4|'aij+arsgais+arj
a1z + azz < a3 + ax ajp +az < app +as;
24+44<6+3 54+44<2+8
6<9 9<10
5 6 2 6
A5=|8 2|'aij+arsgais+arj Ag = 4 2|'aij+arssais+arj

aj; +azz < a3 +az ajp +az < a3 t+as
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542<6+8 2+2<6+4
7 < 14 4 <10
7 3 7 4
A7: |8 4|,aij +a7~5 Sai5+arj A8: |8 2 ,aij +ars Sai5+arj
az +az; < ap +az az1 +azz < ax +az
7+4<3+8 7+2<4+8
L1l = dldl 9<12
3 5
Ag: 4 2|,ai]- +ars Sai5+ar]-

Az + a3z < dazz + as;
3+2<5+4
5<9
Jadi matriks A memenuhi a;; + a,; < a;; + a,;, maka matriks A adalah matriks
Monge.
Definisi 3.2:

Misalkan A, B matriks Monge dalam RI':"'. Penjumlahan dari A dan B,

ditulis C = A®B, definisikan dengan ¢;; = a;; ®b;;
= max{a;;, b;; }.

Diketahui matriks A dan B, dimana matriks A dan B merupakan matriks
Monge, dari definisi 3.2 maka penjumlahan matriks Monge A dan B adalah
sebagai berikut:

Misal

app  a;p M3 e aip

a a azz - ap
Apon = | 28 722 7 | dan
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bll b12 b13 bln
bZ:" ,dimanai € m, j € n.
bml me bm3 bmn

C = A®B dengan

¢ij = a;;®b; = max{a;, by}
maka

c11 = a11®by; = max{ay, by}
12 = a12®b1; = max{ayy, by}
C1n = A1,®b1, = max{ain, by}

Cm1 = am1®bm1 = max{aml'bml}

Cmn = Qmn EBbmn = max{amnr bmn}

diperoleh
[a11®byy a120b;  a13®biz .. a1,®byy,
c. A% a1®by1 @by, a3®byz .. A, @by,
_am1®bm1 am2®bm2 amgé‘)bm:; amn@)bmn
[ max(ay b))  max(aip, b))  max(ais, biz) .. max(aig, bin)
_ | max(az1,b21)  max(az, byz) max(ays, by3) ... max(az,,by,)
-max(amlrbml) max(amZ'me) max(am3rbm3) max(amn:bmn)
Contoh 3.2:

Diberikan matriks Monge A = , maka

4 2 6 31 4
7 3 5| dan B=|5 1 0

9 3 2 8 2 1

matriks C = A®B yang dapat ditentukan sebagai berikut:

Cij == aij (_Bbl] = max(al'j, bl]) .......................................... Def|n|S| 32



c11 = a11®by; = 4® 3 = max{4,3} = 4
C12 = A1,®byy, = 201 = max{2,1} = 2
€13 = A13Pb; = 6B4 = max{6,4} =6
Cp1 = Ap1®by; = 7®5 = max{7,5} =7
Cyp = Ay ®byy; = 301 = max{3,1} = 3
Cy3 = Ap3®byz = 500 = max{5,0} =5
C31 = a31®b3; = 9®8 = max{9,8} =9
C33 = A3,®b3; = 3@2 = max{3,2} =3

C33 = agg@bgg = 2@1 = max{Z,l} =2
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4 6
Dengan menggunakan notasi matriks didapatkan matriks C = A®B = |7 5].
e 2
4 2 6
Akan ditunjukkan bahwa matriks C = |7 3 5| adalah matriks Monge.
0% 3" ¥
Perhatikan:
Matriks C akan dibuktikan memenuhi syarat ¢;; + ¢, < ¢ + ¢;; .
4 2 4 6
€1 = |7 3|'Cij tCrs S Cis T Gy C; = |7 5|'Cij tCrs = Cis T Gy
€11+ Cop S €12 + €y €13 +C23 < €13 + €1
44+3<2+7 44+5<6+7
7<9 9<13
2 6 4 2
(3 = |3 5|»Cij + G5 = Cis + Gy Cy = |9 3|»Cij + Crs = Cis + Gy
C12 + €3 = €13 + (22 €11 + €32 = €12 +C31

2+5<6+3 4+3<2+9
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7<9 7<11
4 6 2 6
CS—|9 2|!Cij+crsscis+crj C6=|3 Z'Ci}'+crs£cis+crj
C11 + 33 < c13 + €31 €12 + 33 < c13 + ¢33
44+2<6+9 24+2<L6+3
6 <15 4 <9
w 3 V.5
C7_|9 3|1Cij+CTSSCiS+CTj CS=|9 ZlCij+CTSSCiS+CTj
Gk C3p= Cap T C3y €1 + €33 = €3 + (31
7+43<3+49 7+2<5+4+9
10< 12 9< 14
3 5
C9—|3 2|,Cl’j+CrSSCiS+er

EPRE CEER—RCTNhICy
3+2<5+3

5<8

Jadi diperoleh bahwa penjumlahan dua matriks Monge menghasilkan matriks C
yang memenuhi syarat matriks Monge vyaitu: c;; + ¢,s < ¢;5 + ¢, sehingga
matriks C merupakan matriks Monge.

Dari contoh 3.2 maka dapat disimpulkan bahwa penjumlahan dua matriks
Monge dengan ukuran yang bersesuaian akan dihasilkan matriks Monge yang
dinyatakan dalam teorema berikut:

Teorema 3.1:
Misalkan A dan B matriks Monge dalam R;,;%. Maka C = A®B juga

matriks Monge.
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Bukti:
Karena C = A®B maka
c;j = a;;®by;.
Akan ditunjukkan bahwa
Cij + Crs = Cig + Cpj.
Karena A dan B matriks Monge, maka
ajj + aps < Q5 + ayy
dan
b eh =l e by
Maka diperoleh
(a;;®by;) + (a,s®b;) < (a;s®by;) + (a,; b))

Cij + Cprs = Cis + Gy

ij
Terbukti bahwa C matriks Monge .
Definisi 3.3:

Misalkan A matriks Monge dalam R;.;% dan a skalar. Perkalian dari
A dan «, ditulis € = a ®A didefinisikan dengan ¢; = a ®a;;, untuk i € m, j €
n.

Diketahui matriks A, di mana matriks A merupakan matriks Monge, dari
definisi 3.3 maka perkalian matriks Monge A dan skalar « adalah sebagai berikut:

Misal

apr  az U3 Ay

a a as ... a
Am =30 78 2" | dan skalar a.

An1 Amz2 Am3 - Qyp



C = a ®A dengan

i =a®a; =a+a;
maka

11 = a®ay; =a+ap
12 =a®a;; =a+aqg

cip =a®ay, =a+aq,

Cm1=a®a,; =a+an

Con = A By, = A+ Ay,
diperoleh
-a®a11 a®a12 a®a13
_ 0(®a21 a®a22 a®a23
men - 9 9 A

la®a,,, a®a,; a®a,;

[ + aqq
a+a21

a+ aqy
a+a22

Contoh 3.3:

Diberikan matriks Monge A =

C = a ®A yang ditentukan sebagai berikut:

C11=a®a11=4®3=4+3=7
C12=a®a12=4®1=4+1=5

C13=a®a13=4®4=4+4=8

a+a13
a+a23

lat+a,; a+ta,; a-+a,;
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a®aq,
a®ay,
ada,,
a + A1p
a+ay,
@2 F Ol
1 4
1 0| dan skalar « = 4, maka matriks
2 1

.......................... Definisi 3.3



)1 =a®ayy; =4®5=4+5=9
Cpp =a®ay, =4®1=4+1=5
C)3 = Ray; =4800=4+0=4
31 =a®az =408 =4+8=12
C3p=a®az, =402 =4+2=6

633=a®a33=4®1=4+1=5

Dengan menggunakan notasi matriks didapatkan matriks € = a ®A4 =

Akan dibuktikan bahwa matriks C = [

Perhatikan:
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7 5 8
0 s 4].
12 6 5
5] €
5 4| adalah matriks Monge.

i 45y B

Matriks C akan dibuktikan memenuhi syarat ¢;; + c.s < ¢;s + ;).

7 5
C1: |9 5|!Cij W G SCis+er

Ciie €22 =.Cip €2

LH5= 5+ 9
12 < 14
5 8
C3: 5 4 rcij+crsgcis+crj

C1g + €3 = C13 +Cp2
54+44<8+5

9<13
7 8
CS = |12 5|lcij + Crs < Cis + er

€11 + 33 < Cc13 +C31

A |
CZ = |9 4 'Cij R Gy S G +er

€11 + 3 <13 + ¢
7+4<8+9

11 <17
i,
C4:|12 6|,cij + Crs < Cis + Gy

€11 + 31 = c12 +C32
7+6<5+12

13 <17
5 8
C6=|6 5 :Cij +CrsSCis+er

€12 + 33 < 13 +C32
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7+5<8+12 5+45<8+6
12 < 20 10 < 14
C; = |192 2|,CU + Crg S Cis F Gy Cg = |192 §|,cij + Crs = Cis + Gy
C21 1 €32 = Cpp +C3q C21 T C33 < C23 +C3
g6 =552 9+5<4+12
14 < 17 14 < 16

5 4
C9 = |6 5 !Cij + ¢y < Cis +er

C22 1 C33 = Cp3 + C32
5+45<4+6
10 =10
Jadi diperoleh bahwa perkalian skalar dengan matriks Monge menghasilkan
matriks C yang memenuhi syarat matriks Monge yaitu: ¢; + ¢,s < ¢;5 + ¢y,
sehingga matriks C merupakan matriks Monge.

Dari contoh 3.3 maka dapat dikatakan bahwa perkalian matriks Monge
dengan skalar dihasilkan matriks Monge yang dinyatakan dalam teorema berikut:
Teorema 3.2:

Misalkan A matriks Monge dengan skalar a dalam R}X? . Maka C = a ®A
juga matriks Monge.

Bukti:
Karena C = a®A maka
¢ = a®a

j i

Akan ditunjukkan bahwa: ¢;; + ¢,s < ¢i5 + ¢y
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Karena matriks A matriks Monge, maka

aij +a,, <a;+ Ayj -
Maka diperoleh

(a®a;;) + (a®a,,) < (a®a;5) + (a®a,;)

Cij + Crs = Cig + €.

Terbukti bahwa C adalah matriks Monge.
Definisi 3.4:

Misalkan A matriks Monge dalam R, >’ dan B matriks Monge dalam
RP"" . Perkalian dari A dan B, ditulis C = A ®B, didefinisikan dengan
C =®,_,AQB
Cij = D10 ®by,

= maxyej{ay + by}

untuk i € m dan j € n. Perkalian matriks ini serupa dalam perkalian matriks
aljabar biasa dimana @ diganti dengan max dan @ diganti dengan +.

Diketahui matriks A € R,,,.,F dan matriks B € R} di mana matriks A dan

matriks B adalah matriks Monge, dari definisi 3.4 maka perkalian matriks A dan

matriks B adalah sebagai berikut:

Misal
[ann @z %13 - dip [bi1 b1z b1z - bin]
azz ..
a a 23 a, b b b w b
Ay =% 20 ‘d3=[ 2 vmo b
An1 A2 Am3z - Omyp bpl bp2 bp3 bpn

C = A®B dengan

.
Cij = Dp_1ai ®by;



maka
P
c11 = @y —1a1,®byy

P
€12 = @ _1a1,®by;

— mP
Cmn = eak:lamk ®bkn

diperoleh
a aip b4 bin
o — ®| :
Am1 amp bpl bpn
@Ezl a1k®bk1 @12:1 a1k®bkn
By A ®by1 By Uy @b
Contoh 3.4:

Diberikan matriks Monge A =

4 2 6
7= 3 5]danB:[

o &

maktriks C = A®B yang dapat ditentukan sebagai berikut:

Cij = @izlaik®bkj ........................................................... Def|n|5| 34

1. Substitusinilaip =3,i=1,k=1—-3danj =1
c11 = @101, @by
= (a11® b11)®(a12® by1)®(a13® b31)
= max{(a11® b11), (a12® b1), (a13® b31)}
= max{(4®3), (2®5), (6®8)}
=max{(4+3),(2+5),(6+8)}
= max{7,7,14}

= 14.

3
5
8
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2. Substitusinilaip =3,i=1,k=1—-3danj =2
c12 = @101 ®by;

= (a11® b12)®(a12® by2)®(a13® b3;)

= max{(a11® b13), (a12® by;), (a13® b3;)}

= max{(4®1), (2®1), (6®2)}

=max{(4+1),(2+1),(6+2)}

= max{5,3,8}

= 8.
3. Substitusinilaip =3,i =1,k =1—-3danj =3
c13 = ©ji1a1, Bbys

= (a11® by3)®(a12® b;3)D(a13® bs3)

= max{(a;;® b13)®(a1,® by3)D(a13® b33)}

= max{(4®4), (2®0), (6®1)}

=max{4+ 42+ 0,6+ 1}

= max{8,2,7}

= 8.
4. Substitusinilaip =3,i =2,k=1—-3danj =1
€1 = Oi=1a2k ®byy

= (a21® b11)D(a2,® by1 )D(a23® b31)

= max{(a; ® b11), (a22® by1), (a23® b31)}

= max{(7®3), (3®5), (5®8)}

=max{(7+ 3),(3+5),(5+8)}

= max{10,8,13} = 13.
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5. Substitusinilaip =3,i=2,k=1—-3danj =2
C22 = ®} =102, ®by,

= (a21® b12)®(a2;® b)) B(a3® bs;)

max{(a;® by3), (a,,® byy), (ay3® b3;)}

max{(7®1), (3®1), (5®2)}

max{(7+1),(3+1),(5+ 2)}

= max{8,4,7}

= 8.
6. Substitusinilaip =3,i =2,k =1—-3danj =3
€23 = @ji=1 a2 ®by3

= (a21® b13)®(a2,® by3)®D(a3® bs3z)

max{(az;® b;3), (az2® b,3), (az3® bs3)}

max{(7®4), (3®0), (5®1)}

max{(7+4),(3+0),(5+1)}
= max{11,3,6}
=11.
7. Substitusinilaip =3,i =3,k=1-3danj =1
C31 = Df=103,®byy
= (a31® b11)D(a3,® by1 )D(a33® b3y )
= max{(az ® by1), (az;® by1), (a33® b31)}
= max{(9®3), (3®5), (2®8)}
=max{(9+3),(3+5),(2+8)}

= max{12,8,10} = 12.
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8. Substitusinilaip =3,i =3,k =1—-3danj =2

o3
32 = @j=1a3k Bby1

= (a31® b12)®(a3,;® b;;)®(az3® bs;)

= max{(az;® byy), (a3,® by;), (a33® bs;)}

= max{(9®1), (3®1), (202)}
=max{(9+1),3+1),(2+2)}
= max{10,4,4}

= 10.

9. Substitusinilaip =3,i =3,k=1—-3danj =3

_
€33 = D13, by

= (a31® b13)®(a3,® by3)®D(az3® bsz)

= max{(as;® by3), (a3;® by3), (a33® b33)}

= max{(9®4), (3®0), (2®1)}
=max{(9+4),(3+0),2+ 1)}
= max{13,3,3}

= 13.

Dengan menggunakan notasi matriks didapatkan matriks ¢ = A ®B =

Akan ditunjukkan bahwa matriks C = [

Perhatikan:

14 8 8
13 8 11
12 10 13

14 8
13 8
12 10

] adalah matriks Monge.

Matriks C akan dibuktikan memenuhi syarat ¢;; + ¢, < ¢;5s + ¢y .

14 8

Cl:|13 8

, Cij +Cs = Cis + er

14

(2 = |13

8

11 ;Ci]’ tCs S Cis + er

S7

8
11

13



C3:

|14
s = 12

_ |13
12

Co = |180

¥
8 11l”

€11 + €2 < c12 + 21
14+8<8+13

22>21

Cij + Crs < Cis + er

C12 + C23 = €13 + €2
84+11<8+8

19 < 16
8
13| ,Cl'j ol Crs < Cis + er

€11 + 33 < €13 +C39
14+13 <8+ 12

2. L)

180| ,Cij T Crg = Cis + Gy

C21 +C32 = €2 +C3g

134+10<8+12
23 > 20

11
13

) Cij + Crs < Cis + CTj
Cop + €33 < €3 + 3

8+13<11+10

21=21

=13
Ce = |180
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€11 + €3 < c13 + ¢
14+ 11 <8+ 13

25>21

8|

,Cij T Crg < Cis T Cpj
10 ij s is Tj
C11 + 32 < C1p + C31

14+10<8+12

24 > 20

183| yCij + Crs = Cig + Gy

€12 €33 = €13 + C32

8+13<8+10
21> 18

11
13

'Ci]' T Crs < Cis + er
€21 + €33 = €3 +¢31

13+13 <11+ 12

26 > 23

Matriks C tidak memenuhi syarat ¢;; + ¢, < ¢;5 + ¢,; sehingga matriks C bukan

merupakan matriks Monge.
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Jadi diperoleh bahwa perkalian dua matriks Monge menghasilkan matriks

C yang memenuhi syarat matriks Invers Monge yaitu: c; + ¢,s < ¢;5 + ¢y,

sehingga matriks C merupakan matriks Invers Monge bukan matriks Monge.

Dari contoh 3.4 maka dapat disimpulkan bahwa perkalian dua matriks

Monge dengan ukuran yang bersesuaian akan dihasilkan matriks Invers Monge,

yang dinyatakan dalam teorema berikut:
Teorema 3.3:
Misalkan A dan B matriks Monge dalam R}%.
merupakan matriks Invers Monge.
Bukti:
Karena C = A®B maka
Cij = B _1 Ay @by,
Akan ditunjukkan bahwa
Cij + Crs =< @ r Crj-
Karena A dan B matriks Monge, maka
a;j +Qrs < Qi + Ay
dan
bjj + bys < bis + by

Maka diperoleh

Maka C = A®B

(©h-100®by; ) + (BF -1 0, ®bys) < (B Ay ®bys) + (B —; 2 ®by;)

Cij + Crs = Cis + er.

Terbukti bahwa C matriks Invers Monge.
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Contoh 3.5:

4 2 6
7 3 5|, maka matriks A@A = A yang

9 3 2

Diberikan matriks Monge A =

dapat ditentukan sebagai berikut:

AGA =A

|

max(4,4) max(2,2) max(6,6)] [4 2
max(7,7) max(3,3) max(55)| =7 3
max(9,9) max(3,3) max(2,2)[ 9 3 2l

4 2 6
7 3 5
9 18\ 2

7 ¢35 &

[426
oy 37 2

2
3
3

N U1 O

|

4
7
9

<1 o)

7 3 5|=|7 3 5
Ry A R g A

[426' [4 2 6]

4 2 6 4 2 6 4 2 6
Terbukti bahwa [7 3 5|®|7 3 5] = [7 3 5].
9 Sl 9" 3 P 98 3 ¥

Dari contoh 3.5 diperoleh teorema sebagai berikut:
Teorema 3.4:
Misalkan A matriks Monge dalam R]}%. Maka terdapat sifat idempoten
terhadap operasi @, sehingga berlaku: A@A = A
Bukti:
Ambil sebarang matriks Monge A € R, maka
A =A®A
= [A®A];



(a;; a;; M3 - gy a;; a3
_ | axp %23 - G |oldn aAp %23
Am1 Am2 Am3 - Qg An1 Am2  Am3
[ a11Da11 a12Pay; a130a13 .. a1,Paq,
_ | a21®ay  an®az;  ap®a; .. az,®ay,
[a,,1Pay1 AGp2®Pams  Am3®ans ... Ay Pamn,
[ max(aqq,a;1)  max(agz, diz2) max(a;3,ai3)
_ | max(az1,a21)  max(az;, az;) max(dsys, Az3)
LTnaX(amlfaml) max(amz'amz) max(am?wam?;)

(a1 a;; %13 - agp
_ a1 ax %23 - dg
Am1 Am2 ar:nS Amn
= A\ sonoooooonosasosdinnnollimesaoooonnc B cooo Moo tgiooooMlsooidbonoo e dugoo:
Contoh 3.6:

Diberikan matriks Monge A =

s 2

matriks A@B = B®A dapat ditentukan sebagai berikut:

A®B = BOA
4 2 6 31 41 [3 1 4
7 3 5/®@|5 1 0[=|5 1 0O
9 3 2 8 2 11 18 2 1

max(7,5) max(3,1) max(5,0)
max(9,8) max(3,2) max(2,1)

4 2 6 3 1 4
735]danB=[510

403 201 6®©4] [3®4 1®2 4®6
785 3®1 5@0|=[507 1®3 085
998 3®2 2011 18®@9 203 12
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A1n
a -
2" | .. Definisi 3.2

amn

max(ayy, a1n)
max(aZn ’ aZn)

max(amn 2 amn )

............ Terbukti.

, maka

82y M

4 2 6
7 3 5
9 3 2

max(5,7) max(1,3) max(0,5)
max(8,9) max(2,3) max(1,2)

max(4,3) max(2,1) max(6,4)‘ Imax(3,4) max(1,2) max(4,6)
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4 2 6 4 2 6
75|l s

9 3 2 9 3 2
4 2 6 3 1 4 3 1 4 4 2 6
Terbukti bahwa |7 3 5|/®@|5 1 0f(=|5 1 0| ®|7 3 5]
9 3 2 G2 Sl 1 9 3 2

Dari contoh 3.6 diperoleh teorema sebagai berikut:
Teorema 3.5:
Misalkan A dan B matriks Monge dalam R;%" dengan ukuran matriks
yang bersesuaian, maka berlaku sifat komutatif pada operasi &:
A®B = BOA
Bukti:

Ambil sebarang matriks Monge A4, B € R}, maka

C = A®B
=[A@B]ij
a;; a3 Ain biy bz b3 bin
_ a2z axp %23 Am | P21 b2z b3 bzn
An1 Amz  Am3 - Ay bml me bm3 bmn
[ a11®b11 a12,0by; a13®b13 ... a1,®by,
= | 9®ba ap®by  a®by . 4y Oby Definisi 3.2
_aml(JBbml am2®bm2 Clmg@bmg Amn (‘Bbmn
max(ay, b))  max(ag, b))  max(ags,biz) ... max(ap,, biy)
_ | max(az1,b21)  max(azz, byz) max(Qz3, by3) ... max(azn, byy)
imax(a,,1,bn1) max(a,z, bn2) max(ags, bpmz) - max(Qun, bmn)



Contoh 3.7:

Diberikan matriks Monge A =

4
7
S

63

2
3
3

6
5
2

¥ 5)

A®(B®C) = (A®B)®C

"max(byy,a11) max(byy,aqz) max (b3, aq3) max (b1, A1)
max(b?l, azi) max(b.zz, az;)  max(bysz, azs) max(bz.n, as,)
_max(br;ll, Am1) max(b,;,z, Am2) max(b,:ng, Am3) max(bn'm, Ann )
[ b11®ay;  bp®ayy b13®a;3 b1, ®ay,
b21®dz1 by @z b23@a23 b2"®:a2" ........... Komutatif
_bmléaml bmzéamz bmg:@amg bmnéamn
b1y b1y bi3 bin ap;  a;p 43 Q1n
bg1 b?z b.23 bZ:n @ a:21 azzz a.23 az:n
-br;zl br;12 br:n3 bT;lTL a7;11 aT;’lZ ar.n3 ar;m
= B;; ®A;;
= [B@A]ij
e g M R R R e B Terbukti
Terbukti bahwa A®B = B@A.

3 1 4 2 2 3
5 1 oldanc=1|6 5 4,

& 2

4 2 6 3 1 4 28 4 2 6 3 | 7], 2 2 3]
735@(510@654]>=<[735®510>®654
9 3 2 8 2 1 4 6 2 9 3 2 8 2 1 4 6 2
(4 2 6] 302 182 4P3] 4®3 201 6@4 2 2 3
7 3 5|®|506 1®5 0®4|=|7®5 3®1 50| |6 5 4
|9 3 2] 804 206 1D2] 998 3®2 201 4 6 2
4 2 61 [max(3,2) max(1,2) (4,3)] [max(4,3) max(2,1) max(6,4) 2 2 3
7 3 5]@ max(5,6) max(1,5) (0,4)|=|max(7,5) max(3,1) max(50)|® |6 5 4]
9 3 21 [max(84) max(2,6) (1,2)] |max(9,8) max(3,2) max(2,1) 4 6 2

4 2 6 3 2 4 (4 2 6 2 2 3

7 3 5|®|6 5 4|=|7 3 5|®|6 5 4

9 3 2 8 6 2 9 3 2 4 6 2

4 6 2

maka matriks A@(B®C) = (A®B)®C yang dapat ditentukan sebagai berikut:
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4@3 202 6D4
706 3®5 5®4
9908 3®6 22

402 202 693
796 3®5 5®4
994 386 202

max(4,3) max(2,2) max(6,4) max(4,2) max(2,2) max(6,3)
max(7,6) max(3,5) max(54)|=|max(7,6) max(3,5) max(54)
max(9,8) max(3,6) max(2,2) max(9,4) max(3,6) max(2,2)

4 2 6 4 2 6
[7 5 5] = [7 5 5]
e A 9 L5 A2

4 2 6 S Ak T s 2 2 3
Terbukti bahwa [7 3 % @(5 1 0|®|6 5 4])
9 3 2 8 2 1 a4

4 2 6 3 4 & 23

=<[7 3 5|®(5 1 0)@6 5 4].

O3 M 8 2 1 4 6 2

Dari contoh 3.7 diperoleh teorema sebagai berikut:

Teorema 3.6:

Misalkan A, B dan € matriks Monge dalam R dengan ukuran matriks

max
yang bersesuaian, maka memiliki sifat asosiatif pada operasi ©:
(A®B)®C = A®(B®C)

Bukti:

Ambil sebarang matriks Monge A, B, C € R X', maka

D = (A®B)®C
= [(A®B)eC],
ain a2 1z - A1n bll blZ b13 bln C11 C12 C13 o Cin
— az azz Q23 e Ay @ b21 b22 b23 b2n @ 1 Coo C23 v Cpy
An1 Amz  Gm3 - Gmp bpi bmz bnz . by Cm1 Cm2 ©Cm3



a11®by;  a;;®@byy a;3®by3 a1, @by, 11
a;1®by;  ay;®by, az3Dby3 a2, ®byp @ €21
am1®bm1 am2®bm2 am3®bm3 Amn ®bmn Cm1

max (a3, by3)

max (a1, by1)

max(aiy, byz)

max(azy, by1)  max(as,byy)

max(az3, by3)

max(aln ’ bln)
max(aZn: bZn)

max(aml’ bml) max(amZJ bmz) max(amS! bmS)

[ max(ayy, b11)®cqy

max(ayq, by )®cyy
| max(a,,, by )DCmy

[ max((a,,, b11), €11)

_ | max((a,,, by1), ¢21)
_max((aml, bml)’ le)

[ maX(all, (bll' Cll))

max(a,,, (b,,, ¢21))
[ max(a_,, (bym1) Cm1))

[ max(a,,D(b,,, c11))
max(a,, D (b,,, ¢51))

= A;®(B;®C; )

max(a

max(ayy, byy)®Cy;

max(a, ,, byy)OCn,

by5)®cy, max(a,,, by3)®cy3

13’
max(@z3, b23)®Pcy3

124

max(am3, by,3)®Cp3

max((a13, by3), ¢13)

max((a23: by3), €23)

max((a,,, bi2), ¢12)

max((azz, bzz): €22)
max((amz' me)’ C‘mZ) max((am3' bm3)' Cm3)

max(a13, (b13: C13))

max(a,,, (bys, ¢23))

max(au' (blz' €12))

max(ayy, (b, €2,))
max(amz, (bmz' CmZ)) max(am3, (bm3: Cm3))

max(a,,D(b,,, c1,))

max(az,®(b,,, ¢2,))

max(a, @by, cn))  max(@ S cng))  maxa ®b. ., cn))

max(amn ’ bmn )

max(a,,D(by3, ¢13))

max(a,,®D(by3, ¢23))
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cip €13 Cin

Cpy €23 Can

Cm2 Cm3 Cmn
1 Cp 13 C1n
c c Ca3 c

@ ?1 ?2 . Z:n
Cm1 Cm2  Cm3 Cmn

max(aln' bln)®cln ]
max Az, byy)®cyy,

max(amn. bmn)@can

max((aln’ bln)' Cln) 1

max((azn, bay), Con)
max((amn, bm‘n)’ Cmn)_

max(ay,, (b1p €12)) |

max(a2n, (blnﬁ CZn))

max(amn, (bmn’ Cmn))_

max(a1n®(b1n' 1)) ]
max(az, D (b1 €20))

max(a_ Dby Cnn))

a;;  a;; 3 Ay max(by1,c11)  max(byy, c12) max(by3, €13) max (b, C12)
_|aan axn G2 Ln | g max(byy,c21)  max(by,c)  max(bzs, cz3) max (bzy, C2n)
Ap1 Az Am3 Amn max(bmll le) max(me' CmZ) max(bm3' Cm3) max(bmn » Cmn )
a;; a3 A1n b11®cy4 b1,®cy; b13®cy3 b1, ®c1p
_laxn azp %23 Uon || b21®Ca1 b2a®czp D23®eys b2n®cay
Am1 am2 am3 Amn bml@cml me@CmZ bm3@cm3 bmn Echn
a;; a4, 43 QA1n biy by, b1z by, €11 €1z ‘13 Cin
=[G21 G2 Ga3 A2n @ by1 by bas ban @ (2 €23 Con
An1 Az Om3 Amn bm 1 bm 2 bm 3 bmn Cm1 Cm2 Cm3 Cmn
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= AD(BDC) it Terbukti

Terbukti bahwa (A®B)®C = A®(B&C).

Contoh 3.8:
o : 4 2 6 3 1 4 2 2 3
Diberikan matriks Monge A=1|7 3 5(,B=|5 1 ol danc=[6 5 4],
9 3 2 8 2 1 4 6 2

maka matriks (A®B)®C = A®(B®C) yang dapat ditentukan sebagai berikut:

4 2 6 2078 B
(EE JE 1l )
S 37 4 6 2

Imax((4 +3),(2+5),(6+8) max((4+1),2+1),(6+2) max((4+4),(2+0),(6+1)

(A®B)®C = A®(B®C)

31 4
5 1 0
8 2 1

3 1 4
o1 L0
8 2 1

® 6 5 4 78 3 ®

223] [426
4 6 2 9B

max((7 +3),(3+5),(5+8)) max((7+1),3+1),(5+2)) max((7+4),3+0),5+1)|®

max((9+3),(3+5),(2+8)) max((9+1),3+1),2+2) max((9+4),3+0),2+1)

6 5 4
4 6 2

223]

max((3+2),(1+6),(4+4)) max((3+2),(1+5),(4+6)) max((3+3),(1+4),4+2)
max((5+2),(1+6),(0+4)) max((5+2),(1+5),(0+6)) max((5+3),(1+4),(0+2))
max((8+2),(2+6),(1+4)) max((8+2),(2+5),(1+6)) max((8+3),(2+4),(1+2))

202
654]

4 6 2

4 2 6
-7 s s
IS,

®

max(7,7,14) max(5,3,8) max(8,2,7)
max(10,8,13) max(8,4,7) max(11,3,6)|®
max(12,8,10) max(10,4,4) max(13,3,3)

4 2 6 max(5,7,8) max(5,6,10) max(6,5,6)
=[7 3 5|®| max(7,7,4) max(7,6,6) max(8,5,2)
9 3 2 max(10,8,5) max(10,7,7) max(11,6,3)

14 8 8 2 2 3 4 2 6 8 10 6

[13 8 11|®|6 5 4]=[7 3 5|®|7 7 8]

12 10 13 4 6 2 9 3 2 10 10 11

max((13+2),(8+6),(11+4)) max((13+2),(8+5),(11+6)) max((13+3),(8+4),(11+2))

max((14+2),(846),(8+4))  max((14+2),(8+5),(8+6))  max((14+3),(8+4),(8+2))
max((12 +2),(10 + 6),(13 +4)) max((12 +2),(10+5),(13 +6)) max((12+ 3),(10 + 4),(13 + 2))

max((7+8),(3+7),(5+10)) max((7+10),(3+7),(5+10)) max((7+6),(3+8),(5+ 11))

max((4 +8),(2+7),(6+10)) max((4+10),(2+7),(6+10)) max((4+6),(2+8),(6+ 11))
max((9+8),(3+7),(2+10)) max((9+10),(3+7),(2+10)) max((9+6),(3+8),(2+11))
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max(15,14,15) max(15,13,17) max(16,12,13) max(15,10,15) max(17,10,15) max(13,11,16)

max(16,14,12) max(16,13,14) max(17,12,10) max(12,9,16) max(14,9,16) max(10,10,17)
max(14,16,17) max(14,15,19) max(15,14,15) max(17,10,12) max(19,10,12) max(15,11,13)

16 16 17 16 16 17

15 17 16l =115 17 16

17 19 15 117 19 15

4 2 6 3 1 4 2 ]

Terbukti bahwa|{ |7 3 5|®|5 1 0| |®|6 5 4
9 3 2 & 2 4 6 2
4 2 6 3 1 4 2B

=|7 3 5|®(|5 1 0|®|6 5 4]|.

ORNS Y. 8 2 1 4 6 2

Dari contoh 3.8 diperoleh teorema sebagai berikut:
Teorema 3.7:
Misal A, B dan C matriks Monge dalam R X" dengan ukuran matriks yang
bersesuaian, maka terdapat sifat asosiatif pada operasi ®:
(A®B)®C = A®(BXC)
Bukti:
Ambil sebarang matriks Monge A € R)...”,B € RP*1,C € RE*"  maka
D = (A®B)®C
dij = (aij ®bij)®cij
= @y (Ohmq A @by )BCk) vvvrrriirrinens Definisi 3.4
= @y ®po1 2 ®by Bcy;
= @ Ay ®( B by ®Crj ) vovvvorrens Sifat assosiatif
D=A®(BRC).ccoveeirireeeieeeeeie e Terbukti

Jadi terbukti bahwa (A®B)®C = AQ(B®C).
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Contoh 3.9:
4 2 6 31 4
Diberikan matriks Monge A=|7 3 5|, B=|5 1 0| dan C=
9 3 2 8 2 1
2 2 3
[6 5 4|, maka A®(B®C) = (A®B)®(A®C) dapat ditentukan sebagai berikut:
4 6 2
A®(B®C) = (A®B)®(A®C)
4 2 6 3 1 4] [2 2 3 4 2 6] [3 1 4 4 2 6] [2 2 3
7 3 5®<5 1 o|l®|6 5 4>=<[7 3 5|®[5 1 o)®<7 3 5|®|6 5 4])
9 3 2 8 2 1l la 6 2 9 3 21 I8 2 1 9 3 21 la 6 2
4 2 6 max(3,2) max(1,2) max(4,3)
7 3 5(®|max(56) max(1,5) max(0,4)
9 3 2 max(8,4) max(2,6) max(1,2)

[max((4+3),(2+5),(6+8))
= [max((7+3),3+5),(5+8))
[max((9 +3),(3+5),(2+8))

[max((4 +2),(2+6),(6+4))
® |max((7+2),3+6),(5+4))
|max((9+2),(3+6),(2+4))

max((4 +1),(2+1),(6 + 2))
max((7+1),3+1),(5+2))
max((9+1),(3+ 1),(2 +2))

max((4 +2),(2+5),(6+6))
max((7 +2),(3+5),(5+6))
max((9+2),(3+5),(2+6))

max((4 +4),(2+0),(6+1))]
max((7 +4),(3+0),(5+ 1))
max((9+4),(3+0),(2+1))]

max((4+3),(2+4),(6+2))]
max((7 +3),(3+4),(5+2)
max((9+3),3+4),(2+2))]

4.2 6 D2 4 max(7,7,14) max(5,3,8) max(8,2,7)
[7 3 5|®|6 5 4]2 max(10,8,13) max(8,4,7) max(11,3,6)
9 3 2 SEECEN) max(12,8,10) max(10,4,4) max(13,3,3)
max(6,8,10) max(8,7,12) max(7,6,8)
®| max(9,9,9) max(9,8,11) max(10,7,7)
max(11,9,6) max(11,8,8) max(11,7,4)

max((4 +3),(2+6),(6+ 8)) max((4 +2),(2+4+5),(6+ 6)) max((4 +4),(24+4),(6+ 2))
max((7 +3),3+6),(5+8)) max((7+2),3+5),(5+6)) max((7+4),(3+4),(5+2))
max((9+3),3+6),(2+8)) max((9+2),3+5),(2+6)) max((9+4),(3+4),(2+2))

14 8 8 10 12 8
=[13 8 11|®|9 11 10]

12 10 13 11 11 11

max(7,8,14) max(6,7,12) max(8,6,8) max(14,10) max(8,12) max(8,8)
lmax(10,9,13) max(9,8,11) max(11,7,7)]=lmax(13,9) max(8,11) max(11,10)
max(12,9,10) max(11,8,8) max(13,7,4) max(12,11) max(10,11) max(13,11)
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14 12 8 14 12 8
13 11 11}=1]13 11 11

12 11 13 12 11 13

4 2 6 3 1 4 2 2 3
Terbukti bahwa [7 3 5 ®<5 1 0|®|6 5 4]>=
9 3 2 S, 4 6 2
4 2 6 3 1 4 4 2 6 2 2 3
<[735®510>@<735®654D.
9 B 12 8 1291 9 3 2 4 6 2

Dari contoh 3.9 diperoleh teorema sebagai berikut:

Teorema 3.8:
Misal A, B dan C matriks Monge dalam R X" dengan ukuran matriks yang
bersesuaian, maka terdapat sifat distributif operasi ® terhadap operasi ©@:
A®(BAC) = (A®B)®(AR®C)
Bukti:
Ambil sebarang matriks Monge A € R)".F dan B,C € RL*", maka
D = A®(B®C)
dj = a;;®(b;;Dc;;)
= @p_1ap®( b OCr; ) e Definisi 3.4
= ®p_1 (@i ® by; ©a ®c; ) oo Sifat distributif kiri
= (O} _; ik ®by; )D(D}—1 a1 ®cy;)
= (ay®by; )®(ay®cy;)
D = (A®B)D(ARC)...ccoueieieiriieieireinaneas Terbukti

Terbukti bahwa A®(B®C) = (A®B)®(AXC).



70

Contoh 3.10:
4 2 6 3 1 4
Diberikan matriks Monge A=|7 3 5|, B=|5 1 0f dan C=
9 3 2 8 2 1
2 2 3
[6 5 4|, maka (A®B)®C = (A®C)®(B®C) dapat ditentukan sebagai berikut:
4 6 2

(A®B)®C = (ARC)®(BXC)

4 2 6 3 1 4 2 2 3] 4 2 6 % L B 31 4 2 2 3
(735@510)@654=<735®654)®<510®654)
O SN?, 7 il 4 6 2 9 3 2 4 6 2 €7 il 4 6 2

max(7,5) max(3,1) max(5,0)
max(9,8) max(3,2) max(2,1)

[max(4,3) max(2,1) max(6,4)

28 23
®|6 5 4
438 618 2

max((7+2),(3+6),(5+4)) max((7+2),3+5),(5+6)) max((7+3),(3+4),5+2))

max((4+2),(2+6),(6+4)) max((4+2),2+5),(6+6)) max((4+3),(2+4),(6+2))
max((9+2),(3+6),(2+4)) max((9+2),3+5),(2+6)) max((9+3),(3+4),2+2))

®|max((5+2),(1+6),(0+4)) max((5+2),(1+5),(0+6)) max((5+3),(1+4),(0+2))

max((8+2),(2+6),(1+4)) max((8+2),(2+5),(1+6)) max((8+3),(2+4),(1+2))

max((3+2),(1+6),(4+4)) max((3+2),(1+5),(4+6)) max((3+3),(1+4),(4+ 2))]

4 2 6 %22 Z max(6,8,10) max(6,7,12) max(7,6,8)
[7 3 5|®|6 5 4] =| max(9,9,9) max(9,8,11) max(10,7,7)
9 3 2 & G % max(11,9,6) max(11,8,8) max(12,7,4)

max(5,7,8) max(5,6,10) max(6,5,6)
max(7,7,4) max(7,6,6) max(8,5,2)
max(10,8,5) max(10,7,7) max(11,6,3)

®

max((7+2),3+6),(5+4)) max((7+2),3+5),(5+6)) max((7+3),(3+4),(5+2)

max((4 +2),2+6),(6+ 4)) max((4 +2),(2+5),(6+ 6)) max((4 +3),2+4),(6+ 2))
max((9+2),3+6),(2+4)) max((9+2),3+5),2+6)) max((9+3),(3+4),(2+2)

10 12 8 8 10 6
=|9 11 10(®|7 7 8
11 11 12 10 10 11

max(9,9,9) max(9,8,11) max(10,7,7) max(9,7) max(11,7)  max(10,8)

max(6,8,10) max(6,7,12) max(7,6,8) max(10,8) max(12,10) max(8,6)
max(11,9,6) max(11,8,8) max(12,7,4) max(11,10) max(11,10) max(12,11)
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10 12 8 10 12 8
9 11 10|=]9 11 10

11 11 12 11 11 12
4 2 6 3 1 4 2 2 3
Terbukti bahwa [ |7 3 5|®[5 1 0| |®|6 5 4|=
9 3 2 S/ i, 4 6 2
4 2 6 2 2 3 3 1 4 2 2 3
7 3 5|®|6 5 4[]®D|[5 1 0|®|6 5 4]
ORI 4 6 2 8 2 1 4 6 2

Dari contoh 3.10 diperoleh teorema sebagai berikut:
Teorema 3.9:

Misalkan A, B dan C matriks Monge dalam R X" dengan ukuran matriks
yang bersesuaian, maka terdapat sifat distributif operasi ® terhadap operasi ©@:

(A®B)®C = (A®C)®(B®C)

Bukti:
Ambil sebarang matriks Monge A € R...¥ dan B,C € R.*"  maka

D = (A®B)®C
dij = (a;®b;;)®c;;

= @p_; ((@ik Oy )BCk)) wovvvvvviriririra Definisi 3.4

= ®p_1 (ai® i by ®cy ) wvveverrernaee Sifat distributif kanan

= (O _; ik ® Cij )B(®po=y by Ocys)

= (aik® ckj)@(bkj ®ck]-)
D = (AQC)D(BRXC)...occvveirieireecreeceeeevee e Terbukti

Jadi terbukti bahwa (A®B)®C = (ARC)®(BXC).



Contoh 3.11:

Diberikan matriks Monge A =

dapat ditentukan sebagai berikut:

4 2 6 0 0 O
7 3 5|®|0 0 O

O 32

[max((4 +0),(2+0),(6+0))
max((7+0),(3+0),(5+0))
[max((9+0),(3+0),(2+0))

[ma x((0+4),(0+2),(0+6))
max((0+7),(0+3),(0+5))
[max((0+9),(0+3),(0+2))

4 2 6
Terbukti bahwa [7 3 5
9 3 2

4 2 6
7 3 5
9 3 2
AQRE=EQA
0 0 O
=0 0 O
0" YO JO 0 0 O

max((4+0),(2+0),(6+0))
max((7 +0),(3 +0),(5 + 0))
max((9+0),(3+0),(2+0))

max((0 +4),(0 +2),(0 + 6))
max((0+7),(0+3),(0+5))
max((0 +9),(0 + 3),(0 + 2))

4 2 6 4 2 6
[735]=[735

S R

TP 2

|

|

A% 7% 6

®|7 3 5

9 3 2
max((4 +0),(2 +0),(6 +0)

max((7 +0),(3+0),(5+0)
max((9 +0),(3+0),(2+0)

ma x((0 +4), (0 + 2),(0 +6))
max((0+7),(0+3),(0+5))
max((0 +9), (0 + 3),(0 + 2))

8o 0 o-[o 0 ool 5 3

0 0 O

Dari contoh 3.11 diperoleh teorema sebagai berikut:

Teorema 3.10:

Misalkan A matriks Monge dalam R;.5",

pada operasi ®:

0 0 O

2 3 2

VAEERM™AQE=EQA=A

Bukti:

VA, E € R} 5" dengan

|
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, maka AQe=e @A yang

maka terdapat elemen identitas



ai a2 s KR P 011 012 013 Oln
A= azq (V5%) a3 o Aop dan E.. 021 022 023 OZTL

Am1 Am2 Am3 - Qgp Oml OmZ 0m3 Omn
AQE=[AQE];

=@ =1 Aix ® Ey;

[ a11 5) 13 - Qip 011 012 013 Oln
V. azq (V5%) azs e Aoy ® 021 022 023 0271
[Am1 A2 Am3 - Ay Oml OmZ 0m3 Omn
[ (a11 +011) (a2 +043) (a3 +013) ... (ag, +01,)
_ | (az1 +051)  (azz +02)  (azz+023) .. (azq+02,)
-(aml 3 Oml) (amz + OmZ) (am?) BT Om3) (amn + Omn)
(a7 a;; 413 - gy
_|aa azp 923 - Qg | _ A
L Am1 Am2 ams3 e Ay

EQ®A=[EQ A];

=@k=1 Eix & Ay,

037 012 013 ... Oy a;p a;; 43 - gy
_ 021 0y 023 021, Q a1 Gz 923 - app
-Oml OmZ 0m3 Omn aml amZ am3 a'mn
[ (011 +a11) (012 +aqz) (013 +as3) . (0g, +aygy)
_ | (021 +az) (O +az) (O3 +az) .. (02, +az,)
-(Oml + aml) (0m2 + amZ) (0m3 + am3) (Omn + amn)
ap;  a;p 43 A1n
_|axn azp %23 Won | _ 4
[An1 Am2  Am3 S £ )

Terbukti bahwa A Q E = E ® A.



Contoh 3.12:

Diberikan matriks Monge A =

4 2 6 —00
[7 3 5] b2 l—oo
9 & 4 %%
[max ((4+ (=), (2 + (=), (6 + (~2)))

max ((7 + (=), (3 + (=), (5 + (—oo)))
| max ((9 +(=0)),(3 + (=), (2 + (—00)))

fmax (((—e0) +4), ((—e0) + 2), (=) + 6))
maz (((~0) + 7), (=) + 3), (o0 + 5))
[max (((=e0) +9), ((—e0) + 3), ((—e0) + 2))

—e9) —Q0 — 00 —00 —00 —00
(00]

—00 —00 — 00
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4 2 6
7 3 5]
9 3 2

maka

ARe=cR A

—00 4 2 6
A = el 1
7 9 3 2
max ((4+ (=), (2 + (-)), (6 + (-0))) max((4+(=o0)),(2 + (—o0)),(6 + (—o0)) ]

max ((7 + (=), (3 + (~o)), (5 + (_oo))) ((7 + (=00)), (3 + (=00)), (5 + (=0)))
max ((9+ (=), (3 + (-)), (2 + (~)))  max ((9 + (=0)), (3 + (=), (2 + (o))

max (((—oo) +4),(() +2),((—0) + 6)) max (((—oo) +4),((=0) +2), () + 6))]
max (((=o0) + 7), (=) + 3), ((—0) +5))  max (((=e0) +7), ((=o0) +3), (-0 + 5))!
max (((—o0) +9), (=) +3), ((~) +2))  max(((=e0) +9), ((=0) + 3), ((-0) + 2))]

500 B —00

Eil —=NE

4 2 6 —00 —00 — —00 —00 — 4 2 6
Jadi terbukti bahwa [7 3 5]@[—00 —0 —00]=[—0° —0 —w]®[7 3 5]

9 8 2

—0 - -l |9 3 2

—00 —00 —00

Dari contoh 3.12 diperoleh teorema sebagai berikut:

Teorema 3.11:

Misal A matriks Monge dalam RZ'x", maka terdapat elemen netral bersifat

menyerap pada operasi ®:

VA, () ERI"AQRQe=cQRQA=¢

Bukti:
VA E € RmXn

dengan



a1 a;; W3 - Ay &1

a a azz - ap €
A=|%1 92 " |dang; - [

An1 Am2 Am3 - Qpp Em1
AQe=[AQ¢€];

=@®k=1 Aix ® &

an  ap M3 gy —00
_ a2 azx @23 - dp Q|
An1 Apm2 Am3 = App 1%

[a ® el = Bl(ag ® —0)B(a; @ —0)® ... D(a, Q@ —»)]

€12
€22

€13
€23

= max[(a;; + —), (a; + —), ..., (a;, + —0)]

= max[(—oo), (—OO), ) (—00)]

= —OCO

Il
™

€®A:[€®A]U

=@k=1 ik @ Ay

—0 —00 —00 .., —o00 aqq
A\ C9 —Co9 =Cu —@©9 ® azq
-0 —0o —0 ,,, —00 Am1

[e ®al; = ®p[(—0 ® a;1)B(—0 ® a;2)D ... D(—0 & a;,)]

A2

a3

am3

= max[(—o+a;;), (—o+a;), ..., (—o + a;,)]

= max[(—oo), (—OO), . (—00)]
=¢

Terbukti bahwa A @ e = ¢ ® A.
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Contoh 3.13:
4 2 6
Diberikan matriks Monge A = |7 3 5|, maka
9 3 2
APe = cPA
[7 3 5]@[—00 —00 —OOl=l—0° —00 —00169[7 3 5]
9 3 21 L—oo —00 —00 —00 —00 — 9 3 2

max(7,(—00)) max(S,(—OO)) max(S,(—OO)) max((—OO),7) max((—OO),S) max((—m),S)

max(4,(—00)) max(Z,(—OO)) max(6,(—00)) max((—OO),4) max((—OO),Z) max((—m),6)
max(9,(—00)) max(3,(—00)) max(Z,(—OO)) max((—OO),9) max((—OO),S) max((—OO),Z)

4 2 6 4 2 6

7 3 5|=|7 3 5

'Y E % o By 2
A=A

4 2 6 —00 —00 —00 —00 —00 —00 4 2 6
Jadi terbukti bahwa [7 3 5]@[—00 —00 —00]=[—°° —o0 —00]6917 3 5]
9 3 2 9Ns B

—00 0 — 00 —00 —00 —00

Dari contoh 3.13 diperoleh teorema sebagai berikut:
Teorema 3.12:
Misal A matriks Monge dalam RZ'xX"*, maka terdapat elemen netral bersifat
menyerap pada operasi @:
VA, () ERJ:ABe = DA =A
Bukti:

VA, E € RTXm

dengan
ag aqy a;z .. A1 &11 €12 €13 - &1n
a a azz - a € £ &3 .. &€
A=|"8 Tz n |l dang,. |21 €22 2n

ij=



A@E = [A®£]U
[a;;  a;; Q3 A1n —00 —00 —00

_laz azp 923 Azn | - -
A1 Amz  Am3 Ann —© —0 —0
a1 —©  a; ;@ —o a;3d - A1, — ©

_|an® - ap®-—ow a3d-o azn® — o0
(A1 — 0 Ay — 0 A3 — 0 An D —
rmax(ayy, —©) max(a;p,—o) max(az, —°)

_ | max(azy,—©) max(az,—o) max(azs, —x)
imax (a1, —®©) max(a,;, —») max(a,s, —)
(a1 a;; 913 A1n

_lax axp 92 Aon
[Am1 Am2  Am3 Amn

= Alooooooococo M i W ¥ o R Terbukti.

@A = [eDA];
r—c0 —00 —O0 —0 a;; Qg A3

L | =% oo OO R g | %1 Oz 23
% ° a7 — Am1  Qm2  Am3
[—oDa B —ooDa;; —oodais —ooay,

_ | —oo@ayq —ooday, —ooPays —ooay,

L _Oo@aml _m®am2 _w®am3 —Oo@amn

[max(—o0,ay1)

ass
azs

5V

_ | Q1 Q22

1Om1 Am2  Qm3

Terbukti bahwa A®es = ¢PA.

max(—oo,a;3)
max(—,a,;) max(—o0,ay;)

max(—o0,a3)
max(—o0, a,3)

|l max(—o,a,,1) max(—,a,;) max(—o,a,s3)

Ain
a2n A

amn
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max(aq,, —)
max(ay,, —)

max (Qpy,, —0)

A1n
arn

max(—o,ay,)
max(—oo, ay,)

max(—, a,,, )

..... Terbukti.
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Pada (Rhxy,®,®) operasi penjumlahan matriks bersifat asosiatif,
komutatif dan mempunyai elemen nol € (n,m), serta pada (Rhse, ®, ®) operasi
perkalian matriks bersifat asosiatif, distributif terhadap operasi penjumlahan @
dan mempunyai elemen satuan E(n,n) serta elemen penyerap &(n,n) untuk
operasi perkalian ®. Pada pembahasan matriks Monge dalam Aljabar Max-Plus
adalah semiring idempoten dengan elemen nol e dan elemen satuan E.

Diberikan sebarang A € R™X1 | pangkat ke-k dari A dinotasikan oleh A®X

didefinisikan sebagai A%* & A®AQ ...®A, untuk k € N dengan k # 0.
k

Contoh 3.14:
4 2 6
Diberikan matriks MongeA =17 3 5
& 42
A®? = AQA
4 2 6 4 2 6 15 9 10
=17 3 5|®|7 3 5|=|14 9 13|
OF 37 9 3 2 1301 16

3.2 Nilai Eigen dan Vektor Eigen Matriks Monge dalam Aljabar Max-Plus
Pengertian nilai eigen dan vektor eigen yang bersesuaian dari matriks
persegi A berukuran n x n sebagaimana dijumpai dalam aljabar linier biasa juga
dijumpai dalam Aljabar Max-Plus, yaitu bila diberikan suatu persamaan:
AQx = AQx
dalam hal ini masing-masing vektor x € R}, dan A1 € R,,,, dinamakan vektor

eigen dan nilai eigen dari matriks A dengan vektor x # (g, ¢, ...,£)". Suatu
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algoritma untuk memperoleh vektor eigen dan nilai eigen dari matriks A € R},
dilakukan secara berulang kali dalam bentuk persamaan linear:
x(k+1)=ARx(k),k =0,1,2, ...
Teorema 3.13:
Misal A matriks Monge dengan sebarang keadaan awal x(0) # &, maka
sistem persamaan x(k +1) = AQx(k),k =0,1,2,3,4,... memenuhi x(p) =

c®x(q) untuk suatu bilangan bulat p dan g dengan p > g = 0 dan suatu bilangan
A

real ¢, maka limy,_, % = lﬂ sehingga 1 = ﬁ, di mana 2 adalah suatu nilai
A

eigen dari matriks A dengan vektor eigen diberikan oleh:

v =" W8P DQx(q+i—1).

Contoh 3.15:
4 2 5
Diberikan matriks MongeA =17 3 5
aa 5 2

Akan ditentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks Monge dalam aljabar

Max-Plus.
Jawab :
4 2 5
A=1|7 3 5,
9 3 2

0
dengan keadaan awal x, = [0‘
0

Dilakukan iterasi dalam persamaan linier sebagai berikut:

x(k+1) = AQx(k)



1. Ilterasi pertama dengan nilai k = 0

x(k+1) = AQx(k)

x(04 1) = AQx(0)

4 2 5 0

x(1)=|(7 3 5|® [0] ......................................... Definisi 3.4
[ Qg 2 80 0
['max((4+ 0), (2 +0),(5+0))

x(1) = |max((7+0),3+0),(5+0))|.ccccverenn... Definisi 3.4
imax((9+0),(3+0),(2+0))
('max(4,2,5) 5

x(1) = |max(7,3,5)| = [7 .
_max(9,3,2) 9

2. lterasi kedua dengan nilai k = 1

x(k+1) = AQx(k)

x(1+1) = AQx(1)
4 2 5 5

x(2)=17 3 5|® [7] ......................................... Definisi 3.4
9 3 2 9
_max((4 +5),2+7),5G+ 9))

x(2) = |max((7+5), 3+ 7),(5+9)) | Definisi 3.4
_max((9 +5),3+7),2+ 9))
[ max(9,9,14) 14

x(2) = |max(12,10,14)| = [14].

14

lmax(14,10,11)

3. lterasi ketiga dengan nilai k = 2

x(k+1) =AQx(k)

x(2+1) = AQx(2)

4 2 5 14
Xx(3) =17 3 5[Q®|14]. e, Definisi 3.4
14

9 3 2

80



[max((4 +14), (2 + 14), (5 + 14))
x(3) = [max((7 + 14), 3 + 14), (5 + 14)) |.ceev.... Definisi 3.4
imax((9 + 14), 3 + 14), (2 + 14))

19
= |21}
23

4. lterasi keempat dengan nilai k = 3

x(3) = |max(21,17,19)
imax(23,17,16)

'max(18,16,19)}

x(k+1) = AQx(k)

x(3+1) = AQx(3)

[ 05
x(4)=17 3 5
9 3 2

[ ] ......................................... Definisi 3.4

[max((4 +19), (2 + 21), (5 + 23))
x(4) = [max((7 + 19), 3+ 21), (5 + 23))[..c...... Definisi 3.4
imax((9 + 19), (3 + 21), (2 + 23))

x(4) = |max(26,24,28)| = |28].
lmax(28,24,25) |28

max(23,23,28)] '28]

28
Didapatkan iterasi sebagai berikut: ] [] [ ] [ ] dan[ ]

28
sehingga: x(p) = ¢ ® x(q)

x(2) =14 Q x(0)
maka nilaip = 2, g = 0 dan ¢ = 14.

Jadi nilai eigen dari matriks A diperoleh sebagai berikut:

81



dan vektor eigen dari matriks A adalah:

v =@ (120D @x(q+i-1)

=@ (79¢ 00 @ x(0+i—1))

82

= (7% Y @x(0+1-1)) @ (722 @x(0+2- 1))

= (791 @ 2(0) @ (7%° ® x(1))
)o(el)
-(rsli)e(cly

7 5 max(7,5) 7

= [7] ®D [7] = |max(7,7)| = [7]

7 9 max(7,9) 9
maka

= <7®1 (%)

AQx = AQx

75 sle] -7

9 8™l L9

max((7 +7),3+7),05+ 9))

max((4+7),2+7),5+9)]
max((9+7),3+7),(2+9))

max(14,10,14)

[7 + 7

L7+ 9

[ max(11,9,14) |

max(16,10,11)

-]

Terbukti AQx = 1Qx.

(14
14

116

7
of
9

=

14
14

16
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3.2.1 Algoritma
Nilai eigen dan vektor eigen matriks Monge dalam Aljabar Max-Plus dapat
diperoleh dengan menggunakan algoritma sebagai berikut:

1. Mengecek matriks A dengan syarat a;; + a,s < a;; + a,;. Jika matriks A
yang diperoleh tidak memenuhi syarat tersebut maka matriks A bukanlah
matriks Monge sebaliknya jika syarat terpenuhi maka matriks A merupakan
matriks Monge.

2.  Memberikan sebarang vektor awal x(0) # ¢.

3. Melakukan iterasi persamaan x(k + 1) = AQx(k),k = 0,1, 2, ... sampai ada
bilangan bulat p > q = 0 dan bilangan real ¢, sehingga suatu perilaku
periodik terjadi, yaitu x(p) = c®x(q).

4. Menghitung nilai eigen dengan rumus sebagai berikut: A = ﬁ.

5. Menghitung  vektor eigen dengan rumus  sebagai  berikut:
v =@ (AP DRx(q +i—1).

6. Mengecek kebenaran nilai eigen dan vektor eigen dengan rumus sebagai

berikut: A x =1 X x.

3.3 Keterkaitan Penyelesaian Permasalahan Manusia dengan Hasil
Penelitian
Berdasarkan kajian permasalahan pada BAB I, terdapat keterkaitan suatu
permasalahan yang diselesaikan dengan nilai eigen dan vektor eigen. Langkah-
langkah untuk memperoleh nilai eigen dan vektor eigen dalam Aljbar Max-Plus

adalah sebagai berikut:
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1. Memberikan sebarang vektor awal dengan x(0) # «.

2. Melakukan iterasi persamaan x(k + 1) = AQx(k),k = 0,1, 2, ... sampai ada
bilangan bulat p > g > 0 dan bilangan real ¢, sehingga suatu perilaku
periodik terjadi, yaitu: x(p) = c®x(q).

€

3. Menghitung nilai eigen dengan A = "

4. Menghitung vektor eigen dengan v =@"_ (A®?~1-D®x(q +i — 1).

Adapun cara yang lain untuk menentukan nilai eigen dan vektor eigen
dalam Aljabar Max-Plus, yaitu:

1. Menghitung nilai eigen dari matriks A dengan 1(4) = max;ey{a; }-
2. Menghitung AF dengan 4; = A ® —1(4).
3. Menghitung vektor eigen pada kolom ¢ dan baris i dengan [v]; = [4; ]

Nilai eigen dan vektor eigen dalam Aljabar Max-Plus dapat ditentukan
dengan berbagai cara untuk memperoleh solusi karakteristik. Di mana nilai eigen
dan vektor eigen dalam Aljabar Max-Plus dapat membantu dalam kehidupan
manusia, misalnya menentukan jalur tercepat, menentukan masalah penjadwalan
penerbangan pesawat, sistem produksi sederhana, penjadwalan sistem jaringan
kereta dan model sistem antrian.

Pada surat Al-Bagarah ayat 184, Allah SWT menyebutkan kewajiban
puasa bagi orang mukmin. Allah SWT mengabarkan bahwa puasa itu hanya pada
hari-hari yang tertentu atau sedikit sekali dan sangat mudah. Kemudian Allah
SWT memudahkan puasa itu dengan kemudahan lainnya. Allah SWT berfirman:
"Maka barang siapa di antara kamu ada yang sakit atau dalam perjalanan (lalu

ia berbuka), maka (wajiblah baginya berpuasa) sebanyak hari yang ditinggalkan



85

itu pada hari-hari yang lain". Pada umumnya hal itu karena adanya kesulitan,
sehingga Allah SWT memberikan kemudahan bagi keduanya untuk berbuka.
Allah SWT memerintahkan kepada orang mukmin agar mengganti puasanya itu
pada hari-hari yang lain apabila penyakitnya telah sembuh atau berakhirnya
perjalanan dan adanya istirahat, dalam firman-Nya: “Dan wajib bagi orang-orang
yang berat menjalankannya (jika mereka tidak berpuasa)”, maksud dari firman
tersebut yaitu jika mereka tidak mampu berpuasa Allah SWT memberikan
kemudahan yang lain, yaitu membayar fidyah dari setiap hari yang mereka
batalkan atau memberi makan seorang miskin.

Ayat di atas menjelaskan bahwa suatu permasalahan yang dihadapi pasti
ada solusinya untuk memberi kemudahan. Surat Al-Bagarah ayat 184 di atas
berhubungan dengan penelitian ini. Bahwa suatu permasalahan pasti ada
solusinya, dalam penelitian ini yang berhubungan dengan ayat di atas yaitu untuk
menentukan nilai eigen dan vektor eigen dalam Aljabar Max-Plus dapat dilakukan
dengan berbagai cara, sehingga mempermudah untuk memperoleh solusi

karakteristiknya.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Aljabar Max-Plus adalah R,,,, = R U {e} dengan R adalah himpunan
bilangan real dan € = —oo dan e = 0 untuk a, b € R, , didefinisikan operasi @
dan ® vyaitu: a®b = max(a,b) dan a®b = a + b, yang dinotasikan sebagai
berikut: (Rax,®, ®). Matriks Monge adalah suatu matriks A dengan unsur

bilangan real berukuran m x n, jika dan hanya jika memenuhi: a; + a,s < a;5 +

a,; . Kesimpulan yang dapat diambil berdasarkan pembahasan adalah:

1. Sifat-sifat yang berlaku untuk matriks Monge dalam Aljabar Max-Plus adalah
sebagai berikut: Dua matriks Monge yang dioperasikan dengan operasi ®
akan menghasilkan matriks Monge, perkalian skalar dengan matriks Monge
akan menghasilkan matriks Monge, dua matriks Monge yang dioperasikan
dengan operasi ® menghasilkan matriks invers Monge, idempoten terhadap
operasi ®, komutatif pada operasi ®, asosiatif pada operasi ®, asosiatif pada
operasi ®, distributif operasi ® terhadap operasi @, elemen identitas pada
operasi ®, elemen netral bersifat menyerap pada operasi ®, dan elemen netral
bersifat menyerap pada operasi @.

2. Algoritma untuk menentukan nilai eigen dan vektor eigen matriks Monge
dalam Aljabar Max-Plus adalah sebagai berikut:

a. Mengecek matriks A dengan syarat a;; + a,; < a;s + a,;.

b. Memberikan sebarang vektor awal x(0) # «.

86
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c. Melakukan iterasi persamaan x(k + 1) = AQx(k),k =0,1,2,... sampai
ada bilangan bulat p > g = 0 dan bilangan real ¢, sehingga berlaku
x(p) = c®x(q).

d. Menghitung nilai eigen dengan A = ﬁ.

e. Menghitung vektor eigen dengan v =@?_ (A®®-7"DQx(q + i — 1).

f. Mengecek kebenaran nilai eigen dan vektor eigen dengan A @ x = 1 @ x.

4.2 Saran

Pada skripsi ini, penulis hanya memfokuskan pada pokok bahasan masalah
nilai eigen dan vektor eigen matriks Monge dalam Aljabar Max-Plus, maka
disarankan kepada peneliti selanjutnya untuk membahas tentang nilai eigen dan
vektor eigen dalam Aljabar Max-Plus terhadap matriks yang lainnya, misalnya
matriks Polinomial, matriks Sirkulan, matriks Hermite, dan lain-lain, serta dapat
ditentukan nilai eigen dan vektor eigen matriks Monge dalam Aljabar Max-Plus
dengan menggunakan metode yang lain. Aljabar Max-Plus memiliki peranan
dalam menyelesaikan persoalan dibeberapa bidang seperti kombinatorika, teori
graf, teori sistem, teori antrian, fuzzy, dan proses stokastik. Penelitian ini hanya
difokuskan dalam nilai eigen dan vektor eigen dalam Aljabar Max-plus, maka
dapat diteliti pula tentang contoh aplikasi dalam kehidupan sehari-hari dengan

menggunakan nilai eigen dan vektor eigen matriks dalam Aljabar Max-Plus.
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