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El pensamiento relacional implica considerar las @
expresiones aritméticas y ecuaciones en su totalidad, PALABRAS CLAVE
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y utilizar las propiedades fundamentales de las o PENSAMIENTO RELACIONAL
operaciones aritméticas para relacionar o transformar * TRANSICION DE LA ARITMETICA
las expresiones aritméticas. En este trabajo, AL ALGEBRA

® EDUCACION PRIMARIA

describimos algunas caracteristicas de las actividades

que pueden ayudar a crear oportunidades en las aulas
de educacion primaria para desarrollar el pensamiento
relacional y el papel del maestro para generar dichas oportunidades.

14 Uno Revista de Didéctica de las Matemdticas » ndm. 73 « pp. 14-22 « julio 2016


https://core.ac.uk/display/83611982?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

a aritmética a veces suele identificarse

con procedimientos sin enfatizar las ope-

raciones y sus propiedades. Por ejemplo,

una actividad representativa en aritméti-
ca puede ser:

Completar la siguiente expresion:
43 +7 = + 15

Algunas posibles respuestas de estudiantes de
educacion primaria a esta actividad son:

Alumno 1
43 +7 =50

Alumno 2
Primero hago la operacion 43 + 7 = 50. Después le
resto 15: 50 - 15 =35

Alumno 3

Como sé que 15 son 8 mas que 7, entonces el
numero que me falta tiene que ser 8 menos que
43; por tanto, 35.

Cada respuesta refleja caracteristicas diferentes.
El alumno 1 no ve el signo igual como equiva-
lencia (lo que hay a la izquierda del signo igual

Respuesta a la actividad

Como sé que 15 son 8 mas que 7, 15=8+7

entonces el nimero que me falta tiene
que ser 8 menos que 43, por tanto 35.

Posibles expresiones para representar
el pensamiento de los nifios

43+7=(43-8)+(7+8)

Pensamiento relacional en primaria: el papel del maestro

La aritmética suele identificarse
con procedimientos sin enfatizar
las operaciones
y sus propiedades
-

tiene que ser igual a lo que hay a la derecha)
sino como el resultado de una operacién (refle-
ja una vision operacional del signo igual). El
alumno 2 resuelve la expresion numérica paso
a paso. En primer lugar, realiza las operaciones
de la izquierda de la igualdad y luego decide qué
operacion realizar para saber lo que le falta a la
derecha de la igualdad. El alumno 3 identifica
relaciones entre ambas partes de la igualdad y
utiliza la propiedad de las operaciones aritmé-
ticas de compensar los sumandos en una suma
para que no varie el resultado. En el cuadro 1 se
observan las caracteristicas de la respuesta del
alumno 3.

La respuesta del alumno 3 muestra caracteristi-
cas de una manera particular de pensar viendo
las expresiones numeéricas en su totalidad y
estableciendo relaciones entre los nimeros, las
operaciones y sus propiedades.

Propiedades de los niimeros

del pensamiento de los nifios

Andlisis aritmético del nimero
(descomposicion del ndmero)

una suma:
at+b=@+k+b+k

Cuadro 1. Caracteristicas de la respuesta del alumno 3 a la actividad 43 + 7 = +15
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LA TRANSICION DE LA ARITMETICA AL ALGEBRA

CARACTERISTICAS DEL PENSAMIENTO
RELACIONAL

El pensamiento relacional implica tener una
visién relacional del signo igual (lo que implica
comprenderlo como un signo que indica un
equilibrio entre la parte derecha e izquierda) y
centrarse en las relaciones entre las operaciones
aritméticas y sus propiedades fundamentales, en
lugar de unicamente en el calculo. El uso del pen-
samiento relacional implica considerar las expre-
siones aritméticas y ecuaciones en su totalidad y
no como procedimientos que han de realizarse
paso a paso, usar las propiedades fundamentales
de las operaciones para relacionar o transfor-
mar cantidades y expresiones, y recomponer
numeros y expresiones (Carpenter, Foef y Levi,
2003). Esta caracterizaciéon del pensamiento rela-
cional en educaciéon primaria conlleva desafios
para los maestros al tener que pensar en c6mo
generar oportunidades para que los estudiantes
se impliquen en su desarrollo cuando aprenden
aritmética.

Por ejemplo, veamos la siguiente actividad:

Di si es verdadera o falsa la siguiente expresion:
38 +27 =27 + 38

Respuesta

Posibles expresiones para representar
el pensamiento de los nifios

El pensamiento relacional
implica tener una vision
relacional del signo igual,
entendido como equilibrio
-

El uso de la propiedad conmutativa de la suma
(a + b =b + a) permite decir que la expresion
es verdadera, sin necesidad de realizar ningin
calculo.

Veamos otra actividad:

Completa la siguiente expresion:
759 + 468 = ___ + 464

La consideracion de la expresion aritmética en
su totalidad y el uso de la propiedad que com-
pensa los sumandos en una suma (a + b = (a
+ k) + (b - k)) permite comparar 468 y 464 e
indicar que la parte derecha del signo igual tiene
4 menos, entonces para que se dé la igualdad hay
que compensar con 4 mas el sumando que falta,
por tanto, el resultado es 759 + 4 = 763 (véase
cuadro 2).

Propiedades de los nimeros
y operaciones que estan en la base
del pensamiento de los nifios

468 =464 + 4 Comparacion de 464 y 468

(descomposicion del ndmero).

Como 464 son 4 menos que 468,

759 + 468 = (759 + 4) + (468 - 4) Propiedad de compensa los sumandos en

una suma: (@ + b = (@ + k) + (b — k).

entonces el nimero son 4 unidades mas
que 759, es decir 763.

Cuadro 2. Respuesta que muestra caracteristicas del pensamiento relacional en la actividad 759 + 468 = ___ + 464

16 Uno Revista de Didictica de las Matemdticas « num.73 « julio 2016



EL PAPEL DEL MAESTRO

Los maestros juegan un papel fundamental en

apoyar el desarrollo del pensamiento relacional,

por ejemplo, centrando las discusiones sobre:

o Lacomprension de la conducta de las operaciones.

« Lageneralizacion y la justificacion de las rela-
ciones estructurales identificadas.

o El uso de la notacién con sentido.

Por eso es necesario que cuestionen a los estu-
diantes para que establezcan la conexidn entre
su respuesta, las expresiones que representan su
pensamiento y las relaciones entre las operacio-
nes aritméticas y sus propiedades (tal y como estd
reflejado en los cuadros 2 y 3).

Por ejemplo, la resolucion de la expresion aritmé-
tica anterior (cuadro 2) permite crear oportuni-
dades para discutir con los estudiantes si este tipo
de relaciones es generalizable y si es verdad para
otras operaciones. La discusion puede centrarse
en determinar qué relaciones es posible establecer
para el caso de una resta y, por tanto, discutir
casos particulares en los que se pueda usar la pro-
piedad (a+k)-(b+k)=a-b;(a-k) - (b-k) =
a - b. Por ejemplo, veamos la siguiente actividad:

Indica (sin realizar los célculos) si es verdadera o
falsa la siguiente expresion:
52 -17=46-11

Respuesta

Si que es verdadera porque 46 son
menos que 52 y 11 son 6 menos que
17.

Posibles expresiones para representar
el pensamiento de los nifios

52-17=(52-6)-(17 - 6)

Pensamiento relacional en primaria: el papel del maestro

En el cuadro 3 se observa la respuesta.

Estas actividades pueden completarse con activi-
dades en las que hay que generar diferentes solu-
ciones para que se cumpla la igualdad (Mason,
Stephens y Watson, 2009), como la siguiente:

Escribe tres posibilidades diferentes para que se
cumpla la igualdad:
398 + =405 +

Esta actividad permite plantear la discusion
con los estudiantes sobre la equivalencia entre
las diferentes respuestas y el uso de relaciones
estructurales: para que la igualdad en una ecua-
cién aritmética de una suma no cambie, hay que
sumar (restar) la misma cantidad a las dos par-
tes de la igualdad (véase cuadro 4, en la pagina
siguiente).

También con la resolucion de ecuaciones aritmé-
ticas. Por ejemplo, en la siguiente actividad:

Encontrar n, en la ecuacién 55 - 27 =48 — n

En esta actividad, la vision estructural de la ecua-
cién aritmética, junto con el uso de la propiedad
(a-k)-(b-k)=a- Db, permite resolverla (véase
cuadro 5, en la pagina siguiente).

Propiedades de los niimeros

del pensamiento de los nifios

una resta:
a-b=(-k-0b-k

Cuadro 3. Respuesta que muestra caracteristicas del pensamiento relacional en la actividad 52 - 17 = 46 — 11
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LA TRANSICION DE LA ARITMETICA AL ALGEBRA

Posibles expresiones para
Respuesta P P

Como 405 son 7 mas que 398, entonces 405 =398 + 7

el pensamiento de los nifios

Propiedades de los nimeros
y operaciones que estan en la base
del pensamiento de los nifios

representar

Propiedad que compensa los sumandos
en una suma:

el término que falta de la derecha tendrd 398 + b=(398 + 7) + (b - 7) a+tb=(@+k)+(b-k)

siempre 7 unidades menos que el que
ponga a la izquierda:

398 + 8 =405 + 1 398 +(b+k) =398 +7) +
398 +9=405+2

y propiedad: una igualdad no cambia
si se suma la misma cantidad a las dos
partes de la igualdad:
(b-7+k) a+b=c+d
a+b+k=C+k+d

Cuadro 4. Respuesta que muestra caracteristicas del pensamiento relacional en la actividad 398 + =405 +

Posibles expresiones para
Respuesta P P

Si 48 son 7 menos que 55, entonces n 55-7=48

el pensamiento de los nifios

Propiedades de los nimeros
y operaciones que estan en la base
del pensamiento de los nifios

representar

Propiedad que compensa los términos en

es 7 menos que 27, por tanto, vale 20. 55-27=(5-7)-(Q27-7) una resta:

a-b=(@-k-0b-k

Cuadro 5. Respuesta que muestra caracteristicas del pensamiento relacional en la actividad 55 - 27 =48 — n

De la misma forma, en la actividad siguiente se
puede utilizar una aproximacion estructural y la
propiedad (a + k) - (b + k) = a - b de la sustrac-
cion para su resolucion:

Encontrar n, en la ecuacion 27 - 9 = n -11 (véase
cuadro 6).

Posibles expresiones para
Respuesta p P

Si 11 son mas que 9, entonces n es mas 1M1=9+2
que 27, por tanto, vale 29. 27+2)-9+2)=29-11

el pensamiento de los nifios

El cuadro 7 muestra algunas actividades que
pueden ser usadas para potenciar el desarrollo
del pensamiento relacional haciendo uso de las
propiedades de las operaciones aritméticas.

Por ultimo, destacaremos que, aunque solo se
han propuesto ejemplos para algunas propieda-
des de la suma y la resta, estas ideas se pueden

Propiedades de los niimeros
y operaciones que estan en la base
del pensamiento de los nifios

representar

Propiedad que compensa los términos en
una resta:
@+k-b+k=a-b

Cuadro 6. Respuesta que muestra caracteristicas del pensamiento relacional en la actividad 27 -9 =n - 11
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Actividades

e ;Es verdadera o falsa la siguiente igualdad?
38+47 =47 + 38

e Calcula el sumando que falta:
12+7=_+12

o ;Es verdadera o falsa la siguiente igualdad?
52+ 17 =46+ 11
¢ Calcula el sumando que falta:
759 + 468 = __ + 464
e Calcula el valor n:
55+7=48+n

e ;Es verdadera o falsa la siguiente igualdad?
52-17=46-11
e Calcula el término que falta
52-19=43-__
e Calcula el valor de n
55-7=48-n

Calcula el valor de n:
27-9=n-11

Cuadro 7. Tipos de actividades y propiedades implicitas

extender al resto de propiedades de estas opera-
ciones y a las de la multiplicacion y de la division.

USO DE RECURSOS

En la organizacion de una secuencia de activida-
des para crear oportunidades que desarrollen el
pensamiento relacional, el uso de material con-
creto como las regletas Cuisenaire o las balanzas
numéricas puede ser de utilidad. Estos recursos
didacticos pueden facilitar la comprensién del
signo igual como relacién de equivalencia.

Asi, por ejemplo, en la actividad 12 + __ = __ +
5, el 12 vendria representado por el «tren» com-
puesto por una regleta marrén y una regleta roja
y el 5 por la regleta de color amarillo.

Pensamiento relacional en primaria: el papel del maestro

Propiedades

a+b=b+c

a+b=@+k+(b-k

a-b=(@-K-(b-K

(@+k-(b+k=a-b

Para resolver la actividad, un alumno tendria que
buscar regletas que, afiadidas al tren marrén-
rojo y a la regleta amarilla, formaran trenes de la
misma longitud. A partir de una solucion, podria
encontrar diferentes resultados. Por ejemplo,
la regleta blanca que representa al 1 en la parte
izquierda del signo igual y la regleta marrén que
representa al 8 en la parte derecha del signo igual.

La discusion en el aula sobre el comportamiento
de las operaciones haciendo anotaciones de lo
realizado con las regletas puede ayudar a los

alumnos a generalizar y a justificar las relaciones

Uno Revista de Didictica de las Matemdticas « ntm. 73
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estructurales identificadas y asi constituir las
bases para el desarrollo de la igualdad como una

equivalencia.
12+1=8+5
12+2=9+5
12+3=10+5
.

Propiedad. Al sumar la misma cantidad a la dere-
cha e izquierda de una igualdad, la igualdad no
cambia

Del mismo modo, se podria utilizar la balanza
para dar respuesta a la siguiente actividad:

Escribe cinco posibilidades diferentes para que se
cumpla la igualdad:
600 + __ =300+ __.

600+ |=300+] |
5

Se procederia de la misma forma que antes para
generar un patrén a partir de las anotaciones rea-
lizadas y que permita generalizar las relaciones
estructurales identificadas.

DOMINIO DE LAS FRACCIONES

El pensamiento relacional también puede poten-
ciarse en el dominio de las fracciones (Empson
y Levi, 2011). Cuando los estudiantes usan el
pensamiento relacional para resolver problemas
de operaciones con fracciones, incrementan su
comprension sobre las fracciones y de las propie-
dades de las operaciones.

« julio 2016

Por ejemplo, en el problema:

Se necesitan 5/8 de bote de pintura para pintar
medio muro. ¢Cuantos muros se pueden pintar
con 5 botes y 5/8?

Este se puede entender como ;cudntas veces cabe
5/8 en 5 + 5/8?

[

A continuacién, mostramos tres posibles res-
puestas:
o Respuesta 1. Respuesta no relacional:

=5+

o|w
o|w;

Por un lado iba sumando los botes de pintura y
por otra parte los muros que podia pintar con
esa pintura. Cada vez que pintaba medio muro
habia gastado 5/8 de bote de pintura mas y los iba
sumando. Cuando habia gastado los 5 y 5/8 de
bote ya no podia pintar ningln muro mas y conté
los muros que habfa podido pintar. Me salieron 4
muros y medio.
1 muro

1 muro 1 muro

518 1+218

1 muro

1+7/18 2+4/18  3+1/8 3+6/8
1 muro

4+3/8 5 5+5/8

o Respuesta 2. Respuesta no relacional: 5 + 5/8
: 5/8 = 45/8 : 5/8 = 9. Por tanto, podemos
pintar 4 muros y medio.

o Respuesta 3. Respuesta que refleja caracte-
risticas del pensamiento relacional (véase el
cuadro 8).



Respuesta

Si necesito 5/8 de bote para pintar %2 de
muro, con 8 veces 5/8 botes de pinturas
podré pintar 4 muros.

pintura son

8 veces 5/8 son 5 botes de pintura.
Con 5 botes podré pintar 4 muros.
Como tengo 5/8 de bote mas, podré

pintar medio muro mads, en total 4
muros y medio.

Posibles expresiones para representar
el pensamiento de los nifios

8 veces 5/8 = 8 x 5/8 = 5 botes de

5 botes + 5/8 de bote = 4 muros + /2 m.

Pensamiento relacional en primaria: el papel del maestro

Propiedades de los nimeros
y operaciones que estan en la base
del pensamiento de los nifios

Fracciones unitarias y unidad 5/8 es 5
veces 1/8, 1/8 + 1/8 + 1/8 + 1/8 + 1/8.

8 veces 5/8 son 40/8.

8 veces 2 muro = 4 muros.

40 veces 1/8 es 5 unidades (8/8 + 8/8 +
8/8 + 8/8 + 8/8).

8 veces Y2 es 4 (muros)sia=byc=d
Entoncesa+c=b +d

Cuadro 8. Respuesta que muestra caracteristicas del pensamiento relacional en la actividadxxxxx

LA TRANSICION DE LA ARITMETICA
AL ALGEBRA

Los curriculos tradicionales abordan en primer
lugar la aritmética y posteriormente el algebra,
dando lugar a una transicién en la que los estu-
diantes deben pasar de contextos puramente arit-
méticos, basados en la realizacién de operaciones
con ndmeros concretos, a un contexto centrado
en las relaciones y apoyado en la notacion alge-
braica. Esta manera de introducir la aritmética no
ayuda a que los estudiantes desarrollen habilida-
des para reconocer y usar estructuras matemati-
cas, y dificulta el aprendizaje del algebra (Castro
y Molina, 2007; Kieran, 1992). Esta dificultad esta
enraizada en el reto que supone para el alumnado
transformar su forma de pensar, centrada durante
afnos en hacer calculos sobre nimeros concretos, a
un pensamiento basado en relaciones.

Algunas dificultades y errores en el aprendizaje
del algebra que pueden tener sus raices en la falta
de desarrollo del pensamiento relacional pueden
ser las siguientes (Epson y Levi, 2011; Kieran,
2007):

Considerar las expresiones como enunciados
incompletos y, en consecuencia, no aceptar
que una expresion no pueda cerrarse, es
decir, no aceptar como solucioén expresiones
tales como 39x - 4 (lo que se conoce como
rechazo a la falta de clausura) y simplificarlas:
39x - 4 = 35x.

No saber determinar cudndo las expresiones
se pueden simplificar y cudndo no. Por ejem-
plo, no son conscientes que la igualdad a + a
+ a x 2 no se puede simplificar como 3a x 2.
No aplicar correctamente las propiedades,
por ejemplo, en la expresiéon 4 (x + y) con-
cluir que 4 (x + y) = 4x + y (dificultades con
la propiedad distributiva), o en la expresion
8x — (8 - 4x) = 4x- 8 en lugar de 12x - 8 (apli-

Los estudios muestran que

el pensamiento relacional

elimina las barreras entre
aritmética y algebra
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LA TRANSICION DE LA ARITMETICA AL ALGEBRA

cacion incorrecta de las propiedades asociati-
va y conmutativa en la resta).

Los estudios muestran que el pensamiento relacio-
nal facilita esta transicion, eliminando las barreras
que existen entre la aritmética y el dlgebra. <
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