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O presente trabalho tem por base o estudo exaustivo dos limites, a nivel do ensino
secundario. Para tal, foram estudadas todas as situacdes em que ocorre
indeterminacéo, com a necessidade, ou ndo, de recorrer aos limites notaveis para
a sua resolucéo.

Foram também criados recursos digitais de apoio ao ensino dos limites,
recorrendo aos softwares Geogebra e Sage Mathematics.
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This work is based on exhaustive study of limits at the level of secondary
education. For that propose, we studied all situations in which indeterminacy
occurs whether or not remarkable limits are used for their resolution.

We also have created digital resources to support the teaching of limits, using
the Geogebra and Sage Mathematics software.
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Capitulo 1

Introducao

“Ninguém é tao ignorante que nao tenha algo a ensinar. Ninguém é tao sidbio que

nao tenha algo para aprender”. Blaise Pascal

O presente trabalho, sob o tema “Recursos digitais de apoio ao ensino dos limites”, tem como
objetivo proporcionar aos alunos do ensino secundario uma base explicativa sustentada com diversos
exercicios sobre um conteiddo que diariamente os inibe de ter sucesso, nao sé na teoria dos limites
mas em muitos outros. Por outro lado ajudar na construgao de uma plataforma de ensino auténomo,
essencial para a aprendizagem dos alunos que a ela ocorram.

Ciente que, para ensinar jovens de uma sociedade altamente virada para a tecnologia é, cada
vez mais, obrigatorio o professor dominar todos os meios tecnolégicos existentes de forma, e criar
aulas atrativas para captar a atencao, concentracao e empenho de alunos com interesses cada vez
mais divergentes face ao sistema educativo.

Hoje, a percentagem de alunos desde o ensino basico ao ensino secundario que em suas casas
tém pelo menos um computador ligado a internet é elevada, como agentes da educagao, devemos
oferecer ferramentas (aplicagdes) atrativas capazes de competir com as diversas redes sociais e jogos
computacionais que todos os dias competem com o processo ensino aprendizagem.

Juntamente com toda a estimulacao que deve ser feita em prol do uso adequado das novas
tecnologias, também devem ser asseguradas medidas que visem a igualdade de oportunidades entre

todos os alunos.

1.1 Enquadramento

Neste capitulo apresentamos um resumo sobre a evolugao do conceito de limite ao longo da

histéria da matematica, escreveremos, também, sobre a importancia que os limites tém no programa

1
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de Matematica A do ensino secundario e das tecnologias de informacao e comunicacao na aquisi¢ao
e compreensao da teoria dos limites, por parte do aluno, assim como sobre a importancia do estudo
auténomo, tendo como exemplo os projetos MEGUA e STACUA, que estao a ser desenvolvidos na

Universidade de Aveiro.

1.1.1 Os limites na histdoria da Matematica

Os estudos em torno do aparecimento da nogao de limite remontam a Antiguidade. Por varios
séculos, as definicoes de limites eram confusas, com ideias muito vagas acerca do que era o infinito.
A defini¢ao de limite, que hoje é utilizada, tem cerca de 150 anos de idade. Até entao, existiram
raras ocasioes onde a noc¢ao de limite foi usada de forma correta e rigorosa.

Foi em (450 a.c.), que o pensador Zenao de Eleia propos um conjunto de paradoxos, onde
tentou explicar os conceitos de movimento e de tempo, surgindo, nessa explicacao, as primeiras
ideias que mais tarde iriam conduzir ao conceito de limite. Por exemplo, no primeiro paradoxo
chamado Dictomia, Zenao discute o movimento de um objeto que se move entre dois pontos fixos: “o
primeiro paradoxo diz que antes que um objeto possa percorrer uma distancia dada, deve percorrer
a primeira metade dessa distancia; mas, antes disso, deve percorrer o primeiro quarto; e, antes
disso, o primeiro oitavo e assim por diante, através de uma infinidade de subdivisdes”. Zenao
acabou por concluir que o movimento era impossivel: “um corredor que quer por-se em movimento
precisa de fazer infinitos contatos num tempo finito, mas é impossivel exaurir uma colecao infinita.
Logo ¢ impossivel iniciar-se o movimento” [Boyer, Carl Benjamim (1974)].

Em (287-212 a.c.), Arquimedes na demonstragao das férmulas de certas dreas e volumes, utilizou
varias séries infinitas, somas que contém um nimero infinito de termos. Arquimedes nao utilizava
o conceito de limite propriamente dito. No entanto, apresentou raciocinios e conjeturas (reducao
ao absurdo duplo) que na altura ji incorporavam alguns aspetos que hoje chamamos de limites:
“Arquimedes provou rigorosamente que a area K de um segmento parabdlico é quatro tergos da
area de um triangulo T tendo a mesma base e a mesma altura. Nas sete proposigoes seguintes,
Arquimedes deu uma segunda prova, diferente, do mesmo teorema. Primeiro, mostrou que a area
do maior triangulo inscrito, ABC, sobre a base AC é quatro vezes a soma dos tridngulos correspon-
dentes, inscritos sobre cada um dos lados AB e BC como base. Continuando o processo sugerido
por essa relagao, fica claro que a area K do segmento parabdlico ABC é dado pela soma da série
) i T T T . - . . .
infinita T+ 1 + =z 4+t o due vale §T . Arquimedes nao falou em somas de séries infinitas, pois,

processos infinitos eram mal vistos no seu tempo; em vez disso, ele provou por uma dupla reductio

4
ad absordum que K nao pode ser maior nem menor que §T " [Boyer, Carl Benjamim (1974)].
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Durante o Renascimento os Matematicos da época: Pierre de Fermat (1601-1665), René Descar-
tes (1596-1650), Johan Hudde (1628-1704), Joahnnes Kepler (1571-1630), John Wallis (1616-1703),
entre outros, desenvolveram grandes trabalhos na area da geometria e do célculo, justificando-os
com argumentagoes nao algébricas, recorrendo & intuicao geométrica ou filoséfica, sem o rigor que

a utilizacao das nogoes de limite podiam possibilitar.

Nos trabalhos que agora consideramos como célculo, Isaac Newton (1642-1727) também nao
deu importancia a nocao de limite. Para séries infinitas raciocinou da mesma maneira que para
polinémios, assumindo que, se fosse possivel executar operacoes algébricas em polinémios, entao

seria possivel fazer o mesmo com o numero infinito de termos de uma série infinita.

Por outro lado, na sua grande obra Principia Mathematica em 1687, Newton foi o primeiro
a reconhecer que o limite deve ser o ponto de partida para problemas de tangéncia, quadratura,
entre outros. No primeiro livro desta obra, Newton tentou dar uma definicao precisa do conceito de
limite: “as quantidades, e as razoes de quantidades, que tendem constantemente a tornar-se iguais
num tempo finito, e cuja diferenca, antes desse tempo, se torna menor que qualquer diferenca dada,

serao enfim iguais”, [Baron, Margaret E.(2003)].

No século XVIII, com ideias muito confusas sobre a nocao de limite, surge Augustin Louis
Cauchy (1789-1857), que ao encontrar erros nas formulagoes feitas, por algum dos seus antecessores,
deu inicio ao seu curso de calculo, comegando por fazer surgir uma nova e moderna definicdo de
limite. Nos seus livros e nas suas aulas Cauchy usou o principio de limite como a base para
introdugoes precisas a continuidade, a convergéncia, & derivada, ao integral e aos outros conceitos
do Célculo: “Quando sucessivos valores atribuidos a uma variavel se aproximam indefinidamente
de um valor fixo e, no fim, diferem deste valor fixo por um valor tao pequeno quanto se queira. Este

tltimo valor é chamado o limite de todos os outros”[Santos, Angela R. e Bianchini, W. (2002)].

No entanto, Cauchy nao foi muito rigoroso na aplicacao da sua definicdo de limite a funcgoes
continuas e & convergéncia de certas séries infinitas, tendo mesmo efetuado demonstragoes incorretas
que mais tarde foram corrigidas por Karl Weierstrass (1815-1897), que no trabalho, que desenvolveu

na Andlise Matemaética, apresentou definicoes modernas de limite e de continuidade.

Definicao de limite de Weierstrass: “Seja f(x) definida em todo = de algum intervalo aberto
que contenha o numero a, com a possivel excecdo de que f(x) nado precisa de estar definida em
a. Escreveremos, lim f(x) = L se, dado qualquer nimero £ > 0, pudermos encontrar um ndmero

r—a

0 >0 tal que |f(z) — L| <ese 0 < |z—a|l <§” [Anton, Howard (2007)].

A defini¢do de limite apresentada por Karl Weierstrass, continua valida até aos dias de hoje.
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1.1.2 Os limites e o Programa de Matematicas para o ensino secundario

O programa para a disciplina de Matematica A do ensino secunddrio, assim como as novas
metas de aprendizagem para a disciplina (que entram em vigor no ano letivo 2015/2016), atribuem
aos limites uma extrema importancia, sendo os professores obrigados a dedicar-lhes grande parte
das suas aulas de forma a leccionar os conteidos exigidos. Conteudos presentes no programa do
ensino secundario, tais como, representacao grafica de fungoes, sucessoes, continuidade, assintotas

e derivadas exigem do aluno um conhecimento sustentado sobre limites.

A importéancia dos limites no curriculo do secundério, comega-se por fazer sentir logo no décimo

“ . . < .. .. (g -
ano, “As propriedades sugeridas sdo: dominio, contradominio, pontos notéveis (intersegdo com os
eixos coordenados), monotonia, continuidade, extremos (relativos e absolutos), simetrias em relagao

ao eixo dos YY e a origem, limites nos ramos infinitos” [Ministério da Educacao(10° ano)].

A abordagem que é feita ao nivel do décimo ano é meramente baseada na andlise grafica, nao
existe o calculo de limites, nem se dd ao aluno qualquer definigdo. Apenas, é pedido ao aluno que
indique o valor para que tende a varidvel dependente a medida que a varidvel independente assume

valores muito grandes ou muito pequenos (ramos infinitos).

No décimo primeiro ano, os limites passam a ter uma maior importidncia nas planificagoes
sendo abordados em dois dos quatro temas que compoe o programa. No capitulo das funcgoes, os
limites sao referidos no estudo intuitivo das propriedades das fungoes racionais dos seus graficos,
“Sugerem-se as seguintes propriedades: dominio, contradominio, pontos notaveis (interse¢ao com
os eixos coordenados), monotonia, continuidade, extremos (relativos e absolutos), simetrias em
relagao ao eixo dos YY e a origem, limites nos ramos infinitos”; no conceito intuitivo de limite de
400 e de —oo, “O conceito de limite, a ser formalizado mais tarde, deve ser utilizado de forma
intuitiva (incluindo o de limite lateral esquerdo e direito). Neste contexto devem ser introduzidos
os simbolos 400 e de —o0, devendo chamar-se a ateng@o para o facto de ndo serem nimeros reais,
mas apenas simbolos com um significado preciso”; no céalculo diferencial, “Interpretacao geométrica
da taxa de variacao; definigao de derivada (recorrendo a nogao intuitiva de limite)”e mais tarde nas
sucessoes, “Depois de se terem introduzido as nocoes de sucessao como fungao de varidvel natural,
de ordem, de termo geral, etc., podem apresentar-se exemplos de sucessoes definidas pelo seu termo
geral e, utilizando a calculadora grafica, através de cdlculos e representagoes graficas de sequéncias
de termos chegar aos conceitos de infinitamente grande, de infinitamente pequeno e de limite de

uma sucessao” [Ministério da Educagao (11° ano)].

Embora sejam dados aos alunos alguns aspetos importantes para a compreensao e aprendizagem

dos limites nos dois primeiros anos do secundario é, no décimo segundo que tudo o observado, de
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forma intuitiva, passa a definicdo e a ter um suporte baseado em cédlculo. Aos alunos é lecionado
um capitulo sobre a teoria dos limites, “Limite de funcao segundo Heine. Propriedades operatérias
sobre limites; limites notéveis” [Ministério da Educagao (12° ano)], que durante o ano letivo permite
aos professores lecionarem conteudos tais como, continuidade, assintotas e derivadas.

Relativamente as metas de aprendizagem, ja aprovadas para o ensino secunddario, que en-
trarao em vigor no proximo ano letivo, a importancia dos limites nao diminui, “No que diz res-
peito aos contetidos programadticos, a andlise destes elementos, bem como de curriculos de ou-
tros paises nao participantes no TIMSS-Advanced, revela que a inclusao no Programa de alguns
temas fundamentais, atualmente ausentes do Ensino Secundéario em Portugal, contribui decisiva-
mente para o alinhamento das opgOes curriculares nacionais com o plano internacional. Como
exemplo, refiram-se os que constam do dominio Primitivas e Céalculo Integral. Procedeu-se ainda
ao reforco de alguns topicos, como o da aplicagao da trigonometria a resolucao de triangulos
ou o do estudo de limites de sucessoes e de funcoes, que, quando trabalhados de forma vaga e
exageradamente intuitiva, levam com frequéncia a formacao de concegoes erradas e dificeis de
reverter” [Metas Curriculares Matematica A].

A partir do préximo ano letivo, serao introduzidas ja no décimo primeiro ano alguns contetidos
da teoria de limites que atualmente s@ao lecionados apenas do décimo segundo ano, “A nogao
de limite é introduzida de forma cuidada. Uma abordagem puramente intuitiva dos limites leva
rapidamente a insuficiéncias concetuais graves. E pois exigida, em situacoes muito simples, a
justificacdo da convergéncia de certas sucessoes recorrendo diretamente a definicao. E também
desenvolvida, de forma bastante completa, a dlgebra dos limites, incluindo uma anélise das si-
tuagoes ditas indeterminadas, devendo os alunos justificar igualmente alguns destes resultados”.
O décimo segundo ano de acordo com o novo programa e metas de aprendizagem, continuard a
ser o ano onde a teoria sobre limites é aprofundada com diversas interacées com outros conteudos.
“No dominio Funcées Reais de Varidvel Real, completa-se o estudo dos limites de sucessoes e de

fungdes” [Metas Curriculares Matematica A].

O programa de Matematica, atual como o novo programa para o ensino secundario, tal como
estd elaborado demostra o papel importante que os limites tém, quer a nivel intuitivo da andlise

grafica, quer a nivel do calculo algébrico interagindo com outros contetudos.

1.1.3 As TIC e o ensino dos limites

As denominadas novas tecnologias ou tecnologias de informacao e comunicagao - TIC - tém

conseguido ao longo dos ultimos anos revolucionar a forma de ensinar e trabalhar dos agentes da
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educagao.

No quotidiano da sociedade muito se transformou, passou-se de uma forma de comunicar a
distancia, baseada na escrita de uma simples carta para sofisticados processos de digitalizacao dos
dados e a sua transmissao veloz por cabos e satélites de comunicagao de imagens e textos. Pode
dizer-se que a distancia entre pessoas, hoje em dia, nao é mais do que um aspeto fisico, teleméveis,
computadores e internet, fazem com que os povos estejam cada vez mais préoximos. Na educacao
e mais propriamente no trabalho que é realizado, dentro e fora da sala de aula, as inovacoes
tecnolégicas também se fizeram sentir, o quadro preto a giz foi substituido pelo quadro interativo,
0s testes manuscritos sao agora a computador ou para os mais audazes até ja sao interativos.
Todo o processo de ensino estd agora dotado de meios tecnoldgicos que facilitam a aprendizagem
dos conteudos, por parte dos alunos, e a explicacdo dos mesmos, por parte dos professores, sendo
necessaria ainda muita formagao para a utilizagdo dos mesmos: “Na expressao feliz de Miguel
de Guzman, os estudantes devem ser preparados para um didlogo inteligente com as ferramentas
que ja existem. O uso de tecnologia facilita ainda uma participacao ativa do estudante na sua
aprendizagem como ja era preconizado por Sebastido e Silva, quando escrevia no Guia para a
utilizacao do Compéndio de Matematica, que haveria muitissimo a lucrar em que o ensino fosse
tanto quanto possivel laboratorial, isto é, baseado no uso de computadores, existentes nas préprias

escolas ou fora destas, em laboratérios de calculo” [Ministério da Educacao(10° ano)].

Nos programas atuais de Matematica, existentes para o secunddario e até para o basico, sao
feitas vérias recomendagoes no sentido de serem utilizadas as tecnologias de informacao e comu-
nicagao: “Nao é possivel atingir os objetivos e competéncias gerais deste programa sem recorrer
a dimensao grafica, e essa dimensao s6 plenamente atingida quando os estudantes trabalham com
uma grande quantidade e variedade de graficos com apoio de tecnologia adequada (calculadoras

graficas e computadores)” [Ministério da Educagao(10° ano)].

Relativamente ao ensino, que é feito sobre limites, as novas tecnologias vieram facilitar o tra-
balho que o professor desenvolve, desenhar um grafico de uma fun¢ao, num quadro preto, com
0 recurso a giz, serda para o aluno muito menos interessante do que desenhar, o mesmo gréfico,
numa calculadora ou num computador: “No que diz respeito aos limites o programa sugere uma
introducao intuitiva baseada no uso da calculadora. Dado que a tecnologia tem limitagoes, pare-
ceu adequado detalhar alguns aspectos do funcionamento das médquinas que nao reproduzem as
nocoes matemaéticas em estudo. Contudo, e dentro dos limites da maquina, a abordagem numérica

¢ extraordinariamente sugestiva” [Fungoes 11.° ano |.

Calculadoras graficas, computadores entre outros, facilitam a aprendizagem sobre limites porque
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permitem ao aluno observar mais rapidamente a representacao grafica de uma funcao e ao mesmo
tempo construir uma tabela com valores para as diferentes varidveis, tirando posteriormente as

conclusoes necessarias para a aquisicao dos contetdos.

1.1.4 A importancia do estudo auténomo

Um jovem estudante que frequenta o ensino basico, secundario e até universitario, passa muito
tempo na escola ou universidade a ouvir os professores a lecionarem contetudos, conceitos e de-
finigoes. A sua consolidagao precisa de trabalho auténomo que o aluno deve desenvolver & posteri-
ori.

Hoje, o aluno possui através dos computadores e da internet diversas ferramentas que lhe
permite desenvolver um trabalho auténomo com qualidade. O esclarecimento de duvidas faz-se
muitas vezes com o recurso a consulta, a pesquisa, existindo variadissimos websites vocacionados
para o efeito.

A Universidade de Aveiro, ao longo dos ultimos anos tem desenvolvido vérios projetos que vao
no sentido de valorizar e incentivar o estudo auténomo.

O PMATE (Projeto Matemética Ensino), “é um projeto de Investigagao e Desenvolvimento, que
surgiu em 1989, com a preocupagao de desenvolver ferramentas informaticas e contetidos em diversas
areas do saber”. O Pmate tem como principal objetivo “a producao de objetos de aprendizagem,
modelos geradores de questoes e conteiddos digitais multimédia, disponibilizados numa plataforma
de ensino assistido por computador, atualmente disponivel apenas na internet, abrangendo os varios
graus de ensino, do bésico ao superior” [Pmate]. O Projeto Matematica Ensino teve como objetivo
inicial aumentar o gosto e o sucesso em Matemaética. Mas, ao longo dos ultimos anos tem vindo a
diversificar a sua drea de intervencao na tentativa de criar soluctes inovadoras para o sistema de
ensino.

Os projetos STACUA (Sistema interativo de Aprendizagem) e MEGUA (Mathematics Exercise
Generator), da Universidade de Aveiro, possibilitam aos alunos e professores o desenvolvimento do
seu trabalho de forma auténoma. Estes projetos tém como objetivo, “disponibilizar em rede, quer
para professores quer para alunos, um vasto conjunto de exercicios que permitem aos alunos aferir
os seus conhecimentos e aos professores da liberdade para investir noutro tipo de problemas e numa
preparacao de aulas eficiente, nomeadamente na criacdo de mais exercicios ou problemas, textos de
apoio e outros meios que implementam o sucesso da aprendizagem”.

O projeto MEGUA, “é um sistema que permite a criagdo de bases de dados de exercicios

parametrizados, e respetivas resolucoes, os quais sao criados por professores, usando a experiéncia
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adquirida ao longo dos anos de leccionagao” [Cruz, Pedro; Oliveira, Paula e Seabra, Dina (2013)].

Cada exercicio parametrizado criado a partir do MEGUA, é composto por enunciado, resolugao
detalhada e programacao, que permite gerar diversas concretizagoes das varidveis. No enunci-
ado e na resolucao detalhada usa-se preferencialmente a linguagem tipografica Latex, na parte
da programacao é usada a linguagem Pyton. A programacao é das trés partes que constituem o
exercicio a que gera mais dificuldades aos professores. No entanto, a consulta de outros exercicios
ja construidos permite concluir com sucesso a criagao de novas questoes.

Durante a frequéncia no Mestrado para professores de Matematica, promovido pela Universi-
dade de Aveiro, foram criados no MEGUA (utilizando o sistema de computagao para Mateméatica
Sage Math) diversos exercicios de escolha muiltipla parametrizados, gerando diversas situagoes na
tentativa de proporcionar aos alunos do secundario e até universitario um estudo auténomo capaz
de o ajudar a superar as suas dificuldades. Os exercicios criados no MEGUA serao inseridos no
mapa de conceitos do STACUA, ficando acessiveis a todos alunos.

Na aplicagdo web STACUA, sdo disponibilizados aos alunos um grande nimero de exercicios
criados através do MEGUA e do Pmate e, mediante a resposta dada, o aluno é informado se
acertou ou errou, podendo a posteriori consultar uma resolugao detalhada do exercicio. O aluno
pode consultar as denominadas barras de progresso, fazendo a sua prépria avaliagao relativamente
a cada conteudo praticado.

A aplicagao STACUA comegou a ser usada no ano letivo 2013/2014, na Universidade de Aveiro,

sendo para ja muito positivo a opiniao emitida pelos alunos.



Capitulo 2

Limites

O Conceito de limite é fundamental no Célculo Infinitesimal, por isso, durante este capitulo,
vamos aprofundar e formalizar o que ele representa. No inicio deste capitulo e dada a importancia

que tém em toda a teoria dos limites, comegamos por definir infinitamente grande e infinitésimo.

2.1 Infinitamente grandes

Uma sucessao (u,) com limite infinito (limwu, = o) diz-se um infinitamente grande. As su-
cessoes assim denominadas podem ser ainda designadas por, infinitamente grande positivo ou infi-

nitamente grande negativo.

2.1.1 Infinitamente grandes positivos

Seja (uy,) sucessao dos nimeros pares,

n— U, =2n

2,4, 6, 8, 10,...

Consideremos um valor muito grande para n, por exemplo n = 1000010990 Serg 2 x 1000010000
o maior de todos os termos da sucessao? Claro que nao, porque, por muito grande que seja o
nimero que considerarmos, havera sempre outro ainda maior. Basta considerar 2 x 1000010000 4+ 2,
Diz-se entao que a sucessao (uy) tende para mais infinito ou que é um infinitamente grande

positivo. E escreve-se:

limu, = +00 ou u, — +00
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Definicao 2.1 (Infinitamente grande positivo)
A sucessao (uy,) diz-se um infinitamente grande positivo se e s6 se, para cada nimero real

positivo M existe uma ordem a partir da qual todos os termos da sucessao (u,) sdo maiores

que M [Silva, Jaime e Pinto, J. (2011)]. Mais precisamente, para cada nimero real positivo M,

conseguimos encontrar um ndmero natural p tal que u,, > M para qualquer n maior que p.

2.1.2 Infinitamente grande negativo

Considerando a sucessao by, tal que b, = —2" e observando alguns dos seus termos,

—2,—4, -8, —16,-32, —64, —128.. ..,

pode-se concluir que multiplicando cada um dos seus termos por —1, obtém-se a sucessao

n— u, = 2"

que facilmente se prova que tende para +oo.
Diz-se, entao, que b, = —2™ tende para —oo ou que é um infinitamente grande negativo. E
escreve-se:
limb,, = —o0 ou u,, — —00

Definigao 2.2 (Infinitamente grande negativo)
A sucessao (by,) diz-se um infinitamente grande negativo se e s6 se a sucessao dos simétricos dos

seus termos (—by,) for um infinitamente grande positivo [Silva, Jaime e Pinto, J. (2011)].

Uma sucessao infinitamente grande, nao pode ser limitada, visto que nao tem majorantes.

No entanto, serd importante referir que nem todas as sucessoes crescentes ou decrescentes sao

infinitamente grandes.
10
A sucessao seguinte pode mostrar o referido. Seja (b,) a sucessao de termo geral b, = 5 f
n
_ tons10 10 10 >0
24l 9p 41 (2n+3)(2n+ 1) '

Prova-se facilmente que é crescente: Seja, bp+1 — by =
Se b, for crescente, isto é, b1 — b, > 0 entdo by,4+1 > by, Vn € N. Calculando varios termos:

10
= — =3,33; by = 4; b5 = 4,54; big = 4,76; byg = 4, 88; bigg = 4,975; bsgg = 4, 99.

by =
T3
Pelos resultados obtidos podemos pensar que nenhum termo da sucessao serd maior ou igual
> 5« 10n > 10n+ 5 < 0 > 5 condicao impossivel. Todos os termos

a 5. Ora vejamos:
n
desta sucessao crescente sao inferiores a 5, logo nao é um infinitamente grande.

Mostra-se, também, facilmente que nenhuma sucessao limitada pode tender para o infinito.
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2.1.3 Infinitamente grande em mddulo
Seja a sucessao wy, de termo geral, w, = (—1)" 2", observando alguns dos seus termos:
—2,4,-8,16,—32,64, —128,256.. .,

verifica-se que alguns sao positivos e outros negativos mas, se considerarmos o médulo de todos os
termos da sucessao w,, obtém-se: 2,4,8,16,32,..., ou seja a sucessao d,, = 2" que tende para +o0.

Diz-se entao que w, tende para oo ou que é um infinitamente grande em médulo. E escreve-se:
lim w,, = 0o ou w, — 00

Defini¢ao 2.3 (Infinitamente grande em mddulo)
A sucessao (c¢,) diz-se um infinitamente grande em mddulo se e s6 se a sucessao dos valores ab-
solutos dos seus termos (|¢,|) for um infinitamente grande positivo [Silva, Jaime e Pinto, J. (2011)].

2.1.4 Teoremas sobre infinitamente grandes

Os Teoremas e as demonstragoes que de seguida sao apresentados foram retirados dos manuais es-

colares [Jorge, Ana e Alves, Conceigao B. (1998)] e [Viegas, Cristina e Gomes, Francelino (2011)].

Teorema 2.4 Se u, — +00 € se v, > u, a partir de certa ordem, entdo v, — +00.

Demonstracao 2.5 Para qualquer A € R existe uma ordem p; depois da qual u,, > A, para
n > p1 porque, por hipdtese, u, — ~+o0.

Se vy, > u, a partir de certa ordem po, entao, a partir da maior das ordens p1, ps, vem
Up > Up > A,
para n > max{p1, p2} logo v, > A assim v, — +00.

As seguintes sucessoes, sao um exemplo que ilustra este teorema. Seja (uy,), a sucessao de termo
geral u, = 3v/n; u, — +0o porque se \/n — +o0o entao 3y/n — +o0o, porque 3y/n > \/n,Vn € N.
Do mesmo modo, seja (vy,), a sucessao de termo geral v, = v/n + 3; v, — +00 porque \/n + 3 > /n.

Teorema 2.6 Se u, — +o0o também u, + o — +oo V x€ R.
Demonstracao 2.7 Se a > 0,u, + a > uy, logo aplica-se o teorema 2.4. Se a < 0, entao, dado

A € R, existe uma ordem p depois da qual u, > A — («), temos entdao u, + a > A e concluimos

que Uy + o — +00.
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As sucessoes (uy,) € (v, ), exemplificam a aplicagao deste teorema: Seja (uy), a sucessao de termo
geral u, = n? + 6, u, — 400, porque, se n? — +oo entdo n® + 6 — +o00. Do mesmo modo, seja

Up, & sucessao de termo geral v, = 2" — 10; v, — +00, porque se 2" — 400 entao 2" — 10 — +o0.

Teorema 2.8 Se u,, — +00 também 8 X u, — +o00, VB € RT.

Por exemplo, a sucessdo (wy,), de termo geral w,, = 0,512, tende para +o0o, porque, se n? — +00
Vn

entdo 0, 5n% — +00, 0 mesmo raciocinio pode ser feito para a sucessao t,, de termo geral ¢, = 10

N

que tende para +o0, porque, se, \/n — +0o entao

Teorema 2.9 Se a > 1 entdo a™ — +0oo (sucessao exponencial de base superior a 1).

u 0 a c uj is sa Vi an = =
As sucessoes, an,, b, € c,, cujos termos gerais sdo respetivamente a,, 1,03™, b, 1,3" e
¢, = 5" tendem todas para +o00, porque a base da exponencial é maior que 1.

2.1.5 Operagoes com infinitamente grandes

Como consequéncia imediata dos teoremas enunciados (teoremas sobre infinitamente grandes) po-

demos afirmar que:

A soma de infinitamente grandes positivos é um infinitamente grande positivo

+00 + 00 = +00

Como —u, — v, = —(un + vy), a soma de infinitamente grandes negativos é um infinitamente

grande negativo.

-0 — 0 = =

O produto de dois infinitamente grandes é um infinitamente grande positivo ou negativo

conforme os fatores tém sinal igual ou diferente.

+00 X (+00) = 400,400 X (—00) = —00, —00 X (+00) = —00, —00 X (—00) = +00

A poténcia natural dum infinitamente grande positivo é um infinitamente grande positivo.

(+00)" = +00,¥n € N
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2.2 Infinitésimos

Definigao 2.10 (Infinitésimo)
A sucessao v, diz-se um infinitésimo, se e s6 se para a sucessao dos valores absolutos dos seus
termos, |v,|, dado um qualquer nimero real positivo J, se pode determinar uma ordem a partir da

qual todos os termos sao inferiores a ¢ [Silva, Jaime e Pinto, J. (2011)].

2.2.1 Infinitésimo, sim ou nao?

Exemplo 2.11 Se considerarmos um quadrado, e unirmos os pontos médios de cada um dos seus
lados, obtemos outro quadrado. Se procedermos sempre do mesmo modo iremos obter quadrados

sucessivos em que a sua drea € cada vez menor. Tomando a drea a; do mator quadrado para

111 1\
a2_27a3_47a4_87"‘7an_ 9

E facil perceber que as dreas dos quadrados tornam-se minusculas rapidamente, e pensando

unidade, vem:

num numero qualquer positivo, por menor que ele seja, as dreas ficam, a partir de uma certa ordem
ainda menores que esse numero.

Quando uma sucessdo diminui, ou decresce, como a,, apresentando os termos tdo pequenos
quanto se queira a partir de uma certa ordem, diz-se que a sucessGo € um infinitésimo ou um

infinitamente pequeno, e escreve-se ap, — 0.

Exemplo 2.12 Importa perceber que nem todas as sucessoes de numeros positivos que decrescem

tendem para zero, o que facilmente se comprova com o exemplo sequinte: Seja a sucessao ¢, de

100
termo geral ¢, = L Serd decrescente?
n+1
Temos,
n+ 101 n+ 100 101 — 200
Cpntl — Cp = = <0,

n+2 n+l1  (n+2)(n+1)
logo ¢, € decrescente.

Calculando alguns termos: cog = 5,7;c50 =~ 2,9; c100 ~ 1,98; c1000 ~ 1,099.

Parece que os termos ndao se aprorimam de zero, mas sim de 1. Se tivermos em conta que
n + 100 99

= 14+ ——, podemos concluir que os termos sdo todos superiores a 1 e portanto a
n+1 n+1

sucessao nao pode tender para zero, embora seja decrescente.

Exemplo 2.13 Crescer e tender para zero, parece de certa forma um contra senso, se mao nos

lembramos que os termos de uma sucessdo podem ser numeros negativos.
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-10
Podemos olhar para a sucessao d, de termo geral d, = ——, e ter em conta alguns dos seus
n

termos:
dy = —10;d3 = —3,33;dg¢ = —1,66;d1g = —1;d100 = —0, 1; d1900 = —0, 01; d10000 = —0, 001.

Os termos aproximam-se de zero tanto se queira e € evidentemente que o valor absoluto dos

termos € cada vez menor; logo |dy| € decrescente. Neste caso, também, podemos dizer que u,é um

mfinitésimo.
. . 4
Exemplo 2.14 Se considerarmos a sucessao ey, de termo geral e, = (—1)" x —. Atendendo
n
o -4 -4 2 —4 , . .
aos seus primeiros termos: —4,2, —,1, verificamos que sao alternadamente positivos e

3 5737
negativos, mas o seu valor absoluto é decrescente:

e — torna-se cada vez menor quando n aumenta. Também neste caso diz-se que e, € um infi-
n

nitésimo.

Teoremas sobre infinitésimos

Os Teoremas e as demonstragoes que de seguida sdo apresentados foram retirados respetiva-

mente de [Jorge, Ana e Alves, Conceigao B. (1998)] e [Viegas, Cristina e Gomes, Francelino (2011)].
Teorema 2.15 Se v, — 0 e se, a partir de certa ordem |uy| < |vy|, entdo também u, — 0.

Demonstracao 2.16 Por hipétese, para cada § > 0 é possivel encontrar uma ordem p; depois da
qual |v,| < 6. Sendo |uy| < |v,| a partir de certa ordem po, vem, a partir da maior das ordens

D1, D2, [un| < |vp| < 6, ou seja, |v,| < 0 o que significa que u, — 0.

1
A sucessao (uy,) com o termo geral u, = 1o’ ¢é considerada um infinitésimo porque se — — 0
n n
1 1 1 1

entao — — 0, uma vez que |———| = — < |— —
verd 10n ~ |10n

10n 10n n

Teorema 2.17 Se u,, — 0 também k x u, — 0,Vk € R.

10 1 10
A sucessao (v,) com o termo geral v, = = tende para zero, porque se — — 0 entao — — 0
n n n

(temos k = 10, no teorema anterior).

Teorema 2.18 O inverso dum infinitamente grande € um infinitésimo.



2.3 Limites de sucessoes 15

- . [ . 1
Demonstragao 2.19 Por hipdtese, para qualquer § € R h4 uma ordem depois da qual |a,| > =.

4]

Gn

1
< 4, o que significa que — — 0.

an

- 1 .
Entao, ﬁ < 6, ou ainda,
Gn

A sucessao (wy,) com o termo geral w, = é um infinitésimo porque, se n + n® é um

n+n3’

— 0.

infinitamente grande entao 3
n+n

Teorema 2.20 O inverso de um infinitésimo € um infinitamente grande.

- n , . s -
Por exemplo a sucessao (t,,) com o termo geral ¢,, = ———, é um infinitésimo, logo a sucessao
2n? —1’ ’
. . 2 =1 .
Tn, CUjo O termo geral é r, = ——— é um infinitamente grande positivo, porque r, = —.
n

n

Teorema 2.21 Se |a| < 1 entao a™ — 0 (sucessdo exponencial de base entre —1 e 1 ).

As sucessoes, an, by, e ¢, cujos termos gerais sao respetivamente a,, = (=0, 75)", b, = (—0,92)"
n
ecy = (—2> tendem todas para 0, porque a base da exponencial é um niimero compreendido

entre —1 e 1. Concluimos assim que, a,,, b, € ¢,, sdo infinitésimos.
Teorema 2.22 A soma de dois infinitésimos € um infinitésimo.

Demonstracao 2.23 Sejam u, e v, dois infinitésimos, Vd € R™ h4 uma ordem a partir da qual

0 o
lun| < ol hé outra ordem a partir da qual |v,| < ok Logo, a partir da maior das ordens, temos

b 9 )
[tun, + vn| < Jun| + |vp] < 3 + 57 ou seja, |un, + vy | < 6, logo uy, + v, — 0.

1 1 1
Por exemplo a sucessao (t,,) com o termo geral, t, = — + —, tende para zero, porque — — 0 e
n o n n

! —0
n? '

Teorema 2.24 O produto de dois infinitésimos € um infinitésimo.

1 1
X —;, tende para zero, porque — — 0e — — 0.
n

NZD n?

A sucessao (wy,) com o termo geral, w, =

1
NG

2.3 Limites de sucessoes

2 1
Consideremos a sucessao u, de termo geral u,, = % Prova-se facilmente que é crescente:
n
2n+24+1 2n+1 5 - 0.1 0. enti S
U — Uy = — = 0go se u —u entao u u
TR T I3 i3 (ntd)m+3) 8 w7 il =
Vn € N.

Calculando varios termos:

up = 0,75;us = 2 uz ~ 1,17;u10 &~ 1, 62; 4100 ~ 1, 95; 11000 ~ 1,995; ;0000 = 1,9995.
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Parece assim que a medida que n — +00, u, — 2.

Quando se determina termos consecutivos da sucessao com o recurso a calculadora, procede-se
por vezes a arredondamentos que tornam os valores obtidos iguais a 2, mas que na realidade nao o
Sa0.

Assim, qualquer que seja o nimero real positivo J, existe uma ordem p a partir da qual todos os
termos da sucessao pertencem ao intervalo |2 — d; 2 + J[, ou seja, se n > p, entao u, € |2 —§;2 + 4.

O ntamero real positivo § pode ser tao préximo de zero quanto se queira, o que significa que a
“faixa” em torno de 2 pode ser tao “estreita”’ quanto se queira, existindo para cada uma dessas “fai-
xas”uma ordem a partir da qual todos os termos da sucessao pertencem ao intervalo |2 — §;2 + 4.

Este comportamento da sucessao u,, traduz-se dizendo que a sucessao tende ou converge para

2, quando n tende para +0o e escreve-se u, — 2 quando n — +oo ou limu,, = 2

Definicao 2.25 (Sucessao convergente)
Uma sucessao u, diz-se convergente para o nimero real a se, qualquer que seja o ntimero real

positivo 0, existe uma ordem p a partir da qual se tem |u,, — a| < §, ou seja,
Vo >0,peN:n>p=|u, —al <§
Escrevemos entao limu,, = a ou u,, — a [Costa, Belmiro e Rodrigues, E. (2011)].

Atendendo a definicdo dada de infinitésimo, podemos concluir que uma sucessao u, diz-se
convergente para o numero real a se a sucessao u, — a € um infinitésimo. Ou seja, limu, = a se e

s6 se lim (up, —a) =0
Teorema 2.26 Se uma sucessao u, € convergente, entao o limite para o qual converge € unico.

Demonstracao:
Por reducao ao absurdo, admita-se que a sucessao converge para dois nimeros reais a € b em

que a # b. Considerando § um numero real positivo qualquer. Como u,, = a, entao

dpreNin>p =|u, —a| <9

Mas admitindo que a sucessao u,, também convergia para b. u, — b, entao

dpe € N:n>py=|u, —bl <9I
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Consideramos p a maior das ordens de p; e pa. Para n > p, os termos da sucessao pertencem
simultaneamente as vizinhancas Vs(a) e Vs(b).

, as

. NP . a
Se tomarmos § igual ou menor que a metade da “distancia”entre a e b, ou seja, § = ‘2
duas vizinhancas sao disjuntas, isto é, nao tém pontos em comum, nao podendo conter termos da
sucessao de ordem superior a p. Considerando a existéncia de dois limites distintos, a conclusao

redundou num absurdo. Logo, se existir limite ele é tnico.

2.4 Limite de uma funcao segundo Heine

Nesta seccao, vamos explorar uma definicdo de limite de uma funcao, conhecida por limite se-
gundo Heine, recorrendo ao limite de sucessoes. O nome que lhe é atribuido é em homenagem ao
matematico alemao Heinrich Eduard Heine (1821-1881).

Comecemos por considerar a funcao definida em R por f(z) = %4— 2, cujo o grafico se apresenta

na figura 2.1.

Figura 2.1:

Na figura estao assinalados:

e o0 ponto A, no eixo Oz, de abcissa 4

e um ponto P, no eixo Oz, de abcissa x

e um ponto @, no grafico de f, com a mesma abcissa do ponto P

Suponhamos agora que o ponto P se desloca no eixo Oz, aproximando-se cada vez mais do
ponto A (pela direita ou pela esquerda), sem coincidir com esse ponto.

Observando a figura 2.2, vemos que, a medida que o ponto P se aproxima do ponto A, o
correspondente ponto @, no grafico da funcao, que tem a mesma abcissa do ponto P, aproxima-se

do ponto de coordenadas (4, 3).
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Figura 2.2:

Somos entao levados a dizer que, quando x tende para 4, f(z) tende para 3. Tal significa
que podemos obter imagens tdao préximas quanto se queira de 3, desde que se escolham objetos
suficientes préximos de 4.

Numericamente, podemos pensar em duas sucessoes de x, ambas a convergir para 4, uma delas
com termos inferiores a 4 e outra com termos superiores a 4, e analisar o comportamento das

respetivas imagens.

Tabela 2.1:
3,9 3,99 3,999 3,9999  3,99999 4
2,975 2,9975  2,99975 2,999975 2,999998 3
4 4,00001 4,0001 4,001 4,01 4,1

3 3,000003 3,000025  3,00025 3,0025 3,025

Tal como ja foi sugerido pela representacao grafica, verificamos que as imagens parecem tender
para 3, a medida que os objetos convergem para 4.

E se, em vez das sucessoes consideradas, tivéssemos escolhido outra sucessao de valores x, todos
diferentes de 4, serd que a correspondente sucessao das imagens iria tender para 37 A intuicao,
pode-nos levar a afirmar que sim. Provamos a seguir que, de facto é assim.

Seja (x,,) uma sucessao de nimeros reais, todos diferentes de 4, tal que limz,, = 4. tem-se,

I 4
lmx”+2:1+2:3.

lim f(2,) = lim (5 +2) = lim () + lim(2) =

Provou-se assim que: qualquer que seja a sucessao (x,) que tenda para 4, a correspondente

sucessao f(zy) tende para 3.
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Por esse motivo, dizemos que o limite de f(x), quando = tende para 4, é igual a 3. Simbolica-
mente, escreve-se, lim f(z) = 3.
z—4

Tem-se a seguinte definicao

Definigao 2.27 (Defini¢ao de limite segundo Heine)
Dada uma funcao f, real de variavel real, de dominio Dy, diz-se que lim f(z) = b se e s6 se para
r—a
toda a sucessao uy,, de termos pertencentes a Dy, que tenda para a por valores diferentes de a, a

correspondente sucessao das imagens (f(uy,)) tende para b [Costa, Belmiro e Rodrigues, E. (2012)].

Consideracgoes importantes, sobre a definicao

e Para se poder falar em lim f(x) tem, em primeiro lugar, de fazer sentido a escrita de z — a,
T—ra

ou seja, tem de existir pelo menos uma sucessao que tenha todos os seus termos no dominio

de f e que tenda para a, por valores diferentes de a (se a cumpre estas condigoes, diz-se que

a é um ponto de acumulagdo do dominio de f).

Por exemplo: se o dominio de f é [1, 3[U{5}, s6 faz sentido escrever lim f(z) se a € [1, 3]

r—a

Apesar de 5 pertencer ao dominio de f, nao faz sentido escrever lim f(z), porque nao é
z—5
possivel encontrar uma sucessao que tenha os seus termos no dominio de f e que tenda para

5, por valores diferentes de 5. Diz-se que 5 é um ponto isolado do dominio de f.

e Resulta da definigao que, se soubermos que lim f(z) = b, entdo, dada uma sucessao (x,) que
Tr—a
tenha todos os seus termos no dominio de f e que tenda para a, por valores diferentes de a,

podemos afirmar que lim f(z,) = b.

e O limite de uma fungdo, num ponto a tem a ver com o comportamento da fungao numa

vizinhanga de a, e ndo com o valor da fun¢ao no ponto a, pelo que pode acontecer lim f(x)
r—a

ser diferente de f(a). Por exemplo, na funcdo f cujo o grafico se apresenta na figura 2.3,

tem-se lim f(x) =2, mas f(2) =1

r—2
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Figura 2.3:

e Pode acontecer que uma funcao f nao esteja definida num ponto a, mas exista li_r}n f(x). Por
xr a
2
-1
exemplo: seja a funcao, de dominio R\{1}, definida por f(x) = ’ 1
Tz —

. Para z # 1, tem-se,

-1 (z—1)(z+1)
r—1 (x —1)

=x+ 1.
Portanto, o gréfico de f é a reta de equacao y = = + 1, sem o ponto de abcissa 1 (uma vez
que o dominio de f é R\{1}). Tem-se que lirn1 flz)=2.
r—r
2.5 Limites laterais

Considerando a func¢ao f, de dominio R, definida pela expressao:

,

22 4+3r-2 —=ax< -2
1 — =2
2z =z €]-2,3]
2
—x >3
xr—3

e que admite a representacao grafica da figura 2.4.

Podemos reparar que qualquer sucessao (u,) que tenda para 3 por valores superiores, isto é,
up > 3,Yn € N e u, — 31 (valores superiores e muito préximos de 3), tem-se que a sucessao das
imagens tende para 400, ou seja, f(u,) — +oo.

Pode-se afirmar que o limite de f(z), quando z tende para 3%, é +oo e representa-se por

hm+ f(z) = +oo. Com efeito, se u, — 37 e u, > 3, Vn € N, entdo, a sucessao das imagens
r—3

2
. Se u, — 3" entao (u, —3) — 01 logo
Uy — 3 Up —

f(uy) é definida por f(u,) = — 400 e

3 — +00. Por outro lado, qualquer que seja a sucessao (u,) que tenda para 3 por valores
Up —
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Figura 2.4:

inferiores, isto é, u, < 3, Vn € N e u,, — 3~ (valores inferiores e muito préximos de 3), tem-se que
a sucessao das imagens tende para 6, ou seja, a partir de certa ordem, f(u,) = 2u, — 6. Neste
caso, escreve-se lim f(z) = 6.

r—3~

Da analise feita, reparamos que

lim f(z) = +o0

z—3+t

lim f(z) =6.

r—3~

Os resultados dos chamados limites laterais sao diferentes, o que é suficiente para afirmar que
nao existe limite de f(z) quando x tende para 3.

Por exemplo quando x tende para 2 o limite de f(z) é 4. Pois, qualquer sucessao v, que tenda
para 2 por valores superiores ou por valores inferiores, tem-se que f(v,) — 4. Existem limites
laterais e estes sao iguais, o que permite afirmar que o limite de f no ponto x = 2 é 4. Podemos
entao escrever, lim f(x) = 4.

T—2

No caso do estudo do limite de f no ponto x = —2, é importante observar que, apesar de

f(=2) =1, tem-se, lim f(z) = —4e lim f(x) = —4. Daqui resulta que lim f(z) = —4.
z——2% T——2" T——2
Neste caso, toda a sucessao (uy) de termos diferentes de —2, e pertencentes ao dominio da fungao

e que seja convergente para —2 tem como imagem uma sucessao convergente para —4.

Definigcao 2.28 (Limites Laterais)

Seja f uma funcao real de varidvel real de dominio Dy

o Limite a direita de a

Diz-se que lim f(z) = b, se e s6 se a toda a sucessao (u,) que tende para a, de termos
z—at

pertencentes ao Dy e superiores a a, corresponde uma sucessao f(uy) que tende para b.
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o Limite o esquerda de a

Diz-se que lim f(x) = b, se e s6 se a toda a sucessdo (u,) que tende para a, de ter-
T—a—
mos pertencentes ao Dy e inferiores a a, corresponde uma sucessao f(u,) que tende para b

[Costa, Belmiro e Rodrigues, E. (2012)].

Se os limites laterais de uma funcao forem iguais, a funcdo tem limite no ponto; se forem

diferentes, a fun¢ao nao tem limite nesse ponto:

lim f(z) =b

T—ra

se e so se

lim f(z)= lim f(z)="5

T—a~ r—a™t

Se o dominio de f ¢é ]a,b|, [a,b], [a,b] ou ]a,b] entdo:

lim f(z) = lim f(x)

T—ra x—at

lim f(z) = lim (2)

r—b—

2.6 Regras operatdrias com limites

Para determinar os limites de certas funcées é comodo recorrer a teoremas relativos a operagoes

com limites (regras operatdrias), estes teoremas foram retirados de [Viegas, C. e Gomes, F. (2012)].

Teorema 2.29 Se f € uma funcao constante, o limite de f(x) quando x tende para a é a préopria

constante.

limk =k

T—a

Teorema 2.30 Se f(x) =z, entdo lim f(z) = lim z = a.
Tr—a Tr—a

Teorema 2.31 Se lim f(z) e lim g(x) existem e nao sao infinitos de sinais contrdrios, entao,
T—a Tr—a

lim (£ (x) + g(x)] = lim f(z) + lim g(z)

T—ra r—a

Este teorema pode ser estendido a um nimero finito de parcelas e a diferenca de fungoes (com a
ressalva de os infinitos ndo podem ser do mesmo sinal no caso da diferenca de fungdes).
Se f(z) — +oo quando x — a pode-se afirmar que f(z) + g(x) — +oo quando z — a desde

que g(z) nao tenda para —oo quando x — a.



2.6 Regras operatorias com limites 23

No caso de lim f(x) = 400 e lim g(x) = —oo nada se pode afirmar acerca de lim [f(z) + g(z)]
r—a r—a T—a
sem conhecer e estudar a soma das duas fungoes, ja que sao varias as situacoes que podem surgir.
Por isso se diz que,

(+00) + (=00

¢ uma indeterminacao.
Utilizando a escrita simbdlica e as somas com “infinitos”, podemos escrever as seguintes regras

praticas que sao consequéncia dos teoremas sobre infinitamente grandes, onde b € R.

Tabela 2.2:
+oo + (+00) = +oo
—00 4+ (—o00) = —00
+oo =+ b = +4oo
-0 =+ b = —00

Teorema 2.32 Se li_r)n f(x) e li_r>n g(x) existem e nenhum deles é zero e o outro infinito, entao,
xr a X a

lim [f(x) x g(z)] = lim f(z) x lim g(x).

T—a T—a r—ra

Este teorema pode ser estendido a mais de dois fatores. Como os fatores podem ser iguais,

conclui-se que,

lim (£ (2))" = [ lim f(x)r ,(n€N)

T—a r—a
Como consequéncia dos teoremas anteriores podemos dizer que, se f é uma fungao polinomial,
entdao lim f(z) = f(a)
Tr—a
Quando o limite de uma das fungoes é 0 e o da outra é +00 ou —oo 86 se pode tirar uma

conclusao para o limite do produto, depois de conhecer as funcoes,
0 x (£00)

é uma indeterminacao.
Para os produtos que envolvem limites infinitos, podemos registar as seguintes regras praticas,

que sao consequéncia dos teoremas sobre infinitamente grandes.
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Tabela 2.3:
(+0) x (400) = +oo
(co0) x (-x) = +oo
(—o0) X b = —00,85¢b>0
(—oc0) X b = 400, b<0
(+00) X b = +oo,seb>0
(+00) X b = —o00,8¢eb<0

Teorema 2.33 Se existem lim f(x) e lim g(z) sendo lim g(z) # 0 (e se os dois limites ndo sdo
Tr—a T—> Tr—a

f(l') limf )a
).

_ x—a

(z
g(z)  limg(x

ambos infinitos), vem,lim
T—ra

Corolario 2.34

lim L _ L
2 f(z)  Tim f(2)

Tr—a

Se os limites quando x — a, de f(x) e g(x), sdo ambos infinitos, lim ¢ uma situacao de

r—a g(,%')
. . . o0 . ~ N .. . .
indeterminagao —, ou seja nao se conhece, & priori, qual vai ser o resultado, pois esse resultado
00

depende das fungoes f e g.

Se os limites quando  — a, de f(z) e g(x), sao ambos 0, entao li_I)n fgmi
r—a g(x

o Para os quocientes que envolvem limites infinitos ou limites nulos no denominador, podemos

¢ uma indeterminacao

registar as seguintes regras praticas, que sao consequéncia dos teoremas sobre infinitamente grandes

e infinitésimos.

Tabela 2.4:
k + (fo0) = 0
(£o0) =+ k = +o0,se k>0
(£oo) =+ k = Foo,se k<0
k +~ 07 = +4oo,sek>0o0uk=+00
k = 0~ = —o00,s¢ek>0o0uk=+400
k +~ 0F = —oo,sek<0ouk=—o0
k - 0~ = 4oo,s¢e k<0ouk=—00
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Teorema 2.35 Se existe lim f(x) e se esse limite € maior ou igual a zero, entdo,

T—a
v € N, lim {/f(z) = ¢/lim f(2)

ObservacOes importantes sobre este teorema:

e A expressdao /400 exprime que a raiz de indice n de um infinitamente grande é ainda um

infinitamente grande.

e Se o indice da raiz for impar, o teorema é vélido para valores negativos de lim f(z).
r—a

e O teorema é o caso particular de um teorema mais geral relativo ao limite da poténcia de
expoente racional; se

}}E)rilf(x) >0

entao

2.7 Indeterminacgoes

Nesta seccao vamos apresentar alguns exemplos de limites, cujo calculo resulta numa indeter-
minacao. Para todos os limites é apresentada uma resolucao detalhada que engloba o método

necessario para “levantar a indeterminacao”e chegar ao valor limite.

2.7.1 Indeterminacoes do tipo oo — oo

Para este tipo de indeterminacao, vamos analisar trés situacoes de calculo de limites, que

utilizando as regras operatorias descritas anteriormente somos conduzidos a co — co.

e Soma e/ou diferenca de fungoes polinomiais

1. Por exemplo xginoo(x?’ - 2x2), gera uma indeterminacao do tipo oo — 0o pois quando x
tende para +oo, as funcdes y = 2 e y = 222, tendem para +oo.
A representacao grafica da figura 2.5 sugere que xEI—&I-loo(xg — 23:2) = —+00. vejamos como
chegar a essa conclusao por via analitica. Pondo em evidéncia o termo de maior grau

vei:
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Figura 2.5:

lim (23 — 22?) :1m[ﬁQ—%j]

T—r—+00 r—r-+00

Entdo, lim (23 — 22°%) = +oc.
T——+00

O processo que se desenvolve para resolver o limite analiticamente, chamaremos de

“levantar a indeterminacao”.

2. Utilizando o processo anterior, também se prova que lim (5307 — 223 + 10x2) = —00
T—r—00
223 1022
. 7 9.3 2y _ . 7(q_ et | LUT
2 10
_ 7 _
- o ()]
= —o0ox(1-0+40)
= —ooX1l=-00
Concluimos, portanto, que lim (5967 — 23+ 10:1:2) = lim (5x7), isto é, basta anali-
Tr—>—00 Tr——00

sar o limite do termo de maior grau.
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De um modo geral, lim (aox" +arz™ an) = lim (apz"), se repararmos que,
T—F00 T—F00
= lim (aox" +az" a4 + an)
r—r+00
. arz™ "l agx™ 2 an
= lim |epa" x (1+ ——+——+......
T—~+00 [ 0 < * apzx™ + apx™ * + apgx™
a a a
= lim [aox"<1+1+ 2 4+ )}
z—+00 apxr  agx apz™
= lim [apz" (14+0+0+...+0)]
T—r—+00

— ; n
- xEI—lr-loo (aox )

A verificagao ¢ idéntica se T — —o0

e Soma e ou diferenca de fragoes algébricas

. 2z — 1 1 ., . .
Por exemplo, lim — — | também é uma situacao de oo — co. Para levantar a
z—0~ T T

indeterminagao comecamos por efetuar a operagoes entre as fracgoes,

2c0—1 1\ . 22?—z—-1 -1
z—0~ x2 _0+_

—00
e Funcoes Irracionais

1. O limite lim <\/ 2 +1+ :U), conduz a indeterminagao co—oo. Neste caso pode-se “le-
Tr—r—00
vantar a indeterminacao”, multiplicando e dividindo a expressao dada por (\/ 2 +1— :n>

(ou seja pela diferenca das mesmas parcelas).

lim (\/ 2 +1+ ZE) = lim

T—r—00

. 2+ 1— 22
= lim
1
= lim
1 1

2. Seguindo o processo do exemplo anterior, conseguimos calcular, liril (\f — Vx4 2),
T—>+00

cujo o célculo conduz & indeterminagao +oo — co. Assim, vamos “levantar a indeter-
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minacao”, multiplicando e dividindo por (\/5 + vV + 2).

L E-VEED) (VEHVERD) (VR (Vi)
2o (Vz + vz +2) ztoo (VI +Vr+2)

x—(r+2)

2.7.2 Indeterminacoes do tipo e
00

Para percebermos este tipo de indeterminacao, vamos analisar situagoes que envolvem funcoes

racionais ou funcgoes irracionais.

e Exemplos com fungoes racionais

222 4+ 1 ~ -
1. Qual serd o valor do limite lim ———7 Por aplicacao das regras operatorias dos
z=+oo 322 4+ b

. . < . ~ o0 . . ~

limites somos conduzidos a situagao s A forma de levantar esta indeterminacao, é
00

idéntica a utilizada na indeterminacdo oo — oo quando estamos perante um polinémio,

ou seja, vamos por em evidéncia o termo de maior grau no numerador e no denominador.

Assim,
202 (14 =
) 222 41 . 222 22?2
lim ——— = lim = lim — = -,
t5+oo 322 + 5 zo4oo 5 x5 Foo 322 3
3$2 1 + 37
T

visto que as fungoes que estao dentro de paréntesis tendem para 1 + 0 = 1 quando =

tende para +oc.

2. Outro exemplo,

8
223 (1 - —
25 +8 x( 2x3> 28

_1)_ 222 + 1 _1>_
T oo 2T x 00
222 (1

Os dois exemplos anteriores sugerem que o limite do quociente de duas fung¢oes polinomiais,

quando x tende para 400 ou para —oo, ¢ igual ao limite do quociente dos termos de maior
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grau do numerador e do denominador. De fato, assim é,

I apz™ + a1z + a2 + ..+ an
im
z—Foo bgx™ + bra™m—1l 4+ box™=2 4+ ... + by,

ai az Qn,
apx™ |14+ — + 5+t
apgxr  aogx agx™

= lim
T—rF00 b1 by bm
bozm |1+ — 4+ —= + ...
0% < + box + box? + + boivm)
= lim 220 (ag # 0,by #0)

z—>+oo byx™
sebendo que as fungoes dentro do paréntesis, no numerado e no denominador tendem para 1.

Este resultado permite-nos concluir rapidamente que,

- ) apz™ + a1z + a2 + ...+ an, ag
— sen =m, entao lim T 5 —
z—Eo0 bgx™ + bix™ L + box™ 2 + ... + by, bo

aox™ + a1z + a2 + ...+ an

— sen >m,entao lim = +oo
’ x5Foo box™ + byl 4+ box™ =2 + ... + b,
N i apz™ + a1z + a2 + ...+ an,
— sen <m, entao lim 0

z=Foo box™ + byl 4+ box™=2 4+ ... + b, -

e Exemplo com fungoes Irracionais

v 22
14+ Y2 o/ L~
lim VetV lim \/E< v o 28 1401

z—+oo 1 — 2\/5 o z—+00

2.7.3 Indeterminacoes do tipo g

Apresentamos agora alguns exemplos de fung¢oes ou operagoes entre fungoes que conduzem a inde-
0

terminacao 0

e Exemplos com fungoes racionais

. x?—3x
1. Comecemos por, lim ———

. A aplicagdo das regras operatérias conduz & indeter-
z—3 3xr —9

minagao o Para “levantar indeterminacao”deve-se simplificar a fracao, substituindo-a
por outra equivalente em R\{3}. Assim,

2 -3z z(z-3) .
z—3 3 —9 _m%33($—3)_x%33

hp P16 L @2 )@@ t2) L (@)@ +2)  8x4

52 (1 —2)2  an2 (z-2)(z—2) 053 (z-2) 0
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Nos casos em que o polinémio, quer o do numerador quer o do denominador for de

grau superior ao segundo, pode-se utilizar a regra de Ruffini, para se obter uma fracgao

equivalente & inicial. Com o denominador a continuar a anular-se, somos obrigados a

recorrer aos limites laterais:

(22 4+ 4)(z + 2)

li =
xiglﬂL (:L‘ — 2) oo
2
lim (x®+4)(x+2) e
r—2~ (CL‘ — 2)

Portanto, esta funcao nao tem limite no ponto 2.

e Exemplos com fungdes irracionais

1. Olimﬁ_

r—4 T —

0
conduz a o A indeterminagao levanta-se multiplicando o numerador e o

denominador por /z + 2 (binémio conjugado).

-2
lim v

z—4 1 —4

2. Do mesmo modo que o limite anterior, lim

das regras operatorias.

Vo —1

11m
o1t 2 —1

e Exemplo com moddulos

2 — =

O lim

r—2 33‘2 —

0
d —.
, conduz a o

L WESDWEY) (VB (20

(e D +2) e @ - A) (o +2)
lim (z—4) = lim ! = !
a4 (z—4)(Vr+2) 294 (VT+2) VA+2
1
4

) 0 L
também resulta em 0 por aplicagao

=1+ 2 —

(Ve—1)°

vr—1yz -1 ~ i
e—1t (x — 1) (z+ 1)V —1

I
e (z2 = 1)v/x —1

) (r—1) ) 1
lim = lm ——
oot (2 — D)@+ DVZ 1 aslt (24 )vz — 1
1
2 x 0t =t

Para podermos escrever a expressao sem moédulos temos que

considerar x > 2 e x < 2 e calculamos depois os limites laterais.

Comecemos por observar que,

—Sex>2entdox —2>0logo2—z<0el2—z|=—2—2)=2—2

—Sexz<2entdaor—2<0logo2—xz>0e|2—2x[=2—1

Entao vamos ter,
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n

12— . z—2 11
— lim ——= ————— = lim — ==
a2t 22 = 2x a2t x(r—2)  ao2tax 2

|2 — z| 2—z . —(x—=2) . —1 1

Iim ———=lm —=Ilim ———= lim — = ——
2= 22 =20 o2 x(x—2) a2 z(x—2) a2t x

2 — 2|

Ou seja, levantada a indeterminacao, conclui-se que nao existe lim porque os limites

r—2 .%'2 — 2.%'7
laterais calculados sao diferentes.

2.7.4 Indeterminacoes do tipo 0 x oo

Neste tipo de indeterminacao, e na maior parte dos casos basta efetuar os calculos para transformar

esta indeterminacao numa das anteriores. vejamos alguns exemplos,

T

1. lim |(z —4) x

1 71 ] = 0xo00. Se efetuarmos a multiplicagao, a indeterminacao transforma-
xr— xr“ —

se em o e essa indeterminacdo levanta-se decompondo o denominador em fatores. Assim,

—4
lm |z —4) x =2 | = m &=
T4 z2 — 16 z—4 22 — 16
— lim (x —4)x
oo (7 — 4)(z + 4)
€T 4 1

. 1

2. [\/5 x

do =2, Assim,
00

(x2 + 1)] = 0 X co. Efetuando a multiplicacao obtém-se uma indeterminacao

(m2+1)} = lim

Sl

lim [
r——+00

1 n
2.8 A sucessao u, = <1 + —)
n

n
Para compreender melhor a sucessao u,, de termo geral u,, = <1 + > , podemos recorrer a uma
n

tabela de valores onde, n toma valores cada vez maiores, ou seja n tende para +oco.
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Tabela 2.5:
n 1 10 20 30 40 50 80
1 n
<1 + n> 2 2,593742  2,653298  2,674319  2,685064  2,691588  2,701485
n 100 300 500 1000 10000 100000 1000000

1 n
<1+n> 2,704814 2,713765 2,7155685 2,7169239 2,7181459 2,7182682 2,7182805

Assim, analisando os resultados, verificamos que a sucessao € crescente e que os seus termos
variam entre 2 e 3. De forma a reforcar esta conjetura podemos ainda atribuir valores maiores a n.
Podemos entao concluir que u, tende para um numero préximo de 3, & medida que n tende para
+o00. Esse nimero irracional, designamos por nimero de Neper, e representamos por e. Sabe-se

que,

e ~ 2, T1828182845...

Definicao 2.36 O numero de Neper, e pode ser definido como sendo o valor para o qual tende

- 1\" . . .
a sucessao U, = <1 4+ — ] , & medida que o valor de n aumenta. Simbolicamente, escreve-se,
n

1 n
lim (1 + > = e [Costa, Belmiro e Rodrigues, E. (2011)].
n

Utilizando a defini¢ao anterior, resolvem-se por exemplo os limites seguintes,

92 n 1 n 1 n+2
lim (1 + ) ,lim <1 + ) , lim (1 + > ,
n n+4 2 n

Apresentamos a seguir a resolucdo detalhada de cada um deles,

1 1\ 2
2X—n -n
2\" 1 1 2
elim(14+2) =lim|[1+-— —lim | |14+ — () =¢?
n 1 1
—Nn —Nn
2 2
1 n 1 n+2—2 1 n—+2 1 —2
o lim|(1+ =lim {1+ =lim(1+ X lim 1+ =
n+2 n 4+ 2 n—+ 2 n+ 2

el x1=c¢l

1 n+2 1 n 1 2
olim<1+> :lim(1+> Xlim(l—l—) =exl=c¢
n n n
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2.9 Limites notaveis

T

) a
2.9.1 lim — =+4oco,coma>1epelR.
x——+o0 TP
Para mostrarmos a veracidade deste limite, é importante comparar o crescimento da funcao

exponencial y = a” com o crescimento da funcao poténcia xP. Podemos comparar, por exemplo, as

funcoes y = 2% e y = 22. observando a tabela 2.6,

Tabela 2.6:

4 10 12 14 20 30 40 50

2
2* 2 4 16 1024 4096 16384 1048576 1,07E+09 1,1E+4+12 1,13E+15
4 16 100 144 196 400 900 1600 2500
= 2 1 1 10,24 2844444 83,59184 2621,44 1193046 6,87E+08 4,5E+11

Verificamos que, até x = 4, o crescimento é similar, mas a partir dai, o crescimento da expo-
xX

nencial é muito superior ao crescimento de 22, fazendo com que o quociente aumente indefini-

x2’
damente.

Fazendo uma nova comparacio, agora com as funcdes y = 2% e y = x*, obtém-se a tabela 2.7,

Tabela 2.7:
x 1 2 4 12 14 20 40 50
2T 2 4 16 4096 16384 1048576 1,1E+12 1,13E+15
21 16 256 20736 38416 160000 2560000 6250000
i—z 2 0,25 0,0625 0,197531 0,426489 6,5536  429496,7 1,8E+08

Comparando os valores obtidos, mais uma vez verificamos que até x = 16, o crescimento é

similar mas a partir daf, o crescimento da exponencial é muito superior ao crescimento de z?,
xr
fazendo com que o quociente e aumente indefinidamente.

Podiamos continuar a comparar o crescimento da funcao y = 2%, com o crescimento de outras
funcdes como, y = 2°, y = z%, y = 210, etc. Mas, obterfamos sempre a mesma conclusio, a partir
de um determinado valor para x, a funcao exponencial iria crescer muito rapidamente em relacao
a funcao poténcia escolhida.

Do mesmo modo, se em vez de y = 2%, considerdssemos outra base maior que 1 para a expo-

nencial obteriamos resultados idénticos.
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T

. a N
Pode-se provar que, em geral, luf — = Too, com a > 1 e p e R. Como consequéncia temos
r—+400 I
.oaP
que, lim — =0,coma>1epéeR.
x—+oo a¥
. .23 -4 4x5—5xt 2T 6" .
Os limites, lim ——~—, lim — —, lim ———, resolvem-se utilizando uma das
r——+00 3 z—+00 5% z—+00 xr2

conclusoes anteriores.

2 3 _ 4% 2 3 4 4
Lolim 2% = him (22T )= him (2-2) =2 (400) = —o0
T—+00 _1‘3 T—+00 _1‘3 x3 r—+00 ,’L'3

4 xr 4 4 4
9. lim X2 T0T <4—5><;>—4—5>< lim = —4—5x0=4

z—+00 5% T—+00 T—+00
27 _ G 27 (1 — 3° 27
3. lim = lim (72) = lim [ (1-— 3w)] =400 X (—0) = —00
T—r—+00 x T—r+00 x r—+00 | T
. log,x
2.9.2 lim =0,coma>1

T——+00 T
Observando o crescimento das fungoes y = log, z com a = 2,a = 3,a = 5 e y = z, através da tabela

2.8,

Tabela 2.8:
T 2 8 10 16 20 200 2000 20000
logs 1 3 3,321928 4 4,321928 7,643856 10,96578 14,28771

logsz 0,63093  1,892789 2,095903 2,523719 2,726833 4,822736 6,91864 9,014543

logsx 0,430677  1,29203 1,430677 1,722706 1,861353  3,29203 4,722706 6,153383

logy @ 0,5 0,375 0332193 025  0,216096 0,038219 0,005483 0,000714

xT

g3 (315465 0,236599 0,20959  0,157732 0,136342 0,024114 0,003459  0,000451

T

logs @ 0,157732  0,029575 0,020959 0,009858 0,006817 0,000121 1,73E-06 2,25E-08

T

logo x logsx logsx
Verificamos que os quocientes 82 , 83 e 85 , tendem para 0, a medida que o valor de
x x T

T aumenta.

Se, em vez da base 2, considerassemos qualquer outra base maior do que 1, iriamos constatar a

, log, x
mesma realidade. E portanto natural pensar que se a > 1, entdo lim a¥ _ 0.
T—r+00 xT
.a” :
Recorrendo ao resultado, lim — = +oo, com a > 1 e p € R, podemos facilmente mostrar

z—+oo P
que o resultado agora obtido é verdadeiro. Assim, seja, y = log, x. Vem z = a¥. Além disso, se

- . log x )
x — 400 entdao y — +oo. Portanto lim 28a _ oy L.
x—+oco T y——+oo a¥
Inz
Em particular, tem-se o seguinte limite notéavel, hrf —— =0, podendo mostrar-se facilmente
Tr—+00 I
x
os seguintes limites, lim =+4+ococoma>1le lim — =+o0.

z—+oc log, = z—+oo Inx



2.9 Limites notdveis 35

Os exemplos seguintes, resolvem-se utilizando uma das conclusoes anteriores.

dr — 3 +1 3 1
1 lim LS EmT <4—+nx> —4-040=4
Tr—400 xX Tr—400 X X
zlnzx . 22lnx . x2 Inz
2. lim ——= lim ——— = lim | ——m—s X —
z——+00 (x + 1)2 r—+00 $(Z‘ -+ 1)2 —~+00 (x + 1)2 x
2 2
|
= lim X lim 2 lim T x0=12x0=0
z—+oo \ 2 + 1 T—+o00 X z—+oo x + 1
In (3z° 1 In(z° 1 1 1 1
3 lim n (3z — fim n3+ n(x): lim n3—|—5n(x): lim n3+5>< nx
x—r+00 2x T—+00 2z x—+00 2z z—+o00 \ 2% 2x
In3 5 Inzx 5
P 1 — e == by —
xiToo<2x 2 x> O+ 5x0=0
In(x +1
203 lLm 2@ tD _
z—0 xX

Ao tentarmos calcular o limite utilizando as regras operatorias ja descritas anteriormente somos

. .. .. . . - . In(x+1
conduzidos a indeterminacao 0 Assim, se considerarmos a fun¢ao definida por y = g

, Cujo
o dominio é |—1,4o00[ \ {0}. Analisando na figura 2.6 a sua representagao grafica e considerando
para o efeito uma vizinhanga em torno do zero.

f Y

Figura 2.6:

Verificamos, que & medida que x se aproxima de 0 por valores inferiores (0~) ou superiores (07)
de 0, as imagens desses valores sdo tao proximas de 1 quanto os valores de x forem de 0.

Se analisarmos numericamente esta situagao, através da tabela 2.9, com valores aproximados
da funcao, para alguns valores de x préximos de zero.
In(z + 1)

x

Constatamos, novamente que parece tender para 1, quando x tende para zero.

Utilizando resultados obtidos anteriormente, podemos facilmente mostrar a veracidade desta

conjetura.
1 1 1
Assim, tem-se lim Iz +1) = lim [ x In(x + 1)] = lim [In (z + l)ﬁ, fazendo a mudanca de
z—0 x z—0 | X z—0
varidvel y = —. Vem = = —. Alem disso, se z — 0 entdo y — oco. Portanto, lin%) [In (z + 1)]% =
Z Yy r—
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Tabela 2.9:

T -0,2 -0,1 -0,01 -0,001 -0,0001 -0,00001 -0,000001
In(z+1) 1,115718 1,053605 1,005034 1,0005 1,00005 1,000005 1,0000005

z 0,2 0,1 0,0l 0,00l 0,000 0,00001  0,000001
@+ 9911608  0,953102  0,995033  0,9995 0,99995 0,999995  0,9999995

xT

Yy—00 y Yy—00 y

1 Y 1 Y
lim [ln ( + 1)} =In { lim [( + 1)] } =Ine = 1, tem-se assim o seguinte limite notavel,

|
lim 7ﬂ(1‘ )
z—0 x

=1

Os exemplos seguintes resolvem-se utilizando o limite notavel anterior:

In(1 2 In(1 In(1 In(1
1 g A EDE o Ao+ o] o WD) (4 s) =1 x0=0
x—0 x x—0 X x—0 x z—0
In(z + 1)
o lim 282 L Tna [1xln<x+1>] _ 1 im [WW}
z—0 €T z—0 €T z—0 | Ina T na z—0 T
1
= — 1 = —
Ina % Ina
3. lim In@Bz+1) 1 « lim In(3z +1) 1 ! In(y +1) _3 « lim In(y + 1)
z—0 2x 2 20 T 2 y=0 Y 2 y—0 Y
3
2 2
e —1
2.9.4 lim =1
z—0 x
e —1

Se considerarmos a funcao real de varidvel real y = , de dominio R\{0}, é importante

analisar numericamente os valores que obtemos para as imagens da funcao quando x toma valores
x

muito préximos de zero, uma vez que ao tentarmos calcular o lir%
r—r

, somos conduzidos a

0
indeterminagao o Assim, obtemos a tabela 2.10.
T _
Analisando os valores da tabela 2.10 constatamos que o valor de ¢

parece tender para 1,

quando x tende para zero.
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Tabela 2.10:
T -0,2 -0,1 -0,01  -0,001 -0,0001 -0,00001 -0,000001

=1 (906346 0,951626 0,995017 0,9995 0,99995 0,999995 0,9999995

T 0,2 0,1 0,01 0,001 0,000 0,00001  0,000001
€=l 1,107014 1,051709 1,005017 1,0005 1,00005 1,000005 1,0000005

e’ —1

E analisando na figura 2.7 a representacao grafica da funcao y = , parece reforcar a

___’_,,//:
83 T 5 ) T 0

Figura 2.7:

=1.

. et —1
conjetura de que lim
z—0 X

Utilizando resultados obtidos anteriormente, podemos facilmente mostrar a veracidade desta

conjetura. Comecamos por fazer a mudanca de varidavel, y = e* — 1, e obtemos assim que z =
e’ —1 . Y

In(y + 1). Além disso, se x — 0 entdao y — 0, portando ilg% = 31/11}%] Y] =1,
e’ —1
concluimos assim, o seguinte limite notavel, lim =1
z—0 X
Tet — 7 4 T _ 1 T _
Por exemplo os limites, lim 67, lim z ,lim ¢ , lim ¢ 6), resolvem-se utili-
z—0 Bz =01 —e3% 350 «x z—1 T —
zando o limite notavel anterior.
et -7 7 r—1 7 7
Llim = ixlime =S xl=-—
z—0 b 5 220 =x ) 5
lim — =% — lim — ., fazendo y =
2. xl_%m_—élxxg%m, azendo y = 3x vem,
4 4 4 4
—4x lim —3— = —— x lim i =——-xl=-=
y—0e¥ — 1 3 y=0e¥—1 3 3
z _ 1 elna T 1 (na)xz _ q (Ina)xz _q
3. 1ima zlim( ) :limeizlnaxlimei
z—0 x z—0 T z—0 T z—0 Ina Xz
ey —

=Inax1=1Ina

fazendo y = Ina X x vem, Ina x lim
z—0 Yy
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e’ —e e -1 ey —1
= lim e x ————, (fazendo y = x — 1 vem), e X lim =exl=ce
z—1 x—1 z—0 r—1 z—0 Yy

2.10 Limites notaveis trigonométricos

2.10.1 lim —r
z—0 I

=1

. N sin x
Considerando a fungao y =

, de dominio R\{0}, e observando parte da sua representagao
grafica, podemos conjeturar que quando x toma valores proximos de zero, o valor das imagens

aly

correspondentes estao proximas de 1.
Para reforcar a conjetura, podemos igualmente recorrer a construcao de uma tabela, que a cada

valor atribuido a x, faz corresponder a respetiva imagem.

Tabela 2.11:

z -0,4 0,3 -0,2 01 -001
Sin(@) 0973546 0,985067 0,993347 0,998334  0,999983

x 0,4 0,3 0,2 0,1 0,01
(@) 0973546 0,985067 0,093347 0,998334  0,999983

Verificando-se mais uma vez a conjetura a medida que x tende para zero, quer por valores

inferiores ou superiores, o valor das imagens aproximam-se de 1.
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Apresentamos a seguir uma demonstragao deste limite notével, para isso consideramos a figura

abaixo, e observamos que,

b (1, tan(w)) » (1, tan(w))

(cog(av), sin(wv)) (cosf(), sin(w))

i

1 1 1
é,rea,:5><1><sin(a)<é,rea:§><1><(1<(§,rea:§><1><t,an(a)

Figura 2.9:

1 i 1 1 T
— Xsinzr < zz < itanx,Vx € [0,5[

2 2
ou seja,
. . sinx
sinz < x < tanzx < sinz <z < Vo € [O,—[
ST
que é equivalente a,
. sin x T
sinz <xAzx < ,Vme[,—[
Ccos T 2
ou a,
sin(x sin(x
()<1/\cos(x)< (),V E[O,—[
x

temos ainda que,

g (@ < (2
1mn — — 1mn — —
Sty =5 = Py 2

que ao utilizarmos as formulas trigonométricas obtemos,

1—cosx<m2@1 <x2<:>1 x2<
—_— < — —cosT < — — — < cosx
2 4 2 2

portanto, Vr € [O, g [ temos,

2 sinx a2 sinx

1—x—<cosx<—<1<:)1——< <1
2 T 2

T
T . T 9 5 . ,

sex € [—5,0], entdo —x € [O, 5}, e como (—x)° =z e sinx = sin(—z), temos,

(—x)? - sin(—x) z?  sinx

<lel-—<
2 —x 2 x

1- <1
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podemos entao concluir que,

1 T <sina:
2

s ™
1,V [——,o[u]o,—].
< T € 5 5

2 .
. x . , ~ . sinz
Como lim (1 - > =1elim 1 =1, concluimos entao que lim =1
z—0 2 z—0 z—0 X

sin(ax tan(az sin(ax
Por exemplo, os limites lim ( >, lim ( ), i - ( ), resolvem-se utilizando o limite
=0 T a—0 x 2—0 sin(br)
notavel anterior.
1. limM: X limm, fazendo y = ax, vem a X limM:axlza
z—0 X z—0 axr y—0 Y
sin(ax)
¢ : .
2. lim tan(az) = lim cos(az) = lim sin(az) x lim cos(ax) = a x lim sin(az) x lim cos(ax),
z—0 T z—0 T ) z—0 T z—0 z—0 ar z—0
sin
fazendo y = ax, vem a X lim in(y) X lim cos(az) =ax1x1=a
y—0 Yy z—0
3 T si.n(a:n) o sin(ax) . — 4 lim sin(ax) " 1 « lim — bz ’
z—0 sin(br) z—0 1 z—0 sin(bx) =0 ax b z—0sin(br)

siny

1 1
fazendo y = azx e k = bx, vem, — X lim X b x lim — =ax1lx-x1=-
a y—0 y k—0 sin k b b



Capitulo 3

Utilizacao do software

3.1 A criagao de um exercicio

Neste capitulo vamos apresentar alguns exercicios parametrizados em formato de escolha miltipla
que foram criados na plataforma Sage Notebook, utilizado no pacote MEGUA. O autor do exercicio
usa HTML com as férmulas em Latex e o cédlculo dos parametros em Python. Dispoe de algumas
fungoes do pacote MEGUA para a criagao do exercicio.

Ao redigir o enunciado parametrizado, o professor define as varidveis as quais o computador
atribui um valor escolhido aleatoriamente de um conjunto de valores estabelecido por quem cria o
exercicio.

Apresentamos a seguir um exercicio criado no ambito do mestrado em Matematica para pro-
fessores, edigao 2013/2014, sobre o tema recursos digitais de apoio ao ensino dos limites.

O exercicio que apresentamos foi construido com o recurso a quatro parametros a0, b0, c0 e

d0, que permitem gerar uma quantidade substancial de exercicios idénticos para que o aluno possa
xX

. . ~ .. , . a
reforcar a sua aprendizagem nesta derivacao do limite notavel hI_il_l — = +oo, coma > 1peRT.
T—+00 T
a0 — 0

Assim sendo, o enunciado é, “O valor do limite lim é7”, o que em Latex corresponde

T—+00 dOz
a7

0 valor de $\displaystyle \lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{f1}{d0x} é&7$

Para cada parametro, definimos os valores que poderao ser selecionados aleatoriamente pelo
computador, neste caso particular a0 € ]1,9[, b0 € |—9,9[\{0}, c0 € ]—9,9[\{0} e d0 € |-9,9[\{0}.
O cbédigo em Python para gerar esta escolha aleatoria é:

41
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s.a0=ur.iunif_nonset(1,9,[ 0,1 1)
s.bO=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)
s.cO=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)

s.dO=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)

Para finalizar o exercicio, foram criadas as opgoes de escolha miltipla, sendo a primeira a

correta. Na definicao das opgoes de resposta errada, tivemos em atencao os erros normalmente

cometidos pelos alunos durante a resolugao do exercicio.

a) —oo ou (400)
e

b0

c) 1

a0

Para definirmos as op¢oes usamos a funcao multiplechoice do pacote MEGUA.

<multiplechoice>

<choice><p> $$rc0$$ </p></choice>
<choice><p> $$er1$$ </p></choice>
<choice><p> $$er2$$ </p></choice>
<choice><p> $$er3$$ </p></choice>
<choice><p> $$erd$$ </p></choice>

</multiplechoice>

Relativamente a resposta correta, foi necessario contemplar as hipdteses +0o e —oo, em funcao

dos valores que os parametros b0 e d0, podem assumir:

#resposta correta

if s.£f3 < O:

s.rcO = "-\infty"
else:

s.rcO = "+\infty"

#respostas erradas

s.erl = exp(s.a0)/s.b0
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s.er2 = 1
s.er3 = 0
s.erd = exp(s.al)

Criamos uma resposta detalhada do exercicio, para consulta por parte do aluno quando estiver

a resolver o exercicio.
x

a
Sabendo que ligr_l - = +o00, com a > 1 e p € RT podemos facilmente chegar ao resultado do
T—-400 I

limite proposto, da seguinte forma:

Se
e ) =k D F)
logo,
oy W0 1 a0 — 0
T—+00 dOzx - d0 r——+00 dOx

Colocamos em evidéncia a exponencial existente no numerador,

b0x 0
— X lim " (1 _ aObOﬂf)

d) z—+co x

Se

lim (f xg)(z)= lim f(z)x lim g(x),

T—+00 T—r+400 T—+00
entao,

b0x b0z
diox im Y« lim (1 v >:d10><b0>< im Y« im (1 CO)

z—+o0 I T—+00 a(b0z z—+oo b0z T—+00 aQboz

Fazendo a mudancga de varidvel: y = b0z, y tende para 400 quando = tende para +oc.
Tem-se, entao,

1 a0y c0 1
il im — i 1— — )= —
70~ b0 x yll}rfoo " X zEI—F ( aOy> 70 = b0 x (4+00) x (1 —0)

Correspondendo em Latex a:

Sabendo que $\displaystyle \lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{a"x}{x"p}=+\infty$,
com $a>1$ e $p\in \mathbb{R"+}$ podemos facilmente chegar ao resultado do limite
proposto, da seguinte forma:

Se, $$\displaystyle \lim_{x\to +\infty} k \times f(x)= k \times

\lim_{x\to +\infty} f(x)$$ com $k \in \mathbb{R},$

logo, $$\displaystyle \lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{f1}{d0x}=

\dfrac{1}{d0} \times \lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{f1}{x}$$
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Colocamos em evidéncia a exponencial existente no numerador,
$$\displaystyle \dfrac{1}{d0}\times\lim_{x\rightarrow +\infty}
\dfrac{a0~{bOx}\left( £f2\right)}{x}$$

Se, $$\displaystyle \lim_{x\rightarrow +\infty} (f \times g) (x)=
\lim_{x\rightarrow +\infty} f(x) \times \lim_{x\rightarrow +\infty} g(x),$$
entdo, $$\displaystyle \dfrac{1}{d0}\times\lim_{x\rightarrow +\infty}
\dfrac{a0"{bOx}}x}\times\lim_{x\rightarrow +\infty}\left( £2\right)=

£3 \times\lim_{x\rightarrow +\infty}\dfrac{a0~{b0x}}{b0x}
\times\lim_{x\rightarrow +\infty}\left( f2\right)$$

Fazendo a mudanga de variavel:

$y=b0x$, $y$ tende para $+\infty$ quando $x$ tende para $+\infty$. Tem-se, entio,
$$\displaystyle f3\times\lim_{y\rightarrow +\infty} \dfrac{a0~{y}}{y}\times
\lim_{x\rightarrow +\infty}\left( 1-\dfrac{c0}{a0"{y}}\right)=

£3 \times\left( +\infty\right) \times \left( 1-O\right)=rcO $$

Durante a criagdo do exercicio houve necessidade de recorrer a funcao solve(s) da plataforma
Sage Notebook, utilizada no pacote MEGUA, para facilitar os calculos entre os parametros do

exercicio. Neste caso particular, foram criadas as variaveis s.f1, s.f2 e s.f3.

def solve(s):
s.f1=s.a0" (s.b0*x)-s.cO
s.f2=1-5.c0/(s.a0" (s.b0*x))
s.£3=(1/s.d0) *s.b0

Para finalizar este exercicio, apresentamos uma concretizagdo do mesmo. Para isso basta esco-
lher uma chave para iniciar o gerador de nimeros aleatérios e executar a célula no Sage. Com a
chave escolhida os valores dos parametros sao, a0 =5, b0 =4, c0 = -2 e d0 = —9.

4z
5 42 &

O valor do lim
z—+o00 —9x
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Com esta chave a proposta de resolugao sera,
x

Sabendo que ligl_l e +00, com a > 1 e p € RT podemos facilmente chegar ao resultado do
T—>+00 I

limite proposto, da seguinte forma:

Se lim kx f(x)=kx lim f(x)

T—+00 r——+00
. 549 1 )
lim = —— X% lim
z—+c0 —9z 9 2o+ oz

Colocamos em evidéncia a exponencial existente no numerador,

2
Ax -
L (s

—— %X lim
9  zo+o00 T

Se lim (f xg)(x)= lim f(x)x lim g(x), entdo,

T—+00 T—+00 T—+00
1 . 5= i 2 1 . 5= . 2
x5 (1) =g e im T (14 55

Fazendo a mudanca de varidvel: y = 4z, y tende para +o0o quando x tende para +oc.

Tem-se, entao,

1 . 5Y . 2 1
_9x4xy£r£myngr&o(l—i—w)——9><4><(—|—oo)><(1—0)——oo

Outro enunciado do mesmo exercicio, agora com os parametros, a0 = 2, b0 = 7, c0 = 7 e

do = —-Té.

Tz
20 T

O valor do lim
r—+oo —Tx

A resolucao deste exercicio é andloga a resolugao apresentada para o exercicio anterior.
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3.2 Exercicios criados

Nesta seccao serao apresentados alguns exercicios criados, assim como, uma breve descricao de
cada um deles. Os exercicios criados tiveram por base as dificuldades identificadas nos alunos do
secundario, quando estao perante o calculo de limites.

Para cada exercicio serd apresentada apenas uma concretizacao dos parametros e a respetiva
resolugao.

Os trés exercicios que seguem, foram criados, com o intuito de proporcionar aos alunos que

acedam a aplicagdo STACUA diferentes tipos de cédlculo, mas tendo que recorrer sempre ao mesmo

r—1
limite notavel, ou seja lim € =1.
z—0 X
E12A34 Limite 01
Enunciado
) ] 6—51‘ -1
Qual é o valor de lim ———7
z—0 9z
5
a) 7§
9
b) —=2
) 5
c) 1
d) 0
5
e) §

Resolugao

Sabendo que

e’ —1
lim =1,
u—0 x
pode-se facilmente chegar a este limite notavel se
. et —1 5. e T —1
lim —— = —— lim
z—0 9x 92—0 —bx
Fazendo a mudanca de varidvel: y = —5x, y tende para zero quando = tende para zero. Tem-se,
entao,
e % —1 5. ev—1 5 5
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E12A34 Limite 02

Enunciado
) . 67990 _ 66
Qual é o valor de lim ——7
a;_>_§ —9x —6

Resolugao

e —1 6
= 1, vamos no numerador colocar e

Sabendo que lim,_,q em evidéncia, e obtemos,

-9z _ 6 66 X 679176 -1 —9z—6 __ 1
lim &% — lim ( ):e6>< lim 67,
3;_>_% —9x —6 x_)_g —9x —6 x_)_g —9x —6
utilizando agora a mudanca de variavel y = —9x — 6, y vail tender para zero quando x tende para
—%. Tem-se, entao:
—9x—6 __ 1 y_1
b x lime =e ><hm6 —efx1=0¢".
a2 —9x — 6 y—0 Yy
E12A34 Limite 10
Enunciado
67:1:77 -1
O valor de lim ——— é

z—1 35.%'2 — 35x
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Resolugao

Para obter o resultado deste limite, devemos comegar por colocar em evidéncia 5z no denomi-
672:—7 -1 1 e?x—? -1

nador, asSS1m: 31;1_>Inl m = .71;1_>Inl 573: X T-?

1 « L 1 y e 7 1
S lim [ & T
5 x Te — 7

e como, lim k x f(z) =k x lim f(x),
r—a r—ra

entao,

recorrendo as propriedades dos limites

lim (f > g)(z) = lim f(z) x lim g(z)

Tr—a r—a

vem,

1 1 . T
- X lim — x lim ———,
x—1 T z—=1 Tx —7

utilizando a mudanca de variavel y = 7z — 7, y vai tender para zero quando = tende para 1. Tem-se

Y _
E 1% lim & L
z—0 Yy
et — 1 1
Sabendo que lim =1, obtemos, — x 1x1=—.
z—0 T 5 )

xT

De seguida, apresentamos trés exercicios com diferentes variagoes do limite notavel lim =
r——+00 I

400, que permite ao aluno que acede a aplicacao SIACUA testar os seus conhecimentos de diferentes

formas.

E12A34 Limite 6

Enunciado

57 —6
O valor de lim é
T—+00 —X

Resolugao
x

a
Sabendo que lir+n = +o00, com a > 1 e p € RT podemos facilmente chegar ao resultado do
T——400 I

limite proposto, da seguinte forma:
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Se
i b fa) =k x i f(@)
logo,
5™ —6 1 . 56
lim = — x lim
r—=+00 —I —1 T—+00 T

Colocamos em evidéncia a exponencial existente no numerador,

6
57® <—57x + 1)

— lim
Tr—r—+00 Xz
Como
AR 9] = lim fl@) x L o),
temos,

' Tz ) 6 ) Tz . 6
TN, T XL (‘w * 1) =T m g G (—5% * 1>

49

Fazendo a mudanca de varidavel: y = 7x, y tende para +oco quando x tende para +oco. Tem-se,

entao,

Y
—7x lim 5—>< lim (—56y+1>:—7><(+oo)><(1—0):—oo

Yy—+oo Yy T—+00

E12A34 Limite 8

Enunciado 8

25174
O valor de lim é
T—>+00 (—81’)9
a) +o0o
b) —4
c) 1
1
d) —
) 32
1
e) E
Resolugao
X
Como lim 4 _ +o00, com a > 1 e p € RT, pode-se facilmente chegar ao resultado do limite
r—~+o00 P

proposto da seguinte forma, se,

lim kx f(z)=kx lim f(z),

r—r—+00 T—+00
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entao,
25&:—4 1 25:(:—4
3311)141-100 (—8%)9 - (—8)9 x acgr—ir-loo x9

utilizando a regra da multiplicacdo de poténcias com a mesma base,
+y

a® x a¥ =a”

vem,

(5)9 ) 2596 3
()7 U [(5@9 2 ]

fazendo a mudanca de varidvel y = bz, y tende para +o0o quando x tende para +oo. Tem-se, entao,

E12A34 Limite 9

Enunciado 9
2174
é

O valor de xgl;noo o)

Resolugao

Para chegarmos ao resultado deste limite, devemos percorrer as seguintes etapas, se,

lim kx f(x) =k x lim_f(z),

T——00

entao,
2$—4 1 2x—4
mll)IIlOO (—2:E)7 - (—2)7 % mEIEloo .’E7

utilizando a regra da multiplicacdo de poténcias com a mesma base,

a® x a¥ = a* Y
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o1

vem,
L 25X 274
(27 " et 47
ou seja,
2—4 ) T
oy <A 7
como lim a® =0, quando 0 < a < 1, entao,
Tr—r—00
2—4
=27 x0=0
In(z +1)

Relativamente ao limite notavel lim

z—0 T

=1, a utilizagao de varios parametros permitiu

gerar diversas situagoes, permitindo ao aluno testar o seu conhecimento utilizando diferentes tipos

de cédlculo. Apresentamos de seguida quatro exemplos,

E12A34 Limite 03

Enunciado

O valor de lim
x—0

a) —logh

Nl©o o

o
~
—_

e) 4logh

Resolugao

Sabendo que lim
z—0

para zero quando x tende para zero, sendo x =

579 —1
lim
z—0 —Tx

In(z +1)
T

—9z_1

é

. Yy
o Tog, (y + 1)
7 X #

9><ln5><linr1 Y

=1, e utilizando a mudanca de varidvel y = 579 — 1, y vai tender

1 1
og5(y9+)‘ Tem-se, entao:
9 . Y 9 . Y
— i lim—2 = lim—"2
7 S0 logy (y+1) 7 uo0 In(y+ 1)
In5

:gxln5x1:%ln5

yoln(y+1) 7
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E12A34 Limite 04

Enunciado

O valor de lim M é
z—0 —5x

oot o ©

¢
~
—

Resolucao

Sabendo que

1 1
lim M -1
z—0 X
pode-se facilmente chegar a este limite notavel. Como
In(— 1 In(— 1
i n(—9x + ):gx lim n(—9z + )’
z—0 —5x 5 =0 —9x
fazendo a mudancga de varidavel: y = —9x, y tende para zero quando x tende para zero. Tem-se,
entao,
In (— 1 1 1
g B9+l 9 Iy+l) 9 9
z—0 —9z 5  y—0 Yy 5 )
E12A34 Limite 05
Enunciado
In (—6x — 17
O valor de lim M é

z——3 —6x — 18
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Resolugao

Sabendo que
. In(x+1)
lim —————=

x—0 T

=1

pode-se facilmente chegar a este limite notavel.
Comecamos por fazer a mudanga de varidvel: y =z + 3 (z = y — 3), y tende para zero quando
x tende para —3. Tem-se, entao,
In (6x — 17) . In (—6y + 1)

lim ———= = lim
z——3 —6x — 18 y—0 —6y

Fazendo uma nova mudanca de varidvel z = —6y, z tende para zero quando y tende para O.

Tem-se, entao,

lim In(—6y+1) ~ lim In(z+1) _q
y—0 —6y z—0 z
E12A34 Limite 07
Enunciado
O valor de lim w é
T—+00 —6x
a) 0
-2
b) —2
) 3
c) log4
2
d) 2
) 3
e) 4
Resolugao
1
Como lirf nr_ 0, pode-se facilmente chegar ao resultado do limite proposto da seguinte
T—r+00 T
forma. Como,
Jim kx )=k x lim f(2),
entao,
1 4 2 1 1 4 2
lim ogs (4z + ):_7 < lim ogs (4 + )7
z—+o00 —6x 6 z—o+oo T

colocando 4z, em evidéncia,

2
logs <4$ <1 + )>
) 4x
—— % lim

6 z—o+o0 T
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tendo em atencao a propriedade dos logaritmos, log,(f X g)(x) = log, f(z) + log, g(x), e que,

lim (f xg)(z) = lim f(z)x lim g(x)

T—+00 T—+00 T—+00
1+ 2
log: 4 Ar
vem, —— X lim 085 %% + lim dz , fazendo a mudanca de base do logaritmo,
6 z—+00 T z—+00 T
In4zx 14 2 14 2
1 Ar 1 In4 Ar
= ——X lim h175+ lim —4%7 | — x| = x lim nx+ lim dz
6 z—+oo T z—+oo I 6 In5 2=+ =z z—+o0
1+ 2
1 4 In4 Ar
= —— X | —x lim il + lim 4r
Inb  z—+o0 4x z—+oo I

Fazendo a mudanga de variavel: y = 4z, y tende para 400 quando x tende para 4+oco. Tem-se,

entao,
2 142
1+ — -
1 4 In4 1 4 1
= o | 2w tim 224 dim CEa S RV [ A Y
6 Inb  z—+o0 4z z—+oo I 6 In5  y—=+oo y y—too Y
4

= 1>< 4 x04+0) =0
6 In5 N

O limite seguinte, tem a finalidade do aluno resolver exercicios utilizando o limite notével
. In(x)
lim =0

T—+00 xr

E12A34 Limite 11

Enunciado 11

O valor de lim In(3z)

é
rz—+oo —4x
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Resolugao

Para chegar ao resultado deste limite, devemos ter em atencao que,

lim kx f(z) =k x lim f(x).

r—r—+00 T—-+00

Entao,

1 1 1
lim n(3z) =—— X lim n(3z) =——x lim n(3z)
r—4o00 —4x 4 T——+00 €T 4 z—+oo 3T

I

e, fazendo a mudanca de varidvel y = 3z, y tende para +oo quando = tende para +oo. Tem-se,

entao,

3 . Iny 3
—p < m —m =g x0=0

. : . .0 .
Os quatro limites que a seguir apresentamos, conduzem a indeterminagao 0’ sendo necessério

s o ) . sin(x)
utilizar o limite notavel lim
x—0 x

= 1, para proceder ao levantamento da indeterminacao.

E12A34 Limite 12

Enunciado

in(—7
O valor de lim M 5
z—0 x

o,
~—
)

[SAIEN

Resolucgao

Pode-se chegar facilmente ao resultado deste limite se tivermos em conta que

lim k x f(z) = k x lim f(2),

z—0

entao
sin(—7x) 7 .. sin(=Tz)

lim = —— X lim
z—0 5% 5 220 —Tx
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fazendo a mudanca de varidavel y = —7x, temos y a tender para 0 quando = tende para 0. Logo,
7 in(—7 7 '
—— x lim LH( z) = —— X lim Lm(y)
5 =0 —Tzx 5 y=0 y

e sabendo que
sin(xz)

lim =1
z—0 €T
entao,
W) T T
5 y=0 oy 5 5

E12A34 Limite 13

Enunciado

1-— 8
O valor de lim M é
z—0 —Tx

Resolucao

Para chegar ao resultado deste limite, devemos ter em atencao que,

lim J: x f(2) = k x lim f(2),

assim,
1-— 1 1-—
lim cos(8x) _ lin cos(8x)
z—0 —Tz 7 20 z

que é equivalente a,
8 .. 1—cos(8x)
7 z—0 8z

de seguida, recorrendo a igualdade trigonométrica
sin?(z) = (1 — cos(x))(1 4 cos(z))

temos,

8y, (Locos(8z)) (Ltcos(82) 8 . (sin(8))”
20 (82) (1 4 cos(8x)) 7 7 250 (82) (1 + cos(8z))
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como,
Jim (f xg)(z) = lim f(z) x lim g(z)
vem,
8 « lim (sin(8z)) o i (sin(8z))

7 250 (8x) 250 (1 + cos(8z))"

Fazendo a mudancga de varidvel y = 8z, y tende para 0 quando x tende para 0. Tem-se, entao,
8 .. sin(y)

—— x lim X lim M
7T y=0 oy y—0 1+ cos(y)

e sabendo que,

lim sin(z) _1
x—0 T
obtemos,
8 0
——x1x=-=0
7709

E12A34 Limite 14

Enunciado

t
O valor de lim an(6z) é
z—0 5%

(=23 ) SN § e

o
~
—_

Resolucao

Pode-se chegar facilmente ao resultado deste limite se tivermos em conta que

lim k x f(z) =k x lim f(z),
z—0 z—0

tan(6 1 tan(6 tan(6
entao lim an (6z) = - x lim an (62) que é igual a, — x lim an( x) Recorrendo a igualdade
z—0 bx 5 20 T 5 2=0 6x
sin(6x)
. — : 1
trigonométrica tan(z) = sin(z) temos, 6 x lim cos(6z) = 6 x lim sin(6z) X como,
cos(z) 5 20 6z 5 2—0 6x cos(6x)

lim (  g)() = lim £ () x lim ()

z—0 z—0
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obtemos,

6 .. sin(6x)
— x lim
5 x50 6z z—0 cos(6x)

fazendo a mudanca de variavel y = 6z, temos y a tender para 0, quando = tende para 0, obtemos,

6 X lim sin(y) x lim L
5 y=0 oy y—0 cos(y)
e, sabendo que
Jim 52 _
z—0 X
vem,
6 x1x1= 9
5 5

E12A34 Limite 15

Enunciado

O valor de lim S22 = 7) ¢
x—T —42x + 67

7

Resolugao

Pode-se facilmente chegar ao resultado do limite proposto, comecando por colocar a constante
6 em evidéncia no denominador, assim,

lim sin(7x — ) (16 " sin(7x — 7T)>

= lim
—42x + 67 z— Tx—m

Bl

jus
$—>7 7

se tivermos em conta que
lim k x f(z) =k x lim f(z),
z—0 z—0

entao,
1 « lim sin(7x — m)

6 =z Tx —m
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T -
fazendo a mudanca de varidvel y = 7x — 7, y tende para 0 quando = tende para 7 Tem-se, entao,

1y, 500
6y—0 y
Como
. sin(z)
lim =1,
z—0 T
entao,
1 1
o x1=—C.
6

O 1ltimo limite que aqui apresentamos, permite ao aluno explorar a utilizacdo do limite
Un
lim <1 + > = ¢¥, aparecendo através da concretizacio dos parametros com diferentes situacoes
Unp,
de calculo.

E12A34 Limite 16

Enunciado

O valor de lim [ 1 — é
2n+8

Resolugao

Podemos chegar ao resultado deste limite, comecando por aplicar a regra das poténcias

a® x a¥ = a* ",

6n+2 6n 2
lim(1-— 4 = lim 1-— 4 X (11— 4
2n+8 2n+8 2n + 8

de modo que,

como,
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‘ 4 6n ‘ 4 2
hm(l_2n+8) ><hrn<1—2 )

n+8
recorrendo novamente a regra das poténcias

obtemos,

vem,

que é igual a,

=
VR

4 2n\ 3 4 2
1— xlim ([ 1—
2n + 8 2n+8
. 4 2n+8 4 -8\ 3 . 4 2
lim 1-— X [ 1-— xlim(1-—
2n + 8 2n+8

e também a,

2n+8

. k" .
como sabemos que, lim (1 + > = ¢eF, com k € R entéo,
Un,

(6_4 X 1)3 x1=¢e 12



Capitulo 4

Conclusoes

Consciente dos problemas que iria enfrentar, abracei este novo projeto com empenho e dedicacao que
procuro dispoér em todas as valéncias que participo. Tendo como principal objetivo a construgao de
recursos digitais, de auxilio ao ensino de toda a teoria dos limites que consta no programa Nacional
de Matemadtica A, para o ensino secundéario.

Ao longo destes ultimos meses foram elaborados varios exercicios de escolha multipla sobre
limites, que serao disponibilizados através de uma plataforma informética (SIACUA) a professores
e alunos. A elaboracdo dos exercicios foi inicialmente complexa, nao pelo conteido que estava a
ser usado mas, pela linguagem Python e Latex que existe na sua programacao.

Os exercicios criados s@o uma mais valia para os alunos que gostam de desenvolver um estudo
autonomo, sem a ajuda de um professor, pois permitem-lhe uma escolha variada de questoes, com
resolugao detalhada ajudando-o na compreenséao e aquisicao dos conteudos lecionados nas aulas. Ao
mesmo tempo, os professores podem também utilizar os exercicios nas suas aulas ou na elaboragao
de testes e fichas de trabalho com diferentes versoes.

No capitulo 2, foi feito uma descricao pormenorizada de todos os contetidos lecionados ao longo
do ensino secundario sobre limites. Na descricdo podemos encontrar diversas defini¢oes e teoremas,
acompanhadas de exemplos praticos que ajudam a compreensao dos conteidos. Neste capitulo
foram utilizados por diversas vezes o Geogebra (versao 5) para tracar o grafico de uma funcao e
o Exel para facilitar a criacao de tabelas. Todos os materiais produzidos no Geogebra e no Exel
foram posteriormente importados para o Latex e se necessario ai manipulados.

Esta dissertacao nao reflete todo o trabalho que foi feito ao nivel da investigagao e formagao
ao nivel das linguagem Latex e Python, mas foi com toda a certeza o esforco muito positivo para

a minha satisfagao pessoal e interesse pelo saber e pelas novas tecnologias.
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Listagem dos exercicios criados

Apresentamos de seguida todos os exercicios criados com as varias componentes: sumario, enunci-

ado do problema, e resolucao.

Exercicio E12A34 Limite 01

meg.save( r’’’
%summary Limites notaveis: Limite notdvel (exponencial quando x tende para zero)
Palavras chave: limites, fungdes, indeterminagdes
SIACUAstart
level=2; slip= 0.2; guess=0.25; discr = 0.3
concepts = [(4441,0.25) (4444 ,0.75)]
SIACUAend
%problem Limites de fungBes especiais: limites notaveis
0 valor de $\displaystyle \lim_{x\to O}\dfrac{e”{a0x}-1}{bOx}$ é:
hanswer
<multiplechoice>
<choice><p> $$rc0$$ </p></choice>
<choice><p>  $$er1$$ </p></choice>
<choice><p> $$er2$$ </p></choice>
<choice><p> $$er3$$ </p></choice>
<choice><p> $$erd$$ </p></choice>
</multiplechoice>
Sabendo que $$\lim_{x\to O}\frac{e {x}-1}{x} = 1, $$
pode-se facilmente chegar a este limite notavel se

<showone idi1>

<thisone Caso a0=b0 - (isto é comentédrio)>
utilizarmos a mudanga de varidvel $y=aOx$, assim, $y$ tende para zero quando $x$
tende para zero. Temos entdo duas situacgdes: se $a0=b0$ vem,
$$\displaystyle \lim_{x\to O}\dfrac{e {a0x}-1}{bOx}= \lim_{y\to O}\frac{e " {y}-1}{y}
=1.$$

</thisone>

<thisone Caso a0 diferente b0 - (isto é comentario)>
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$$\displaystyle \lim_{x\to O}\dfrac{e"{a0x}-1}{bOx}= f1 \lim_{x\to O}
\dfrac{e~{a0x}-1}{a0x}.$$
Fazendo a mudanca de varidvel: $y=a0Ox$, $y$ tende para zero quando $x$ tende para
zero. Tem-se, entédo,
$$\displaystyle \lim_{x\to O}\dfrac{e {aOx}-1}{bOx}= f1 \lim_{y\to O}
\frac{e {y}-1}{y} = £f1 \times 1 =rc0.$$
</thisone>
</showone>
class E12A34_Limite_01(Exercise):
def make_random(s):
s.al0=ur.iunif_nonset(-9,9,[ -1,0,1])
s.bO=ur.iunif_nonset(-9,9,[ -1,0,1])
s.f1=s.a0/s.b0
def solve(s):
#resposta correta :
s.rcO0 = s.a0/s.b0
if s.a0 == s.b0:
s.idl =0

s.erl = s.a0

s.er2 = -1
elif s.a0 == - s.b0:
s.idl =1
s.erl = -s.a0
s.er2 = 1
else:
s.idl =1
s.erl = 5.b0/s.a0l
s.er2 =1
s.er3 = 0
if s.rcO ==1 or s.rcO ==-1:
s.er4d = exp(1)
else:
s.er4 = - s.rcO
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Exercicio E12A34 Limite 02

meg.save( r’’’
%summary Limites notdveis: Limite Notdvel (exponencial quando x tende para zero)
Palavras chave: limites, fungdes, indeterminagdes
SIACUAstart
level=4; slip= 0.2; guess=0.25; discr = 0.3
concepts = [(4441,0.25) (4444 ,0.75)]
SIACUAend
%problem Limites de fungBes especiais: limites notaveis
0 valor de $$\displaystyle \lim_{x \rightarrow pontoO}\dfrac{f1l }{f2}$$:
hanswer
<multiplechoice>
<choice><p> $$rc0$$ </p></choice>
<choice><p> $$er1$$ </p></choice>
<choice><p> $$er2$$ </p></choice>
<choice><p> $$er3$$ </p></choice>
<choice><p> $$erd$$ </p></choice>
</multiplechoice>
Como $$\lim_{x \rightarrow 0} \dfrac{e”{x}-1}{x} = 1,$$
vamos no numerador colocar $fator$ em evidéncia, e obtemos,
\begin{eqnarray}
\lim_{x \rightarrow pontoO}\dfrac{f1}{f2}
&=& \lim_{x \rightarrow pontoO}\dfrac{e {bO}\times\left( £3 \right) }{f2}\\
&=& fator\times\lim_{x \rightarrow pontoO}\dfrac{f3 }{f2}.
\end{egnarray}
Utilizando agora a mudanga de variavel $y=£f2$, $y$ vai tender para zero quando $x$
tende para $ponto0$.
Tem-se, entdo:
$$\displaystyle e"{bO}\times\lim_{x \rightarrow pontoO}\dfrac{f3}{f2}
=fator \times \lim_{y \rightarrow O}\dfrac{e"{y}-1}{y}=fator \times 1 = rc0.$$
class E12A34_Limite_02(Exercise):
def make_random(s):

x=var(’x’)
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s.a0=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)

s.bO=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)

#s.id1= ZZ.random_element(len(1l ))
def solve(s):

s.f1= exp(s.a0*x)- exp(s.b0)

s.f2= s.a0*x - s.b0

s.f3= exp(s.al0*x -s.b0)-1

s.ponto0= s.b0/s.al

s.fator = exp(s.b0)

#resposta correta

s.rcO0 = e"s.b0

#respostas erradas

s.erl = -s.rcO
s.er2 = 1
s.er3 = 0

if s.a0 == s.b0:

s.erd 1/s.rc0

else:

s.erd exp(s.al)

Exercicio E12A34 Limite 03

meg.save( r’’’

%summary Limites notdveis: Limite Notdvel (exponencial quando x tende para zero)
Palavras chave: limites, fungdes, indeterminacgdes

SIACUAstart

level=5; slip= 0.2; guess=0.25; discr = 0.3

concepts = [(4441,0.25) (4444 ,0.75)]

SIACUAend

%problem Limites de fungBes especiais: limites notaveis

0 valor de $\displaystyle \lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{a0 {bOx}-1}{cOx}$ é:
hanswer

<multiplechoice>

<choice><p> $$rc0$$ </p></choice>

<choice><p> $$er1$$ </p></choice>
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<choice><p> $$er2$$ </p></choice>
<choice><p> $$er3$$ </p></choice>
<choice><p> $$erd$$ </p></choice>
<choice><p> $$er5$$ </p></choice>
</multiplechoice>
Sabendo que $$\lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\ln(x+1)}{x} = 1, $$ tem-se,
utilizando a mudanga de variavel $y=a0~{bOx}-1$, $y$ vai tender para zero quando $x$
tende para zero e $x=\dfrac{\log_{a0}\left( {y+1}\right)}{b0} $. Tem-se, ento:
\begin{eqgnarray}
\lim_{x\rightarrow 03} \dfrac{a0"{bOx}-1}{cOx}
&=&\lim_{y\rightarrow 0} \dfrac{y}{cO\times\dfrac{\log_{aO}\left( {y+1}
\right) }{b0}}\\&=&\dfrac{b0}{cO}\times\1lim_{y\rightarrow O}\dfrac{y}{\log_{a0}
\left( {y+1}\right)}\\&=&\dfrac{b0}{cO}\times\lim_{y\rightarrow O}
\dfrac{y}{\dfrac{\1n\left( {y+1}\right)}{\1n a0}}\\&=&\dfrac{b0}{cO}\times
\1n aO\lim_{y\rightarrow O}\dfrac{y}{\1n\left( {y+1}\right)}\\&=&\dfrac{b0}{cO}
\times\1ln aO\times1\\&=&rcO
\end{eqgnarray}
class E12A34_Limite_03(Exercise):
def make_random(s):

s.a0=ur.iunif_nonset (1,9, [1])

s.bO=ur.iunif_nonset(-9,9,[ -1,0,1])

s.cO=ur.iunif_nonset(-9,9,[ -1,0,1])

#s.id1l= ZZ.random_element(len(1l ))

s.numl= log (s.a0)

def solve(s):
#resposta correta
#s.rc0 = (\dfrac{S.b0}{S.c0})\times \log {S.a0}
s.rc0 = s.b0/s.cO * log(s.a0)

#respostas erradas

s.erl = s.b0/s.cO
s.er2 = 1
s.er3 =0

s.er4 = s.numl
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s.erb5 = "-\infty"

Exercicio E12A 34 Limite 04

meg.save( r’’’
Jhsummary Limites notdveis: Limite Notdvel (exponencial quando x tende para zero)
Palavras chave: limites, fungdes, indeterminacgdes
SIACUAstart
level=2; slip= 0.2; guess=0.25; discr = 0.3
concepts = [(4441,0.25) (4444 ,0.75)]
SIACUAend
%problem Limites de fungBes especiais: limites notaveis
0 valor de $\displaystyle \lim_{x\rightarrow 0} \frac{\ln\left(aOx+1 \right)
Hbox}$ é:
hanswer
<multiplechoice>
<choice><p> $$rc0$$ </p></choice>
<choice><p> $$er1$$ </p></choice>
<choice><p> $$er2$$ </p></choice>
<choice><p> $$er3$$ </p></choice>
<choice><p> $$erd$$ </p></choice>
</multiplechoice>
Sabendo que $$\displaystyle \lim_{x\rightarrow 0} \frac{\ln\left(x+1\right)}{x}=1$$
pode-se facilmente chegar a este limite notavel.

<showone id1>

<thisone Caso a0=b0 - (isto é comentério)>
Se utilizarmos a mudanga de $y=a0x$, temos que $y$ tende para zero quando $x$
tende para zero.
$$\displaystyle \lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\ln\left(aOx+1 \right) }{bOx}=
\lim_{y\rightarrow 0} \dfrac{\ln y+i}{y} = 1.$$ </thisone>
<thisone Caso a0 diferente b0 - (isto é comentdrio)>

Como

$$\displaystyle \lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\ln\left(aOx+1 \right) }{bOx}= f1

\times \lim_{x\rightarrow O}\dfrac{\ln\left(aOx+1 \right) }{aOx},$$
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fazendo a mudanca de variivel: $y=aOx$, $y$ tende para zero quando $x$ tende para
zero. Tem-se, entédo,
\begin{eqgnarray}
\lim_{x\rightarrow O}\dfrac{\1ln\left (aOx+1\right)}{a0Ox}
&=& f1 \times \lim_{y\rightarrow 0} \dfrac{\ln\left(y+1 \right)}{y}\\
&=& f1 \times 1 = rcO
\end{egnarray}
</thisone>
</showone>
class E12A34_Limite_0O4(Exercise):
def make_random(s):
s.a0=ur.iunif_nonset(-9,9,[ -1,0,1])
s.bO=ur.iunif_nonset(-9,9,[ -1,0,1])
s.f1= s.a0/s.b0
def solve(s):
#resposta correta :
s.rcO = s.a0/s.b0
#respostas erradas :
if s.a0 == s5.b0:
s.idl =0
s.erl = s.a0
s.er2 = -1
elif s.a0 == - s.b0:

s.idl =1

[}

|
1)
)
o

s.erl

s.er2 = 1

s.idl =1

s.erl s.b0/s.a0
s.er2 =1
s.er3 =0

if s.rcO0 ==1 or s.rcO ==-1:

s.erd = exp(1)
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else:

s.er4 = - s.rcO

Exercicio E12A 34 Limite 05

meg.save( r’?’
%summary Limites notdveis: Limite Notdvel (exponencial quando x tende para zero)
Palavras chave: limites, fungdes, indeterminacgdes
SIACUAstart
level=4; slip= 0.2; guess=0.25; discr = 0.3
concepts = [(4441,0.25) (4444 ,0.75)]
SIACUAend
Jproblem Limites de fungdes especiais: limites notéveis
0 valor de $\displaystyle \lim_{x\rightarrow b0} \frac{\ln\left( f1 \right) }{f2}$ é:
hanswer
<multiplechoice>
<choice><p> $$rc0$$ </p></choice>
<choice><p> $$er1$$ </p></choice>
<choice><p> $$er2$$ </p></choice>
<choice><p> $$er3$$ </p></choice>
<choice><p> $$erd$$ </p></choice>
</multiplechoice>
Sabendo que $$\displaystyle \lim_{x\rightarrow 0} \frac{\ln\left(x+1\right) }x}=1$$
Comegamos por fazer a mudanga de varidvel: $y=£f5$ $\left( x=f6\right) $, $y$ tende
para zero quando $x$ tende para $b0$. Tem-se, entdo,
$$\displaystyle \lim_{x\rightarrow b0} \frac{\ln\left( f1 \right) }{f2}=
\lim_{y\rightarrow 0} \frac{\1ln\left (£3\right)}{f4}$$
Fazendo uma nova mudanga de variavel $z=aOy$, $z$ tende para zero quando $y$ tende
para $b0$. Tem-se, entdo,
$$\1im_{y\rightarrow 0} \frac{\ln\left(aOy+i\right)}{aOy}=\1lim_{z\rightarrow 0}
\frac{\1n\left(z+1\right) }{z}=1$$
class E12A34_Limite_05(Exercise):
def make_random(s):

x=var(’x’)



s.a0=ur.iunif_nonset(-9,9,[ -1,0,1 1)

s.bO=ur.iunif_nonset(-9,9,[ -1,0,1 1)

#s.id1= ZZ.random_element(len(1l ))
def solve(s):

s.fl= s.a0 * x - s.a0 * s.b0O + 1

s.f2= s.a0 * x - s.a0 * s.b0

s.f3= s.a0*xy + s.a0 * s.b0 - s.a0 * s.b0O + 1

s.f4= s.a0*y+ s.a0 * s.b0O-s.a0%*s.b0

s.f5= x - s5.b0

s.f6=y + s5.b0

#resposta correta

s.rcO0 =1

#respostas erradas

s.erl = -s.rcO
s.er2 = s.a0
s.er3 = 0

s.erd = "+\infty"

Exercicio E12A34 Limite 06

meg.save( r’’’

%summary Limites notdveis: Limite Notavel (exponencial quando x tende para zero)
Palavras chave: limites, fungdes, indeterminacgdes

SIACUAstart

level=5; slip= 0.2; guess=0.25; discr = 0.3

concepts = [(4441,0.25) (4444 ,0.75)]

SIACUAend

%problem Limites de fungles especiais: limites notaveis

0 valor de $\displaystyle \lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{f1}{d0x} é$:
hanswer

<multiplechoice>

<choice><p> $$rc0$$ </p></choice>

<choice><p> $$er1$$ </p></choice>

<choice><p> $$er28$ </p></choice>

<choice><p> $$er3$$ </p></choice>

75
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<choice><p> $$erd$$ </p></choice>
</multiplechoice>
Sabendo que $\displaystyle \lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{a"x}{x"p}=+\infty$,
com $a>1$ e $p\in \mathbb{R"+}$ podemos facilmente chegar ao resultado do limite
proposto, da seguinte forma:
Se $$\displaystyle \lim_{x\to +\infty} k \times f(x)= k \times \lim_{x\to
+\infty} £(x)$$ com $k \in \mathbb{R},$
logo,
$$\displaystyle \lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{f1}{dOx}=\dfrac{1}{d0}
\times \lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{fi1}{x}$$
Colocamos em evidéncia a exponencial existente no numerador,
$$\displaystyle \dfrac{1}{dO}\times\lim_{x\rightarrow +\infty}
\dfrac{a0"{bOx}\left ( £2\right)}{x}$$
Se $$\displaystyle \lim_{x\rightarrow +\infty} (f \times g) (x)=\1lim_{x\rightarrow
+\infty} f(x) \times \lim_{x\rightarrow +\infty} g(x),$$
entdo,
$$\displaystyle \dfrac{1}{dO}\times\lim_{x\rightarrow +\infty}
\dfrac{a0~{bOx}}{x}\times\lim_{x\rightarrow +\infty}\left( f2\right)= £3
\times\lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{aO0~{bO0x}}{bOx}\times\lim_{x\rightarrow
+\infty}\left( £2\right)$$
Fazendo a mudanga de varidavel:
$y=b0x3$, $y$ tende para $+\infty$ quando $x$ tende para $+\infty$.
Tem-se, entéo,
$$\displaystyle f3\times\lim_{y\rightarrow +\infty}
\dfrac{a0" {y}Hy}\times\1lim_{x\rightarrow +\infty}\left(
1-\dfrac{c0}{a0 " {y}}\right)=
£3 \times\left( +\infty\right) \times \left( 1-O\right)=rcO $$
class E12A34_Limite_06(Exercise):
def make_random(s):

x=var(’x’)

s.a0=ur.iunif_nonset(1,9,[ 0,1 1)

s.bO=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)

s.cO=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)
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s.dO=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)
def solve(s):

s.fl1=s.a0" (s.b0*x)-s.cO

s.f2=1-5.c0/(s.a0" (s.b0*x))

s.£3=(1/s.d0) *s.b0

#resposta correta

if s.£f3 < 0:

s.rcO = "-\infty"
else:

s.rcO = "+\infty"

#respostas erradas

s.erl = exp(s.a0)/s.b0
s.er2 = 1

s.er3 = 0

s.erd = exp(s.a0)

Exercicio E12A 34 Limite 07

meg.save( r’’’

%summary Limites notdveis: Limite Notdvel (logaritmo quando x tende para [+]infinito)
Palavras chave: limites, fungdes, indeterminacgdes

SIACUAstart

level=3; slip= 0.2; guess=0.25; discr = 0.3

concepts = [(4441,0.25) (4444 ,0.75)]

SIACUAend

%problem Limites de fungBes especiais: limites notaveis

0 valor de $$\displaystyle \lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{\log_{a0}\left(
fi\right) }{d0x}$$ é:

hanswer

<multiplechoice>

<choice><p> $$rc0$$ </p></choice>

<choice><p> $$er1$$ </p></choice>

<choice><p> $$er28$$ </p></choice>

<choice><p> $$er3$$ </p></choice>
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<choice><p> $$erd$$ </p></choice>

</multiplechoice>

Como $\displaystyle \lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{\ln x}{x}=0$, pode-se
facilmente chegar ao resultado do limite proposto da seguinte forma,

como,

$$\1im_{x\to +\infty} k \times f(x)= k \times \lim_{x\to +\inftyl} f(x),$$

entao,

$$\1im_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{\log_{a0}\left( bOx+cO\right)}
{d0x}=\dfrac{1}{d0}\times\lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{\log_{aO}\left(
bOx+cO\right) }{x},$$

colocando $b0x$, em evidéncia, $$\dfrac{1}{d0} \times \lim_{x\rightarrow +\infty}
\dfrac{\log_{a0F\left( bOx\left( 1+\dfrac{cO}{bOxM\right) \right) }{x}$$

tendo em atengio a propriedade dos logaritmos

$$ \log_{a}(f \times g) (x)= \log_{a}f(x) + \log_{a}g(x),$$

e que,

$$\1lim_{x\rightarrow +\infty} (f \times g) (x)=\lim_{x\rightarrow +\inftyl} f(x)
\times \lim_{x\rightarrow +\infty} g(x)$$

vem,

$$\dfrac{1}{d0}\times\left( \lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{\log_{a0}bOx}{x} +
\lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{i1+\dfrac{c0}{bOx}}{x}\right),$$

fazendo a mudanga de base do logaritmo,

\begin{eqnarray}

&=&\dfrac{1}{d0}\times\left( \lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{\dfrac{\1ln
bOx}{\1n a0}}{x} + \lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{i+\dfrac{cO}{bOx}}{x}\right)
=\dfrac{1}{d0H\times\left ( \dfrac{1}{\1n aO}\times \lim_{x\rightarrow +\infty}
\dfrac{\1n bOx}{x} + \lim_{x\rightarrow +\infty}
\dfrac{1+\dfrac{cO}{bOx}}{x}\right)\\

&=&\dfrac{1}{d0}\times\left( \dfrac{1}{\1n aO}\times \lim_{x\rightarrow +\infty}
\dfrac{\1n bOx}{x} + \lim_{x\rightarrow +\infty}
\dfrac{1+\dfrac{cO}{bOx}}{x}\right)

=\dfrac{1}{d0}\times\left( \dfrac{b0}{\ln aO}\times \lim_{x\rightarrow +\infty}
\dfrac{\1ln bOx}{b0x} + \lim_{x\rightarrow +\infty}
\dfrac{1+\dfrac{cO}{bOx}}{x}\right)



\end{eqgnarray}
Fazendo a mudanga de variavel: $y=b0x$, $y$ tende para
para $+\infty$. Tem-se, entdo,
\begin{egnarray}
&=&\dfrac{1}{d0}\times\left ( \dfrac{b0}{\1ln a0}\times
\dfrac{\1n bOx}{b0x} + \lim_{x\rightarrow +\infty}
\dfrac{1+\dfrac{cO}{bOx}HxF\right)\\
&=&\dfrac{1}{d0}\times\left( \dfrac{b0}{\1ln aO}\times
\dfrac{\1n y*{y} + \lim_{y\rightarrow +\infty}
\dfrac{1+\dfrac{cO}{y}}{\dfrac{y}{b0}}\right)\\
&=&\dfrac{1}{d0}\times\left( \dfrac{b0}{\1ln aO}\times
\end{egnarray}
class E12A34_Limite_07 (Exercise):
def make_random(s):

x=var(’x’)

s.a0=ur.iunif_nonset(1,9,[ 1 1)

s.bO=ur.iunif_nonset(0,9,[ 0 1)

s.cO=ur.iunif_nonset(0,9,[ 0 1)

s.d0=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)

#s.id1= ZZ.random_element(len(l ))

def solve(s):

s.f1=s.b0*x+s.cO

s.f2= 1+s.c0/(s.b0*x)

s.numl=log(s.b0)

#resposta correta

s.rcO = 0

#respostas erradas

s.erl = s.b0/s.d0
s.er2 = s.numl
s.er3 = -s.erl
s.er4d = s.b0

Exercicio E12A34 Limite 08
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$+\infty$ quando $x$ tende

\lim_{x\rightarrow +\infty}

\lim_{y\rightarrow +\infty}

0 + O\right)=rc0O
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meg.save( r’?’

Jsummary Limites notdveis: Limite Notavel (exponencial quando x tende para (+)infinito)
Palavras chave: limites, fungdes, indeterminacgdes

SIACUAstart

level=3; slip= 0.2; guess=0.25; discr = 0.3

concepts = [(4441,0.25) (4444 ,0.75)]

SIACUAend

Jproblem Limites de fungdes especiais: limites notéveis

0 valor de $\displaystyle \lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{a0 {f1}}{(c0x)"d0}$ é:
fanswer

<multiplechoice>

<choice><p> $$rc0$$ </p></choice>

<choice><p> $$er1$$ </p></choice>

<choice><p> $$er2$$ </p></choice>

<choice><p> $$er3$$ </p></choice>

<choice><p> $$er4$$ </p></choice>

</multiplechoice>

Como $\displaystyle \lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{a"x}{x"p}=+\infty$, com
$a>1$ e $p\in \mathbb{R"+}$, pode-se facilmente chegar ao resultado do limite
proposto da seguinte forma,

se, $$\lim_{x\to +\infty} k \times f(x)= k \times \lim_{x\to +\infty} f(x),$$
entdo,

$$\1lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{a0"{f1}}{(c0x)"d0}= \dfrac{1}{(c0)"{d0}}\times
\lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{a0~{f1}}{x~{d0}}$$

utilizando a regra da multiplicag8o de poténcias com a mesma base, $$a"x \times a’y
= a"{x+y}$$ vemn,

$$\dfrac{(v0) "{d0}}{(c0) "{dO}}\times \lim_{x\rightarrow +\infty} \left[
\dfrac{a0"{b0x}}{ (b0x) "{d0}}\times a0~ {eOF\right] $$

fazendo a mudanga de variavel $y=b0x$, $y$ tende para $+\infty$ quando $x$ tende
para $+\infty$.

Tem-se, entdo,

$$\dfrac{(pv0) "{d0}}{(c0) "{dO}}\times \lim_{y\rightarrow +\infty} \left[
\dfrac{a0 " {y}}{(y) "{d0}}\times a0~ {eOF\right] = £2 \times (+\infty) \times
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a0~ {e0}=rc0$$
class E12A34_Limite_08(Exercise):
def make_random(s):
x=var (’x’)
s.a0=ur.iunif_nonset(1,9,[ 1 1)
s.bO=ur.iunif_nonset(0,9,[ 0 1)
s.cO=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)
s.dO=ur.iunif_nonset(0,9,[ 1,0 1)
s.e0=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)
#s.id1= ZZ.random_element(len(1l ))
def solve(s):
s.f1=s.b0*x+s.e0
s.£2=(s.b07(5.d0))/((s.c0)"(s.d0))

#resposta correta

if s.f2 < 0:

s.rcO = "-\infty"
else:

s.rcO = "+\infty"

#respostas erradas

s.erl = s.e0
s.er2 = 1

s.er3 = s.a07s.b0
s.er4 = s.a07s.e0

Exercicio E12A34 Limite 09

meg.save( r’’’

%summary Limites notdaveis: Limite Notdvel (exponencial quando x tende para (-)infinito)
Palavras chave: limites, fung¢des, indeterminagdes

SIACUAstart

level=2; slip= 0.2; guess=0.25; discr = 0.3

concepts = [(4441,0.25) (4444 ,0.75)]

SIACUAend

%problem Limites de fungBes especiais: limites notaveis
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0 valor de $\displaystyle \lim_{x\rightarrow -\infty} \dfrac{a0 {£f1}}{(c0x)"d0}$ é:
hanswer
<multiplechoice>
<choice><p> $$rc0$$ </p></choice>
<choice><p> $$er1$$ </p></choice>
<choice><p> $$er28$ </p></choice>
<choice><p> $$er3$$ </p></choice>
<choice><p> $$erd$$ </p></choice>
</multiplechoice>
Para chegarmos ao resultado deste limite, devemos percorrer as seguintes etapas,
se, $$\lim_{x\to -\infty} k \times f(x)= k \times \lim_{x\to -\infty} f(x),$$
entdo, $$\lim_{x\rightarrow -\infty}
\dfrac{a0~{£f1}}{(c0x) “dO}=\dfrac{1}{(c0) "{d0}}\times \lim_{x\rightarrow -\inftyl}
\dfrac{a0"{£f1}}{x"{d0}}$$
utilizando a regra da multiplicagdo de poténcias com a mesma base, $$a"x \times a’y
= a"{x+y}$$
vem, $$\dfrac{1}{(c0)"{d0}}\times \lim_{x\rightarrow -\infty} \dfrac{a0~{bOx}\times
a07{e0} HHx"{d0}}$3
ou seja, $$\dfrac{a0"{e0}}{(c0)"{d0}}\times \lim_{x\rightarrow -\infty}
\dfrac{a0"{b0x}}{x"{d0}}$$
como $\displaystyle \lim_{x\rightarrow -\infty} a"x = 0%, quando $ 0 < a < 1 §,
entdo,
$$\dfrac{a0"{e0}}{(c0) "{d0}}\times 0= rc0$$
class E12A34_Limite_09(Exercise):
def make_random(s):
x=var(’x’)
s.a0=ur.iunif_nonset(1,9,[ 1 1)
s.bO=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)
s.cO=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)
s.d0=ur.iunif_nonset(0,9,[ 0 1)
s.e0=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)
#s.id1= ZZ.random_element(len(1l ))

def solve(s):
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s.fl=s.b0*x+s.e0
#resposta correta
s.rcO = 0

#respostas erradas

s.erl = "+\infty"
s.er2 = 1

s.er3 = "-\infty"
s.er4d = s.a0"(s.b0)

Exercicio E12A 34 Limite 10

meg.save( r’?’

Jsummary Limites not&veis: Limite Notadvel (exponencial quando x tende para constante)
Palavras chave: limites, fungdes, indeterminagdes

SIACUAstart

leveb=; slip= 0.2; guess=0.25; discr = 0.3

concepts = [(4441,0.25) (4444 , 0.75)]

SIACUAend

Jproblem Limites de fungdes especiais: limites notéveis

0 valor de $\displaystyle \lim_{x\rightarrow £3} \frac{e {f2}-1}{f13}$:

fanswer

<multiplechoice>

<choice><p> $$rc0$$ </p></choice>

<choice><p> $$er1$$ </p></choice>

<choice><p> $$er2$$ </p></choice>

<choice><p> $$er3$$ </p></choice>

<choice><p> $$er4$$ </p></choice>

</multiplechoice>

Para obter o resultado deste limite devemos comegar por colocar evidéncia $c0x$ no
denominador, assim:

$$\1lim_{x\rightarrow £3} \dfrac{e " {f2}-1}{f1}=\lim_{x\rightarrow
f3X\dfrac{1}{cOx}\times \dfrac{e {f2}-1}{f2}$$

e como, $$\displaystyle \lim_{x\to a} k \times f(x)= k \times \lim_{x\to a} £(x),$$

entdo, $$£f6 \times\lim_{x\rightarrow £3} \dfrac{1}{x} \times \dfrac{e"{f2}-1}{f2}$$
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recorrendo as propriedades dos limites
$3 \lim_{x\rightarrow a} (f \times g) (x)=\1lim_{x\rightarrow a} f(x) \times
\1lim_{x\rightarrow a} g(x)$$
vem, $$f6\times\lim_{x\rightarrow £3} \dfrac{i1}{x}\times\lim_{x\rightarrow
f3N\dfrac{e"{f2}-1}{£2},$$
utilizando a mudanga de varidvel $y=£f2$%, $y$ vai tender para zero quando $x$ tende
para $£3$. Tem-se, que,
$$f6\times \left(£7 \right)\times\lim_{x\rightarrow O}\dfrac{e {y}-1}{y}$$
Sabendo que $$\lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{e {x}-1}{x} = 1,$$ entéo,
$$£6\times \left(£7 \right)\times1=£4$$
class E12A34_Limite_10(Exercise):
def make_random(s):
x=var(’x’)
s.al0=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)
s.bO=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)
s.cO=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)
#s.id1l= ZZ.random_element(len(l ))
def solve(s):
s.fl=s.cO*s.a0*x"2-s.c0*s.b0*x
s.f2=s.a0*x-s.b0
s.f3=s.b0/s.a0
s.f4=(1/s.c0)*(s.a0/s.b0)
s.fb=s.a0*x"2-s.b0*x
s.f6= 1/s.c0
s.f7=s.a0/s.b0
#resposta correta
s.rcO0 = s.f4

#respostas erradas

s.erl = -s.f4
s.er2 = 1

s.er3 = s.a0
s.erd = "+\infty"
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Exercicio E12A34 Limite 11

meg.save( r’’’
Jsummary Limites notdveis: Limite Notavel (logaritmo quando x tende para (+)infinito)
Palavras chave: limites, fungdes, indeterminagdes
SIACUAstart
level=2; slip= 0.2; guess=0.25; discr = 0.3
concepts = [(4441,0.25) (4444 , 0.75)]
SIACUAend
%problem Limites de fungBes especiais: limites notaveis
0 valor de $\displaystyle \lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{\ln (a0x)}{bOx}$ é:
%hanswer
<multiplechoice>
<choice><p> $$rc0$$ </p></choice>
<choice><p> $$er1$$ </p></choice>
<choice><p> $$er2$$ </p></choice>
<choice><p> $$er3$$ </p></choice>
<choice><p> $$erd$$ </p></choice>
</multiplechoice>
Para chegar ao resultado deste limite, devemos ter em atencéo que,
$$\1lim_{x\to +\infty} k \times f(x)= k \times \lim_{x\to +\infty} f(x),$$
entdo, $$\displaystyle \lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{\1ln (a0x)}{bOx}=
f2\times\1lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{\1ln (a0Ox)}{x}=
fi\times\lim_{x\rightarrow +\infty} \dfrac{\ln (aOx)}{a0x}$$
fazendo a mudanga de variavel $y=alOx$, $y$ tende para $+\infty$ quando $x$ tende
para $+\infty$. Tem-se, entéo,
$$f1\times\lim_{y\rightarrow +\infty} \dfrac{\1ln y}{y}= fi\times O=rc0$$
class E12A34_Limite_11(Exercise):
def make_random(s):
x=var(’x’)
s.a0=ur.iunif_nonset(1,9,[ 1 1)
s.bO=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)
#s.id1= ZZ.random_element(len(1l ))

def solve(s):
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s.f1=s.a0/s.b0
s.f2=1/s.b0
#resposta correta
s.rcO =0

#respostas erradas

s.erl = "+\infty"
s.er2 = 1

s.er3 = s.fl
s.erd = - s.f2

Exercicio E12A34 Limite 12

meg.save( r’’’

%summary Limites notdveis: Limite Notdvel (seno quando x tende para 0)
Palavras chave: limites, fungdes, indeterminacgdes

SIACUAstart

level=2; slip= 0.2; guess=0.25; discr = 0.3

concepts = [(4441,0.25) (4444 , 0.75)]

SIACUAend

Jproblem Limites de fungdes especiais: limites notéveis

0 valor de $\displaystyle \lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\sin (a0x)}{bOx}$ é:
hanswer

<multiplechoice>

<choice><p> $$rc0$$ </p></choice>

<choice><p> $$er1$$ </p></choice>

<choice><p> $$er2$$ </p></choice>

<choice><p> $$er3$$ </p></choice>

<choice><p> $$erd$$ </p></choice>

</multiplechoice>

Pode-se chegar facilmente ao resultado deste limite

<showone id1>

<thisone Caso a0=b0 - (isto é comentério)>

se fizermos a mudanga de varidvel $y=a0x$, temos $y$ a tender para $0$ quando

$x$ tende para $0$. Logo,
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$$\1lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\sin (a0Ox)}{bOx}= \lim_{y\rightarrow O}
\dfrac{\sin (y)}{y}$$
e sabendo que $$\displaystyle \lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\sin (x)Hx}=1$$
entdo, $$\lim_{y\rightarrow 0} \dfrac{\sin (y)Hy}=1$$
</thisone>
<thisone Caso a0 diferente b0 - (isto é coment&rio)>
se tivermos em conta que
$$\1im_{x\to 0} k \times f(x)= k \times \lim_{x\to 0} £f(x),$$
entédo
$$\displaystyle \lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\sin (a0x)}{bOx}=\dfrac{a0}{b0}
\times \lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\sin (a0x)3}{a0x}$$
fazendo a mudanga de varidvel $y=aOx$, temos $y$ a tender para $0$ quando $x$
tende para $0$. Logo,
$$\dfrac{a0}{b0} \times \lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\sin (a0x)}{a0x}=
\dfrac{a0}{b0} \times \lim_{y\rightarrow 0} \dfrac{\sin (y)}{y}$$
e sabendo que
$$\displaystyle \lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\sin (x)}{x}=1$$
entdo,
$$\dfrac{a0}{b0} \times \lim_{y\rightarrow 0} \dfrac{\sin (y)}{y}
=\dfrac{a0}{b0} \times 1= rc03%$$
</thisone>
</showone>
class E12A34_Limite_12(Exercise):
def make_random(s):

x=var(’x’)

s.a0=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)

s.bO=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)

#s.id1= ZZ.random_element(len(1l ))

def solve(s):
s.f1=s.a0/s.b0
#resposta correta :
s.rcO0 = s.a0/s.b0

#respostas erradas :
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if s.a0 == s.b0:

s.idl =0
s.erl = s.a0
s.er2 = -1
elif s.a0 == - s.b0:
s.idl =1
s.erl = -s.a0
s.er2 = 1
else:
s.idl =1
s.erl = 5.b0/s.a0l
s.er2 =1
s.er3 =0
if s.rcO0 ==1 or s.rcO ==-1:
s.er4 = exp(1)
else:
s.er4 = - s.rcO

Exercicio E12A34 Limite 13

meg.save( r’?’

%summary Limites notdveis: Limite Notdvel (seno quando x tende para 0)
Palavras chave: limites, fungdes, indeterminacgdes

SIACUAstart

level=3; slip= 0.2; guess=0.25; discr = 0.3

concepts = [(4441,0.25) (4444 , 0.75)]

SIACUAend

%problem Limites de fungles especiais: limites notdaveis

0 valor de $\displaystyle \lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{l-\cos (a0x)}{bOx}$ é:
hanswer

<multiplechoice>

<choice><p> $$rc0$$ </p></choice>

<choice><p> $$er1$$ </p></choice>

<choice><p> $$er28$ </p></choice>

<choice><p> $$er3$$ </p></choice>
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<choice><p> $$erd$$ </p></choice>
</multiplechoice>
Para chegar ao resultado deste limite, devemos ter em atengio que,
$$\1im_{x\to 0} k \times f(x)= k \times \lim_{x\to 0} f(x),$$
assim,
$$\1im_{x\rightarrow 0} \dfrac{i-\cos (a0x)}bOx}=f2\lim_{x\rightarrow 0}
\dfrac{1-\cos (a0x)3}{x}$$
que é equivalente a,
$$£1 \lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{i-\cos (aOx)}{a0x}$$
de seguida, recorrendo & igualdade trigonométrica
$$\sin~2(x)=(1-\cos(x)) (1+\cos(x))$$
temos,
$$£1 \times \lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\left( 1-\cos (a0x)\right)\left(
1+\cos (a0x) \right)}{(a0x)\left(i+\cos (a0x) \right)}=f1 \times
\lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\left( \sin (aOx)\right) 2}{(a0x)\left( 1+\cos
(a0x) \right)1}$$
como,
$$\1im_{x\rightarrow +\infty} (f \times g) (x)=\lim_{x\rightarrow +\infty} f(x)
\times \lim_{x\rightarrow +\infty} g(x)$$
vem,
$$£1 \times \lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\left( \sin (aOx)\right)2}{(a0x)}\times
\lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\left( \sin (a0x)\right)}{\left( 1+\cos (a0x)
\right)}$$
fazendo a mudanga de varidvel $y=aOx$, $y$ tende para $0$ quando $x$ tende para
$0$. Tem-se, entdo,
$$f1\times\1lim_{y\rightarrow 0} \dfrac{\sin (y)}y}\times \lim_{y\rightarrow 0}
\dfrac{\sin (y)}{ 1+\cos (y)1}$$
e sabendo que,
$$\displaystyle \lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\sin (x)}{x}=1$$
obtemos, $$f1 \timesl \times \dfrac{0}{2}=rc0$$
class E12A34_Limite_13(Exercise):

def make_random(s):

x=var(’x’)
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s.a0=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)

s.bO=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)

#s.id1= ZZ.random_element(len(1l ))
def solve(s):

s.f1=s.a0/s.b0

s.f2=1/s.b0

#resposta correta

s.rcO0 = 0

#respostas erradas

s.erl = "+\infty"
s.er2 = -s.fl
s.er3 = s.fl
s.er4d = "1"

Exercicio E12A34 Limite 14

meg.save( r’?’

%summary Limites notaveis: Limite Notdvel (seno quando x tende para 0)
Palavras chave: limites, fungdes, indeterminacgdes

SIACUAstart

level=4; slip= 0.2; guess=0.25; discr = 0.3

concepts = [(4441,0.25) (4444 , 0.75)]

SIACUAend

%problem Limites de fungles especiais: limites notaveis

0 valor de $\displaystyle \lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\tan (a0x)}{bOx}$ é:
hanswer

<multiplechoice>

<choice><p> $$rc0$$ </p></choice>

<choice><p> $$er1$$ </p></choice>

<choice><p> $$er2$$ </p></choice>

<choice><p> $$er3$$ </p></choice>

<choice><p> $$erd$$ </p></choice>

</multiplechoice>

Pode-se chegar facilmente ao resultado deste limite
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<showone id1>

<thisone Caso a0=b0 - (isto & comentario)>

se tivermos em conta a igualdade trigonométrica $$\tan(x)=\dfrac{\sin(x)}{\cos(x)}$$
temos,

$$\1im_{x\rightarrow 0} \dfrac{\dfrac{\sin (a0x)}{\cos(a0x)}}{b0Ox}=
\lim_{x\rightarrow 0} \left( \dfrac{\sin (a0x)}{bOx} \times
\dfrac{1}{\cos(a0x)}\right) $$

como,

$3\1im_{x\rightarrow 0} (f \times g) (x)=\lim_{x\rightarrow 0} f(x) \times
\lim_{x\rightarrow 0} g(x)$$

entdo,

$$ \lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\sin (aOx)}{aOx}\times\lim_{x\rightarrow
OX\dfrac{1}{\cos(a0x)}$$
fazendo a mudanga de variavel $y=a0Ox$, temos $y$ a tender para $0$ quando $x$
tende para $0$. obtemos,

$$ \lim_{y\rightarrow 0} \dfrac{\sin (y)}{y}\times\lim_{y\rightarrow
OX\dfrac{1}{\cos(y)}$$

sabendo que

$$\displaystyle \lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\sin (x)}{x}=1$$
vem,

$$ 1\times1=1$$

</thisone>

<thisone Caso a0 diferente b0 - (isto é comentario)>

se tivermos em conta que

$$\1im_{x\to 0} k \times f(x)= k \times \lim_{x\to 0} f(x),$$

entio

$$ \lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\tan (a0x)}{bOx}= £2 \times \lim_{x\rightarrow
0} \dfrac{\tan (a0x)}{x}$$

que é equivalente a,

$$£1 \times \lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\tan (a0x)}{a0x}$$

recorrendo & igualdade trigonométrica

$$\tan(x)=\dfrac{\sin(x) }H\cos(x)}$$

temos,
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$$£f1 \times \lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\dfrac{\sin (a0x)}{\cos(a0x)}}{a0x}=£f1
\times \lim_{x\rightarrow 0} \left( \dfrac{\sin (a0Ox)}{a0x} \times
\dfrac{1}{\cos(a0x)F\right) $$
como,
$3\1im_{x\rightarrow 0} (f \times g) (x)=\lim_{x\rightarrow 0} f(x) \times
\lim_{x\rightarrow 0} g(x)$$
entdo,
$$f1 \times \lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\sin(aOx)}{a0Ox}
\times\lim_{x\rightarrow O0}\dfrac{1}{\cos(a0x)}$$
fazendo a mudanca de varidvel $y=aOx$, temos $y$ a tender para $0$ quando $x$
tende para $0$. obtemos,
$$f1\times \lim_{y\rightarrow 0} \dfrac{\sin (y)Hy}\times\lim_{y\rightarrow
OX\dfrac{1}{\cos(y)}$$
sabendo que
$$\displaystyle \lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\sin (x)}{x}=1$$
vem,
$$f1 \times 1\timesl=rc0$$
</thisone>
</showone>
class E12A34_Limite_14(Exercise):
def make_random(s):
x=var(’x’)
s.a0=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)
s.bO=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)
#s.id1= ZZ.random_element(len(1l ))
def solve(s):
s.f1=s.a0/s.b0
s.f2=1/s.b0
#resposta correta :
s.rcO0 = s.f1
#respostas erradas :
if s.a0 == s5.b0:

s.idl =0
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s.erl = s.a0

s.er2 = -1
elif s.a0 == - s.bO0:
s.idl =1
s.erl = -s.a0
s.er2 = 1
else:
s.idl =1
s.erl = s.b0/s.a0
s.er2 =1
s.er3 =0
if s.rcO ==1 or s.rcO ==-1:
s.erd = exp(l)
else:
s.er4 = - s.1c0

Exercicio E12A34 Limite 15

meg.save( r’’’

%summary Limites notdveis: Limite Notdvel (seno quando x tende para 0)
Palavras chave: limites, fungdes, indeterminacgdes

SIACUAstart

level=3; slip= 0.2; guess=0.25; discr = 0.3

concepts = [(4441,0.25) (4444 , 0.75)]

SIACUAend

%problem Limites de fungBes especiais: limites notaveis

0 valor de $\displaystyle \lim_{x\rightarrow \frac{\pi}{a0}} \dfrac{\sin (aOx-\pi)}{f1}$ é:
hanswer

<multiplechoice>

<choice><p> $$rc0$$ </p></choice>

<choice><p> $$er1$$ </p></choice>

<choice><p> $$er2$$ </p></choice>

<choice><p> $$er3$$ </p></choice>

<choice><p> $$erd$$ </p></choice>
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</multiplechoice>
Pode-se facilmente chegar ao resultado do limite proposto, comegando por colocar a
constante $b0$ em evidéncia no denominador, assim,
$$ \lim_{x\rightarrow \frac{\pi}{a0}} \dfrac{\sin (aOx-\pi)}{f1}
=\1lim_{x\rightarrow \frac{\pi}{a0}} \left( f2 \times \dfrac{\sin
(a0x-\pi) }{a0x-\pi}\right) $$
se tivermos em conta que
$$\1im_{x\to 0} k \times f(x)= k \times \lim_{x\to 0} f(x),$$
entdo,
$8£2 \times \lim_{x\rightarrow \frac{\pi}{a0}} \dfrac{\sin (a0x-\pi)}{aOx-\pi} $$
fazendo a mudanga de variavel $y=aOx-\pi$, $y$ tende para $0$ quando $x$ tende
para $\dfrac{\pi}{a0}$. Tem-se, entéo,
$$£2\1im_{y\rightarrow 0} \dfrac{\sin (y) Iy} $%
Como
$$ \lim_{x\rightarrow 0} \dfrac{\sin (x)}{x}=1$$,
entdo,
$$£2 \times1=£2$$
class E12A34_Limite_15(Exercise):
def make_random(s):
x=var(’x’)
s.a0=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)
s.bO=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)
#s.id1l= ZZ.random_element(len(l ))
def solve(s):
s.f1=s.b0*s.a0*x-s.bO*pi
s.f2=1/s.b0
s.numl=pi/s.a0
#resposta correta
s.rc0 = 1/s.b0
#respostas erradas
s.erl = -s.rcO

s.er2 = s.numl

s.er3 s.a0
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s.erd = 0

Exercicio E12A34 Limite 16

meg.save( r’’’

%summary Limites notdveis: Limite Notdvel (limite nimero de neper)
Palavras chave: limites, fungdes, indeterminagdes

SIACUAstart

level=4; slip= 0.2; guess=0.25; discr = 0.3

concepts = [(4441,0.25) (4444 , 0.75)]

SIACUAend

%problem Limites de fungBes especiais: limites notaveis

0 valor de $\displaystyle \lim \left(1+\dfrac{aO}{f1} \right) {f2} $ é:
hanswer

<multiplechoice>

<choice><p> $$rc0$$ </p></choice>

<choice><p> $$er1$$ </p></choice>

<choice><p> $$er2$$ </p></choice>

<choice><p> $$er3$$ </p></choice>

<choice><p> $$erd$$ </p></choice>

</multiplechoice>

Podemos chegar ao resultado deste limite, comegando por aplicar a regra das
poténcias $$a"x \times a"y=a"{x+y},$$ de modo que,

$$\displaystyle \lim \left (1+\dfrac{aO}{f1} \right) "{£2}=\1im \left(
\left(1+\dfrac{a0}{f1} \right) "{dOn}\times \left(1+\dfrac{aO}{f1}

\right) "{eOF\right) $$

como,

$$\1im_{n\rightarrow +\infty} (u_n \times v_n)=\1lim_{n\rightarrow +\infty} u_n
\times \lim_{n\rightarrow +\infty} v_n$$

entdo,

$3\1im \left (1+\dfrac{a0}{f1} \right) "{dOn}\times \lim \left (1+\dfrac{aO}{f1}
\right) "{e0}$$

recorrendo novamente & regra das poténcias
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$$ \left(a"x \right) “y=a"{xy}$$
vem,
$$\1im \left( \left(1+\dfrac{a0}{f1} \right) {n}\right) ~{dO}\times\lim
\left (1+\dfrac{a0}{f1} \right) "{e0}$$
que € equivalente a,
$3\1im \left( \left (1+\dfrac{aO}{f1} \right) “"{bOn}\right) "{£3}\times\lim
\left (1+\dfrac{a0}{f1} \right) " {e0}$$
e também a,
$$\1im \left(\left (1+\dfrac{a0}{f1} \right) “{f1}\times \left(1+\dfrac{a0}{f1}
\right) "{f5}\right) ~{£f3}\times\lim \left(1+\dfrac{a0}{f1} \right) "{e0}$$
como sabemos que,
$$\1im \left(1+\dfrac{k}{u_n} \right) {u_n}=e"{k}$$,
entéo
$$\left( e~{a0}\times 1\right) "{£3}\times 1=rc0$$
class E12A34_Limite_16(Exercise):
def make_random(s):
x=var(’x’)
n=var(’n’)
s.a0=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)
s.bO=ur.iunif_nonset(0,9,[ 0 1)
s.cO=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)
s.d0=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)
s.e0=ur.iunif_nonset(-9,9,[ 0 1)
#s.id1= ZZ.random_element (len(1l ))
def solve(s):
s.fl=s.b0*n + s.c0
s.f2=s.d0*n + s.e0
s.£3=s5.40/s.b0
s.f4= exp (s.a0x(s.£3))
s.£5=-s.c0
#resposta correta
s.rcO0 = s.f4

#respostas erradas



.erl
.er2
.er3

.erd

"+\infty"
0
1

exp (s.a0)
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