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Introduccion al Método de los
Elementos Finitos

1.1. SISTEMAS DISCRETOS Y SISTEMAS CONTINUOS

Al efectuar una clasificacion de las estructuras, suelen dividirse en discretas o
reticulares y continuas. Las primeras son aquéllas que estan formadas por un
ensamblaje de elementos claramente diferenciados unos de otros y unidos en una
serie de puntos concretos, de tal manera que el sistema total tiene forma de malla o
reticula. La caracteristica fundamental de las estructuras discretas es que su
deformacion puede definirse de manera exacta mediante un numero finito de
parametros, como por ejemplo las deformaciones de los puntos de unién de unos
elementos y otros. De esta manera el equilibrio de toda la estructura puede
representarse mediante las ecuaciones de equilibrio en las direcciones de dichas
deformaciones.

Figura 1.1 Estructura reticular discreta y estructura continua

Como contrapartida, en los sistemas continuos no es posible separar, a priori, el
sistema en un numero finito de elementos estructurales discretos. Si se toma una
parte cualquiera del sistema, el niumero de puntos de unién entre dicha parte vy el
resto de la estructura es infinito, y es por lo tanto imposible utilizar el mismo método
gue en los sistemas discretos, pues los puntos de unidn entre los distintos elementos,
que alli aparecian de manera natural, no existen ahora.
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Las estructuras continuas son muy frecuentes en ingenieria, como por ejemplo:
bastidores de maquinas, carrocerias de vehiculos, losas de cimentaciéon de edificios,
vasijas de reactores, elementos de mdaquinas (bielas, poleas, carcasas...), y para su
analisis es necesario disponer de un método que tenga en cuenta su naturaleza
continua.

Hasta la llegada del Método de los Elementos Finitos (MEF), los sistemas continuos se
abordaban analiticamente, pero por esa via sélo es posible obtener solucién para
sistemas con geometria muy sencilla, y/o con condiciones de contorno simples.
También se han utilizado técnicas de diferencias finitas, pero éstas plantean
problemas cuando los contornos son complicados.

Como precursores del MEF debe citarse a Argyris y Kelsey (Stuttgart, 1955) y a
Turner, Clough, Martin y Topp (Boeing, 1956), aunque con posterioridad el numero
de autores en el campo del MEF ha sido enorme, siendo uno de los campos de la
ingenieria a los que mas esfuerzos de investigacion se han dedicado.

1.2. HIPOTESIS DE DISCRETIZACION

En una estructura discreta, su deformacion viene definida por un numero finito de
parametros (deformaciones y/o giros), que juntos conforman el vector de
deformaciones A, y la estructura tiene tantas formas de deformarse como términos
tenga dicho vector. Un medio continuo tiene infinitas formas posibles de deformarse,
independientes unas de otras, ya que cada punto puede desplazarse manteniendo
fijos cualquier numero finito de los puntos restantes, por grande que sea este ultimo.
Por lo tanto la configuracion deformada de la estructura no puede venir dada por un
vector finito A como el anterior, sino que es una funcién vectorial u, que indica cuales
son las deformaciones de cualquier punto, y que tiene tres componentes escalares:

u(z,y, 2)
u =1 v(z,vy,2) (1.1)

w(z,y, 2)

Esta funcidn es la solucion de la ecuacién diferencial que gobierna el problema, y si
éste esta bien planteado, cumplira las condiciones de contorno impuestas, pero en
principio no puede asegurarse que esta funcidn u tenga una expresion analitica
manejable, ni siquiera que pueda calcularse. Por lo tanto la funcién u no podra
conocerse en general.

Para resolver este problema, el Método de los Elementos Finitos recurre a la
hipotesis de discretizacion, que se basa en lo siguiente:

e El continuo se divide por medio de lineas o superficies imaginarias en una serie de
regiones contiguas y disjuntas entre si, de formas geométricas sencillas vy
normalizadas, llamadas elementos finitos.
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e Los elementos finitos se unen entre si en un numero finito de puntos, llamados
nudos.

e Los desplazamientos de los nudos son las incognitas basicas del problema, y éstos
determinan univocamente la configuracion deformada de la estructura. Sélo estos
desplazamientos nodales se consideran independientes.

e El desplazamiento de un punto cualquiera, viene univocamente determinado por
los desplazamientos de los nudos del elemento al que pertenece el punto. Para
ello se definen para cada elemento, unas funciones de interpolacion que permiten
calcular el valor de cualquier desplazamiento interior por interpolacién de los
desplazamientos nodales. Estas funciones de interpolacidon seran de tal naturaleza
gue se garantice la compatibilidad de deformaciones necesaria en los contornos
de unidn entre los elementos.

e Las funciones de interpolacién y los desplazamientos nodales definen
univocamente el estado de deformaciones unitarias en el interior del elemento.
Estas, mediante las ecuaciones constitutivas del material definen el estado de
tensiones en el elemento y por supuesto en sus bordes.

e Para cada elemento, existe un sistema de fuerzas concentradas en los nudos, que
equilibran a las tensiones existentes en el contorno del elemento, y a las fuerzas
exteriores sobre él actuantes.

Los dos aspectos mas importantes de esta hipodtesis, sobre los que hay que hacer
hincapié son:

e La funcidén solucion del problema u es aproximada de forma independiente en
cada elemento. Para una estructura discretizada en varios elementos, pueden
utilizarse funciones de interpolacidn distintas para cada uno de ellos, a juicio del
analista, aunque deben cumplirse ciertas condiciones de compatibilidad en las
fronteras entre los elementos.

e La funcidn solucién es aproximada dentro de cada elemento, apoydndose en un
numero finito (y pequeno) de parametros, que son los valores de dicha funcién en
los nudos que configuran el elemento y a veces sus derivadas.

Esta hipodtesis de discretizacion es el pilar basico del MEF, por lo que se suele decir de
éste, que es un método discretizante, de pardmetros distribuidos. La aproximacion
aqui indicada se conoce como la formulacién en desplazamiento.

Claramente se han introducido algunas aproximaciones. En primer lugar no es
siempre facil asegurar que las funciones de interpolacion elegidas satisfaran al
requerimiento de continuidad de desplazamientos entre elementos adyacentes, por
lo que puede violarse la condicion de compatibilidad en las fronteras entre unos y
otros. En segundo lugar al concentrar las cargas equivalentes en los nudos, las
condiciones de equilibrio se satisfaran solamente en ellos, y no se cumpliran
usualmente en las fronteras entre elementos.
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El proceso de discretizacion descrito tiene una justificacion intuitiva, pero lo que de
hecho se sugiere es la minimizacion de la energia potencial total del sistema, para un
campo de deformaciones definido por el tipo de elementos utilizado en la
discretizacion.

Con independencia de que mas adelante se estudien en detalle, se representan a
continuacion algunos de los elementos mas importantes.

e Elasticidad unidimensional

Q O

@ (@) O

Figura 1.2 Elementos para elasticidad unidimensional

e FElasticidad bidimensional

Figura 1.3 Elementos para elasticidad bidimensional

e FElasticidad tridimensional

Figura 1.4 Elementos para elasticidad tridimensional
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e FElasticidad con simetria de revoluciéon

Z

Figura 1.5 Elemento axisimétrico

e Vigas

A

Figura 1.6 Elemento viga

e Flexion de placas planas

Figura 1.7 Elementos placa plana
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e (Cascaras laminares curvas

Figura 1.8 Elemento cdscara curva

1.3. FUNCIONES DE INTERPOLACION

Consideremos un elemento finito cualquiera, definido por un nimero de nudos n.
Para facilitar la exposicidn se supondra un problema de elasticidad plana. Un punto
cualquiera del elemento tiene un desplazamiento definido por un vector u, que en
este caso tiene dos componentes:

U@y (1.2)
,y)

Los nudos del elemento tienen una serie de grados de libertad, que corresponden a
los valores que adopta en ellos el campo de desplazamientos, y que forman el vector
denominado &°. Para el caso plano este vector es:

T

=\U, V. U V, .U V (1.3)

En este ejemplo se supone que como deformaciones de los nudos se emplean sélo
los desplazamientos, pero no los giros, lo cual es suficiente para elasticidad plana,
como se vera mas adelante. En otros elementos (p.e. vigas o cascaras) se emplean
ademas los giros.
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Figura 1.9 Deformaciones en un elemento finito

El campo de deformaciones en el interior del elemento se aproxima haciendo uso de
la hipdtesis de interpolacién de deformaciones:

u=>Y_NU. v=> NV, (1.4)

donde N, son las funciones de interpolacion del elemento, que son en general
funciones de las coordenadas x,y. Nétese que se emplean las mismas funciones para
interpolar los desplazamientos uy v, y que ambos desplazamientos se interpolan por
separado, el campo u mediante las U, y el campo v mediante las V,. Es decir que la
misma [V, define la influencia del desplazamiento del nudo 7 en el desplazamiento
total del punto P, para las dos direcciones x e y.

La interpolacién de deformaciones (1.4) puede ponerse en la forma matricial general:

u=N¥ (1.5)

La matriz de funciones de interpolacion N tiene tantas filas como desplazamientos
tenga el punto P y tantas columnas como grados de libertad haya entre todos los
nudos del elemento.

Las funciones de interpolacién son habitualmente polinomios, que deben poderse
definir empleando las deformaciones nodales del elemento. Por lo tanto se podran
usar polinomios con tantos términos como grados de libertad tenga el elemento.

Para problemas de elasticidad la estructura de esta matriz es normalmente del tipo:

NV 0N, 0].. 0/N 0 (1.6)
= | | | .
0 N /0 N0 .00 N,

Sin embargo, el aspecto de esta matriz puede ser distinto para otros elementos,

como las vigas o las placas a flexion.

Las funciones de interpolacién estdn definidas Unicamente para el elemento, y son
nulas en el exterior de dicho elemento. Estas funciones tienen que cumplir
determinadas condiciones y aunque éstas se veran en detalle mas adelante, con la
expresion anterior se puede deducir que la funcidn de interpolacién N, debe valer 1
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en el nudo 7y 0 en los restantes nudos. Esta condicidon resulta evidente si se tiene en
cuenta que los términos del vector & son grados de libertad y por lo tanto son
independientes, y deben poder adoptar cualquier valor.

Figura 1.10 Funcion de interpolacion

1.4. CRITERIOS DE CONVERGENCIA

Antes de estudiar los criterios para garantizar la convergencia en el MEF es necesario
definir dicho concepto, en el dmbito del MEF. Se dice que un andlisis por el MEF es
convergente si al disminuir el tamafio de los elementos, y por lo tanto aumentar el
numero de nudos y de elementos, la soluciéon obtenida tiende hacia la solucién
exacta.

Hay que indicar que en el andlisis por el MEF, se introducen, ademas de la hipdtesis
de discretizacion, otras aproximaciones, que son fuentes de error en la solucion:
integracion numeérica, errores de redondeo por aritmética finita... El concepto de
convergencia aqui analizado se refiere solamente a la hipdtesis de discretizacion,
prescindiendo de los otros errores, que deben ser estudiados aparte, y cuyo valor
debe en todo caso acotarse.

Las funciones de interpolacidn elegidas para representar el estado de deformacion de
un medio continuo deben satisfacer una serie de condiciones, a fin de que la solucidn
obtenida por el MEF, converja hacia la solucidn real.

Criterio 1

Las funciones de interpolacién deben ser tales que cuando los desplazamientos de los
nudos del elemento correspondan a un movimiento de sélido rigido, no aparezcan
tensiones en el elemento.

Este criterio se puede enunciar también de forma mas sencilla: las funciones de
interpolacién deben ser capaces de representar los desplazamientos como sdlido
rigido, sin producir tensiones en el elemento.

Esta condicién es evidente, pues todo sélido que se desplaza como un sélido rigido,
no sufre ninguna deformacién ni por lo tanto tensién. Sin embargo adoptando unas
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funciones de interpolacién incorrectas, pueden originarse tensiones al moverse como
solido rigido.

Por ejemplo en la figura 1.11, los elementos del extremo se desplazan como un sélido
rigido, al no existir tensiones mas alla de la fuerza aplicada.

'
[
e

Or

Figura 1.11 Deformacion de sélido rigido

Empleando la formulacion desarrollada mas adelante, si se aplican unas
deformaciones en los nudos de valor 8" que representan un movimiento de sélido
rigido, las deformaciones unitarias en el interior del elemento son:

e = B§”" (1.7)

Segun este criterio, las tensiones correspondientes deben ser nulas en todo punto
del elemento:

oc=De" =DB&§" =0 (1.8)

Criterio 2

Las funciones de interpolacion deben ser tales que cuando los desplazamientos de los
nudos correspondan a un estado de tensidn constante, este estado tensional se
alcance en realidad en el elemento.

Claramente, a medida que los elementos se hacen mas pequefios, el estado de
tensiones que hay en ellos se acerca al estado uniforme de tensiones. Este criterio lo
gue exige es que los elementos sean capaces de representar dicho estado de tension
constante.

Se observa que este criterio de hecho es un caso particular del criterio 1, ya que un
movimiento como sélido rigido (con tensién nula) es un caso particular de un estado
de tensidn constante. En muchas ocasiones ambos criterios se formulan como un
solo criterio.

A los elementos que satisfacen los criterios 1y 2 se les llama elementos completos.
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Criterio 3

Las funciones de interpolacion deben ser tales que las deformaciones unitarias que se
produzcan en las uniones entre elementos deben ser finitas. Esto es lo mismo que
decir que debe existir continuidad de desplazamientos en la unién entre elementos
aunque puede haber discontinuidad en las deformaciones unitarias (y por lo tanto en
las tensiones, que son proporcionales a ellas).

La figura 1.12 ilustra las posibles situaciones, para un caso unidimensional donde la
Unica incognita es el desplazamiento u en la direccidon x. En la situacién de la
izquierda existe una discontinuidad en el desplazamiento u, que da lugar a una
deformacion unitaria infinita: esta situacion no esta permitida por el criterio 3. En la
situacion mostrada a la derecha la deformaciéon es continua, aunque la deformacion
unitaria no lo es: esta situacion estd permitida por el criterio 3.

A B A

w

NO Si

e=du/dx e=du/dx

-

R

Figura 1.12 Criterio de convergencia 3 en una dimension

Este criterio debe cumplirse para poder calcular la energia eldstica U almacenada en
toda la estructura, como suma de la energia de todos los elementos.

U=%[o"edv=1Y [o'edv+U,, (1.9)
Vv ¢ we

donde el sumando U,,, representa la energia elastica acumulada en el contorno

entre los elementos, que debe ser nula.
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Si este requerimiento no se cumple, las deformaciones no son continuas y existen
deformaciones unitarias € infinitas en el borde entre elementos. Si la deformacién
unitaria en el contorno es infinita, la energia que se acumula en él es:

u, = %f 0" (00) dv= indeterminado (1.10)
v=0

ya que, aunque el volumen de integracion (volumen del contorno) es nulo, su integral
puede ser distinta de cero, con lo que se almacena energia en los bordes entre
elementos, lo cual no es correcto.

Sin embargo, si la deformacién unitaria en el contorno es finita (aunque no sea
continua entre los elementos unidos), la energia que se acumula es:

_ 1 T _
U = 2fc e dv=0 (1.11)
v=0
En el caso plano o espacial este requerimiento aplica a la componente del
desplazamiento perpendicular al borde entre elementos, ya que ésta es la Unica que
acumula energia.

Figura 1.13 Compatibilidad de desplazamientos en el contorno

Este criterio puede expresarse de manera mas general diciendo que en los contornos
de los elementos deben ser continuas las funciones de interpolacién y sus derivadas
hasta un orden n-1, siendo n el orden de las derivadas existentes en la expresion de
la energia potencial IT del sistema. Es decir que las funciones de interpolacidon deben
ser continuas de tipo C™.

El orden n de las derivadas existentes en la energia potencial I1 del sistema, siempre
es la mitad del orden de la ecuacidon diferencial que gobierna el problema m
(n=m/2).

Para elementos de tipo celosia o viga, este requerimiento es facil de cumplir pues la
union entre elementos se hace en puntos discretos, y se usan los mismos
desplazamientos y giros para todos los elementos que se unen en un nudo.

Para elasticidad plana la ecuacién diferencial es de orden m=2, con lo que energia
potencial es de orden n=1. En efecto esta ultima se expresa en términos de g, que
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son las derivadas primeras de las deformaciones. Luego las funciones de
interpolacion deben ser continuas en los contornos de tipo C’, es decir no se exige
continuidad a la derivada de la funcion de interpolacién en el contorno del elemento,
sino sdlo a la propia funcion.

Para problemas de flexién de vigas y de placas delgadas, la ecuacién diferencial es de
orden m=4, luego la energia potencial es de orden n=2. Por lo tanto las funciones de
interpolacion elegidas deben ser continuas C' en el contorno del elemento: tanto la
funcién como su derivada primera deben ser continuas.

A los elementos que cumplen este tercer criterio se les lama compatibles.

Resumen de los tres criterios

Los criterios 1 y 2 pueden agruparse de manera mds matemadtica diciendo que las
funciones de interpolacién deben permitir representar cualquier valor constante de
su derivada n-sima en el interior del elemento (siendo n el orden de la derivada
necesaria para pasar de las deformaciones a las deformaciones unitarias, que es el
orden de derivacion de las deformaciones en el potencial).

Esto puede comprobarse mediante el siguiente sencillo razonamiento: los criterios 1
y 2 obligan a representar cualquier valor constante (incluido el valor nulo) de la
tensién o, lo cual equivale a representar cualquier valor constante (incluido el valor
nulo) de la deformacién unitaria €. Pero la deformacién unitaria es la derivada n-sima
de la deformacion, luego en consecuencia es necesario poder representar cualquier
valor constante de dicha derivada. Esto se satisface siempre, si se adoptan como
funciones de interpolacién, polinomios completos de orden n como minimo.

Por ejemplo, si se adopta una funcion lineal N=Ax+ B, solo es valida para problemas
de elasticidad (n=1), ya que se representa cualquier valor constante de la derivada n-
sima dN/dz=A. Sin embargo, no vale para problemas de flexion de vigas ni de placas
delgadas (n=2), pues siempre es &N/ d2’=0, es decir que no se puede representar
cualquier valor constante de la derivada segunda.

El criterio 3 exige que las deformaciones unitarias sean finitas en el contorno entre
los elementos. Como estas deformaciones unitarias son las derivadas n-simas de las
deformaciones, lo que se exige es que haya continuidad de las deformaciones y sus
derivadas hasta orden n-1 en el contorno del elemento. Esto es equivalente a
imponer la compatibilidad de desplazamientos en el contorno.

Como resumen de los tres criterios, para problemas de elasticidad (n=1) es necesario
emplear polinomios completos de orden 1, con continuidad C° entre ellos para
garantizar la convergencia. Es suficiente con usar funciones del tipo lineal, que
aproximan la solucion mediante una linea quebrada, aunque se produzcan
discontinuidades en las tensiones entre los elementos, como se indica en la figura
1.14.
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o=E du/dx

\ 4

Figura 1.14 Compatibilidad en elasticidad unidimensional

Para problemas de flexién de vigas y placas, (n=2) es necesario emplear como
minimo polinomios de grado 2, con continuidad C! entre ellos, es decir que hay que
garantizar la continuidad de la flecha y el giro entre los elementos. En la practica,
para la flexion de vigas planas se usan 4 parametros para ajustar la solucidn (flecha y
giro en cada extremo) por lo que el tipo de funciones empleadas son polinomios de
grado 3.

02
01

Y, Vv
Vi 2 3

Figura 1.15 Compatibilidad en flexién de vigas

Con respecto a la velocidad de convergencia se pueden resumir las siguientes
conclusiones de los andlisis efectuados. Si se utiliza una discretizacion uniforme con
elementos de tamafio nominal h, y se usa para interpolar los desplazamientos un
polinomio completo de grado ¢ (que representa exactamente variaciones del
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desplazamiento de dicho grado), el error local en los desplazamientos se estima que
es del orden O(h°t).

Respecto a las tensiones, son las derivadas n-simas de los desplazamientos, luego el
error en ellas es de orden O(h“*™).



Ecuaciones generales

2.1. CAMPO DE DEFORMACIONES

El campo de deformaciones en un punto cualquiera del dominio esta definido por un
vector u que tiene tantas componentes como deformaciones existen en el dominio.
Para el caso de un problema espacial es:

u(,y,2)
u=v(z,y,2) (2.1)
w(,y,2)

Si se considera un elemento finito cualquiera, el campo de deformaciones en su
interior se aproxima, haciendo uso de la hipdtesis de interpolacién, como un
promedio ponderado de las deformaciones en cada uno de los n nudos del elemento,
siendo los factores de ponderacion las funciones de interpolacion:

u=Y NU, v=> NV, w=>Y NW  (22)
Esta interpolacion puede ponerse en forma matricial:
u=Ny¥" (2.3)

donde &° es el vector de todas las deformaciones nodales del elemento (figura 2.1):

T
¥=\U vV, W U V, W, . U V. W (2.4)
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Figura 2.1 Deformaciones en un elemento finito

La matriz de funciones de interpolacion N tiene tres filas y tantas columnas como
grados de libertad haya entre todos los nudos del elemento. La estructura de esta
matriz siempre es del tipo:

o O

(2.5)

=

N, 0 0l. iN, 0
N=/0 N, 0. ..i0 N,
0 0 N i. ..i0 0

2.2. DEFORMACIONES UNITARIAS

Las deformaciones unitarias en un punto cualquiera del elemento, con la suposicidon
de pequeias deformaciones, son:

ou

o

ov

£, 8_y
& ow
[=1_] o=

v, 4%+@> (2.6)
Yy Jdy Oz
] |ov, ow
0z 0Oy
2w, Ou
| 0x 0z

Se pueden poner en la forma matricial siguiente:
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9 0 0
ox
e 0 9 0
T ay
El
1 lo o g-u
2 z
e—«%y»—i 2 . vi=0u (2.7)
Yy Oy Ox w
’Yza; 0 2 2
0z 0Oy
9 4 9
0z ox

En esta expresidn se identifica el operador matricial 0 que permite pasar de las
deformaciones de un punto u a las deformaciones unitarias €. Este operador tiene
tantas filas como deformaciones unitarias haya en el problema y tantas columnas
como componentes tenga el campo de desplazamientos u.

Sustituyendo las deformaciones u en funcién de las deformaciones nodales, mediante
las funciones de interpolacion, se obtiene:

e=0u=0NYJd (2.8)

En esta relacion se identifica la matriz B:
B=0ON (2.9)

tal que se cumple que:
e=DBd (2.10)

Esta matriz B relaciona las deformaciones de los nudos del elemento &° con las
deformaciones unitarias en un punto interior cualquiera del elemento. Por lo tanto B
representa el campo de deformaciones unitarias que se supone existe en el interior
del elemento finito, como consecuencia de la hipdtesis de interpolacion de
deformaciones efectuada, y juega un papel fundamental en el método de los
elementos finitos.

Dada la estructura de la matriz N, la matriz B se puede poner siempre en la forma:

N, 0 0 ‘N 0 0
B=aN=8|0 N, 0 0 N, 0 (2.11)
0 0 N i. ..i0 0 N,

B=B, B, .. B (2.12)

2 n
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Cada una de las matrices B, tiene la forma siguiente:

ON.
. 0 0
ox
ON.
0 . 0
dy
Noo o]l | o o
B=8|l0 N 0|= 0z (2.13)
i S 1 A, A '
0 0 XN, Jdy Ox
, 9N, N,
dz 0Oy
N, ON,
0z Oz |

Aunque el valor de B se ha obtenido para el caso de elasticidad tridimensional, su
valor en funcidon de 0 y N es totalmente general para otros tipos de problemas de
elasticidad, como flexién de placas, problemas de revolucién, etc.

2.3. ESTADO DE TENSIONES. ECUACION CONSTITUTIVA

Las tensiones en un punto cualquiera del dominio estan definidas por el tensor de
tensiones en dicho punto, cuya expresion general es:

o = (2.14)

Asimismo se conoce la ecuacidn constitutiva del material que forma el dominio, y que
relaciona las tensiones con las deformaciones unitarias. Para un material elastico
lineal esta ecuacidén constitutiva se puede poner en la forma:

oc=D(E—-¢)+o, (2.15)

Siendo:

e D la matriz elastica, que para un material elastico lineal es constante y depende
de sélo dos pardmetros: el mddulo de elasticidad £y el médulo de Poisson v.

e g, el vector de las deformaciones unitarias iniciales existentes en el material en el
punto considerado, que deben ser conocidas. Las mas habituales son las debidas
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a las temperaturas, aunque pueden incluirse en ellas las debidas a los errores de
forma, etc.

e Oy las tensiones iniciales presentes en el material, que normalmente son tensiones
residuales debidas a procesos anteriores sobre el material (p.e. tratamiento
térmico) y que por lo tanto son conocidas.

Las expresiones particulares de la matriz eldstica D y de los vectores g, y o, dependen
del tipo de problema considerado y seran estudiadas en cada caso particular.

2.4. ECUACION DE EQUILIBRIO DE UN ELEMENTO

Una vez que han quedado establecidas las expresiones que relacionan los
desplazamientos, las deformaciones unitarias y las tensiones, en funciéon de los
desplazamientos de los nudos, se esta ya en condiciones de calcular las ecuaciones de
equilibrio de un elemento finito. Si se considera un elemento finito cualquiera, las
fuerzas que actuan sobre él, en el caso mas general, son las siguientes (figura 2.2):

e Fuerzas exteriores de volumen aplicadas en el interior del elemento q,, que son en
general variables dentro del elemento, y tienen tantas componentes como
desplazamientos haya en cada punto.

e Fuerzas exteriores de superficie aplicadas en el contorno libre del elemento q,
gue son en general variables a lo largo del contorno, y tienen tantas componentes
como desplazamientos tenga cada punto del contorno. Al contorno sobre el que
actuan las fuerzas de superficie se le denomina s.

e Fuerzas interiores q, aplicadas en la superficie del contorno de unién del
elemento con los elementos vecinos, que son desconocidas. A dicho contorno de
unién se le denomina c.

e Fuerzas exteriores puntuales aplicadas sobre los nudos del elemento P, .

Figura 2.2 Fuerzas actuantes sobre un elemento finito
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El trabajo virtual que producen estas fuerzas es:

SW¢ = f&uT q, dv +f6uT q, ds+f6uT q, ds + 68°"P;, (2.16)

Donde 6u es una variacion virtual del campo de deformaciones uy 66° es la variacion
correspondiente a los grados de libertad de los nudos. Durante estas variaciones, las
fuerzas exteriores se mantienen constantes.

Aplicando el principio de los trabajos virtuales se obtiene que para que haya
equilibrio, el trabajo virtual de las fuerzas debe ser igual a la variacidon de la energia
eldstica U acumulada en el elemento, para cualquier ou:

SWE = f " o dv = §U° (2.17)

Donde o¢ es la variacion en las deformaciones unitarias producida por la variacién en
las deformaciones du. Por lo tanto la ecuacidn de equilibrio del elemento es:

féuT q,dv +f6uT q, ds—{—féuT q,ds+ &YTP]CV = féeTcdv (2.18)

Aplicando la hipdtesis de interpolaciéon de deformaciones, la variacidon virtual del
campo de deformaciones es:

ou=N 6" (2.19)

La variacion de las deformaciones unitarias se relaciona con la variacion de las
deformaciones nodales a través de la matriz B:

e =B 6° (2.20)

Sustituyendo las variaciones du y 6€ en la expresién (2.18) se obtiene la ecuacion de
equilibrio aproximada mediante la hipdtesis de interpolacién de deformaciones:

fBTodv

Considerando que esta ecuacion se debe cumplir para cualquier variacion arbitraria
de las deformaciones, se obtiene:

f N’q, dv +fNT q. ds+fNT q, ds+ P :fBTodv (2.22)

687 [ N'q,dv+ [N"q,ds+ [ N"q,ds+ Py | = 6" (2.21)

Esta ecuacién representa el equilibrio del elemento finito. Antes de seguir
desarrollandola, la integral debida a las fuerzas distribuidas q, sobre el contorno de
union (desconocidas) se sustituye por:

[N"q.ds =P (2.23)
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Pc

%

Figura 2.3 Fuerzas de conexion entre elementos

Donde P; son unas fuerzas que estan aplicadas sobre los nudos del elemento, y que
son equivalentes a las fuerzas distribuidas aplicadas sobre los contornos de unién con
los elementos vecinos. Ambas fuerzas producen el mismo trabajo virtual. La ecuacion
de equilibrio del elemento queda finalmente:

[ N'q,dv+ [N"q ds+ P+ Py = [B odv (2.24)

Sustituyendo en ella el valor de la tensidon mediante la ecuacion constitutiva (2.15) se
obtiene:

[ N'q,dv+ [N"q ds+ P+ Py = [B' (De-De,+o,)dv  (2.25)

Sustituyendo a continuacién el valor de la deformacion unitaria en funcién de la
matriz B se obtiene:

[ N'q,dv + [N"q ds+P +P; = [B' (DBY —De,+0,)dv (2.26)

Reordenando los distintos términos se llega a:
f B"D Bdy & =

[Nt [N qdst [BIDeydu [BTo,dvt PP (2.27)

Esta es la ecuacion final de equilibrio del elemento finito considerado. En ella se
identifican los siguientes términos:

e Matriz de rigidez del elemento finito. Se trata de una matriz cuadrada simétrica de
tamariio igual al nUmero de grados de libertad del elemento.

K — f B’D B dv (2.28)
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e Vector de fuerzas nodales equivalentes debido a las fuerzas actuantes por unidad
de volumen (figura 2.4).

P = [ N'g,dv (2.29)

Figura 2.4 Fuerzas nodales equivalentes a las fuerzas de volumen

e Vector de fuerzas nodales equivalentes a las fuerzas exteriores de superficie.

P’ = f N’ q, ds (2.30)

e Vector de fuerzas nodales equivalentes producidas por las deformaciones iniciales
existentes en el material:

P~ [B'De,dv (2.31)

e Vector de fuerzas nodales equivalentes debidas a las tensiones iniciales existentes
en el material:

P =— [B' o, dv (2.32)

La ecuacion de equilibrio del elemento puede ponerse en forma compacta como:
K¥=P+P+P +P +P +P, (2.33)

Esta ecuacion de equilibrio esta referida al sistema de ejes en el que se hayan
definido las coordenadas y las deformaciones de los nudos, y al que légicamente
también se habrdan referido las distintas fuerzas actuantes. En ella son conocidos
todos los términos de carga salvo el debido a las fuerzas distribuidas interiores P;
que se producen en el contorno de unién con los elementos vecinos.
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2.5. ECUACION DE EQUILIBRIO DEL CONJUNTO

La ecuacidn de equilibrio obtenida para un elemento puede aplicarse a todos y cada
uno de los elementos en que se ha dividido el sistema continuo. De esta manera se
garantiza el equilibrio de todos y cada uno de ellos individualmente, apareciendo en
dichas ecuaciones las fuerzas de conexidon entre unos y otros elementos.

Para obtener la ecuacion de equilibrio de toda la estructura es necesario ademas
imponer el equilibrio de las fronteras de unidon entre los elementos. En estas
fronteras se han introducido las fuerzas de conexion entre los elementos q., que a su
vez han dado lugar a las fuerzas nodales equivalentes correspondientes P_, y que
como se ha visto son energéticamente equivalentes a ellas. Por lo tanto el considerar
el equilibrio de las fronteras es equivalente a considerar el equilibrio de los nudos de
union entre los elementos.

Si se plantean conjuntamente las ecuaciones de equilibrio de todos los nudos de
union entre todos los elementos, se obtiene un conjunto de ecuaciones que
representa el equilibrio de toda la estructura. Estas ecuaciones se obtienen por
ensamblado de las ecuaciones de equilibrio de los distintos elementos finitos que la
forman, en la forma:

U K& =J, P+ P+ P+ B 2| + P (2.34)

Donde se ha empleado el simbolo ( J para indicar el ensamblado de las distintas

magnitudes segun los grados de libertad de la estructura.

En este proceso de ensamblado se cancelan todas las fuerzas de conexidn entre unos
elementos y los vecinos, pues se trata de fuerzas iguales y de signo contrario:

U P=0 (2.35)

Al ser el sistema lineal, el término de la izquierda puede ponerse siempre como:

U K& =KA (2.36)

Siendo:

e K es la matriz de rigidez de la estructura completa, obtenida por ensamblaje de
las matrices de los distintos elementos segin los grados de libertad
correspondientes a cada uno.

e A es el vector de grados de libertad de toda la estructura, que agrupa a los grados
de libertad de todos los nudos.

De esta manera, la ecuacion de equilibrio del conjunto de la estructura queda:
KA=P+P+P, +P +P, (2.37)
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En esta ecuacion:

e P, es el vector de fuerzas exteriores actuantes sobre los nudos de unién de los
elementos.

e P,.P, P, P, sonlos vectores de fuerzas nodales equivalentes producidos por
las fuerzas de volumen, de superficie, las deformaciones iniciales y las tensiones
iniciales. Son todos conocidos y se obtienen por ensamblado de los
correspondientes a los distintos elementos, segin los nudos y direcciones
adecuados. Respecto al vector P, hay que decir que si el estado de tensiones
iniciales actuantes sobre la estructura esta auto-equilibrado, este vector es nulo.
Esto ocurre normalmente con las tensiones residuales. Sin embargo estas
tensiones no estan equilibradas si la estructura se obtiene partir de un material
con unas tensiones auto-equilibradas y se elimina parte de ese material.

2.6. CONDICIONES DE LIGADURA

La ecuacién de equilibrio deducida antes representa el equilibrio del conjunto de la
estructura, considerando todos los elementos que la forman, asi como todas las
fuerzas exteriores. Para poderla resolver es necesario imponer las condiciones de
ligadura, que indican cémo esta sustentada la estructura.

La introduccidn de estas condiciones de ligadura se efectia exactamente igual que en
el método de rigidez para estructuras reticulares.

2.7. ENERGIA POTENCIAL TOTAL

La densidad de energia eldstica acumulada en un punto del elemento es:

fchde f (De—De, +c) dezéeTDe—egDe—kooTe (2.38)

El potencial total acumulado en un elemento finito cualquiera es igual a la suma de la
energia eldstica acumulada en él mas el potencial de las fuerzas exteriores V-

M =0 +V' = [Ugdv + V* (2.39)

H“’:lfeTDedv —fe Deodv+fe o, dv

—[u"q dv— vu ds— [u’q ds—&TP: 240)
f ad [ qds [uq |

S c

Sustituyendo las deformaciones unitarias € y los desplazamientos u en funcién de las
deformaciones nodales mediante las matrices By N se obtiene:
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M =45 [B'DBdv & —§" [B' D e dv+8" [B o, dv
—87 [N"q,dv—8" [N"q ds—8" [N'q ds—5"P;  (241)

En esta expresion se identifican la matriz de rigidez del elemento, asi como los
distintos vectores de fuerzas nodales equivalentes, con lo que se puede poner en
forma mas compacta:

He — %6€TK6 66 - 6eT P; _ BETPbe - SETPS _ SETPSE _ BeTP: - SeTP](\a[ (242)

El potencial total para el medio continuo se obtiene sumando el potencial de cada
uno de los elementos que lo forman:

I=>"1r (2.43)

Al sumar el potencial de los distintos elementos, se pueden ir ensamblando la matriz
de rigidez y los vectores de fuerzas de los elementos segun los distintos grados de
libertad de la estructura, para obtener la siguiente expresion:

M=3A"KA-A"P —A'P —3'P -A'P —II —A'P  (244)

En ella aparecen la matriz de rigidez de toda la estructura, y los correspondientes
vectores de grados de libertad y fuerzas nodales equivalentes.

El término I1. corresponde al potencial acumulado en las fronteras de conexidon entre
los elementos por las fuerzas de conexién q.. Este término es nulo si las funciones de
interpolacion se eligen con la condicion de que no se acumule energia en las
fronteras, como asi se hace (véase el tercer criterio de convergencia).

El equilibrio de la estructura implica que el potencial total sea estacionario, para
cualquier variacion de las deformaciones nodales:

o1l

oIl =0 — e
0A

0 (2.45)

Se obtiene asi la ecuacion de equilibrio de toda la estructura:
KA=P +P +P +P +P, (2.46)



Elasticidad unidimensional

3.1. INTRODUCCION

En el problema unidimensional el dominio continuo que se analiza se extiende segun
una Unica dimension x, teniendo el material un area variable con dicha coordenada
A(x) (figura 3.1). Como fuerzas exteriores pueden actuar:

= Fuerzas por unidad de volumen ¢, en sentido axial.
= Fuerzas puntuales aplicadas F,.

El campo de deformaciones es una funcioén u(z) de una sola variable, que define la
deformacion axial de un punto cualquiera del dominio. La deformacidn unitaria tiene
sélo la componente axial € = du / dzx.

Figura 3.1 Problema de elasticidad unidimensional

El problema de elasticidad unidimensional no es de gran aplicacién practica, pero su
estudio tiene interés pues permite conocer las peculiaridades del MEF con ejemplos
muy sencillos.

La ecuacién diferencial que gobierna el problema se obtiene aplicando el equilibrio
de fuerzas a un elemento diferencial (figura 3.2):

F=(F+dF)+qAdx (3.1)

d—F+qA:O (3.2)
dx
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Sustituyendo el valor de la fuerza en funcion de la tensiéon F' = o A, y ésta en funcidn
de la deformacién unitaria ¢ = E ¢ se obtiene:

d du
—|EFA—|+qA=0 33
dx[ da:] 1 3:3)
q A dx
F F+dF
—dr—

Figura 3.2 Equilibrio de fuerzas en elasticidad unidimensional

Las condiciones de contorno pueden ser de dos tipos:
= Desplazamiento conocido en algunos puntos u=u,
» Fuerza aplicada conocida en algunos puntos F=F,; — EA du/dx=F_;

La energia elastica acumulada en el material es:
du)’
U_Qfoedv QfEs dv QfEA[d:U] dx (3.4)
El potencial total es:
du )’
_ 1 _ _
M=U+V = QIEA[dx] dv— [quAde—3"F,u, (3.5)

El orden de derivacién del desplazamiento en el potencial es 1, por lo que se
requieren funciones de interpolacién de tipo C’: sélo se exige continuidad a la funcién
para garantizar la convergencia del método en este problema.

3.2. ELEMENTO DE DOS NUDOS
El elemento mds simple para este problema tiene dos nudos, con desplazamientos U,
y U, en ellos. La interpolacién del desplazamiento dentro del elemento es:

u=NU +N,U, (3.6)

u=|N, NQM?] — N§* (3.7)

2
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U 1 U 2
C— o—>

Figura 3.3 Elemento de dos nudos

Con dos parametros nodales, se puede interpolar una linearecta: v =ax+b

Particularizando en los nudos 1y 2 se obtiene:

U=azx +b
(3.8)
U,=az,+b
De estas expresiones se obtienenay b,
a = % b= M (3.9)

Sustituyendo en la expresidn inicial y reordenando, se obtiene la ley de interpolacion:
T,—x T — I,

Ul—f—
L, — I, Ly — I,

u = U, (3.10)

Las funciones de interpolacién son lineas rectas que valen 1 en el nudo iy O en el otro
nudo:

r., —XT r—2
]\]1 = 2 ]\72 = 1 (3.112)
Ly, — Ty — I,
U,
Ul///
Nl N2
+1 +1

Figura 3.4 Funciones de interpolacion. Elemento de dos nudos

La deformacion unitaria es:

dN. dN.||U
S SN AP (3.12)
dz de  dz ||U,
Se define la matriz B como:
dN  dN. —
_[am av] _[-11 313)
dx dx L L

Siendo L=uz,-z, |la longitud del elemento.
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La matriz eldstica es sencillamente D =[ F]

La matriz de rigidez resulta ser:

-1
K:fBTDde:f f El%l %]Ad:z: (3.14)
L
Suponiendo F'y A constantes se obtiene:
EA I -1 EAll -1
K=—; I, de=—| | | (3.15)

Esta es la matriz de rigidez del elemento de celosia, ya que este elemento finito de
dos nudos coincide con dicho elemento estructural.

3.2.1 Elemento con area variable

Los grados de libertad, las funciones de interpolacion y la matriz B son las mismas que
en el elemento de drea constante.

U, A(z) U,

Figura 3.5 Elemento de area variable

La matriz de rigidez es:
—1
K—fTEl_—l l}Adx—E . fAd:c (3.16)
JLln L -1 1 '
L

En la integral se identifica el drea media del elemento A, con lo que se obtiene:

EA1 -1

KL—ll

(3.17)

Se obtiene la misma expresion que para el elemento de drea constante, pero usando
el darea media del elemento.

3.2.2 Tensiones

La tensién en el elemento (no incluyendo el efecto de las temperaturas) es:
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U
a:Es:Ed—“:EBéezE[—l 1] ' (3.18)
dx L U2
E
o= U, U, (3.19)

Se observa que el elemento produce un campo de tensidn constante en todo su
interior.

Ademas la tensidon también es constante si el elemento es de area variable, en
contradiccion con la estatica, pues lo que debe ser constante en este caso es la fuerza
axial N, y no la tensidn. Esto es debido a la hipdtesis efectuada de variacion lineal de
la deformacidn u, que no es correcta para un elemento de area variable.

3.3. FUNCIONES DE INTERPOLACION

Se trata de definir las funciones de interpolacién para elementos de tipo general, con
dos o mas nudos. Para ello resulta muy practico el utilizar una coordenada & local al
elemento, de tal forma que ésta siempre varie de -1 en el nudo inicial a +1 en el nudo
final. En este sistema de coordenadas local, el elemento siempre es de longitud 2.

};;-1 =0 §==+1

Figura 3.6 Coordenadas locales

=  Elemento de dos nudos.

Las funciones de interpolaciéon son:

(3.20)

Figura 3.7 Elemento de dos nudos. Funciones de interpolacion

=  Elemento de tres nudos.

La funcion N, es una parabola que debe valer cero en las dos esquinas y 1 en el nudo
central 2, luego su ecuacion debe ser del tipo:
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N, =C1-9(1+¢) (3.21)

Pero en £=0 debe ser N,(0)=1, de donde se deduce que el coeficiente C'debe valer 1.
Por consiguiente la funcion es:

N,=1-§A+=1-¢& (3.22)

N>

1 2 3
Figura 3.8 Elemento de 3 nudos. Funcidn de interpolacidon del nudo central

La funcién N, es una parabola que debe valer cero en los nudos 2 y 3, y debe valer la
unidad en el nudo 1 (figura 3.9), luego debe ser del tipo:

N, = Ce(1—¢) (3.23)

Pero en ¢&=-1 debe ser N,(-1)=1, luego el coeficiente C debe ser —1/2. Por
consiguiente la funcién es:

N=""_" (3.24)

N1

1 2 3

Figura 3.9 Elemento de 3 nudos. Funcidn de interpolacion de nudo esquina

Andlogamente, para el nudo 3 se obtiene (figura 3.10):

§(E+1)
N, :T (3.25)
Por lo tanto este elemento tiene una ley parabdlica para al interpolacion del
desplazamiento (figura 3.11).
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N
3 1 Uz
Ul U2/
v
g

= >

1 2 3 1 2 3

Figura 3.10 Elemento de 3 nudos. Figura 3.11 Elemento de 3 nudos.

Interpolacion de nudo esquina Campo de deformaciones

=  Elemento de cuatro nudos.

Sus funciones de interpolacién se obtienen de forma analoga al elemento de tres
nudos.

N, = (19139 (1L+39) (3.26)
N, = 1+ 91— (-3 3.27)

La obtencion de las funciones de interpolacidn siguiendo este método requiere en
algunas ocasiones cierta dosis de buena suerte, y fue bautizada por Zienkiewicz como
formulacion “serendipity”, inspirdndose en la obra de Horace Walpole “Los Principes
de Serendip” (1754).

1 2 3 4
-Q O
&=-1 £=-1/3 £=1/3 &=1
Figura 3.12 Elemento de cuatro nudos
N1 N2
+1 1
g g
1 ‘2 ’:g 4 I 2 ; 4
Figura 3.13 Elemento de 4 nudos. Figura 3.14 Elemento de 4 nudos.

Interpolacion de nudo esquina Interpolacion de nudo interior
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3.4. FORMULACION ISOPARAMETRICA

En el apartado anterior se han definido las funciones de interpolacion en la
coordenada local & Para calcular la matriz B es necesario hallar las derivadas de las
funciones de interpolacion respecto de z, y por lo tanto se hace necesario establecer
algun tipo de relacion entre la coordenada &£y la z a fin de poder completar la
derivacion.

En la formulacion isoparamétrica, esta relacidon se introduce mediante las mismas
funciones de interpolacion N usadas para interpolar la deformacién, estableciendo la
relacion:

z=Y Nz =Nx' (3.28)

El vector x° contiene las coordenadas de todos los nudos del elemento.

Asi, para el elemento de tres nudos, la ley de interpolacion de las coordenadas es:

_ +1

xzyxl—l—(l#—f)(l—f)%—i—?ms (3.29)
La principal ventaja de esta formulacién radica en que los tres nudos no tienen
porqué ser equidistantes, sino que el central (2) puede estar en cualquier posicién
entre el 1y el 3 (sin coincidir con ellos). En coordenadas locales, sin embargo, el nudo
central sigue estando en &=0. Esta transformacién de coordenadas corresponde a una
distorsion del elemento, que pasa a ser curvo, y cuyo mayor interés se manifiesta en
los elementos bidimensionales.

2
€ 0 ¢
g=-1 £=0 &=+1
X
—C O O
X1 X2 X3

Figura 3.15 Interpolacién de coordenadas

Es posible asimismo generar elementos subparamétricos, en los cuales las funciones
usadas para interpolar las coordenadas son de orden inferior a las usadas para
interpolar las deformaciones. Lo mas habitual en este caso es usar funciones lineales
para interpolar las coordenadas, es decir apoyarse sélo en los dos nudos extremos
para definir la geometria, con lo que los nudos interiores deben estar centrados en el
elemento. El interés por los elementos subparamétricos se pone de manifiesto en el
problema bidimensional.
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3.4.1 Interpolacion de deformaciones

La ley de interpolaciéon de deformaciones para un elemento general de n nudos es:

U

1

wu=|N N, .. N |{.l=N¢ (3.30)
U

n

Empleando las funciones anteriores, esta ley sera un polinomio de orden n-1.

3.4.2 Deformaciones unitarias. Matriz B

La expresidn general de las deformaciones unitarias es:

U
dN !
- _gne |2 4N, (3.31)
dx dx dx
UTL
Esta expresion define la matriz B como:
dN
p—|"h 4N (3.32)
dx dx

Para obtener las derivadas de las funciones de interpolacidon respecto de x, se aplica
la derivacién en cadena:
dN. dN. (
R S _L_€ (3.33)
dx d¢ dz
La derivada de la funcién N respecto de la coordenada local & es conocida para cada
elemento. La derivada de una coordenada respecto de la otra se puede evaluar

empleando la ley de interpolacion de coordenadas:
dN
d—x = —tx =J (3.34)
ag ¢

Donde se ha definido el jacobiano J de la transformacion de coordenadas. Por lo
tanto queda:

dN, dN, 1

—t=—t— (3.35)
dx as J
La matriz B queda finalmente:
dN
B = 1 L. an, (3.36)
J| d§ ag
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Obsérvese que esta matriz no puede calcularse si J=0, lo cual ocurre si la
transformacién de coordenadas /& no es correcta. Esto Ultimo puede ocurrir si
algunos de los nudos son coincidentes entre si, o no estdn dispuestos de forma
ordenada en el elemento.

3.4.3 Matriz de rigidez

La expresion general de la matriz de rigidez es:

K= fBTDde (3.37)
En ella la matriz eldstica es un escalar D=F, y el diferencial de volumen es:
dv=Adr=AJd§ (3.38)
Sustituyendo la matriz B, se obtiene:
_le_
+1 dN dé-
K = fl Lo NGB g T (3.39)
7, J| d& a¢ | J
dN,
| d€ |
Puede desarrollarse como:
dN, dN, dN, dN, dN, dNn'
d¢ d¢  d¢ d¢ T d¢ dg
" pA dN, le alN2 dN, dN, dN,
K = 7 d¢ d¢& d¢ d¢ d¢ d¢ | d¢ (3.40)
-1
dN n le dN n dN? dNn dNn
d¢ d¢  d¢ d¢ T dg dE |

Estudiando la naturaleza de los distintos términos del integrando se puede deducir
que si el jacobiano J es constante, el integrando es un polinomio. Sin embargo si Jno
es constante, el integrando es un cociente de polinomios. En el primer caso la integral
puede efectuarse de forma exacta empleando métodos numéricos adecuados,
mientras que en el segundo la integracion numérica siempre es aproximada.

3.4.4 Vector de fuerzas nodales equivalentes

Su expresion general, para el caso unidimensional es:

P, = [N'qdv (3.41)
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Donde q es la fuerza de volumen actuante sobre el elemento, que en este caso es un
escalar ¢, pues sélo tiene componente en x. Esta fuerza es en principio es variable,
pero con objeto de simplificar la practica del método, es habitual restringir la posible
variacion de la fuerza de volumen y limitarla sélo a aquellas que pueden ser
representadas por las propias funciones de interpolacion. De esta forma la variacidon
de la fuerza de volumen se puede representar mediante una interpolacion de sus
valores nodales, empleando las propias funciones de interpolacion:

g=Nq; (3.42)

Siendo ¢ los valores nodales de la fuerza de volumen, que son constantes.

Qs
of] g2

Figura 3.16 Fuerza distribuida axial

Con esta aproximacion, perfectamente valida a efectos practicos, se obtiene la
siguiente expresion del vector de fuerzas nodales equivalentes:

P,~ [N"Ndv q; = Mq; (3.43)
Considerando la estructura de la matriz N, la expresion de la matriz M es:
NN, NN, .. NN,
M= [N'Ndv= [ Ni]_vl N_Q.]'VQ NQN AJ d¢ (3.44)
NN, NN, .. NN,

El calculo de la matriz M no presenta ningun problema, efectudandose en el sistema
local de coordenadas, en el que se conoce la matriz de interpolacion N. Todos los
términos que la forman son polinomios, por lo que se puede evaluar de forma exacta
por métodos numeéricos.

3.5. ELEMENTO ISOPARAMETRICO DE TRES NUDOS

La matriz de funciones de interpolacidn para este elemento es:

N=ED aogarg SHY (3.45)
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U1 U2 U3

o— o—>» Cc—>
X1 X2 X3

Figura 3.17 Elemento isoparamétrico de tres nudos

El jacobiano de la transformacion es:

dz AN, 261 2¢ +1
J= = = Ty e (3.46)

No es, en general, constante, y mide la distorsion en la transformacion x/&. Ocurren
varios casos:

e Six,<xz,<xzselvalor de Jes siempre positivo.
e Six,=ux, es decir que el elemento esta colapsado, el valor de J es nulo en &=-1/2.
e Siz,=z, esdecir que el elemento esta colapsado, el valor de J es nulo en &=+1/2.

e Si el nudo central estd en el centro del elemento: z,=(z,+x;), el valor de J es
constante:

j=tn L (3.47)
2 2
En este caso el elemento no estd distorsionado
La matriz B es:
26 —1 2 1
B — [5_ _9¢ 26+1 (3.48)
2 2
La matriz de rigidez vale:
1 1
-8+ 260+8 &
+ A 4 4
=) 4€° —2¢* —¢ | d¢ (3.49)
-1
1
simétrica £ +&+ 1

Para tratar elementos de area variable, se procede a interpolar ésta a través de sus
valores nodales, al igual que se ha hecho con las coordenadas:

A=NA" (3.50)

Siendo A° los valores nodales del drea. Por supuesto que esta aproximacion limita la
variacion del area a aquellos casos en los que dicha variacion pueda representarse de
forma exacta mediante las funciones de interpolacién.
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La matriz M que proporciona las fuerzas nodales equivalentes vale:

-8 (€-91-&) -9 +9]
4 2 4
M:J:AJ gy G +5)2(1_5) ¢ (3.51)
simétrica %

La distribucion de tensiones es:
g:Eg:EB&:EE —2¢U. —|—EU (3.52)
J 2 1 2 2 3

Caso particular: elemento de tres nudos, de longitud L, con el nudo central centrado y
area constante A. Las expresiones anteriores se simplifican pues J = L /2.

Matriz de rigidez:

-8 1
EA
K=—|-8 16 -8 (3.53)
3L
1 -8 7
Matriz de fuerzas nodales equivalentes:
2 -1
AL
M=——2 16 2 (3.54)
30
-1 2 4

Distribucion de tensiones: es lineal en el elemento, por ser J constante.

o :% (26 — 1)U, — 46T, + (2 +1)T, (3.55)
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4.1. INTRODUCCION

Los problemas de elasticidad bidimensional son muy frecuentes en Ingenieria, y son
asimismo los primeros en los que se aplicé el MEF. En este caso el medio continuo
gue se analiza es plano, y se considera situado en el plano XY. Se denomina ¢ al
espesor del dominio en su direccién transversal, el cual se considera despreciable
frente a las dimensiones del dominio en el plano XY.

La posicidon de un punto estd definida por dos coordenadas (z,y), y su deformacidn

tiene dos componentes u(z,y), v(z,y) en las direcciones x,y respectivamente. El
campo de deformaciones es por lo tanto un vector:

w(z,y)
u= (4.1)
v(z,y)

Dentro de la elasticidad en dos dimensiones existen dos problemas diferentes:

e Tension plana: cuando la tensidn o, en sentido perpendicular al plano XY es cero,
ya que el sélido puede dilatarse libremente en el sentido de su espesor. Por lo
tanto existe una deformacién unitaria €, no nula en dicha direccion.

e Deformacién plana: cuando en el sentido del espesor del sélido no hay posibilidad
de deformacion, es decir £,=0 por lo que se genera una tensién en dicha direccién
o, no nula.

En ambos casos la tension y la deformacion en la direccion z no contribuyen a la
energia eldstica del sistema.

Las ecuaciones diferenciales que rigen el problema son de orden m=2 en las
deformaciones, pues contienen la derivada primera de las tensiones, que a su vez son
derivadas de las deformaciones. En la expresién del potencial total del sistema (ver
apartado 2.7) aparecen las deformaciones unitarias €, que son las derivadas primeras
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de las deformaciones u, luego el orden de derivacidn de las incognitas primarias u en
el potencial es n=1. Se requieren por lo tanto funciones de interpolacién con
continuidad C° para asegurar la convergencia del método.

4.2. FUNCIONES DE INTERPOLACION

El campo de deformaciones en el interior del elemento se aproxima mediante la
expresion habitual:

u=> NU, v=>»_ NV (4.2)
En forma matricial es:
u=Ny¢ (4.3)
Las deformaciones nodales del elemento d° se agrupan en un vector columna:
T
=\U, Vv, U, V, .. U V (4.4)

siendo n el numero de nudos del elemento. La matriz de funciones de interpolacion
N tiene 2 filas y tantas columnas como grados de libertad haya entre todos los nudos
del elemento. La estructura de esta matriz siempre es la misma:

N, O!N, 0i. OIN, 0
N — | ; ; (4.5)
0 NiO N, i0 ..i0 N,
Vll\
U,

N
7

Figura 4.1 Interpolacion de deformaciones

4.3. DEFORMACIONES UNITARIAS

Las deformaciones unitarias en un punto del elemento finito son:
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@
c Or
E=16, (=] g—; . (4.6)
vzy @ @
oy Oz
Se pueden poner en la forma:
9y
e, Ox
e=i¢,1=|0 — =0du (4.7)
Yy ay v
7;1:y a 8
0y O

donde se identifica al operador matricial 0 que pasa de las deformaciones u a las
deformaciones unitarias. Sustituyendo las deformaciones u en funcion de las
deformaciones nodales, a través de las funciones de interpolacion, se obtiene:

e=0u=0NJd =B¥ (4.8)
Se identifica de esta forma la matriz B:
ON L ON. o
L0 ;82 0 ;...;8N" 0
oz ; ox o ox
ON, | ON_ i
B=0N=| 0 L0 Z2,...0 0 ON, (4.9)
oy oy | oy
ON, ON, iON, ON,: 10N, ON,
Oy Oz [ 9y Oz | | Oy Oz

Esta matriz relaciona las deformaciones de los nudos con las deformaciones unitarias
en un punto cualquiera del elemento. Por lo tanto B representa el campo de
deformaciones unitarias que se supone existe en el interior del elemento finito, como
consecuencia de la hipdétesis de interpolacién de deformaciones efectuada.

Esta matriz se puede poner en la forma:
B=B B, .. B (4.10)

Siendo cada una de las submatrices B,
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ON.
L0
Or
N.
B=|0 oN, (4.11)
3 8y
ON, ON,
oy Oz |

Noétese que debido a la estructura de B, las deformaciones unitarias en el interior del
elemento se pueden poner en funcién de las deformaciones nodales en la forma:

ON. ON. ON. ON.
g, = LU, g, = LV = LU + 7 (4.12)
z Z al_ () Yy Z 83/ () ’7/ Z 8y 7 Z 83: 1
4.4. ESTADO DE TENSIONES. ECUACION CONSTITUTIVA
El estado de tensiones en dos dimensiones es:
o=10, (4.13)
xry
La ecuacidn constitutiva, en ausencia de temperaturas, es:
o =Dse (4.14)

Para un material elastico lineal e isétropo la matriz elastica D es constante. Su
expresion es diferente para los dos problemas de elasticidad plana.

e Tension plana. En este caso la tensidon en direccion transversal al material (2) es

nula, pero éste es libre de dilatarse en dicha direccidn z: o,=0 ¢ =0

Se parte de la ecuacidn constitutiva en el estado tridimensional:

o P2 A A0 0 0]
7, A A+2e A 0 0 0|
JUZL A A A+2n 0 0 0]]e,
O-q - < z }
” 0 0 0 pu 0 0[]7 (4.15)
Ty 0 0 0 0 u 0|7
7= | 0 0 0 0 0 p/l7=
Ev FE
A= p=

1+v)(1-2v) 2(1+v)
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Imponiendo en la tercera ecuacion la condicion o, = 0 se obtiene:

Ae, +Ae, +(A+2p)e, =0 (4.16)
De donde se calcula el valor de la deformacion unitaria transversal al material:
—A
.= (e, +¢,) (4.17)
A+2p

Sustituyendo en la expresién inicial del estado tridimensional (y considerando
ademas que o,,=0, ,,=0), se obtiene la matriz elastica del estado plano:

1 v 0
D" = N E v 1 0 (4.18)
—
00 1—v
2
G,
y
Ox Ox
i L~
A
Y &5 ;
Oy
z X

Figura 4.2 Estado de tension plana

e Deformacion plana. En este caso la deformacidn unitaria transversal al material
(2) es nula, pues éste es incapaz de dilatarse en direccidn 2. En consecuencia debe

existir tension en dicha direccion, esdecir: ¢ =0 o, =0

Para obtener la ecuacidn constitutiva es suficiente con hacer cero las deformaciones
unitarias correspondientes en la ecuacion tridimensional: basta por lo tanto con
extraer las filas y columnas correspondientes al estado plano. De esta forma se
obtiene la siguiente matriz eldstica:

1 1” 0
—v
pr - El-v) v 1 0 (4.19)
1+v)1—-20v)|1—v
0 0 1—2v
2—2uv]
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Noétese que aparece una tension en la direccion z, cuyo valor se deduce simplemente
de la ecuacidén en la direccidén z:
Ev

T T U ) —2) (& +¢) 14.20)

4.5. DEFORMACIONES UNITARIAS INICIALES. TEMPERATURAS

La presencia de deformaciones unitarias iniciales introduce un nuevo término en la
ecuacion constitutiva:
oc=D(—¢) (4.21)

siendo g, el vector de las deformaciones unitarias iniciales existentes en el material
en el punto considerado, que deben ser conocidas.

Si las deformaciones unitarias iniciales g, estan producidas por un incremento de
temperatura 7, su valor es, para el estado de tensidn plana:

6OT:L' QT
€ = 1€ [ = aT (4.22)
’yOTwy 0

Las deformaciones unitarias iniciales son iguales en ambas direcciones x e y, y
ademas no se genera deformacién de cortante.

Para el caso de deformacién plana, a la dilatacion a7’ en las dos direcciones x,y se
suma la imposibilidad de dilatarse seglin z, lo que origina una tensién en dicho
sentido, la cual genera a su vez una deformacion unitaria segun los ejes x,y, por
efecto de Poisson, y que se suma a las iniciales:

60TI OéT
€ =1, (= L +v)al (4.23)
’)/Osz O

4.6. ELEMENTO TRIANGULAR
Este elemento tiene seis desplazamientos en los nudos, que forman un vector:
T
¥ =\U, V., U, V, U, V, (4.24)

Los desplazamientos de un punto cualquiera dentro del elemento se pueden
representar en funcién de estos seis valores nodales, mediante una expresion
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polindmica. Dado que hay seis deformaciones nodales, el polinomio sélo podra tener
seis términos:

u=oa tor+ay v=a, tar+ay (4.25)

Estas expresiones pueden ponerse en forma matricial:

w [z y 0 0 0]|™
= 4.26
{U} 0 001 z vy ( )

Qv

6
u=Ra (4.27)

Los seis pardmetros «; se pueden calcular aplicando la expresidén (4.26) a los tres
nudos del elemento, y agrupando las seis ecuaciones obtenidas (dos en cada nudo):

U, 1 z y 0 0 0] o,
Vi 00 0 1 2 yllq
U, 1 2 yo 0 0 O}y
) — . 4.28
V, 0 0 0 1 =z, vyl||% ( )
U, Loz, y 0 0 0f%
V,| |00 0 1 z y|l%]
es decir:
¥ =Ca (4.29)
Despejando a y sustituyendo en la expresidn de u se obtiene:
u=RC'¥ (4.30)
Esta expresion define las funciones de interpolacion como:
N=RC" (4.31)
Efectuando el producto de matrices anterior se obtiene la expresion:
N O0O!N, OIN, O
N = 5 5 4.32
0O N :O0O N, 2O N, ( )
Las tres funciones de interpolacién correspondientes a los tres nudos son:
a, +bxr+c a, +br+c a, +bx+c
1:1—1_1—{_1:9 N2: , TOTFCY N3:3+5+5y (4.33)
2A 2A 2A

Las distintas constantes dependen de la geometria del elemento:
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4, = LY, — LY, bl =Y Y G =T, T,
a, =Ty, —TY, b2 =y, — Y, c, =1, —1, (4.34)
a, = 1Y, — LY, b3 =Y Y C; =T, — X,

En la ecuacidn anterior, A es el area del elemento, cuyo valor se obtiene mediante el
determinante:

1x1 Y,

1
A= EDet I =,y (4.35)

2

1:1:3 Y,

Se observa que si el elemento tiene area nula (dos nudos coincidentes) eso se
manifiesta en A=0y no se pueden calcular las N.. Estas funciones son planos de valor
1 enelnudo iy 0 en los otros dos nudos.

Al ser las tres funciones de interpolaciéon planos (Figura 4.3), el campo de
desplazamientos en el interior del elemento es también un plano que pasa por los
tres valores nodales del desplazamiento. En consecuencia, si se emplea este
elemento, el campo de deformaciones en una direccidén cualquiera u o v se aproxima
mediante una superficie poliédrica de facetas triangulares.

Nl N2 N3
2 1 2 1 !
2
3
3 3

Figura 4.3 Funciones de interpolacién del elemento triangular

e El estado de deformacion unitaria viene definido por la matriz B, que en este caso
vale:

ON ' ON ' ON
1 0 2 0 3 O
or i Ox i Ox
ON, | ON, | ON
B=0N=| 0 L0 2. 0 3 (4.36)
oy dy | Ay
ON, ON, i ON, ON,:ON, ON,
|0y Oz | Oy Oz i dy  Ox |

Efectuando las derivadas, la expresion de esta matriz es:
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B 610 ¢ 10 ¢ (4.37)

=—10
24

Esta matriz se puede poner en la forma:

B=|B, B, B, (4.38)

1

Se observa que la matriz B es constante, y no depende de z,y. Por lo tanto las
deformaciones unitarias € son constantes en todo el elemento, y también lo seran las
tensiones, que son proporcionales a ellas.

e La matriz de rigidez del elemento se obtiene a partir de su expresion general.
Dada la estructura de B, se puede poner en la forma:

B,
K= [B'DBdv= [|B]|D|B, B, B,|tdsdy (4.39)
v B:j;

siendo t el espesor del elemento. La matriz K se puede dividir en 3x3 submatrices,
gue relacionan a los tres nudos entre si:

K" K" K"
K= K" K” K” (4.40)
K" K»*” K%
Cada una de ellas tiene la expresion:
K’ = [B/ DB, tdudy (4.41)

Dado que B; y D son constantes, su valor resulta ser (suponiendo espesor t uniforme):
o t biblel + Cich?)S bich12 + CibjDBS
4A CibjD12 + bich33 ciClel + bibjDSS

g (4.42)
donde D;; son los coeficientes de la matriz elastica D.

e El estado de tensiones en un punto cualquiera del elemento es:
c =De=DB¥ (4.43)
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U,
1 v 0 b, 0ib, 0ib, O
’ E 1 | | Vi
y [~ m v 1 0 ﬂ 0 ¢ E 0 Cy é 0 Cs (7 (444)
Ty 0 0 1 ; v ¢ bjc bic b V3 |

Se observa que el estado de tensiones no depende de las coordenadas z,y sino que
es uniforme en todo el elemento. Por lo tanto, si se emplea este elemento el campo
de tensiones en el material se aproxima mediante una serie de valores constantes,
formando una superficie escalonada. En consecuencia este elemento sélo debe
utilizarse con mallados muy finos si se prevé un campo de tensiones variable.

e Las fuerzas nodales equivalentes a las deformaciones iniciales térmicas son:

T
Bl
_ T _ T

P, = [B'De, dv= [|B]|De, t dzdy (4.45)
v T
B3

Suponiendo un incremento de temperatura 7' uniforme en todo el elemento, el

integrando de la expresidn anterior resulta ser constante con lo que se obtiene, para
el caso de tension plana:

T e - (4.46)

PT

PT

Proc| _ BAaTt |V,
P,

PT

PT

4.7. ELEMENTO RECTANGULAR

El desarrollo de este elemento sigue un camino paralelo al del tridngulo. Para mayor
sencillez en la formulacidén se utiliza en este elemento el sistema de ejes local
mostrado en la figura 4.4.

e Elvector columna de desplazamientos nodales es:

T
¥=\U V. U, Vv, U V, UV, (4.47)
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V2 \%1 Y.

\Y
U T X W
&
Vs V,
Us Us
4

1 2b !

Figura 4.4 Elemento rectangular

Con los ocho grados de libertad, el campo de desplazamientos en el interior del
elemento se puede representar mediante dos polinomios bilineales, de cuatro
términos:

U 1 2z v zy 0 0 0O O 4
_ 4.48
{U} 0 0o 0 1 2z vy ay ( )

«

8
u=Ra (4.49)

El calculo de a se efectia nuevamente particularizando la ecuacion anterior para los
cuatro nudos, a base de sustituir en z,y las coordenadas de dichos nudos, que con el
sistema de ejes elegido son muy sencillas. Queda una ecuacién del tipo:

& =Ca (4.50)

La matriz C es de tamafio 8x8 y sus términos son todos conocidos en funcién del

tamafio del elemento. Por ejemplo sus dos primeras filas son:
1 4+b +¢ +bc 0 0 0 0|
0O 0 O 0 1 +b +c +Hbc

1 =b +c¢ —bc 0 0 O 0
Despejando o« = C' §°y sustituyendo en la ecuacién (4.49) se obtiene:
u=Ra=RC'¥ (4.52)

Se identifica la matriz de funciones de interpolacién N = R C™'. Operando se llega a:

N O0!N, 0!N, 0IN, 0

1 4

0 N {0 N, {0 N !0 N,

3 |

N (4.53)

Las distintas funciones de interpolacién son del tipo bilineal:
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N =0b+z)(cty)/A
N,=0b-z)(c+y)/A .5
Ny=(b—-z)(c—y)/A
N, =0b+z)(c—y)/A

La figura 4.5 muestra el aspecto de dos de estas funciones.

Figura 4.5 Funciones de interpolacion del elemento rectangular

e La matriz B para este elemento es de 3x8, y esta formada por cuatro matrices B;
de 3x2, una para cada nudo:

B=|B, B, B, B, (4.55)
€+ 0 Ity 0 -y 0 -y 0
B:% 0 (G+x); 0 G-m) | 0  —G-x)] 0 —b+a)

b+2) ety b—2) —(cty  —b-2) ~(c-y)i-b+) (c—y)

Se observa que esta matriz tiene términos lineales, por lo que ésta es la variacion
permitida para el campo de deformaciones unitarias en el interior del elemento. De
la misma forma, las tensiones también pueden tener una variacion lineal en el
elemento. Este elemento es por lo tanto bastante mas preciso que el triangular, que
sélo permitia valores constantes de la tensién y la deformacién unitaria.

e La matriz de rigidez de este elemento es de tamafio 8x8, y se calcula utilizando la
expresion habitual:
T
Bl
K= [B"DBdv= [|.. D[B
T
B4

B,| tdudy (4.56)

La matriz K se puede dividir en 4x4 submatrices, que relacionan a los cuatro nudos
entre si. Cada una de ellas vale:

K/ — f B/ DB, t dxdy (4.57)



Elasticidad bidimensional 51

Esta matriz se obtiene referida al sistema de ejes local del elemento. Para pasarla al
sistema general se aplica una transformacién de coordenadas plana.

4.8. FUNCIONES DE INTERPOLACION DE TIPO C°

En los apartados anteriores se han desarrollado elementos finitos sencillos, a base de
definir un polinomio interpolante de las deformaciones y a continuacidon determinar
los coeficientes de dicho polinomio a base de ajustarlo a los valores nodales de las
deformaciones. Una vez ajustado este polinomio y determinadas las funciones de
interpolacién N, el proceso de cdlculo de las propiedades del elemento es siempre el
mismo, con independencia del tipo de elemento. La definicion de las funciones de
interpolacién es por lo tanto el paso fundamental en el analisis por el MEF, y de él
depende en gran manera la precisidon de los resultados obtenidos.

La matriz N tiene tantas filas como desplazamientos se consideren para un punto del
continuo (dos en el caso plano), y tantas columnas como grados de libertad haya
entre todos los nudos del elemento. La estructura de esta matriz siempre es la
misma, y para el caso plano es:

N, 0N, 0i.. 0IN, 0

1

N = ! ! !
0 N :i0 N, iO ... 0 N,

(4.58)

siendo n el numero de nudos del elemento. Resulta por lo tanto de gran interés
definir las funciones de interpolacion de los nudos N, para cada tipo de elemento.

En los apartados siguientes se presentan funciones de interpolaciéon con
compatibilidad de tipo C°, es decir que garantizan la continuidad de la propia funcién
en los bordes entre elementos.

Las funciones de interpolacion siempre son del tipo polindmico. El niumero de
términos de éste polinomio viene determinado por el nimero de grados de libertad
del elemento, que define el nimero de parametros independientes que pueden
utilizarse para definir el polinomio. En general se trata de utilizar polinomios
completos del mayor grado posible. EIl nimero de términos que aparecen en un
polinomio de grado dado y dos variables z,y, se puede deducir del tridngulo de
Pascal. Por ejemplo: un polinomio completo de grado 1 requiere tres términos, el de
grado 2 requiere seis términos, el de grado 3, diez términos, etc.

4.8.1 Elementos rectangulares. Formulacion Serendipity
En esta formulacion las funciones de interpolacién se definen de la siguiente manera:
e Se utilizan Unicamente nudos situados en los contornos del elemento.

e Se utiliza un sistema de coordenadas local al elemento &7, con origen en su
centro y normalizadas de tal forma que valen +1 y -1 en sus extremos. En este
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sistema de coordenadas local, el elemento queda representado como un
cuadrado de lado 2.

e El nimero de nudos existente en cada lado del elemento define el grado del
polinomio interpolado en dicho lado.

e La funcidon de interpolacién completa es el producto de las funciones en cada
direccién.

(+1,+1)

(-1-1)
Figura 4.6 Coordenadas locales normalizadas

4.8.1.1 Elemento de cuatro nudos

Las funciones de este elemento son:

N ==(1+&)1+m) i=14 (4.59)

1
4
Siendo &, 7, las coordenadas del nudo . Esta funciones son bilineales, y son las
mismas que se dedujeron para el elemento rectangular, aunque ahora estan
expresadas en las coordenadas locales & 7. Para desarrollos posteriores, a las

funciones de este elemento se les denomina funciones basicas, y se designan como
N.

3 4

Figura 4.7 Elemento de cuatro nudos

4.8.1.2 Elemento de ocho nudos

En cada lado las funciones de interpolacion varian cuadraticamente, ya que hay tres
nudos en cada uno. Adoptando la numeracién de la figura 4.8, las funciones para los
nudos centrales de los distintos lados son:
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N =t0-&)1+m) k=26  §=0

N = (4.60)

k

N = N

i ,,'
"6‘
7/

Figura 4.9 Elemento de 8 nudos. Funcion de interpolacién de un nudo central

Al introducirse un nudo en el centro de un lado, las funciones de los nudos de las

esquinas se calculan modificando las basicas ]\7{ de la forma siguiente (figura 4.10):
N=N—-iN_—1 (4.61)

k1 k2

k2

k1

Figura 4.10 Correccion de nudos esquina

Es decir que a cada funcidn basica de una esquina se le resta 1/2 de la funcién de los
dos nudos intermedios de los lados adyacentes. Efectuando dicha operacién para los
cuatro nudos de las esquinas se obtienen sus funciones de interpolacion:
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N, ==+ €)A+m)(E +m, —1)  i=1-3-5-7 (462

Figura 4.11 Elemento de 8 nudos. Funcion de interpolacién de nudo esquina

4.8.1.3 Elemento de doce nudos

En cada lado del elemento la variacién de las funciones de interpolacién es cubica, al
disponerse de cuatro nudos para definirla.

n
3 2

4 1

5 12 g

6 11

Figura 4.12 Elemento de doce nudos

Los dos nudos intermedios de un lado cualquiera corresponden a valores +1/3 y -1/3
de la coordenada. Las funciones de dichos nudos intermedios se pueden obtener de
forma intuitiva, definiendo una cubica que adopte los valores deseados en los nudos:

N, =25 (14+&)(1+9m,)(1—7) i=5-6-11—12 ¢ =+l

N, =gh(l+m)A+96)(1-¢)  i=2-3-8-9 =+l  (463)

Para los nudos de esquina se parte de las funciones basicas del elemento de cuatro
nudos NV . Al introducir los nudos intermedios las funciones basicas se ven afectadas

de la forma siguiente:

N=N-2N_—1iN (4.64)
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donde i es el nudo esquina, y k1 y k2 son los dos nudos intermedios adyacentes,
siendo k1 el mds préoximo a iy k2 el mas lejano (figura 4.13).

Para el otro nudo esquina del lado, que llamaremos j, es:

N,=N,—3N, -} (4.65)

k1

Esta correccion debe hacerse para todos los lados y todas las esquinas del elemento.
Se obtiene la expresion siguiente, que es valida para los cuatro nudos esquina:

N =3 1+&)A+m,)(—10+9¢ +97°) i=1-4-7-10 (4.66)

Figura 4.13 Correccidon de nudos esquina

4.8.1.4 Elementos con numero de nudos variable

Estos elementos se usan para servir de transicion entre zonas discretizadas con
distintos tipos de elementos, como se muestra en la figura 4.14.

La obtencién de sus funciones de interpolacidon puede hacerse de forma directa, pero
dada la gran cantidad de casos que pueden presentarse, lo mejor es seguir un camino
sistematico:

e Para los nudos intermedios de los lados, se calculan sus IV, segun las expresiones
antes indicadas, en funcién de cuantos nudos intermedios haya en ese lado.

e Para los nudos de las esquinas se corrigen las funciones basicas del elemento de
cuatro nudos N, en funcion de los nudos que aparezcan en los lados adyacentes

a cada esquina, como se ha indicado para los elementos de tres y cuatro nudos
por lado.

O O O O
Transicién 4 nudos

O O @, O

O O O O

Figura 4.14 Elementos con nimero de nudos variable
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4.8.1.5 Grado de los polinomios generados

Los términos de los polinomios utilizados por los distintos elementos en formulacion
Serendipity se pueden observar en el tridangulo de Pascal:

4 nudos

X y
8 nudos
12 nudos
w3

X Xy Xy Xy Xy Xy y

Se observa que disminuye el numero de términos de grado elevado, con respecto a la
interpolacién de Lagrange. Por ejemplo en el elemento cuadratico se disminuye el
numero de términos en exceso de tres a dos, y en el cibico se disminuye de seis a
dos.

Sin embargo utilizando Unicamente nudos situados en los contornos, como maximo
se puede generar un polinomio completo hasta grado 3. Si se quiere pasar a grado
cuatro o superior, hay que afadir nudos intermedios. Esto ocurre en el elemento de
cinco nudos por lado, que tiene 17 nudos (16 en los lados y uno interior).

4.8.2 Elementos rectangulares - Interpolacion de Lagrange

Se utilizan polinomios de Lagrange como funciones de interpolacién, que tienen la
propiedad de valer 1 en un nudo y 0 en los demads nudos. Se utilizan las coordenadas
locales al elemento &, 7, normalizadas de tal forma que valen +1y -1 en los extremos
del elemento.

En una dimensién, el polinomio de Lagrange de grado n que pasa por el nudo i, se
ajusta a n+1 puntos, y vale 1 en el nudo i, y cero en los demas (Figura 4.15):

I'(€) = _0]_[1% (4.67)
A ~ ™~
\_/O
14
1

Figura 4.15 Interpolacion de Lagrange

En dos dimensiones, la funcidn de interpolacion del nudo i se obtiene como producto
de dos polinomios de Lagrange, uno en cada direccidn. El orden de cada polinomio
depende del nimero de nudos en cada direccién:
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€—=¢) (n—mn,)
N (&n) =11 (n) = — — (4.68)
j_(l,:!jii (gz - gj) k—(l,’j;kii (771 - nk)
siendo ny m el nUmero de divisiones en cada direccion.

O O O o—=0 O O

o O (©) O

O O O o—=C O O

Figura 4.16 Elementos con interpolacion de Lagrange en dos dimensiones

Estas funciones N, son muy faciles de generar, pero tienen dos problemas: el primero
es el gran niumero de nudos que introducen en el elemento, aumentando el nimero
de ecuaciones a resolver. El segundo es que no utilizan polinomios completos, sino
gue consideran muchos términos de grado elevado, que son peores para ajustar la
solucidn, pues introducen ondulaciones en ella (términos parasitos). Sin embargo,
por esta caracteristica, son mas adecuados para tratar problemas de transmision de
ondas que requieren de términos de orden alto en la solucidn.

1
4 nudos
X y
9 nudos
X2 Xy e
16 nudos
X3 2 2

4.8.3 Elementos triangulares

En los elementos triangulares se utilizan unas coordenadas locales muy particulares,
gue son las coordenadas de area (figura 4.17). Estas coordenadas se definen como:

I Area(P23)

= (4.69)
Area(123)
y anadlogamente las otras 2 coordenadas L,y Ls.
La expresidn general es:
A PJK
[ = Area(PJK) (4.70)

I Area(lJK)
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Evidentemente se cumpleque L, + L, + L;=1

Las lineas de L, constante son rectas paralelas al lado JK (figura 4.18).

1 L=1

Ly

2 3 2 O/ L,=0 \03

Figura 4.17 Coordenadas de area

Figura 4.18 Valores constantes de la
coordenada de area L;

4.8.3.1 Elemento de tres nudos

Las funciones de interpolacionson: N =1L i=13

La funcion del nudo 7 es un plano que pasa por el lado opuesto al vértice ¢, y que vale
1 en dicho nudo. Al igual que en los rectdngulos estas funciones se llaman bdsicas
N..

i

Figura 4.19 Elemento de tres nudos

4.8.3.2 Elemento de seis nudos

En sus lados las funciones de interpolacidn varian de forma cuadratica. Cada nudo
intermedio tiene una funcidn que vale:

N, =4LIL, N,=4LL, N,=ALL (4.71)
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N

4 3 4

Figura 4.20 Elemento de seis nudos y funcidn de interpolacion del nudo 2

Las funciones de los nudos de esquina se calculan a partir de las funciones basicas,
restando a cada una de ellas 1/2 de las funciones correspondientes a los nudos
intermedios que hay en los lados adyacentes (figura 4.21):

N =N -iN -1 (4.72)

1 k2

k1 k2

Figura 4.21 Correccion de nudo esquina

Se obtienen las siguientes funciones de interpolacién:

N = (2L 1)L, N, = (2L, 1)L, N, =(@2L,~1)L,  (4.73)

5

4.8.3.3 Elemento de diez nudos

En este elemento se debe incluir un nudo en su centro con el fin de cubrir todo un
polinomio completo de grado tres, que requiere diez términos.

e

6

Figura 4.22 Elemento triangular de diez nudos
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Las funciones de los nudos intermedios son:
N2 = %LlL{Z(SL1 —1) N3 =3LL (3L2 —1)

172
N5 - %L2L3(3L2 - 1) N6 - %L2L3(3L3 o 1) (4.74)
N,=3%LL(G3L —1) N,=45LL(3L —1)

Para el nudo central la funciéon de interpolacion es la funcién de la burbuja:

N, =27LLL, que tiene valor nulo en todo el contorno del triangulo.

Las funciones de las esquinas se obtienen de manera andloga al caso de los
rectangulos. Cada lado con dos nudos afecta a los dos nudos de esquina del lado de
la forma siguiente (figura 4.23):

N =N -3N, -1 (4.75)

1 k2

donde i es el nudo esquina, y k1 y k2 son los dos nudos intermedios adyacentes,
siendo k1 el mas proximo a iy k2 el mas lejano. Para el otro nudo esquina del lado,
que llamaremos j la correccion es:

N =N —2N_—1N (4.76)

Figura 4.23 Correccion de nudos esquina

4.9. FORMULACION ISOPARAMETRICA

Se han estudiado hasta el momento diversos tipos de elementos que se caracterizan
por un numero creciente de nudos, lo que les permite interpolar el campo de
desplazamientos de forma sofisticada, y alcanzar una gran precisién en el analisis. Sin
embargo para todos ellos se han utilizado formas sencillas como triangulos o
rectdngulos, mediante los cuales resulta dificil el adaptarse a la forma de la
estructura a estudiar, que normalmente tiene forma curva. En este apartado se trata
de estudiar elementos finitos con forma mas compleja: asi, por ejemplo un elemento
gue es rectangular en sus coordenadas locales puede ser transformado en uno que
es curvilineo en coordenadas cartesianas.

Para ello es necesario definir alguna relacidn entre las coordenadas de un punto en el
sistema local y las mismas en el sistema general:

z = f(&n) y = g(&mn) (4.77)
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Esta transformacion de coordenadas define la forma del elemento en el sistema
cartesiano.

4.9.1 Interpolacion de coordenadas

Uno de los métodos mas convenientes para definir la relacion entre coordenadas
locales y generales anterior consiste en usar funciones de interpolacién, de la misma
forma que se hizo para el campo de deformaciones dentro del elemento. Por ejemplo
se puede poner:

xr = ZleZ Yy = ZN;% (4.78)
1n 1n

donde N' son algunas funciones de interpolacion definidas en las coordenadas
locales & n. Estas N’ deben de valer 1 en el nudo iy cero en los demds. De inmediato
se ve la posibilidad de utilizar para estas N’ a las funciones de interpolacion
empleadas para interpolar los desplazamientos, que satisfacen dicha condicidn.

aN/'

Y

«—2—>

—2—> X
Figura 4.24 Interpolacion de coordenadas

En principio no hay por qué utilizar como funciones de interpolacién de coordenadas
a las mismas funciones de interpolacion de desplazamientos, sino que pueden ser
otras. A los elementos que utilizan las mismas funciones para interpolacién de
coordenadas que las usadas para la interpolacidon de desplazamientos, se les llama
isoparamétricos. Es decir que estos elementos usan las coordenadas de todos sus
nudos para definir el cambio de coordenadas, o lo que es lo mismo, la forma del
elemento.

Por lo tanto, en la formulacién isoparamétrica se puede poner:

IENON20

B = a0
- ) ,
y| o N, 0 N, ..
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x = Nx° (4.80)

El vector x° agrupa a las coordenadas (z,y) de todos los nudos del elemento.

Con esta definicién un elemento isoparamétrico tiene una forma geométrica real que
estd definida por el tipo de funciones de interpolaciéon que emplea. La forma real de
cada lado estd definida por el nimero de nudos que hay en ese lado: asi los lados con
dos nudos son rectos (funciones lineales), los lados de tres nudos pueden ser
pardbolas (las funciones son cuadraticas) y los lados de cuatro nudos pueden ser
curvas cubicas. En el sistema local &, 77 del elemento, éste siempre es un cuadrado de
lado 2.

Figura 4.25 Elementos con lados curvos

Elementos sub y super paramétricos

Otro tipo de elementos que pueden definirse son los subparamétricos. En ellos se
utilizan como funciones N’ para interpolar las coordenadas, una funciones de orden
inferior a las de interpolacidon de desplazamientos. Es decir que no se utilizan las
coordenadas de todos los nudos para definir la forma del elemento, sino Unicamente
las de algunos de ellos (normalmente las esquinas).

Asi, un elemento de tres nudos por lado (N, parabdlicas) puede utilizar sélo los nudos
esquina para definir las coordenadas, usando unas N' lineales: en este caso sus lados
son forzosamente rectos, y el nudo central esta siempre en el centro del lado (figura
4.26). Andlogamente ocurre para el elemento de cuatro nudos por lado, en que se
emplean los 4 nudos de esquina para definir sus coordenadas.

Estos elementos son practicos cuando la geometria es sencilla, y el elemento tiene
lados rectos, pero el campo de deformaciones varia mucho y debe aproximarse con
funciones de orden superior. Computacionalmente no tienen una gran ventaja, pero
permiten ahorrar gran cantidad de datos en la definicion de las coordenadas de los
nudos, pues basta definir las coordenadas de las esquinas.

Los elementos superparamétricos son aquellos que utilizan mds puntos para definir
su forma geométrica, que para definir el campo de deformaciones. Es decir que las N’
son de orden superior a las N. Asi por ejemplo se pueden usar los elementos de la
figura 4.27.
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@ Deformaciones
[0 cCoordenadas

Figura 4.26 Elemento subparamétrico

@® Deformaciones
[J cCoordenadas

Figura 4.27 Elemento superparamétrico

El primero permite una forma parabdlica del contorno del elemento y sélo una
variacion lineal en los desplazamientos. Estos elementos no son usados en la
practica, pues requieren dar gran cantidad de coordenadas de nudos y sin embargo
no aprovechan dichos nudos para interpolar los desplazamientos.

4.9.2 Matriz de rigidez

La expresidn obtenida para la matriz de rigidez de un elemento plano cualquiera es:

K — fBTDde (4.81)

En ella aparece la matriz B, que se obtiene derivando la matriz de funciones de
interpolacién N respecto a las coordenadas x e y. Sin embargo, la matriz N estd
definida en las coordenadas locales normalizadas del elemento &7, por lo que es
necesario transformar las derivadas entre unas coordenadas y otras. Una vez
obtenida la matriz B hay que efectuar la integral anterior al dominio de todo el
elemento. Esta es muy simple en coordenadas locales pero es complicada en general
en coordenadas generales, dado que el elemento puede ser curvo.
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Para resolver este problema lo que se hace es evaluar la integral anterior en
coordenadas locales &7, pasando todas las expresiones necesarias a dichas
coordenadas. En la expresion de la matriz B se observa que es necesario disponer de
todas las derivadas de las funciones de interpolacién respecto a las coordenadas
generales x,y.

Siguiendo las reglas de la derivacién se puede poner la siguiente relacion matricial
entre las derivadas en ambos sistemas de coordenadas:

8Ni @ @ 8]\[2. aNz‘
ot | |06 || ox | 4] 0w
on | ~|os oy||on, =J oN (4.82)
on on  On|| 9y dy

La matriz J es la Jacobiana de la transformacidn de coordenadas (z,y) a &,7.
Despejando se obtiene:

ON., ON,
Or | g 06
ON =J ON (4.83)
dy I

El vector de la derecha es conocido sin mas que derivar las N; respecto a &,717, v
conociendo J se pueden obtener de la expresion anterior todas las derivadas que
forman la matriz B..

e Elcdlculo de J se hace apoydndose en la interpolacién de coordenadas:

ON ON.
—tr )y,
o€ o€
J= (4.84)
DR ety
a’] i 8?7 7

Esta expresion puede ser evaluada facilmente ya que las funciones N son conocidas
en funcién de &, 17y x,,y, son las coordenadas de los nudos que definen la forma del
elemento.

e El dominio de integracion expresado en coordenadas locales es:
dv = tdzxdy =t J d&dn (4.85)

donde aparece el determinante J de la matriz Jacobiana, que se calcula a partir de Ia
expresion de ésta, y es en general una funcién de &, 7.

La presencia del espesor del elemento t en la integral anterior permite tratar con
gran sencillez elementos de espesor variable. Para ello la solucién practica mas
habitual consiste en suponer que la ley de variacién del espesor puede aproximarse
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por interpolacién de los valores del espesor en los nudos ¢, mediante la expresion
habitual:

t=> "Nt (4.86)
e Considerando la estructura de la matriz B, la matriz de rigidez K es:
T
Bl
K — fBT DBdv = f D[B1 Bn} t dedy (4.87)
BT

La matriz K se puede dividir en n x n submatrices, que relacionan a los n nudos entre
si:

K' .. K"
K=|.. .. .. (4.88)
Knl sz,

Cada una de las submatrices tiene la expresion:

+1
K’ = [B/ DBt Jd¢dn (4.89)
-1

Sustituyendo los valores de las distintas matrices se obtiene:
ON ON. ON. ON . ON ON. ON ON.
+1 Du_l J+D33 Z - D12 Z j+D33 Z :
or Oz oy 0y oxr 0Oy Jy Ox
ON ON ON ON ON ON ON ON
) J + i J i J + i J
2 0y Oz B 9z Oy oy oy B 0r Or

K' = tJdeédn  (4.90)

-1

Estudiando la naturaleza de los distintos términos del integrando se observa que si el
determinante del Jacobiano J es constante, el integrando es un polinomio. Sin
embargo si J no es constante, el integrando es un cociente de polinomios. En el
primer caso la integral puede efectuarse de forma exacta empleando métodos
numéricos adecuados, mientras que en el segundo la integracion numérica siempre
es aproximada.

4.9.3 Fuerzas de volumen

Su expresion general es:
P = f N'q, dv (4.91)

Con objeto de simplificar la implementacidon practica del método, es habitual
restringir la posible variacidon de las fuerzas de volumen y limitarla sélo a aquellas que
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pueden ser representadas por las propias funciones de interpolacién. De esta forma
la variacion de las fuerzas de volumen se puede representar mediante una
interpolacién de sus valores nodales, empleando las propias funciones de
interpolacién:

q, =Nq| (4.92)

siendo g los valores nodales de las fuerzas de volumen, que son constantes. Con
esto se obtiene la siguiente expresion del vector de fuerzas nodales equivalentes:

P,~ [N'Ndvq; = Mgq; (4.93)
Considerando la estructura de la matriz N, la matriz M es:
T
Nl
M= [N'Ndv= [|..[[N .. N|tdudy (4.94)
NT

con lo que la matriz M se puede dividir en n x n submatrices, que relacionan a los n
nudos entre si:

Y S Y
M=|.. .. .. (4.95)
M ... M
siendo cada una de ellas:
MY = +fl N, 0 tJ dé dn (4.96)
J 10 N, Nj

El calculo de la matriz M no presenta ningun problema, efectuandose en el sistema
local de coordenadas, en el que se conoce la matriz de interpolacion N. Todos los
términos que la forman son polinomios, por lo que se puede evaluar de forma exacta
por métodos numeéricos.

4.9.4 Fuerzas de superficie

En elasticidad plana, las fuerzas de superficie actian distribuidas sobre los lados de
los elementos, y pueden definirse de dos formas distintas: como fuerzas distribuidas
por unidad de superficie lateral del elemento q,, o como fuerzas distribuidas por
unidad de longitud q;. La relacién entre unas y otras es sencillamente el espesor del
elemento: q;= 1 q..
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La expresion general del vector de fuerzas nodales equivalentes a las fuerzas de
superficie es:

P, = [N'qds (4.97)

Al igual que con las fuerzas de volumen, se restringe la posible variacidon de las
fuerzas de superficie sélo a aquellas que pueden ser representadas por las propias
funciones de interpolacién. De esta forma las fuerzas de superficie se representan
mediante una interpolacion de sus valores nodales, empleando las propias funciones
de interpolacién:

q, = Nq, (4.98)

siendo q; los valores nodales de las fuerzas de superficie, que son constantes. Con
esto queda:

P :fNTNds q :fNTN tdl q° =M., q’ (4.99)

donde se ha introducido la matriz M, que tiene una expresién muy similar a la matriz
M, pero integrando al lado del elemento donde se aplican las fuerzas. Esta
compuesta por submatrices del tipo:

+1
M = [

-1

N N 0

? J

A
0 N thdl (4.100)

e Elvalor del diferencial de longitud es: dI* = dz* + dy’

Pero los valores de dxy dy son:

9 )
dz = a—z dé + %"” dn = J d¢+J,dn

5 5 (4.101)
dy = a_g dé + a—f] dn = J ¢+ J dn

e Para una cara donde £es constante serd d&=0 luego:

dl* = J di’ + J, dn’ dl = [ +J2 dn (4.102)

e Andlogamente, en una cara donde 77 es constante se obtiene:
dl = T2+ J? d¢ (4.103)

4.9.5 Elementos triangulares

Todo el desarrollo anterior se ha efectuado considerando como coordenadas locales
las &7 de los elementos rectangulares, pero todo él es valido para cualquier tipo de
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coordenadas locales, y en particular para las coordenadas de area usadas en
elementos de forma triangular.

La mayor parte de las expresiones anteriores son validas si se cambian
adecuadamente los nombres de las variables locales, aunque hay algunas diferencias.
La primera se refiere al hecho de que al haber tres coordenadas locales de area en el
plano, y sélo dos coordenadas generales &, 1 la matriz J seria rectangular; y la
segunda es que los limites de integracidén ya no son constantes entre -1y +1, sino que
dependen de las coordenadas.

La forma mas sencilla de resolver estos problemas es efectuar un cambio en los
nombres de las variables, en la forma:

L =¢ L =n (4.104)

2

La tercera coordenada de area es una variable dependiente:
L=1-L—-L =1-&—n (4.105)

Las derivadas de las funciones de interpolacion son, por lo tanto:
ON, ON, 0L n ON, 0L, n ON, 0L, ON, ON,
o¢ 0L o¢ 0L 06 oL 9 0L 0L

3

(4.106)

Pueden calcularse facilmente, al conocerse la expresion de N; en funcion de L,
Andlogamente se obtiene:
ON, ON, 0L ON, OL, 0N, L, __ON, ON,

= + + = i (4.107)
op oL oy oL on oL, dy oL, OL,

Utilizando estas ecuaciones, se pueden emplear todas las expresiones ya obtenidas
para los elementos rectangulares.

4.10. CONFORMABILIDAD GEOMETRICA

Los elementos isoparamétricos pueden tener lados curvos y un nimero de nudos
variable en cada uno de ellos, lo que les permite adaptarse bien a la forma del
continuo, pero esta misma cualidad puede dar lugar a problemas de conformabilidad
geométrica.

Huecos entre elementos. Esto puede ocurrir si se unen dos elementos que utilizan
funciones de interpolacidn diferentes en el contorno de unién, como por ejemplo un
elemento de tres nudos por lado (parabdlico) unido a dos elementos lineales (dos
nudos por lado) en un contorno curvo (figura 4.28). La ausencia de huecos en la
discretizacién se garantiza si los dos elementos contiguos utilizan las mismas
funciones de interpolaciéon en su borde de unidn, es decir si emplean el mismo
numero de nudos en el lado comun.
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Figura 4.28 Huecos e interferencias entre elementos

Deformacion excesiva de los elementos. La forma de los elementos viene definida por
la transformacion entre las coordenadas locales y las generales, con lo que la forma
de un elemento particular queda determinada por las coordenadas de sus nudos x°.
Unos valores incorrectos para éstas pueden dar lugar a elementos muy deformados,
en los que existiran problemas para efectuar las integrales de area necesarias para
calcular sus propiedades de rigidez.

Ocurren dos efectos simultaneos: algunos puntos interiores del elemento quedan
definidos por dos valores distintos de las coordenadas locales, y por otra parte
algunos puntos interiores en coordenadas locales se salen fuera del contorno del
elemento. En la figura 4.29 se observa un elemento excesivamente deformado en el
que las lineas 77=0.6 y 17=0.8 se sale fuera de él, y ademas se cortan entre si.

O O
Figura 4.29 Distorsidn excesiva en un elemento curvo
Otro error muy habitual es de la numeracién incorrecta de un elemento (figura 4.30):

aungue las coordenadas definan un elemento no deformado, un error en el orden de
los nudos implica una deformacidn excesiva.
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5 2 1
! Os
3 6 7

Figura 4.30 Numeracidn incorrecta

Los efectos de distorsion excesiva de los elementos se manifiestan, entre otras
formas, en que la matriz Jacobiana J no es definida positiva en todos los puntos del
elemento. Ndtese que esta matriz J debe invertirse para poder calcular las derivadas
de las funciones de interpolacidon en coordenadas generales y por lo tanto poder
calcular la matriz de rigidez. Por lo tanto la matriz Jacobiana (y su determinante)
monitorizan el estado de distorsion del elemento. De hecho para un elemento
cuadrado el valor de J es constante en todo él e igual a 4 veces su drea. A medida
qgue el elemento se separa de la forma ideal cuadrada el valor de J cambia en algunos
de sus puntos interiores, en la medida que dichos puntos estén situados en zonas
mas o menos deformadas respecto a la forma ideal.

Se suelen manejar distintos pardmetros para cuantificar la distorsion de los
elementos. Uno de los mas sencillos y habituales es:
4J .
Dp = =t (4.108)
A
donde J,,;, es el valor minimo del determinante de la Jacobiana en cualquier punto
del elemento y A su area. Normalmente el valor minimo de J se considera igual al
menor valor obtenido en cualquier punto de integracién. Si el elemento es un
paralelogramo el valor de DP=1. Habitualmente se considera que si DP < 0.2 la
distorsion es excesiva.

Puede demostrarse que si las funciones de interpolacién son lineales, la condicién
necesaria para obtener una transformacién correcta es que ningun angulo interior
sea mayor que 1809. Para funciones de interpolacidon cuadraticas, ademas debe
cumplirse que los nudos intermedios se encuentren en el tercio central de la
distancia entre los vértices del lado. Para elementos cubicos no se puede dar una
regla simple, y hay que comprobar numéricamente el valor del Jacobiano.
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4.11. REQUERIMIENTOS DE CONVERGENCIA

La convergencia esta garantizada si se cumplen las tres condiciones inicialmente
indicadas de forma general para el MEF, que son, para problemas de elasticidad:
continuidad de tipo C°, y capacidad de representar cualquier estado de tensidn
constante.

El requerimiento de continuidad C° se cumple siempre usando elementos
isoparamétricos con las funciones de interpolacidon adecuadas, incluso con elementos
muy deformados. Para ello se requiere que se cumpla la misma condicidn ya indicada
antes para la ausencia de huecos en la discretizacién, es decir que en dos elementos
adyacentes se usen las mismas funciones de interpolacion en el borde de unién entre
ellos, o lo que es lo mismo, que tengan el mismo nimero de nudos en él.

El requerimiento de representar cualquier estado de tensidon constante indica que las
funciones de interpolacién deben de permitir representar cualquier valor constante
de la derivada primera del desplazamiento.

Para poder representar dicho valor constante, el campo de desplazamientos debe de
tener como minimo los términos siguientes:

u=oa tor+ay v=0a, tar+ay (4.109)

ya que adoptando los valores adecuados de ¢; se puede representar cualquier estado
de tensidn constante y cualquier movimiento como sélido rigido. Particularizando la
expresion anterior a los nudos se obtiene (en direccion x):

U =a +azx +ay (4.110)

i

Pero por definicion de los elementos ocurre que u = ZNiUi luego, sustituyendo el
valor de U,

U= ZNiUi = ZNi & +ZN7:@2:U7: +ZNL-(¥3?J7; (4.111)

Comparando con la expresion inicial se deduce que:
ZNZ, =1 ZNiazi =x ZNiyl. =y (4.112)

Las dos ultimas expresiones no son otras que las de interpolacidn de las coordenadas,
pero se anade una nueva, que dice que la suma de las funciones de interpolacién
tiene que ser 1, a fin de poder representar cualquier estado de tensidn constante.

El desarrollo anterior es para elementos isoparamétricos; para los de tipo
subparamétrico se puede demostrar, de forma andloga, que las funciones N’ usadas
para interpolar las coordenadas, deben de cumplir esta misma relacion, con tal de
que las N” se puedan expresar como una combinacion lineal de las funciones N
usadas para interpolar el campo de desplazamientos.
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4.12. ELEMENTO CUADRILATERO DE CUATRO NUDOS NO CONFORME

El elemento de cuatro nudos isoparamétrico puede tener forma de cuadrilatero, y
admite una variacion lineal de los desplazamientos, lo cual le hace muy atractivo para
los problemas de elasticidad plana.

Sin embargo se ha encontrado que auln en ejemplos muy simples, como el de una
viga en voladizo, este elemento se comporta muy mal, y ello es debido a que no es
capaz de representar adecuadamente una deformada curva. En efecto, si se aplican
unos desplazamientos de flexién U a sus nudos extremos (figura 4.31), el elemento se
deforma como se muestra en la parte izquierda de la figura, manteniendo sus lados
rectos, siguiendo la ley:

u=U&n v=20 (4.113)

Sin embargo la forma correcta de deformacién de flexion en el plano es la mostrada
en la parte derecha de la figura 4.31, cuya expresion analitica es:

u=Ué&n v=01-&)LU /2H)+(1—n*WUH /(2L)  (4.114)

Esta ultima ecuacidn proporciona el valor correcto de la deformacion de cortadura
%,=0. Sin embargo la deformacién del elemento, dada por la ecuacién (4.113),
proporciona un valor de y, =U¢ distinto de 0. Por lo tanto el elemento proporciona
un valor incorrecto de v debido a que en su interior aparece una distorsidon de
cortadura v,, distinta de cero, llamada cortante parasito. Esto hace que el elemento
sea excesivamente rigido ante una flexién en su plano.

u u U U
—O oO—>
Yxy#0 T Yxy=0
T
\ U U / j \ /
. U U

Figura 4.31 Deformacion aproximada y exacta del elemento de 4 nudos

Con objeto de corregir este error Wilson y otros (1973) introdujeron dos nuevos
términos entre las funciones de interpolaciéon del elemento, que representan
precisamente las formas de deformacién necesarias para modelizar la deformacidn
vertical v en el problema de flexién en su plano:

u=> NU +(1—=&)a, +1—1)a, (4.115)

v=> NV, +1-&)a, +1—1)a,
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donde a; son unos coeficientes, en principio desconocidos, que se afiaden a las
variables nodales del elemento y dan lugar a un vector de grados de libertad
ampliado:

62:[U .. V. a a, a, a

1 4 1 2 3 4

(4.116)

Por lo tanto el elemento posee ahora doce grados de libertad en lugar de los ocho
iniciales. La matriz de funciones de interpolacion es:
N ... 0 (1-&) 0 1—n%) 0

N=| ' 2 2 (4.117)
0 .. N, 0 (1-¢%) 0 (1—n7)
Los coeficientes a, y a, representan la colaboracién de la forma (1—¢%)a la
deformacién total, y los coeficientes a; y a, la colaboracién de la forma (1 —17?). Se
les suele llamar variables no-nodales, al no estar asignadas a ningun nudo en
concreto, como lo estan las otras funciones de interpolacion (figura 4.32).

U=(1-n2) as

Figura 4.32 Formas de deformacion no nodales

Andlogamente, la matriz B tiene el aspecto siguiente:
e=Bd +B, a (4.118)

Donde B, es la parte asociada a las variables no nodales a:

ON.
: 0
Or
ON. ,
B =0 : 1=5—0 (4.119)
al ay
ON. ON,
| 0y Oz |

Siguiendo el proceso general, la matriz de rigidez K,, que se obtiene es de 12 x 12
pues corresponde a los doce pardmetros empleados para representar la deformacion
del elemento, y su estructura es la siguiente:

K K,

K =
K(L’LL K(w

w

(4.120)
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K= fBT DBdv Rigidez convencional (8x8) asociada a los &°.
K, = fo DB, dv Rigidez afiadida (4x4), debida a los parametros a.

K, 6 = fBT DB, dv Rigidez de acople (8x4) entre los §° y los parametros a.

La nueva matriz de rigidez se puede reducir a una de tamafio 8x8 que considera
Unicamente los desplazamientos de los cuatro nudos. Para ello se eliminan los
valores no-nodales a;, mediante una técnica de condensacion estatica de grados de
libertad.

El elemento asi obtenido muestra un comportamiento excelente cuando su forma es
rectangular o de paralelogramo. Sin embargo se comporta mal cuando su forma no
es un paralelogramo y sus lados dejan de ser paralelos. Ello es debido a que las
nuevas funciones de interpolacion afadidas lo convierten en un elemento
incompatible: por ejemplo uno cualquiera de los nuevos términos afiadidos al campo
de deformaciones puede activarse en un elemento, pero no en su vecino,
incumpliendo el tercer criterio de convergencia.

Para corregir este comportamiento, Taylor y otros propusieron en 1976 un método
para hacer que aun siendo incompatible, el elemento pase el "patch test". La
condicidon que se impone para ello es que si el elemento estda sometido a unos
desplazamientos de los nudos tales que definan un estado de tensidn constante, se
cumpla que:

- No se exciten las dos nuevas funciones de interpolacién afiadidas, es decir que a=0.
- No se produzcan fuerzas sobre los grados de libertad no nodales a.

El elemento asi obtenido sigue siendo incompatible, pero se garantiza que es capaz
de representar un estado de tensidn constante aun si no es un cuadrilatero, y por
otra parte es capaz asimismo de representar la flexién en su plano. Todo esto hace
qgue este elemento sea muy utilizado en la practica, dadas sus excelentes
propiedades y su reducido nimero de nudos, con lo que genera un numero de
ecuaciones relativamente pequeio.

4.13. ELEMENTO PLANO HiBRIDO DE 4 NUDOS

En un elemento hibrido, se interpolan de manera independiente el campo de
desplazamientos y el campo de tensiones; es decir que este Ultimo no se obtiene a
través de la ecuacion constitutiva aplicada a las deformaciones unitarias, sino que se
emplea para las tensiones otra interpolacion diferente.

El campo de deformaciones en el interior del elemento se aproxima mediante la
expresion habitual, en funcién de las deformaciones nodales del elemento d°:
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u=NJ (4.121)
Siendo &° el vector de todas las deformaciones nodales del elemento:
s=lv, v, v, v, U v Uy (4.122)
y N la matriz de funciones de interpolacion:

N, 0iN, 0IN, 0IN, 0

N: ! H H
0 NiO N,:0 N,: 0 N,

(4.123)

Las funciones de interpolacién son bilineales, empleando coordenadas normalizadas:

N, =i(1+£§,;)(1+7717,;) i=14

Figura 4.33 Elemento hibrido de 4 nudos

Las 4 funciones de interpolacion se pueden agrupar en un vector:

(N, 1 1 1 1
] N g { iy ( 4.124
N, 41+4_1€+4_1n+4 &7 ( )
N, 1 1 -1 ~1

N,=a,+a {+a,n+a,{n
Los vectores que contienen las coordenadas x e y de los 4 nudos son:
T T
X, =z, oz, @ x| yo=|y oy oy o, (4.125)

La forma del elemento se define mediante la transformacion isoparamétrica habitual:

r=xy N, y=yy N, (4.126)

La matriz jacobiana de dicha transformacion es:
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Su determinante es lineal, y vale:

Elasticidad bidimensional

Jy
o€
Jy
on

X]TV (al +a; 77) yﬁ (al +a; 77)
X]T\f(aQ +a, 5) yg(az + a, f)

J:jo +j1£+j277
Jo = (X;a1)(§’232) - (X]I\;aQ)(y]I\;al)
g = (Xvaal)(y]Z;ag) - (XJT\fa3)(YJT\fa1)

Jp = (X;as) (ygaQ) - (XJTan ) (YJT\/a3)

4.13.1 Deformaciones unitarias

(4.127)

(4.128)

Las deformaciones unitarias compatibles, producidas por las deformaciones u son:

Ty

ou

o

dv

Ay
ou

|0y

__|__

ov

Oz |

(4.129)

Sustituyendo la interpolacion de las deformaciones u se obtiene la expresion habitual

del campo de deformaciones unitarias interpolado, que define la matriz B:

e=0u=0Nd =B

ON,
ox

0

ON,
0y

0

ON,
dy |
ON,
or |

0N,

N,
oz

0

Ay

0

ON,
Jy
ON,
Ox

(4.130)

(4.131)

Las derivadas de las funciones de interpolacion en coordenadas cartesianas se
obtienen de la forma habitual, mediante la jacobiana de la transformaciéon de

coordenadas:

ON, Ox
o | |og
ON.| |0z
on o

ay|[ow,
oK || oz
ay||oN,
on|l 9y

ON,

7

ox
ON.

1

dy

(4.132)
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4.13.2 Interpolacion de tensiones

En la formulacién hibrida, el campo de tensiones no se obtiene a partir de las
deformaciones unitarias, sino que se supone para él una cierta variacion dentro del
elemento. En este elemento de 4 nudos, el campo de tensiones supuesto
corresponde a un campo lineal en sus coordenadas locales, diferente para cada una
de las tres componentes de la tensidn en los ejes locales, en funcidon de 9 parametros
de ajuste 3, en la forma:

00000 0fF
1 ¢ 5 00 0. (4.133)
000 1 ¢ 1|3

O¢

7
Jén

S)
[l

o o =

o o mMm

o o 3

Este campo de tensiones en coordenadas locales se transforma a las coordenadas
generales por medio de la matriz jacobiana. Esta transformacion es:

J° (4.134)

La transformacion se efectia mediante la jacobiana evaluada en el centro del
elemento J°, con objeto de garantizar el cumplimiento del patch test.

Ox 0Oy
- 0 0
o 0 Jiu Ji
J' = s Oy =lp g (4.135)
- < 21 22
87] an E=n=0

El campo de tensiones en el sistema cartesiano que se obtiene es:

o 100 (J101)277 (J;)1)2§ (J1[)1)25 (J201)277 2J{)1J;1§ 2‘]{)1‘];177 B,
o, =0 1 0 (J102)277 (‘]202)2'5 (J102)2§ (J202)277 2J102J202£ 2J102J20277 (4.136)

Y

Tay 0 01 J101<]10277 J§1J202£ J102J202§ J§1J20277 A4, A;m By

Siendo la constante A, = J,\Jy, + J,,J5,. Los coeficientes 3. del ajuste en el sistema
cartesiano son combinacion lineal de los coeficientes iniciales 3, y de los términos de
1° y son por lo tanto independientes.

El campo de tensiones interpolado debe satisfacer la ecuacién de equilibrio, en
sentido débil. Esto se cumple si se impone la condicién de que el campo de tensiones
no acumule energia con cualquier estado de deformacidn unitaria no contenida en la
interpolaciéon de deformaciones unitarias supuesta, denominada deformacién
unitaria incompatible €, . Dicha condicién es:

foT e, dA=0 (4.137)
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La restriccion anterior se puede cumplir eliminando de la expresion de interpolacion
de tensiones los términos afectados por los coeficientes 3¢ a 34, dejando sélo un
término en £ y otro en 1) para cada tension. De esta forma se obtiene la interpolacidn
propuesta por Pian y Sumihara que emplea 5 pardmetros 3:

o | 100 (TPn (TYeElfg
,0=10 1 0 (Jp)yn (Jp) €. (4.138)
Ty 0 0 1 J101J10277 J201J202€ Bs

En el caso de que no existan deformaciones incompatibles, como es el caso en este
elemento, es posible emplear la interpolacién de tensiones inicial completa, con los 9
parametros, pero los estudios efectuados han demostrado que si se emplean 5
parametros los resultados obtenidos son mas precisos.

Desde el punto de vista de la estabilidad, estd demostrado (Pian y Wu, 1988) que, en
un elemento sin deformaciones incompatibles, la condicién necesaria para que no
haya modos de energia cero en el elemento es n, > n, —r, siendo ngz el nimero de
parametros empleados para interpolar las tensiones, n, el empleado para interpolar
las deformaciones u y r el nimero de modos de sélido rigido. Para el caso de un
elemento plano de 4 nudos n,=8 y r=3, con lo que se debe emplear como minimo
ng=5 parametros.

La ley de interpolacidon de tensiones en el interior del elemento sufre una ultima
modificacion y se pone en la forma:

o, 1 00 J101J101(77_77) J201J§1(€_E) B,

g, 1= 010 J102J102(77_77) J202J§2(f_5) (4.139)
Tay 0 0 1 J101J102(77_77) J201J202(£_E) Bs

o =S8 (4.140)

Siendo S una matriz de tamafio 3 x5y (3 un vector con los 5 pardmetros del ajuste.

Las constantes £,7 se introducen en la ley de interpolacién con objeto de obtener
matrices desacopladas y representan las coordenadas del centro de gravedad del
elemento:

§— [ean—— [eracam == [naa== [nrdcin

El area del elemento se obtiene empleando la expresidon habitual del determinante
de la jacobiana:

+1

- 1

+1
A= [da= [gdgdn= [ G+ 5&+ ) dedn = 45,
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El valor de las constantes es:

__l _l +1 _l +1 ) ) - jl
€= Jear=1 [ erdean== [ ety amdsdn = -
__l _l +1 _l +1 ) ] ] B j2
n—AfndA— Af1 nJ dédn = Af1 77(]0+]1f+]277)d5d77—_3j0

4.13.3 Ecuacion de equilibrio

Al ser los campos de deformaciones u y de esfuerzos o independientes, la ecuacién
de equilibrio se obtiene empleando un principio variacional, basado en la funcional
de Hellinger-Reissner. Como el campo de desplazamientos u contiene Unicamente
desplazamientos compatibles, pues la interpolacién de deformaciones cumple las
condiciones de compatibilidad entre elementos, la expresion de dicha funcional es:

I1,,(u,0)= f[—% o' D'o+e’ o] dv — fuTqU dv — fuTqS s (4.141)
v v S

El vector q, define las fuerzas de volumen actuantes sobre el elemento y el qg las
fuerzas de superficie.

La matriz D es la matriz constitutiva del estado plano eldstico lineal, cuya inversa en
la expresidn anterior proporciona las deformaciones unitarias producidas por el
campo interpolado de tensiones o.

La condicion estacionaria de la funcional anterior es:

oIl = f[—éoT D 'o+ & o+dc" e}dv—f&uTqv dv—f&uTqS dS =0
g s

v

Sustituyendo las expresiones del campo de deformaciones unitarias € y de las
tensiones interpoladas o se obtiene:

6y, = [|-B"S"D'S B+ 65" B'S B+ 63" S'B & |dv

_f&éeT N7 _f TN T _ (4.142)
q,dv 0" "N q,dS =0
v S

Agrupando por una parte los términos correspondientes a los coeficientes 3 y por
otra los correspondientes a las deformaciones de los nudos queda:

S, = B" +

—f S" D' S dv B+fsTde 5

(4.143)

65" =0

T _ T . T
fB Sdv B fN q, dv [N qs dS

v
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Definiendo las matrices:

H= f STDS du G = fsT B dv (4.144)

y los vectores de fuerzas nodales equivalentes:

P,= [N'qdv  Py= [N'ggds (4.145)
v S

la condicion estacionaria se puede poner en forma compacta:
6l = 63" |-HB+G & |+557|G" B8P, ~Py| =0 (4.146)
Para que esta condicidon se cumpla ante cualquier variacidon de las deformaciones
nodales y de los coeficientes de la interpolacidn de tensiones (3, se debe cumplir que:
-HB+Gd =0

4.147
G'B-P —P, =0 (4.147)

Estas son las ecuaciones de equilibrio del elemento y permiten obtener los valores de
los distintos parametros 8° y (3. De la primera de ellas, se puede obtener
directamente el valor de los coeficientes 3 de la interpolacién de esfuerzos, sin
necesidad de ensamblarlas con los restantes elementos:

B=H'G?¥ (4.148)
Sustituyendo en la segunda ecuacién se obtiene la ecuacién de equilibrio del
elemento:

G'H'G ¥ =P, +P (4.149)

gue define su matriz de rigidez:

K'=G'H'G (4.150)

4.14. EJEMPLOS. COMPARACION ENTRE FORMULACIONES

4.14.1 Patch test

Este test ha sido empleado con frecuencia en la bibliografia (Pian y Sumihara, 1984).
En él se analiza un dominio rectangular de dimensiones 10 x 2 y espesor unidad,
sustentado de manera isostatica en su cara izquierda. El material tiene E=1500 y
v=0.25. Se malla mediante 5 elementos, con un mallado irregular de elementos
distorsionados, como muestra la figura 4.34.

Se consideran dos casos de carga distintos:
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Caso A: un momento puro, producido por dos fuerzas iguales y de sentido
contrario de valor 1000 aplicadas en la cara derecha.

Caso B: carga transversal, formada por dos fuerzas verticales iguales de valor 150
aplicadas en la cara derecha.

2. ' 2 ' 1 ' 1 ' A T 150

4-

oo NN 1000
T B
o 150
J A 1000
A\ A4 A4 U —>
—1—1—t 2 : 3 : 3 :

Figura 4.34 Modelo para el patch test

El modelo se analiza mediante tres tipos de elementos: el elemento isoparamétrico
en formulacion estandar, con 4 y 8 nudos, el elemento incompatible de Wilson y el
elemento hibrido con campo de tensiones impuesto, considerando en éste un
numero variable de parametros para el campo de tensiones. En cada caso se
determinan la deformacién vertical del punto A situado en el extremo y la tensién en
direccion X en el punto B junto al apoyo.

La tabla 4.1 muestra los resultados obtenidos y la solucién exacta. Se observa que el
elemento estandar de 4 nudos es excesivamente rigido, por su propia naturaleza, y
qgue la formulacion de Wilson mejora la respuesta, aunque todavia estd lejos de Ila
tension correcta, dada la naturaleza deformada de la malla. En todo caso el elemento
hibrido con 5 pardmetros es el de mejores prestaciones para deformacion y tension.
Si se emplean 7 o0 9 parametros, las prestaciones del elemento se degradan y con 9
pardmetros, el elemento se comporta de forma similar el bilineal de 4 nudos.

Caso A. Momento Caso B. Carga vertical
Elemento A,y o A,y o
Bilineal estandar de 4 nudos 45.65 -1761 50.95 -2447
Incompatible de Wilson 98.40 -2659 100.31 -3615
Hibrido 5 parametros 96.18 -3014 98.05 -4073
Hibrido 7 parametros 92.59 -3041 94.55 -4110
Hibrido 9 pardmetros 45.96 -2122 51.27 -2956
Isoparamétrico de 8 nudos 99.98 -2965 103.3 -4842
Exacto 100 -3000 102.6 -4050

Tabla 4.1 Resultados del patch test.
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4.14.2 Convergencia

Se analiza un dominio rectangular de dimensiones 150 mm x 50 mm y espesor 10
mm, fijo en su cara izquierda (figura 4.35). El material tiene £21000 kg/mm?y v=0.3.

Se malla mediante elementos de 4 nudos, con un mallado regular de elementos
cuadrados de tamafio decreciente. El nimero de elementos en la dimensidn menor
se hace variar entre 1y 7, en la dimension mayor entre 3 y 21, para un numero total
de elementos entre 3y 147.

Sobre la cara de la derecha se aplica una fuerza vertical de valor total 5000 kg,
aplicada en forma de fuerzas puntuales actuando sobre los distintos nudos existentes
en dicha cara.

Se emplean tres formulaciones distintas: el elemento bilineal estandar de 4 nudos, el
elemento incompatible de Wilson y el elemento hibrido con campo de tension
impuesto, con ajuste de tensiones de 5 parametros.

50

AYT 5000

150

Figura 4.35 Ejemplo para verificacidon de la convergencia

La figura 4.36 muestra el valor de la deformaciéon vertical Ay en el borde de la
derecha, donde estd aplicada la fuerza, frente al nimero total de nudos del mallado,
el cual da una idea del tamano de la malla. Dicha deformacién se ha obtenido
promediando las deformaciones de todos los nudos existentes en dicho borde
derecho. Se observa que la formulacion estadndar produce una solucidn muy rigida y
de convergencia mas lenta que las demas. Los elementos incompatible de Wilson e
hibrido producen la misma soluciéon, por ser una malla no distorsionada, hecho que
ya ha sido demostrado en la bibliografia.

La figura 4.37 muestra el valor de la tensidn horizontal en un punto situado en la cara
inferior del dominio, a una distancia de x=20 mm del empotramiento, frente al
numero de nudos del mallado. Esta tensidn se ha obtenido por promediado simple
de las tensiones en los nudos y posterior interpolacion bilineal de los valores
promedio en los nudos. Son aplicables a los resultados las mismas consideraciones
gue para la deformacién.
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3 T T
I Desplazamiento Y ]
en el extremo
28 .
26 |
24
| — — —— Elemento estandar
L | 0 0 o o Incompatible de Wilson |
/ Elemento hibrido
22 / 4
/
L / _
/ NUmero de nudos
2 l 1 1

50 100 150

Figura 4.36 Convergencia de la deformacidn al refinar la malla

180 T T
Tensién X promediada
- (X=20, Y=0) -
160 -
140 + _
| Elemento estandar ]
Incompatible de Wilson
Elemento hibrido
120 + -
/ Numero de nudos
100 L L
50 100 150

Figura 4.37 Convergencia de la tension al refinar la malla
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4.14.3 Testde Cook

En este ejemplo se analiza un dominio en forma de trapecio irregular cuyas
dimensiones se indican en la figura 4.38. Estd fijo en uno de sus lados y sometido a
una carga unidad en el lado opuesto. El material tiene £F=1y v=0.33 y el espesor es 1.

Se malla mediante elementos de 4 nudos, con un mallado regular de elementos de
tamafo decreciente, fuertemente distorsionados. Se emplean las tres formulaciones
habituales: el elemento bilineal estandar, el elemento incompatible de Wilson y el
elemento hibrido.

/
16 ] — T P=1

48

48

Figura 4.38. Test de Cook

La tabla 4.2 muestra el valor de la deformacion en el centro de la cara donde se
aplica la carga unitaria, para distintos mallados. Puede comprobarse la buena
convergencia de los distintos elementos, incluso para mallados relativamente
groseros.

Mallado Estdndar 4 nudos Incompatible de Wilson Hibrido 4 nudos
1x1 6.089 23.688 17.418
2x2 11.775 22.839 21.024
4x4 18.253 23.421 22.968
8x8 22.043 23.763 23.647

16 x 16 23.403 23.883 23.854

24 x 24 23.692 23.915 23.901

32x32 23.780 23.929 23.921

Tabla 4.2 Resultados del test de Cook



Elasticidad tridimensional

5.1. INTRODUCCION

Los problemas de elasticidad en tres dimensiones son bastante frecuentes en la
practica ingenieril, y se presentan sobre todo en elementos que por su proceso de
fabricacion, o necesidades funcionales no pueden tener una dimension mucho menor
que las otras dos. Esto ocurre con piezas fundidas o forjadas (p.e. carcasas de
madquinaria, bancadas de maquinas herramienta, soportes y aparatos de apoyo, etc.),
con elementos estructurales en hormigdn para apoyo y cimentacién (apoyos de
puentes, cimentaciones de maquinas, obras hidraulicas...), y en general en cualquier
estructura en la que no pueda asumirse la hipdtesis de que la tensiéon en la direccion
del espesor sea nula.

El calculo de tensiones y deformaciones en un sélido tridimensional es un problema
gue no tiene mayor complejidad conceptual que el caso bidimensional, por lo que el
MEF se aplicd desde un principio a este tipo de problemas.

Las ecuaciones diferenciales que controlan el problema son similares a las del
problema bidimensional, pero incluyendo una tercera coordenada z, y un tercer
desplazamiento en dicha direccidon w. Estas ecuaciones son de orden m=2. La energia
potencial del sistema contiene a las derivadas primeras de las deformaciones, es decir
n=1, con lo que es suficiente con emplear funciones de interpolacién de tipo C° para
asegurar la convergencia en este problema.

5.2. CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS

Un punto cualquiera del sélido tiene tres desplazamientos u,v,w, que son funcién de
las coordenadas (z,v, 2) del punto, y que se agrupan en un vector:
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u=1v (5.1)

Un nudo cualquiera de un elemento tiene tres desplazamientos U;, V,, W. Todos
ellos se agrupan formando el vector de desplazamientos nodales del elemento:

T

=\U V. W U, V, W, . (5.2)

Figura 5.1 Elemento finito tridimensional de 8 nudos

Los desplazamientos se interpolan en funcién de los desplazamientos nodales
mediante las funciones de interpolacion:

u=> NU, v=> NV, w=>Y NW, (5.3)

Esta interpolacion se representa en la forma matricial habitual:
u=Ny¥" (5.4)

siendo N la matriz de funciones de interpolacidn, cuya estructura en este caso es:

N 0 0. .iN, 0 0
N=|0 N 0i.. ...0 N, 0 (5.5)
0 0 N i.. ..i0O 0 N,

5.3. DEFORMACIONES UNITARIAS

En un punto del sélido tridimensional, el vector de deformaciones unitarias contiene
seis términos (Figura 5.2), que corresponden a las tres deformaciones unitarias €, y a
las tres deformaciones de cortadura ingenieriles y.

Su valor en funcién de las derivadas de los desplazamientos es, en el caso de
pequeinas deformaciones:
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&z ou
gy €x %
v
€:L‘ 8y
B &y Sy ow
g, 8_

) e=1 t=1_ 9 (5.6)

Ve 0 0
Y _u + _U
Yy oy Ox

@» b |ow, ow
0z 0Oy

ow , Ou
| Oz 0z
Figura 5.2 Deformacion unitaria
Esta expresion se puede poner en la forma habitual:
i 0 0
ox
€ 0 i 0
T ay
€
y 0 2 "
€—<€Z»— 0z vi=0u (5.7)
N - |
Yy Oy Ox w
0z 0Oy
9 4 92
0z ox

donde se identifica al operador matricial 6, de tamafio 6x3, que pasa de las
deformaciones u a las deformaciones unitarias. Sustituyendo las deformaciones u en
funcién de las deformaciones nodales, a través de las funciones de interpolacion se
obtiene:

e=0u=0NJd =BYd (5.8)

La matriz B relaciona las deformaciones de los nudos con las deformaciones unitarias
en un punto cualquiera del elemento:

B=0N (5.9)

Dada la estructura de N, la matriz B se puede poner en la forma:
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N 0 0!
B=9dN=8|0 N, 0.
0 0 N ..

B=|B, B,

Cada una de las matrices B, tiene la forma siguiente:

= o

~.

5.4. RELACION TENSION - DEFORMACION UNITARIA

)

=2 o o

=,

ON,
ox
0

0z

- o =
=

n

0

)

ZOO

(5.10)

(5.11)

(5.12)

Las tensiones en un punto cualquiera del dominio estan definidas por el tensor de

tensiones en tres dimensiones:

La ecuacidn constitutiva del material para un material elastico lineal es:

oc=D(E—-¢g)+o,

siendo:

'qQ 9 Q9

9 9 9

]

T

(5.13)

(5.14)

e D la matriz elastica, que para un material elastico lineal es constante y depende
de sélo dos pardmetros: el médulo de elasticidad E y el mdédulo de Poisson v. Su

valor es:
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A 0 0
A 0 0
A2 0 0
0 w0
0 0 u
0 0 0

0]
0 _ Ev
0 (141 -2v)

A
0 _E (5.13)
0 s 2(1+v)
M_

e g, el vector de las deformaciones unitarias iniciales existentes en el material en el
punto considerado, debidas normalmente a las temperaturas, aunque pueden
incluirse en ellas las debidas a los errores de forma, etc.

e ojson las tensiones iniciales presentes en el material, de valor conocido.

5.5. TIPOS DE ELEMENTOS

El orden de derivacion de las funciones de interpolacidon en la matriz B es la unidad,
por lo que es suficiente con emplear funciones de interpolacién con continuidad C°.
Estas funciones se presentan a continuacion para los distintos elementos existentes,
empleando sistemas de coordenadas locales adecuados a cada uno de ellos.

5.5.1 Elementos prisma rectangular

Para definir las funciones de interpolacidn se utilizan tres coordenadas locales & 7, ¢
con limites entre -1 a +1. Cuando se representa en este sistema de ejes local, el
elemento es un cubo de lado 2.

\T‘l

Figura 5.3 Coordenadas locales normalizadas en el espacio

Existe una familia completa de elementos prismaticos de base rectangular, que se
corresponden con los elementos rectangulares planos.
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5.5.1.1 Elemento lineal de ocho nudos

Es el correspondiente al rectangulo plano de cuatro nudos. Cada una de sus caras es
un elemento rectangular de cuatro nudos (figura 5.4). Sus funciones de interpolacion
son:

Ni:%(1+£§)(1+77m)(1+<€}) i=18 (5.16)

En esta expresion &, 1, ¢; son las coordenadas del nudo i.

Figura 5.4 Elemento de 8 nudos

5.5.1.2 Elemento cuadratico de veinte nudos

Tiene tres nudos por arista (figura 5.5), por lo que éstas pueden ser parabolas, y cada
una de sus caras tiene ocho nudos, como un elemento plano. Cada cara puede ser
una superficie curva parabdlica.

Las funciones de los nudos de esquina son:
1
Ny= 288 A+ )1+ CC)EE +nm, +CC¢ —2) (5.17)
Las de los nudos intermedios para la cara con &£=0 son:

N, :i(l—SQ)(Hnm)(HCCZ-) (5.18)

Figura 5.5 Elemento de 20 nudos
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5.5.1.3 Elemento ctibico de 32 nudos

Tiene cuatro nudos por arista y cada cara tiene doce nudos. Sus caras pueden por lo
tanto aproximar superficies de grado 3.

Figura 5.6 Elemento de 32 nudos

5.5.1.4 Elementos lagrangianos

Se pueden desarrollar elementos tridimensionales empleando polinomios de
Lagrange como funciones de interpolacidn. Las funciones de interpolacién se definen
como el producto de tres polinomios de Lagrange, uno en cada direccion.

Los elementos asi obtenidos contienen gran cantidad de nudos en las caras y en su
interior, y son muy poco usados en la practica.

5.5.1.5 Elementos con nimero de nudos por lado variable

De la misma forma que en el plano, existen en el espacio elementos con nimero de
nudos variable en sus distintas aristas. Las posibles formas son muy numerosas, y
para generar una funcién de interpolacion se aplica la misma técnica que en el caso
plano, aunque aqui cada nudo de esquina se ve afectado por las tres aristas que
confluyen en él.

5.5.2 Elementos tetraedro

Esta familia de elementos espaciales es la variante tridimensional de los elementos
triangulares planos. Para la definicion de las funciones de interpolacion se usan unas
coordenadas locales del elemento, que son de volumen (Figura 5.7), y se definen
como:

I Volumen(PJKL)

= (5.19)
Volumen(IJKL)

Existen cuatro coordenadas de este tipo, que evidentemente no son independientes,
yaquesecumpleque L, + L, + Ly; + L, =1
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En su sistema de ejes local normalizado, los elementos son tetraedros de caras
iguales y volumen unidad.

UK

Figura 5.7 Coordenadas de volumen

5.5.2.1 Elemento tetraedro de cuatro nudos

Las funciones de interpolacionson: N =L =14

2 )
Este elemento representa en su interior un estado de tension constante. A pesar de
su pobre representacion del campo de tensiones, ha sido muy usado por la facilidad
para generar de forma automatica mallas de tetraedros; sin embargo en la actualidad
ha sido desbancado por los elementos hexaedros de cuatro u ocho nudos.

1

Figura 5.8 Elemento tetraedro lineal de 4 nudos

5.5.2.2 Elemento tetraedro cuadratico de diez nudos

Tiene tres nudos por arista y seis por cara. Las funciones de interpolacién de las
esquinas son:

N, =@2L -1)L, N,=@L -1)L,

(5.20)
N,=@L 1)L, N,=@2L, ~1)L,

Para los nudos intermedios son:
N5 :4L1 L2 N6 :41}1 L3 (5.21)
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Figura 5.9 Elemento tetraedro de 10 nudos

5.5.2.3 Elemento tetraedro de veinte nudos

Tiene cuatro nudos por arista y diez por cara. Hay un nudo extra en el centro de cada
cara, al igual que en el elemento plano correspondiente. De esta forma se utiliza un
polinomio completo de orden 3 en las tres coordenadas.

Figura 5.10 Elemento tetraedro de 20 nudos

5.5.3 Elementos prisma triangular

Estos elementos tienen forma de prisma con base triangular. Utilizan un sistema de
coordenadas mixto: para el triangulo de la base se utilizan tres coordenadas de area
L,, L, L,y aellas se afiade otra coordenada 77 para definir la altura respecto de la
base, la cual varia entre -1y +1 (figura 5.11).

En su sistema local el elemento es un prisma con base triangular de area unidad y
alturaigual a 2.
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7

Figura 5.11 Coordenadas locales para elementos prisma triangular
Forman esta familia (Figura 5.12) los elementos equivalentes a los ya presentados
antes.
e Prisma triangular lineal de seis nudos, con dos nudos por arista.
e Prisma triangular cuadratico, de 15 nudos en total, con tres nudos por arista.

e Prisma triangular cubico, de 26 nudos, con cuatro nudos por arista, y un nudo en
el centro de cada una de las dos caras triangulares.

C

\/’J : ¢

Figura 5.12 Elementos prisma triangular

5.6. FORMULACION ISOPARAMETRICA

La formulacidén isoparamétrica en tres dimensiones sigue exactamente los mismos
pasos que en el caso bidimensional, pero anadiendo la coordenada z.
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e Lainterpolacion de coordenadas en el espacio se establece en la forma:

-
2] [N, 0 0 N, 0 0 Zl
yt=/0 N, 0 0 N, 0 m: (5.22)
00 N o0 0 N,

x = Nx° (5.23)

donde el vector x° agrupa a las coordenadas (z,y,2) de todos los nudos del elemento.

Con esta definicion un elemento isoparamétrico espacial tiene una forma geométrica
real que estd definida por el tipo de funciones de interpolacidon que emplee. La forma
real de cada cara o lado esta definida por el nimero de nudos que haya en esa cara o
lado: asi los lados con dos nudos son rectos, los lados de tres nudos pueden ser
parabolas y los lados de cuatro nudos pueden ser curvas cubicas. Las caras con tres
nudos son planas, con cuatro nudos son superficies bilineales, etc.

Es posible utilizar asimismo elementos subparamétricos, que pueden tener cierto
interés desde el punto de vista practico, ya que pueden emplear unos pocos nudos
(p.e. sélo los cuatro vértices) para definir la forma del elemento, y sin embargo
emplear muchos nudos intermedios en los lados para representar el campo de
deformaciones con gran precision.

e Las derivadas de las funciones de interpolacion respecto de las coordenadas
locales se pueden obtener mediante la regla de derivacion en cadena:

ON| [ox oy 0:][oN] (0N
23 o 0 0|l Oz Oz
N, N N
L:@ @ %‘L.:Jf) ) (5.24)
on on On On|| 9y Ay
ON.| |0z oy 9z||ON. | |ON,
| OC | o o¢ oC|l 0z | 0z ]
De esta expresion se pueden despejar las derivadas en coordenadas generales:
ON. ON,
O 23
ON. ON
It Jri it (5.25)
Ay I
ON, ON,
| 0z ] | OC |
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El vector de la derecha es conocido sin mdas que derivar las N; respecto a &,7,¢.
Conociendo J se pueden obtener de la expresion (5.25) todas las derivadas que

forman la matriz B,.

e Elcdlculo de J se efectia apoydndose en la interpolacidon de coordenadas:

ON. ON ON
ON. ON ON
J = Ly Ly Ly .
ON ON ON
_ a—c»’% Za—g% ZaC Z;

Esta expresion puede ser evaluada con facilidad, ya que las funciones N; son
conocidas en funcion de &1,y z;,9;,2 son las coordenadas de los nudos que definen
la forma del elemento.

e Matriz de rigidez. Su expresién general es:

K = f B’DB dv (5.27)

Todos los términos que aparecen en ella son conocidos. Su evaluacidn se efectia de
forma numérica, siendo aplicables las mismas consideraciones que en el caso plano.

El dominio de integracidén en este caso es un volumen, cuyo elemento diferencial se
expresa como:

dv=drdydz =Jd{dnd¢ (5.28)

siendo J el determinante de la matriz Jacobiana, que es, en general, una funcién de
&:1.6.

e Fuerzas de volumen. Su expresién general es:
o T
P = fN q,dv

Se supone, al igual que en el caso plano, que las fuerzas de volumen se pueden
interpolar a partir de sus valores nodales, empleando las propias funciones de
interpolacion:

(5.29)

q, = Ngq, (5.30)

siendo g los valores nodales de las fuerzas de volumen, que son constantes. Con
esto se obtiene la siguiente expresion del vector de fuerzas nodales equivalentes:

P,~ [N"Ndv q; = Mq; (5.31)

Considerando la estructura de N, la matriz M es:
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NT

M= [N'Ndv= [ . N, .. N,|dedyd: (5.32)
N,

La matriz M se puede dividir en nxn submatrices, que relacionan a los n nudos entre
Si:

Mll Mln
M=| .. .. .. (5.33)
Mnl Mnn
siendo cada una de ellas:
N N 0 0
+1 it
MY = f 0 NN, 0 |Jd¢dndC (5.34)
o 0 NN,

El calculo de la matriz M no presenta ningun problema, efectudndose en el sistema
local de coordenadas, en el que se conoce la matriz de interpolacion N. Todos los
términos que la forman son polinomios, por lo que se puede evaluar de forma exacta
por métodos numeéricos.

e Fuerzas de superficie. En este caso estas fuerzas actlan sobre una de las caras del
elemento finito, pudiendo tener componentes en las tres direcciones del espacio
(figura 5.13).

La expresion del vector de fuerzas nodales equivalentes a ellas es:

P, = [N'qds (5.35)

Al igual que con las fuerzas de volumen, se supone que las fuerzas de superficie se
representan mediante una interpolacion de sus valores nodales, empleando las
propias funciones de interpolaciodn, particularizadas para la cara donde se aplica la
fuerza:

q, = Nq, (5.36)

siendo q los valores nodales de las fuerzas de superficie, que son constantes.
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Figura 5.13 Fuerzas de superficie sobre un elemento espacial

El vector de fuerzas nodales equivalentes es por lo tanto:
P = [N'Ndsq: =M,aq, (5.37)

donde se ha introducido la matriz M, que tiene una expresién muy similar a la matriz
M, pero integrando en la cara del elemento donde se aplican las fuerzas. Esta
compuesta por submatrices del tipo:

LINN, 0 0
M= [l 0 NN 0 |ds (5.38)
o 0 NN

Por ejemplo, si la fuerza se aplica en la cara (=+1 (figura 5.13), el valor del diferencial

de drea es: ds = ‘dt1 X dtg‘ donde t; y t, son dos vectores tangentes a las lineas n=Cle

y &=C'te, cuyo valor es:

02 22)
9¢ T on 21
Jy dy

e P i dty =15 (=1 pdn (5:39)
0z s Oz s
©S on

Sustituyendo estos vectores en la expresion de ds se obtiene el valor de éste en

funcién de las dos coordenadas locales &,7. EI dominio de la integracidn queda asi

reducido a un cuadrado de lado 2.



Problemas con simetria de
revolucion

6.1. INTRODUCCION

Se dice que un problema tiene simetria de revoluciéon cuando tanto el dominio sélido
del problema, como las cargas aplicadas y las condiciones de ligadura son simétricas
respecto a un eje. La solucion del problema, es decir los estados de deformaciones y
tensiones tienen asimismo simetria respecto a dicho eje.

Si se considera una seccion del sélido que contiene al eje de revolucion, su estado de
deformacion queda definido por las dos componentes del desplazamiento u, v
contenidas en dicha seccion (figura 6.1). Por lo tanto el problema queda reducido a
un problema en dos dimensiones (radial y axial), aunque el dominio sélido sea
tridimensional.

Por lo tanto el campo de desplazamientos u del problema es:

u(r, 2)
v v(r, 2) (61)

donde rvy zrepresentan respectivamente las coordenadas radial y axial de un puntoy
u, vson los correspondientes desplazamientos radial y axial.

Desde el punto de vista de la resolucion por el método de los elementos finitos, el
dominio sélido a considerar por cada elemento corresponde a un anillo de revolucién
con seccidén transversal igual a la forma del elemento. Al ser el estado de deformacion
bidimensional, se pueden usar las mismas funciones de interpolacién utilizadas en el
caso plano para definir el campo de desplazamientos dentro del elemento. Sin
embargo el dominio del elemento sigue siendo el anillo de revolucién, por lo que la
energia, la rigidez y las fuerzas nodales equivalentes deberdn calcularse para todo el
anillo.
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Figura 6.1 Problema con simetria de revolucién

En un problema de elasticidad plana la energia almacenada esta asociada sélo a las
tres componentes de la tension y la deformacidon contenidas en el plano del
problema. No contribuyen a la energia ni la tensiéon ni la deformacion
perpendiculares a dicho plano, por ser nulas bien dicha tensiéon (caso de tensidn
plana) o bien la deformacidn unitaria correspondiente (caso de deformacién plana).
Sin embargo, en un problema de revolucién todo desplazamiento radial u induce
automaticamente una deformacién en direccién circunferencial, y como las tensiones
en esta direccion circunferencial no son nulas, hay que considerar esta cuarta
componente de la tensiéon y de la deformacidon unitaria. Este es el punto clave que
marca la diferencia esencial en el tratamiento de los problemas de revolucién con
respecto a los problemas planos.

6.2. FUNCIONES DE INTERPOLACION

Al ser la deformacidn plana, el campo de deformaciones en el interior del elemento
se aproxima mediante la expresion habitual:

u=> NU, v=>_ NV (6.2)

siendo U, las deformaciones en direccidn radial y V; las deformaciones en direccion
axial, que forman el vector de deformaciones nodales del elemento:

T

¥=U, V, U, V, .. U V, (6.3)

donde n es el numero de nudos del elemento. La expresidon (6.2) puede ponerse en
forma matricial:

u=N¥ (6.4)
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La matriz de funciones de interpolacién N tiene dos filas y tantas columnas como
grados de libertad haya entre todos los nudos del elemento. La estructura de esta
matriz es la misma que en un problema de elasticidad plana:

N, 0IN, 0i. 0iN, 0

1

N: H H '
0O N:0 N, iO ... 0 N

(6.5)

n

6.3. DEFORMACIONES UNITARIAS

La deformacién unitaria en un problema con simetria de revolucién tiene cuatro
componentes (figura 6.2), cuya expresion en funcién de los dos desplazamientos del
punto es:

ou
] e
5T v
e:gz,: ?j » (6.6)
V.. r
R T
[0z  Or]

En esta expresion gy es la deformacion unitaria circunferencial, producida por la
deformacion radial, al ser el dominio de revolucion. La expresién de € se puede poner
en la forma:

Ou 9 4]
- or or
" ov 0
€, — 0 21 [v
€: - — < az  S— Z{} (6.7)
€, U 1 v
— - 0
77’2 T T
o, | o o
|0z  Or] 0z Or]

En esta expresion se identifica al operador matricial 0 que pasa de las deformaciones
u a las deformaciones unitarias.
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X r

Figura 6.2 Deformaciones unitarias con simetria de revolucién

Sustituyendo las deformaciones u en funcién de las deformaciones nodales, a través
de las funciones de interpolacion se obtiene:

e=0u=0No =B (6.8)
La expresidon de la matriz B es:
[ON FON P
1 0o i on, 0 .. ON, 0
or L Or P Or
ON, ON, i
o Zhig Lo 2N
—L 0o i —% 0 ... —= 0
r Lo oo
8N1 8N1 ; (‘)N2 8N2 . 1 ON, ON,
| 0z or i Oz or i 1 0z or |

Esta matriz se puede poner en la forma:

B=B, B, .. B (6.10)

siendo cada una de las matrices:
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[ON
J 0
or
ON,
0z
B = )
=¥ (6.11)
L 0
r
ON, ON,
| 0z or |

6.4. ESTADO DE TENSIONES. ECUACION CONSTITUTIVA

El estado de tensiones correspondiente a un problema con simetria de revolucién, en
coordenadas cilindricas, tiene cuatro componentes:

o)
JZ
o = o, » (6.12)
O—’V‘Z
La ecuacidn constitutiva, en ausencia de temperaturas, es:
I T 0
) l-v 1—w )
o, v ' v 0 £,
o, E(l—v) 1—v 1—w €,
] | — v v : - (6.13)
Ty (14+v)(1—2v) 1 0 g,
o l1—-v 1—w
Tz 1 o 2U ‘77‘2’
0 0 0
2(1—w)

donde se identifica la matriz elastica D.

6.5. TEMPERATURAS. DEFORMACIONES UNITARIAS INICIALES

La presencia de deformaciones unitarias iniciales introduce un nuevo término en la
ecuacion constitutiva:

c=D(—¢,) (6.14)

siendo g, el vector de las deformaciones unitarias iniciales existentes en el material
en el punto considerado, que son conocidas. Si éstas estan producidas por un
incremento de temperatura 7, se producen deformaciones unitarias iguales en las
direcciones radial, axial y circunferencial, sin deformacidn de cortadura.
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[ SOTT ] 'C(T‘
€ ot
072
e =9 - — < g (6.15)
0 oro aT
\,YOTrz‘ 0

6.6. FORMULACION ISOPARAMETRICA

La interpolacion de coordenadas se emplea de la misma forma que en los problemas
de elasticidad bidimensional, pero aplicada a la definicion de las coordenadas radial y
axial:

N
Zl
T_Nl 0O N, O . (6.16)
I U A U /A | '
2
x = Nx° (6.17)

El vector x° agrupa a las coordenadas (r,z) de todos los nudos del elemento.

z

—2—>

—2— r

Figura 6.3 Interpolacidon de coordenadas

De la misma forma, existen elementos de tipo sub y superparamétrico, en funciéon del
nimero de nudos usados para definir la forma del elemento. Pueden emplearse
asimismo elementos triangulares, tal y como se indica en el estudio de la elasticidad
bidimensional.

El calculo de las propiedades del elemento requiere conocer las derivadas de las
funciones de interpolacién respecto a las coordenadas generales. Siguiendo las reglas
de la derivacion se puede poner la siguiente relacion matricial entre las derivadas en
ambos sistemas de coordenadas:
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oN) [or oelfon) (o
93 o O] or or

— =J 6.18
ON. @ % ON. ON, ( )
on on  on|l 0z 0z

La matriz J es la matriz Jacobiana de la transformacion de coordenadas (7,2) a (&, 7).
Despejando se obtiene:

ON 8Ni
—_ a—
8(9](7 =J! a]\i (6.19)
0z o

El vector de la derecha se puede calcular sin mas que derivar las N; respecto a & 7.
Conociendo J se pueden obtener de la expresion (6.19) todas las derivadas que
forman la matriz B,.

El calculo de J se hace apoyandose en la interpolacién de coordenadas:

ON, ON,

J= (6.20)
ON, 5 ON,
—T —Z.
877 i 877 )

Esta expresion puede ser evaluada facilmente, ya que las funciones N son conocidas
en funcién de &1y 1,2, son las coordenadas de los nudos que definen la forma del
elemento.

6.6.1 Matriz de rigidez

La matriz de rigidez K del elemento es:

K — fBT DB dv (6.21)

El dominio de integracidn expresado en las coordenadas locales es:
dv=2mnrdrdz =2nrJd&dn (6.22)

El valor del radio se aproxima segun la ley de interpolacién de coordenadas, con lo
que el diferencial de volumen queda:

dv=2mrdrdz =27 N, r Jdédn (6.23)

Considerando la estructura de B, |la matriz de rigidez K es:
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BT
K= [B'DBdv=2r [ . DB, .. B,|J> Ny dedy  (624)
B,

La matriz K se puede dividir en nxn submatrices, que relacionan a los n nudos entre si:

K" ... K"
K=|.. .. .. (6.25)
K’nl Kvm
Cada una de ellas tiene la expresion:
+1
K’ =27 [B DB Y Ny Jdédy (6.26)
-1

Sobre la naturaleza de estas integrales, pueden hacerse las mismas consideraciones
que en el caso de elasticidad bidimensional. Unicamente debe hacerse notar que el
orden de los polinomios es mayor que en aquel caso, debido a la presencia del

término Z N, enelintegrando.

6.6.2 Fuerzas de volumen

Las fuerzas de volumen que pueden considerarse en un problema axisimétrico estan
distribuidas sobre el volumen de todo el anillo de revoluciéon asociado a cada
elemento finito. Tienen dos componentes, radial y axial, que pueden ser ambas
funcion de las coordenadas r y z, pero por simetria de revolucion no pueden ser

funcién del dngulo &
b 6.27
@ =g (6.27)

Como ya es habitual, se supone que la variacion de las fuerzas de volumen se puede
representar mediante una interpolacion de sus valores nodales empleando las
propias funciones de interpolacion:

q, = Nq, (6.28)

siendo g los valores nodales de las fuerzas de volumen, que son constantes. Con
esto se obtiene la siguiente expresion del vector de fuerzas nodales equivalentes:

P, = [N"q,dv= [N"Ndv q; = Mq] (6.29)

Considerando la estructura de N, la matriz M es:
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NT

1
M= [N'Ndv=2nr[| ..|[N, .. N|rdrd: (6.30)
NT
La matriz M se puede dividir en nxn submatrices, que relacionan a los n nudos entre
Si:

1Y R Y
M=| .. .. .. (6.31)
Y K.Y K
Cada una de ellas vale:
MY = 27rj‘ N, 0 I N7 dedn (6.32)
J 10 N.N. v

El calculo de la matriz M no presenta ningln problema, efectudndose en el sistema
local de coordenadas, en el que se conoce la matriz de interpolacion N. Todos los
términos que la forman son polinomios, por lo que se puede evaluar de forma exacta
de forma numérica.

6.6.3 Fuerzas de superficie

Estas fuerzas corresponden a fuerzas aplicadas sobre la superficie lateral del sélido, y
se transforman en fuerzas aplicadas sobre el lado de los elementos (figura 6.4).

Al igual que con las fuerzas de volumen, las fuerzas de superficie se representan
mediante una interpolacion de sus valores nodales, empleando las propias funciones
de interpolacién del elemento:

q, = Nq, (6.33)

siendo q; los valores nodales de las fuerzas de superficie, que son constantes. Con
esto el vector de fuerzas nodales equivalentes resulta ser:

P — [N'Ndsq = [N'N2mrdl g =Mq (6.34)

donde se ha introducido la matriz M, que tiene una expresién muy similar a la matriz
M, pero integrando al lado del elemento donde se aplican las fuerzas. Esta
compuesta por submatrices del tipo:

M? =2 [ Nl O S Nrod (6.35)
S 0 NZ N] 71
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El valor del diferencial de longitud se calcula igual que para los elementos
bidimensionales.

1 , 1™

1

Figura 6.4 Fuerzas de superficie con simetria de revolucién

6.6.4 Fuerzas de linea

Sobre el soélido pueden actuar fuerzas de linea, que deben estar distribuidas sobre
una circunferencia con centro en el eje de revolucién (figura 6.5). Para guardar la
simetria de revolucion, estas fuerzas deben ser de médulo constante.

Figura 6.5 Fuerzas de linea con simetria de revolucién

Sea una fuerza de linea con componentes en las direcciones radial y axial, expresadas
como una fuerza por unidad de longitud circunferencial:

qu
q, = 7 (6.36)
Lz
Si la fuerza de linea actua sobre una circunferencia de radio R, la fuerza equivalente
a ella es una fuerza nodal de magnitud:

2tRq,

P = 6.37
L 2tR q,. ( )
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Esta fuerza debe aplicarse sobre un nudo de la discretizaciéon de elementos finitos
coincidente con la circunferencia de radio R.

6.7. CARGAS SIN SIMETRIA DE REVOLUCION

Se pretende estudiar ahora un sélido con simetria de revolucién, pero sometido a
cargas exteriores que no tienen dicha simetria. En consecuencia las tensiones y las
deformaciones del sélido no tendran simetria de revolucidon. Sin embargo quiere
hacerse uso de la simetria del dominio, y emplear elementos finitos planos, en lugar
de elementos tridimensionales.

6.7.1 Campo de desplazamientos

Al no haber simetria de revolucion en las cargas, tampoco la hay en las
deformaciones, y ahora el campo de desplazamientos en el interior del sélido es
funcién de las tres coordenadas r, z, § y tiene tres componentes:

u=1u (6.38)

Dado que el sélido tiene simetria de revolucidén, la dependencia de las tres
componentes de u de la coordenada @ puede expresarse mediante un desarrollo en
serie de Fourier de la forma:

uik cos kO + Z ufk sin k0

IS
I
NgE

=0 k=0
u, = Zuik cos kf + Zujk sin k6 (6.39)
k=0 k=0
u, = Z u;k sin k6 + Zujk cos kb
k=0

=~
Il
=}

Los coeficientes del desarrollo se han separado en dos grupos: el grupo con
superindice 1 corresponde al estado simétrico de deformaciones, y el grupo con
superindice 2 corresponde al estado antisimétrico. En el estado simétrico los
desplazamientos radial y axial varian segun la ley del coseno, que es simétrica
respecto a 6, mientras que el desplazamiento circunferencial varia segun el seno, a fin
de obtener u, =0 para €=0y €=n, asi como el cambio de signo con n<é<2x. En el

grupo antisimétrico, las funciones seno y coseno estan cambiadas respecto al caso
simétrico.

Todos los coeficientes del desarrollo en serie son sdélo funciones de ry 6, y
constituyen las incégnitas del problema.
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6.7.2 Deformaciones unitarias

Las deformaciones unitarias para este problema corresponden a las de la elasticidad
en tres dimensiones, y dada la geometria resulta conveniente manejarlas en
coordenadas cilindricas:

Ou,
€, =
or
ou,
g, =
0z
u, 10u,
g, =—4+-—L
0 r r 00
ou ou
e A 6.40
s 0z  Or ( )
_ 9w 10u
T T, T ol
_10u O
Tor r 00 or r

Derivando en las expresiones de los desplazamientos y reagrupando los términos en
seno y coseno, se obtiene la relacién entre las deformaciones unitarias y los
coeficientes del desarrollo en serie del campo de desplazamientos. Dicha expresion
se puede poner en forma matricial como:

9 %9 000 0
or 1
(<, o L 000 o [|™
0z f ul
gz 1 ]{: ; 2k
= 0 Z:0 0 0 !
Jéf(, —f:coske r " Co +
fyrz N k=0 8 8 E U2
— = 00 0 h
V.0 0z Or ! ¥
; 2k
[ 7or 0 0 0:0 ko9 )
5 r 0z u,,
0 0 ok 2.1
LT or r
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0 0
0 0
N 0 0
+Z sin k6
k=0 0 0
o _F
_k oy
r

0o 2

;87’

0 {0

o i1

:7”

0

5‘2

9 1y
0z

9 1ig
or r

o 33|Q> o 83|Q3 o

0
1
0 urk
1
]{7 uzk‘
_ ul
r Ok
2
0 urk
U2
2k
0 o
. Hka
0

€ = kz: Bfuf cos kb + kz: Bfuf sin kO
=0 =0

111

(6.41)

(6.42)

Los operadores Bkc y 85 corresponden a los términos en coseno y seno
respectivamente del desarrollo en serie de €. Por su estructura pueden separarse
cada uno de ellos por columnas en dos submatrices, de tamafio 6x3, que

corresponden a los estados 1y 2, con lo que la ecuacion anterior queda:

£ = kz 851 cos kO + 351 sin k6 u; + ; 852 cos kO + 3;2 sin k6 ui
=0 =0

Agrupando entre si a los operadores de los estados 1y 2 se obtiene:

9
) or
57’
) 0 2
z 8Z
19 0 1
- Z cos k0 - 0
P)//!’Z k:()
5 o 0
20 - -
0z Or
L’)/Hrd 0 O
0 0

0

S | e o

+ sin k6O

o O O

o O O O

o O o O

(6.43)
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5 .
0 0 0 5 00
0 0 0
0 9 0
00 0 0z )
oo 1 k "
—1—2 coskf|0 0 0 |4+ sinko - 0 —= ujk (6.44)
k=0
0o k9 29 e
r 0z 0z Or
kg 01 0 0 0
A 87’ T 0 0 0
€= Za;u; + Zaiui (6.45)
k=0 k=0

El primer operador Bi corresponde al estado simétrico (estado 1), es de tamafio 6x3,
y estd formado por las tres primeras columnas de los operadores 85 y 3:.
Andlogamente el operador Bi, que corresponde al estado antisimétrico (estado 2),

estd formado por las tres ultimas columnas de los operadores anteriores. Hay que
notar que tanto el operador simétrico como el antisimétrico tienen en su
composicidn términos en seno y en coseno.

6.7.3 Interpolacion de desplazamientos

En las expresiones anteriores se han manejado los desplazamientos u de un punto
cualquiera del sélido. Estos se interpolan en funcién de los correspondientes a los
nudos del elemento donde se situa el punto, segln la expresion habitual:

u=NyJd (6.46)

donde d° contiene a los tres desplazamientos (U en direccion radial, V en direccion
axial y W en direccion circunferencial 6) de los n nudos del elemento:

T

=\, V., W U, V, W, .. (6.47)
y la matriz N es de 3x3n:
N 0O 0N, 0O O
N=/0 N 0:;0 N, O (6.48)
0 0 NiO 0 N,|

De la misma forma pueden interpolarse las componentes de cualquiera de los
armonicos que forman la descomposicidon en serie de la respuesta total, tanto para el
caso simétrico como para el antimétrico:
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u =N uw =N (6.49)

Donde 6‘; y 6;2 contienen los 3n desplazamientos de los n nudos del elemento e, en
el armodnico k, en los casos 1 y 2 respectivamente. Sustituyendo esta expresion en la
de las deformaciones unitarias se obtiene:

€= Zal N§' + 232 N’ (6.50)

k=0
f: Lo 4 ZB2 5 (6.51)
k=0 k=0

Esta expresidn define las dos matrices B' y B? que relacionan los desplazamientos
nodales con las deformaciones unitarias. Hay tantas matrices como armadnicos se
emplean en cada uno de los estados 1y 2. Su expresion es:

Bz = leN cos k6 + BZIN sin k0 = BZI cos kO + BZI sin k0 (6.52)
= 8;2N cos kO + BZQN sin k6 = BZQ cos kf + B‘f sin k6 (6.53)

Cada una de las matrices B! y B? tiene una estructura similar a los operadores &
correspondientes, con 3 filas y 3n columnas:

ON,

or 0 0 0 0

0 (9Nl 0 0 0

0z 0 0
N kN
B! =+ 0 —* B =| U 0 (6.54)
3N1 8]\71 0 _kNl 4 1
0 ...

02 Or kN ' ON ’ N

0 0 0 | - 0

0 0 0 r or r
ON, 0 0

0 0 0 Ir

0 0 0 oN,

0 0 0 0z
N —kN_

B:—|0 0 0 B’ — 71 0 . i (6.55)
,oLov v, oy,
r 0z ; 0z or
EN, ON, N, . 0 0 0
r or ro 0 0 0
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6.7.4 Estado de tensiones

El vector de tensiones corresponde al estado tridimensional, en coordenadas
cilindricas:

T
o=|0c o o0, 0o 0, O (6.56)

T z 0 Tz 260 or

La ecuacion constitutiva tiene la forma o = D&, donde los valores de los coeficientes
de D son los mismos que se emplean en elasticidad tridimensional.

6.7.5 Energia elastica de deformacion

Su expresidn en régimen lineal es:

_lror _1lrog
U—2fe odv—2fe Dedv (6.57)

Sustituyendo la expresion de las deformaciones unitarias se obtienen tres sumandos
diferentes:

U=U"+U*+U" (6.58)
siendo:
1 e e
U= 3008 [B/DBdv & (6.59)
p q
1 [ [
=33 [ BDBdw 5 (6.60)
p q
U?=338" [B/DBdv 5 (6.61)
p q

El primer término corresponde a la energia que se acumula en el caso simétrico 1, el
segundo a la energia en el estado antimétrico 2, y el tercero a la que se acumula
cuando sobre las deformaciones del estado simétrico actuan las tensiones del estado
antimétrico.

A continuacion se desarrollan las integrales de los distintos términos.

6.7.5.1 Término 1

Uno cualquiera de los sumandos de estos términos vale:
1 , .
U, = 56‘;” f B¢"DB;" cos pb cos ¢ dv + f B°"DB;" cos pfsin gf dv &' +
+ 1§97 [BYDB sinphcosgd dv+ [B DB sin phsingd dv &' (6.62)
3% ) , sin pb cos g0 dv ) , Sin pfsinqf dv 9, .

Todas las integrales estan extendidas al volumen del elemento finito, cuyo elemento
diferencial es dv = r dr dz d6.
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Dado que las matrices B no dependen de la coordenada circunferencial 6, es posible
efectuar en primer lugar la integracidon en dicha coordenada. Esta integracion en la
coordenada @ puede efectuarse con sencillez si se tiene en cuenta que:

0 para p=q=0
fsin pOsingddd = |mr para p=q=0 (6.63)
0 para p=q

2r para p=q=0

fcos plcosgddd = |m para p=q=0 (6.64)
0 para D= q
f sinpfcosgddd = 0 para todo p,q (6.65)

Con esto la expresidn de la energia queda:

1 (& C C €

U =8 o [B;"DB; dA 5!
1 & 681T BclTDBel dA leTDle dA 661 (666)

+ E; » 7Tf P P + Trf P » »

siendo dA = r dr dz, y estando ahora todas las integrales extendidas al dominio
plano del elemento.

6.7.5.2 Término 2

Este término tiene una expresion similar a la del término 1, cambiando Unicamente el
superindice 1 por el 2; por lo tanto efectuando el mismo desarrollo se llega a:

1 e T c T C e

Ut =8 2m [ B'DB a4 57

LS 52" = [B2"DB? dA B2 DB dA &~ e:87)

+ EZ P Wf P » + Wf P P P
p=1

6.7.5.3 Término 1-2

Uno cualquiera de los sumandos de este término de la energia se puede expandir de
la misma forma que para los términos anteriores, empleando las mismas integrales.
Resulta ser:

1 elT clT c e

Ut =8 o [ B,"DB; da &

1 = 6€1T BclTDBCQ dA leTDBSQ dA 682 (668)

+ 52 P Wf P P + Wf P p P
p=1
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Dada la estructura de las distintas matrices involucradas en los integrandos, resulta
gue todas las integrales son nulas, para cualquier valor de p. Por lo tanto este término
de la energia es nulo U"*=0.

6.7.6 Matriz de rigidez

Analizando las expresiones de los distintos términos de la energia elastica se
identifican en ellas una serie de matrices de rigidez, que corresponden a los distintos
armonicos en que se ha descompuesto el analisis.

e (Caso simétrico 1:

K, =2 [ B DB;rdrd: (6.69)
K =7 f B DB rdrdz + f B DB 'rdrdz p=1oco  (6.70)
P a4 P P AP b4 )
e (Caso antisimétrico 2:
K, =2 [ B} DB'rdrd: (6.71)
K, =7 [ By DB}rdrdz + 7 [ B} DB}rdrdz p=Loo  (6.72)

6.7.7 Fuerzas nodales equivalentes

A las fuerzas exteriores actuantes sobre el sélido se les aplica el mismo proceso de
descomposicion en serie de Fourier que a los desplazamientos. Para simplificar, en el
desarrollo siguiente se consideraran solamente las fuerzas de volumen, definidas por
sus tres componentes:

q?)T
q, =19,. (6.73)
qv/)
Las restantes fuerzas se tratan de un modo similar. La dependencia de las tres

componentes de q, de la coordenada & puede expresarse mediante un desarrollo en
serie de Fourier de la forma:

q, = Z q;_k cos kb + Z quk sin k6 (6.74)
k=0 5=0

q,, = Z q,, coskl + Z ¢, sinko (6.75)
k=0 5=0

99 = Zqzl;ﬁk sin k0 + Z(Ji,k cos k6 (6.76)
k=0 k=0
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Estas expresiones pueden ponerse en forma matricial como:

q, = kf;A; q, + ;Aj q’, (6.77)
Las matrices A'y A% son:
cos kO 0 0 sin k6 0 0
A= 0 coskd 0 A= 0 sinkf 0 (6.78)
0 0 sin k6 0 0 cos kb

El campo de desplazamientos puede también expresarse mediante las mismas
matrices:

u= ZA; u + ZA? u (6.79)
e introduciendo la ley de interpolacion queda:
= 1 el = 2 e2
u=> A NS +> A’NS (6.80)
k=0 k=0
El potencial de las fuerzas de volumen es:

V= —f u’q,dv (6.81)

Sustituyendo q, y u se obtienen 4 términos: V =V"' + V> 4+ V? 4 V>

e Término V*: corresponde al potencial acumulado por la componente simétrica de
las fuerzas sobre la componente simétrica de las deformaciones.

Vi= =338 [NTAVAL o) dv (6.82)
p q

Considerando la naturaleza de las matrices A, la integral en @ puede efectuarse de
forma independiente, teniendo en cuenta las integrales ya empleadas para el calculo
de la energia elastica. Se obtiene:

1

qm‘O
V= 275" f N 1g! dA—wf:aﬂT f N’q! dA (6.83)
0 020 p vp
=1
O p
Vi=->8"P) (6.84)

p=0

donde se han definido los vectores de fuerzas nodales equivalentes
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1

quO
P! —or f N7 1q' Laa P, = f N'q! dA (6.85)

w0 20

0

e Término V*: corresponde al potencial acumulado por la componente antisimétrica
de las fuerzas sobre la componente antisimétrica de las deformaciones.

V=338 [NTAYA gl (6.86)
p q

Considerando la naturaleza de las matrices A, la integral en @ puede efectuarse de
forma independiente, teniendo en cuenta las integrales ya empleadas para el calculo
de la energia elastica. Se obtiene:

0
V? ——27r6@2TfNT 0 dA—WiSCQTfNT 2 dA (6.87)
_ 0 - p q, :
=
T
V,=-> &P (6.88)
p=0

donde se han definido los vectores de fuerzas nodales equivalentes

0
P’ =27 [N"{0 td4 P, =7 [ N'q,dA (6.89)

1

qv(f 0

. . 12 21 / . . .
e Términos V'° y V°. Estos términos corresponden al potencial producido por las
fuerzas del caso simétrico sobre las deformaciones del caso antisimétrico y
viceversa. Dada la naturaleza de las matrices A, estos términos son ambos nulos.

6.7.8 Ecuaciones de equilibrio
El potencial total del elemento es:

I =U+V=U"4+U"+V'+V* (6.90)
e 1 elTyr1l el 1 fo: elTgr1 gel 1 e2T 72 Ke2 ]- E(X): e2T g2 ge2
H == 560 KO 60 + 5 6p Kpép + 560 KO 60 + 5 611 Kpﬁp
p=1 p=1

=y TP, = > 8P (6.91)

p=0 p=0

El equilibrio del elemento finito requiere que este potencial sea estacionario para
cualquier variacién de sus grados de libertad. De esta condicion se obtienen las
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ecuaciones de equilibrio del elemento, que son independientes para cada uno de los
armonicos. Las distintas ecuaciones que se obtienen son:

e (Caso simétrico 1:

K & =P (6.92)

K & =P p=10c0 (6.93)
e (Caso antisimétrico 2:

K 3 =P (6.94)

Ki 6;2 = Plf p =100 (6.95)

En la practica se emplea un numero finito N de armodnicos para el andlisis, en
cantidad suficiente para representar adecuadamente la respuesta de la estructura. En
consecuencia la ecuacidon de equilibrio del elemento se expresa mediante 2N
sistemas de ecuaciones, que son independientes unos de otros. Estos sistemas de
ecuaciones se ensamblan con los de los restantes elementos en la forma habitual, y
se resuelven de manera independiente.

Cada uno de los 2N casos a resolver corresponde a un dominio plano situado en el
plano 7,z discretizado con elementos planos, y con tres incégnitas de desplazamiento
en cada nudo U,, U,, U, Légicamente el interés de emplear este método frente a un
mallado tridimensional completo reside en el nimero de armdnicos a emplear para
representar la respuesta del sistema. Si éste es alto, resulta mas conveniente estudiar
el problema como tridimensional, pero si es bajo, esta técnica puede resultar mas
ventajosa.



Flexion de placas planas

7.1. INTRODUCCION

Las placas son estructuras continuas, formadas por un dominio material plano, de
espesor constante o variable h mucho menor que las dimensiones transversales del
dominio, y sobre el que actlan unas cargas exteriores que pueden ser fuerzas
perpendiculares al plano de la placa, o bien momentos contenidos en dicho plano
(figura 7.1). Estas cargas son absorbidas por el sélido por medio de un efecto de
flexion y deformacion transversal. En sentido estricto, no se consideran en la flexién
de placas las fuerzas contenidas en el plano de la placa, las cuales harian trabajar al
material en su plano, y por lo tanto su tratamiento corresponde a un problema de
elasticidad en dos dimensiones, ya estudiado.

Oy h

M
F, Y

l’/ Vi
VAN My / JAN

Figura 7.1 Placa plana a flexion

En los problemas de elasticidad estudiados hasta ahora no se ha introducido ninguna
simplificacion relativa al estado de deformaciones unitarias € del solido: éste es
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introducido de forma exacta en la formulaciéon, y Unicamente se introduce la
hipdtesis de discretizacion del campo de desplazamientos, inherente al MEF. Sin
embargo en la teoria de flexion de placas se introducen ciertas hipdtesis para
simplificar el problema, y reducirlo a dos dimensiones. Estas simplificaciones son:

e Las tensiones en la direccion perpendicular a la placa son nulas, es decir o,=0.
Esto solo ocurre si el espesor es muy pequefio frente a las dimensiones
transversales de la placa.

e Las secciones rectas perpendiculares al plano medio de la placa permanecen
rectas durante la deformacidn, aunque no siempre se supone que siguen siendo
perpendiculares al plano medio. Mas adelante se estudiaran ambas situaciones.

En el planteamiento por el método de los elementos finitos, estas dos hipétesis se
siguen manteniendo, por lo que las soluciones que se obtengan seran exactas en la
medida que se cumplan dichas hipdtesis.

7.2. TEORIA CLASICA DE FLEXION DE PLACAS

La teoria clasica de flexion de placas se basa en la suposicion de que las secciones
rectas perpendiculares al plano medio de la placa permanecen rectas vy
perpendiculares a dicho plano medio en el estado deformado de la placa. La teoria
completa de la flexién de placas usando esta hipdtesis fue enunciada por G. R.
Kirchhoff en 1850, aunque deben mencionarse asimismo otros trabajos previos como
los de Sophie Germain (1816), Navier (1823), Lagrange (1828) o Poisson (1829).

Como consecuencia de la hipdtesis de deformacién efectuada, el giro que sufre una
seccidn recta perpendicular al plano medio de la placa es igual a la pendiente de
dicho plano medio. Con el sistema de ejes adoptado, esto implica las siguientes
relaciones entre los dos giros de la seccidn recta y las derivadas parciales de la flecha
w (figura 7.2):

0 _ Ow _8w

el - 7.1
Y 0y Y dz (7.2)

En consecuencia, la deformacion de la placa queda perfectamente definida
conociendo Unicamente el valor de la deformacion w en direccién z transversal a ella,
que es una funcién w(z,y).

Como se vera mas adelante, esta suposicion respecto a la deformacion equivale a
despreciar la deformacion de cortadura que existe transversalmente en la placa y por
lo tanto a despreciar la energia debida al esfuerzo cortante. Este planteamiento es
Unicamente valido cuando el espesor de la placa es muy pequeno, de tal manera que
realmente pueda despreciarse la energia debida a las deformaciones de cortadura.
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Este planteamiento se corresponde con la teoria clasica de flexion de vigas, pues de
hecho la hipdtesis de deformacion efectuada se corresponde con la hipdtesis de
Navier.

W _____________________
7
SR 0 /
s Y /
7
s /
s — /
7
e /
e _______)?g A AU N N s
| 3
Ox

Figura 7.2 Deformaciones en el plano medio de una placa

7.2.1 Estado de deformacion

Un punto situado en el plano medio de la placa (z=0), sélo tiene una deformacién
transversal w en direccién z. Sin embargo, los puntos que estan fuera del plano
medio sufren ademas deformaciones laterales u, v en las direcciones z, ¥y, que son
debidas al giro de la normal a la placa (figura 7.3).

Ox Ov

ow u

oy ,

Y S Y . 0
v dw p
Ox X

D>
V_<

e
v

Figura 7.3 Deformaciones interiores en una placa
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Para un punto cualquiera P, situado a una distancia z del plano medio las
deformaciones son:

u =20, v=—20 (7.2)

En base a la hipdétesis de Kirchhoff los giros de la seccion recta son iguales a las
derivadas de la flecha w, respecto a x e y. Por lo tanto las deformaciones u, v del
punto P son:

U= —z— V= —2— (7.3)

7.2.2 Deformaciones unitarias

Las deformaciones unitarias en el punto P son:

ou 0w
g =—=—2
Y Oz oz’
ov 0w
YTy oy
Y )
e = g_w —0 (7.4)
2
_ou Lo, O
Yo = oy  Or Oxdy
_Ov dw_ dw duw_,
T T, Oy dy 0y
ow  Ou ow Ow
Y = +—= + =0

or 0z Oor Ox
Se observa que no aparecen distorsiones de cortante en direccion vertical, como
consecuencia de la hipotesis de deformacién que se ha efectuado de que los giros
coinciden con las derivadas de la flecha. Las tres Unicas deformaciones unitarias no

nulas tienen una distribucidn lineal en el espesor de la placa, y se pueden poner
agrupadas en forma de vector:

B 0w
., o
e=1¢ =2 —af»:zb (7.5)
Y '
v i 0w
0z0y



124 Flexién de placas planas

En esta expresion se ha definido el vector de curvaturas b, habitual en la teoria de
placas, que contiene las tres derivadas parciales segundas de la superficie deformada
de la placa. Este vector de curvaturas no depende de z, sino sélo de la posicion en la
superficie media de la placa. Para los desarrollos posteriores conviene poner la
expresion anterior en la forma siguiente:

82
- oz’
g, (=% R w=z0w (7.6)
Yy
Vay 2
9 0
0z0y

donde se identifica al operador 0 que en este caso es de orden 2.

€x
w
ey , &y
N S
— >
/ Yxy
z Ex
\% I
X

Figura 7.4 Deformaciones unitarias en una placa. Teoria clasica

7.2.3 Estado de tensiones
El estado de tensiones en la placa tiene cinco componentes: o, o, 7, 7, T, . Para

facilitar el estudio posterior, estas tensiones se agrupan en dos vectores diferentes
(figura 7.5): el vector o contiene las tres tensiones contenidas en el plano de la placa,
y el vector T contiene las dos tensiones cortantes perpendiculares a ella.



Flexién de placas planas 125

w
T
—
TXY ]
Gx/ Txz
z
)Y //7777777 //7777777

Figura 7.5 Estado de tensiones en una placa

Dado que 0,=0 y que solo existen las tres deformaciones unitarias situadas en el
plano XY, la relacion entre las tensiones y dichas deformaciones unitarias es:

1 v 0 I o
T E z 0x
o=10,1= . v 1 0 €171 oy (7.8)
Tg;'y 0 O ]_ — VUV ,73,11/ rY()Ty
2
o=DE—¢) (7.9)

Siendo D la matriz elastica y g, el vector de deformaciones unitarias iniciales.
Cuando esta originado por una variacion de temperatura 7 este vector tiene el valor
siguiente:

e =1aT (7.10)

Al ser la variacidon de las deformaciones unitarias lineal en el espesor, también las
tensiones varian de forma lineal en él. Cada punto del material esta sometido a un
estado plano de tensiones o, o, 7, situado en el plano XY, que varia de forma
lineal a lo largo del espesor de la placa.

Las tensiones cortantes verticales T son proporcionales a las deformaciones unitarias

correspondientes =, que segun la hipotesis de deformacidn efectuada son ambas

nulas:
" G e G ! 7.11
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Pero en realidad deben existir tensiones cortantes verticales 1, para que pueda existir
esfuerzo cortante vertical. Esta incoherencia se resuelve considerando que el médulo
de elasticidad de cortadura G es infinito, es decir que la placa no se deforma ante la
cortadura vertical, aunque existan tensiones en dicha direccién. Mas adelante se
obtendra una expresion de las tensiones cortantes verticales, basandose en criterios
de equilibrio en lugar de en la ecuacidn constitutiva.

7.2.4 Esfuerzos internos

En lugar de las tensiones, se suelen utilizar en el estudio de las placas los esfuerzos
internos (fuerzas y momentos) correspondientes a dichas tensiones, que son sus
integrales a lo largo del espesor h de la placa.

Momentos flectores. Son el momento estdtico de las tensiones respecto al plano
medio de la placa, por unidad de anchura de la misma (figura 7.6).

+h/2 +h/2
M, = f o, zdz M, = f o,zdz (7.12)
~h/2 —h/2

Momento torsor. Es el momento estatico de las tensiones cortantes situadas en el
plano de la placa, respecto al plano medio de la misma, y por unidad de anchura
(figura 7.7).

+h/2
M, = [ r,zd (7.13)

Yy
~h/2

Estos tres momentos se suelen agrupar en un vector de momentos M:

z +h/2 o, +h/2
M, = [ {o,zd M= [ ozds (7.14)
M W2 | , —h/2

Ty z

Esfuerzos cortantes. Son la resultante de las tensiones cortantes transversales a la

placa (figura 7.7).
(gm: +h/2 T. +h/2
o= f{T }dz Q= f‘rdz (7.15)
2y

—h/2 —h/2
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Figura 7.6 Esfuerzos de flexion en una placa

Tyz
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TXY Txz
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Figura 7.7 Esfuerzos cortantes y de torsidn en una placa

7.2.5 Relacion fuerza deformacion

Sustituyendo la expresion de o en la definicion de los esfuerzos internos M, y a
continuacion la expresion de las deformaciones unitarias en funcién de las curvaturas
se obtiene:

M = fozdz = fD(e —€,)zdz :Dbf 2dz — Df g zdz (7.16)
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La primera integral proporciona el momento de inercia por unidad de anchura de la
placa, y la segunda corresponde a los momentos producidos por las deformaciones
iniciales, que se definen como:

M, =-D [ezd: (7.17)
Por lo tanto la expresion de los momentos puede ponerse de forma mas compacta
como:
h3
M = EDIH_MU (7.18)

Desarrollando esta ecuacion se obtiene:
) ) .
-D 0 121 +v g qé)
ox oy
Oz
O*w 8210]

o +V8x2 +1M (7.19)

a 2 w MO Ty

0z0y |

Ml
M =M, :«—D[
M,

—D(1—v)

siendo D la rigidez equivalente de la placa:

ERh’

D=——"_ (7.20)
12(1—2?)

La ecuacidn (7.19) relaciona los momentos interiores de flexion y torsion M en la
placa, con sus deformaciones, a través de las curvaturas b: es el equivalente para
placas de la ecuacion de la elastica de las vigas con cargas térmicas. El segundo
término de dicha ecuacidon corresponde a los momentos que se originan en la placa
debido a las curvaturas iniciales producidas por la variacién de temperatura.

7.2.6 Deformaciones unitarias de origen térmico

Se supone un campo de temperatura lineal en el espesor de la placa, variando entre
un valor +Ts en la cara superior y uno -Ts en la cara inferior. En un punto cualquiera
situado a una distancia z del plano medio, la temperatura vale:

T =T, (7.21)

siendo T, =2T /h el gradiente de temperatura a lo largo del espesor h. Las

deformaciones unitarias iniciales producidas por este campo de temperaturas son:
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al z 1
g, =1al 2zt =al zq1 (7.22)
0 0

1
h3
M, = -D [ e,z = —aT, lt (7.23)
0
Cuyas componentes son:
M
Oz E h3 Qa Tvg
M, =M, t=————11 (7.24)
v 12(1—v)
M(]scy

7.2.7 Ecuaciones de equilibrio

Para obtener las ecuaciones de equilibrio de una placa se considera el equilibrio
estatico de un trozo diferencial de placa sobre el que actuan los esfuerzos internos
de flexidn y cortadura y la carga exterior en direccién z (figura 7.8).

\
M, M, | ¥ B 90 o+ 2%y
“y\ _______ My DA ‘ ------ M/ + aMy dy QJ:z + _mﬂdm " ay Y
N A
d /L' > Y |
v
X — - v o
M L d
/ \]‘Z+ 5 éw . L+ p /
¢ X
oM, . T
Mot @

Figura 7.8. Equilibrio de un elemento diferencial de placa
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e El equilibrio de momentos respecto del eje X implica que:

oM, oM,
Q,.dxdy + M dx — M dr — a—y‘dydx + M, dy— M, dy — 8—x°d:ﬁdy =0 (7.25)

Simplificando se obtiene:

oM, & oM
L+ 2= 7.26
dy or Qs ( )
e El equilibrio de momentos respecto del eje Y implica que :
oM, oM,
—Q,. dydz + dxdy + ——dydz = 0 (7.27)
: Ox Oy
Simplificando se obtiene:
aM]? aM])y Q ( 28)
4 - 7.
ox oy "
e El equilibrio en la direccion z es:
0
99w gy + 2% dyd + g dudy = 0 (7.29)
ox oy :

Simplificando se obtiene:

oQ 0Q,,
o 4 T 4 g =0 7.30
ox Oy % ( )

Donde g, es la fuerza distribuida por unidad de superficie de la placa.

Sustituyendo los valores de los esfuerzos cortantes dados por las ecuaciones (7.28) y
(7.26) en la (7.29) se obtiene una ecuacidn que relaciona sélo a los tres momentos:
M, _O'M, O'M

+2 L+ L4+q.=0 7.31
o0z’ 0zdy oy’ & (7:31)

Sustituyendo los valores de los momentos en funcidn de la deformaciéon w dados por
(7.19) (no incluyendo el término debido a la temperatura), se obtiene una Unica
ecuacion:

84w+2 0w +84w _q
oz oz’0y> 0Oy D

(7.32)

gue es la ecuacioén diferencial que controla el problema de la flexién de placas en la
teoria clasica, en ausencia de temperaturas. Obsérvese la similitud con la ecuacién
diferencial de la flexion de una viga, pero extendida a un problema de dos
dimensiones. Se trata de la ecuacion bi-armdnica, que puede ponerse en la forma
compacta siguiente empleando el operador laplaciano V*:
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V¥ (Viw) = % (7.33)

La relacidn entre los esfuerzos cortantes y la deformacion puede obtenerse a base de
sustituir la expresion de los momentos (7.19) en las ecuaciones (7.26) y (7.28):

0 (0*w O*w 0

 =—-D— =—-D—(V* 7.34
Qyz ay 8$2 8y2 8y ( w) ( )
0 (0*w O*w 0
=-D— = -D—(V*
Qm ax aIZ + ayQ ax ( w)

7.2.8 Relacion entre tensiones y esfuerzos

Para obtener una relacidon entre las tensiones y los momentos en la placa, resulta
conveniente despejar de la expresion (7.18) el valor de las curvaturas b en funcién de

los momentos:
12
b = ﬁD (M — MO) (7.35)

Por otra parte la expresion de las tensiones en funcidn de las curvaturas es:
o =D(E—¢,) =2Db—De,

Sustituyendo el valor de las curvaturas se obtiene:

122 122
g — ?M—?MO —D€0
Sustituyendo las expresiones detalladas de M,, y de €, se anulan los dos ultimos
sumandos debidos a las temperaturas, y se obtiene la expresion:

c=—+M (7.36)

2 M, zM,U ZMM/
= — = — = —— (7.37)

o, o g, -
Towt/12) o (RP/12) T (RP/12)
En la que se identifica el momento de inercia de la seccidn recta de la placa, por
unidad de anchura.

e Para obtener la expresion de las tensiones cortantes resulta ventajoso emplear las
ecuaciones de equilibrio del elemento diferencial expresadas en funcién de las
tensiones. Asi la ecuacion de equilibrio en la direccidon x es:

oo Or., Or
s ooy Te 7.38
or oy 0z ( )
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Empleando las expresiones de las tensiones dadas por (7.37) y la expresion del
esfuerzo cortante dada por (7.28) se obtiene:

or, 12z [ oM, 8M],y]

- n B 122
or oy

h 3 Tz

0z h?

Integrando esta ecuacién en z e imponiendo la condicion de que la tensidn cortante
en la cara superior (z=h/2) es nula se obtiene:

3h% —122°
T, = ———F

2z 2h3 Q:z:z (739)

Que corresponde a una distribucion parabdlica, igual que la existente en una seccion
rectangular de canto Ay anchura unidad.

De la misma forma, la otra tensidn cortante es:

3hr —122°
T, = TQW (7.40)

7.2.9 Energia elastica de deformacion
La energia elastica acumulada en toda la placa es:

U=14[e'Dedv— ['Dedv (7.41)
e Energia eldstica en funcidon de las deformaciones

Sustituyendo las deformaciones unitarias en funcidn de las curvaturas se obtiene:
U=4[b'Dbz’dzdA~ [ 2b"De, dzdA (7.42)

En el primer término se puede integrar en la coordenada z, y en el segundo se
identifica el valor de los momentos debidos a las deformaciones unitarias iniciales:

o i h_3 T T
U—2f12b DbdA+ [b" M, dA (7.43)
Desarrollando el valor de las curvaturas en el primer sumando se obtiene:

2 \2 2 )2 2 2 2 2
U:QI [aw] +[aw] 42 8w8w+2(1—u>[an
2 0

2 2 v 2 2
or oy ox~ 0y x0y
donde se ha denominado U; al segundo sumando, que corresponde a la energia
debida a las deformaciones unitarias iniciales. Si éstas se deben a una distribucién
lineal de temperatura, su valor es:

dA+U,  (7.44)
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v, = [ bT || EH e, (7.45)
B 2(1—v) '
Eh’a T, 2
-/ 0w | O]y
12(1-v) oy
e Energia eldstica en funcidn de los esfuerzos internos.
El valor de las curvaturas en funcidn de los momentos es:
12 -
b—h—(D M-D"'M,) (7.46)
Sustituyendo en (7.43) y operando se obtiene:
_ 12\ rry Tyl
U= th (M D'M-M' D MO)dA (7.47)

7.2.10 Condiciones de contorno

Para profundizar en el estudio de las condiciones de contorno sin complicar
excesivamente el desarrollo algebraico, se considera una placa rectangular de
dimensiones (a x b), sometida a una carga uniforme. Aplicando el principio del
trabajo virtual se obtienen las ecuaciones de equilibrio y las condiciones de contorno
asociadas a ellas:

Wy = [qbwdA =W,y = [ o”sedv (7.48)
A

Figura 7.9 Placa rectangular

Sustituyendo el valor de las deformaciones unitarias en funcién de las curvaturas:

fq&w dA:fGTébzdsz
A v
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Integrado en la variable z el término de la derecha, se identifican los momentos en la
placa:

— T
[q(Sw dA [M sbdA

Sustituyendo los valores y agrupando las dos integrales se obtiene:

06w 06w 0w
[|M, =5+ . .
Ox ' Oy ' 0x0y

dA+fq5wdA:o
A

A

El tercer sumando del integrando de la izquierda se puede descomponer en dos
sumandos:

2 2 2 2
f[MT 9 572“0 +My@+Mm 070w +M,, 0 &U]dA—i—fqéw dA =0
i Ox "0y " 0x0y " 0yor 7
Integrando por partes la integral de la izquierda se obtiene:
oM, oM, &M déw]’ d6w|
z L 42 L t+qlowdA+ | |M,—| dy+ | |M,—| d
f[8x2 83/2 0zdy 4]°v [ ! l’oy [ Uayox
a b
oM, OM
_f[ TU](S,U} dy—f v I?/J(Sw dx
. oy Ox .
8(5w osw|
+ v+ )| M,——| dy =0
f :[ L Oy,
En las integrales 42 y 52 se identifican los esfuerzos cortantes:
O’M, oM, M c%w aaw
=+ L 42 ~+q|bwdA+ d +
f[ or’ oy’ 0xdy a)°0 f f
oéw dsw |
jA’QM(S [Qyzéw da;+f o~ } L[Mw8— dy =0

Las dos ultimas integrales se pueden volver a integrar por partes:

*M M O*M 6w 6(5w
z 4 L 42 M., +q|owdA+ | M, dy +
[{ oz’ oy’ 0xdy 4o f[ } f[
oM b1
UL

_ f Q.6ul,dy— [[Q,.6u] dz— [ My oL

_f '

dy+[(M o] =0
Agrupando:

dx +

0

(M‘,I,yéw)

“’ dw
0
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oM, 82My N
2wy oy O

(SwdA—i—f[M ‘9‘5“’] dy +f{ o8]

A

a b

dyf

0 A
a1b
+ (1,0 ] =0

Intercambiando la derivada y la variacion en las integrales 22 y 32 se obtiene:

oM,
Oy

dx

0

[QM + ]510

8Mw
Q. +— 52 Sw

=
gl
+ <Mﬂw6w)‘zr

0

"M, 262M.4 o’M

0 (7.49)

0

Esta ecuacién debe satisfacerse para cualquier variacién arbitraria de la flecha 6w, y
por lo tanto deben ser nulos todos los factores que afectan a la éw o a su derivada.

La anulacion del integrando de la primera integral proporciona la ecuacidon de
equilibrio, ya obtenida anteriormente por otro método:

0> M oM, M
0z 0xdy oy’

Ademas, la anulacion de los integrandos de las restantes integrales proporcionan las
condiciones de contorno que deben cumplirse en los 4 lados. Estas pueden ser de
distintos tipos:

e lados paralelos al eje Y (z=0y z=aq):
a. M =0 o bien

b. 6[8w] 0 — ow = (Clte
oz oz
oM
c. Q+—==0 o bien
" oy

d w=0 — w=~Ct

e Lados paralelos al eje X (y=0y y=b):
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b, 612% 0 - 2% _ (e
dy dy
oM
c. @+ £ =0 o bien

ox
d. ow=0 — w=~Cte

Las condiciones de apoyo encontradas habitualmente en la prdactica se consiguen
mediante combinacion de dos de estas condiciones de contorno, una del tipo (a) o (b)
y la otra del tipo (c) o (d). Asi un empotramiento implica las condiciones (b) y (d); un
apoyo simple consiste en las condiciones (a) y (d) y un lado libre corresponde a las
condiciones (a) y (c).

Resulta a veces sorprendente la condicion de tipo (c) que corresponde en realidad a
un lado libre de tensiones cortantes en él, como es el caso de un lado libre
(afadiendo por otra parte la condicion (a) de momento flector nulo).

Una explicacién mds intuitiva a esta condicion fue presentada por Thomson y Tait,
analizando para ello un lado de la placa paralelo al eje X, sobre el que actua el
momento torsor M,,. Considerando un elemento diferencial dz, el momento total
actuante sobre él vale M, dr. Este momento se puede sustituir de forma
estdticamente equivalente por un par de fuerzas iguales y de sentido contrario de

modulo M, separadas una distancia d.
z z
dx dx
T dx T\ dx X;
4 woy
k aMwy { oM
M, dx [Miltu er] dz M, + 9 &

dx dx

2]
T T T
T M, F
T = Oz

Figura 7.10 Esfuerzos sobre el lado de una placa.

Considerando ahora otro elemento diferencial contiguo al anterior, el valor del
momento en él es M, + (0M,, /Ox)dr, y su resultante sobre todo el elemento vale:
[Mw +(0M,, /8x)da:]d:z:. Este momento se puede a su vez considerar como formado
por un par de fuerzas iguales de valor M, +(0M,, /Ox)dz separadas la distancia d.



Flexién de placas planas 137

En la frontera m-n entre ambos elementos diferenciales, la fuerza neta resultante es
vertical en la direccion zy de valor M, + (OM,, / Ox)dx — M, .

Ty
Asi pues, con este artificio se ha sustituido el momento torsor en el lado M, por una
fuerza transversal distribuida sobre dicho lado de valor M, /dz. La fuerza lateral
total se denomina fuerza cortante efectiva V, y es la suma de la fuerza equivalente
al torsor, mas el esfuerzo cortante en el lado Qy. Esta fuerza efectiva total es la que
debe ser nula si el lado esta libre, es decir:

oM
V,=Q =0
Ox
Todo este desarrollo se ha efectuado para una placa rectangular, a fin de simplificar
la formulacién, pero de la misma manera puede hacerse para un lado curvo,
obteniéndose expresiones similares. Si se denominan ny sa la normal y tangente al

lado respectivamente, las condiciones resultan ser:

a. M =0 o bien

b 5@q: 9 e
on n
c. V. =0, + oM, _ 0 0 bien
' 0s

d. ow=0 — w=~Cte

Figura 7.11 Normal y tangente a un lado curvo

Fuerzas en las esquinas. Los dos ultimos términos de la ecuacion de los trabajos
virtuales introducen las condiciones en las cuatro esquinas de la placa. Todas estas
condiciones son de la forma: 2M_ 6w Para que se satisfagan ante cualquier variacion
de w, debe cumplirse bien que w=cte es decir que la esquina esté apoyada o bien
gue el momento torsor sea nulo.

En cualquier caso estos términos 2M, 6w representan el trabajo virtual efectuado
por una fuerza de valor 2 M,, cuando la esquina se mueve un valor dw, con lo que
puede concluirse que realmente existe una fuerza en la esquina de valor M,,. De
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hecho estas fuerzas en las esquinas son la consecuencia de la transformacion del
momento torsor del lado en la fuerza efectiva cortante equivalente: en los extremos
del lado las fuerzas debidas a los distintos pares de fuerzas no se cancelan entre siy
producen la fuerza en la esquina.

g

M,y

Figura 7.12 Fuerzas en las esquinas debidas al momento torsor.

7.3. ELEMENTO PLACA RECTANGULAR DE CUATRO NUDOS

Como ejemplo de un elemento finito basado en la teoria clasica de placas se estudia
a continuacion un elemento rectangular de cuatro nudos, que fue uno de los
primeros elementos placa desarrollados (Melosh, 1963, Zienkiewicz, Cheung, 1964).
Se supone que el elemento es rectangular, con lados 2a y 2b (figura 7.13).

z

3 2
Y e —————————
(4
724 N /
X Va / ? o
Va f /
L

4 1
2b

Figura 7.13 Elemento placa rectangular

7.3.1 Campo de desplazamientos

Se utilizan como parametros nodales la flecha y los dos giros en cada uno de sus
cuatro nudos, lo cual da un total de doce grados de libertad para el elemento.

T
w, e, 6,6 W, 6, 60, W 6,6 0 (7.50)

y2 y3 y4

=W 90,

yl
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Oxa

Figura 7.14 Grados de libertad del elemento rectangular

Esto permite emplear como funcion de interpolacion de w un polinomio de 12
términos. De todos los posibles se utiliza uno incompleto de grado cuatro, en el que
faltan los términos z*, y*, z’y”. Por lo tanto, el polinomio interpolante es:

w=q +a2x+a3y+a4x2 +a5$y+046y2 (7.51)
3 2 2 3 3 3 ’
ToTT + Ty + oY oy Ty A+ og,TY
gue se puede poner en la forma:

w=Ra (7.52)

siendo:
® « unvector con todos los coeficientes del polinomio
e R un vector fila que contiene todas las potencias de x e y del polinomio.

Particularizando la expresion de w, y sus dos derivadas parciales respecto a x,y para
los cuatro nudos se obtienen doce expresiones del tipo:

K3

— 2 2
W=a+az +ay +az +ozy +aoy +

+a7x1‘,3 + a8$i2yi + agxz‘y? + amy? + anx?yyz + a12$f'yj (7.53)

()

2 2 3 2
0, = oy + QT + 20‘63/1' + 0T + 20‘91:2'3/1' + 30‘10% +o T+ 30‘12%%

T

- 2 2 2 3
yi — Oy — 201, — agy; — 3our; — 20,1y, — Yy — 30T Y — ALY,

donde i=1,4. Estas doce ecuaciones se pueden agrupar en la forma:

¥ =Ca (7.54)
siendo C una matriz constante de dimensidon 12x12, cuyos términos son funcion
Unicamente de las coordenadas de los nudos. Se puede demostrar que la matriz C

tiene inversa siempre que las coordenadas de los nudos definan un rectangulo
correctamente.

Despejando a y sustituyendo en la expresidn de w se obtiene:

w=RC'd =N¥ (7.55)
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con lo que se define la matriz de funciones de interpolacion N para la flecha w. La
forma explicita de N se puede calcular analiticamente, resultando un conjunto de 12
funciones, que pueden agruparse para los cuatro nudos en la forma:

N=|N, N, N, N, (7.56)

donde N, son matrices 1x3 que contienen las tres funciones de interpolacion del
nudo i. Para simplificar el calculo de las funciones de interpolacién se emplea un
sistema de ejes &,n, local al elemento y situado en su centro (cuyas coordenadas son
Xy V) de tal manera que las coordenadas locales varian entre —1 y +1. Por lo tanto:

r—x —
f=1"" p=24""t (7.57)
a b

El valor de las funciones de interpolacién del nudo i es:

N, = 2| (€& + D, + D@+ €+, — € — )

ag, (§& +1P(EE — D, +1)  an (€& +D(m, +1(nm,—1) | (7.58)

7.3.2 Deformaciones unitarias

Sustituyendo el valor de w en la expresién de las deformaciones unitarias se obtiene
la matriz B:

e=20w=20N§ =2Bd =B¥ (7.59)

qgue estd compuesta por 4 submatrices y cuyo valor es:

N, | O°N, | &N, | 0N,
| | |
or* |\ 0z° | 0 | 02’
2 ! 2 ! 2 ! 2
B— O°N, ! O°N, ! O°N, ! O°N, (7.60)
oy’ i oy’ i oy’ i oy’
O'N | O°N. | O°N | 0N
2 1 | 2 2 | 2 3 | 2 4
0zx0dy | O0xdy | 0x0dy | Oxdy
También se puede poner como:
B=:20N=20RC'=2QC"’ (7.61)

donde la matriz QQ puede calcularse explicitamente, y vale
0 0 0 =2 0 0 -6z -2y O 0 —6xy 0
Q=0R =0 0 0 0 0 -2 0 0 -2 -6y 0 —6xy| (7.62)
000 O -2 0 0 —4r —4y 0 —62° -6y
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En ella se observa que se puede alcanzar un estado de & constante si a; a a4, son
cero con lo que desaparecen todos los términos en x,y.

7.3.3 Matriz de rigidez

La expresion general para la matriz de rigidez de un elemento finito es:

K:fBT D B dvdydz (7.63)

Sustituyendo B mediante (7.61) y sacando fuera de la integral los términos que no
dependen de x,y se obtiene:

3
K:szETD]_S dmdydz:h—f B” D B dzdy
(7.64)
K——C

o

Tras laboriosos cdlculos, es posible obtener expresiones explicitas de esta matriz de
rigidez, que estan publicadas en la literatura especializada.

7.3.4 Vector de fuerzas nodales equivalentes

El vector de fuerzas nodales equivalentes para una carga distribuida por unidad de
superficie g normal a la placa es:

P = f N”qdrdy = C " f R” ¢ dzdy (7.65)

cuyo valor puede ser asimismo evaluado analiticamente y en el que se observa la
existencia de componentes tanto segun w como segun los giros.

7.4. REQUERIMIENTOS DE CONVERGENCIA

El elemento rectangular de placa delgada desarrollado satisface los dos primeros
criterios de convergencia, pero no cumple el tercero, es decir que es incompatible.
Sin embargo este elemento se comporta bastante bien y fue muy utilizado en la
practica.

Para poner de manifiesto la incompatibilidad de deformaciones, considérese la
situacion mostrada en la figura 7.15, en la que dos elementos A y B comparten un
lado 2-3. Para mayor sencillez, se supone que este lado es la recta z=0. La flecha y los
giros en este lado son:
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W, = +ogy+ O‘Gy2 + O‘loy3

T

ow 5
Hmzo) = [(9_y] . = a, + 20y + 3a,y (7.66)
(0w B 5 5
y(z=0) E » =70, T YTy Ty

Particularizando en el nudo 2 (y=0):

w, = (7.67)
0,=a, (7.68)
9;,,2 = —q, (7.69)
Particularizando en el nudo 3 (y=b):
w, = o, +ab+ a6b2 + a10b3 (7.70)
0., =a,+2ab+ 3a, b’ (7.71)
Hys =—a, —ab— a9b2 — a12b3 (7.72)

Las 4 ecuaciones (7.67), (7.68), (7.70) y (7.71) permiten hallar los 4 parametros
a,, oy oy o en funcion de las 4 deformaciones nodales w,, ws, 6,, 6,5 Por lo tanto
la deformaciéon w y el giro 6, quedan univocamente definidos en el lado z=0
mediante las deformaciones nodales existentes sdlo en dicho lado (figura 7.15).

Figura 7.15 Deformacion de la frontera entre dos elementos placa

Para definir el giro 6, en el lado 2-3 se necesitan los cuatro parametros a,, as, aq a1,
(ver la tercera ecuacion de (7.66)). Sin embargo para ello sélo se dispone de las dos
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ecuaciones (7.69) y (7.72), por lo que dicho giro no queda univocamente definido
empleando Unicamente los grados de libertad del lado 2-3. En consecuencia, cada
uno de los dos elementos A, o B definira un valor diferente del giro ,, con lo que no
queda garantizada la continuidad del giro 6, en el lado. De esta manera se incumple
el tercer criterio de convergencia que exige la continuidad hasta la derivada de orden
1 en los lados entre los elementos.

La figura 7.16 ilustra la situacion de incompatibilidad en el giro 6,

Figura 7.16 Incompatibilidad del giro normal a la frontera entre 2 elementos placa

Esta conclusion ha sido deducida para una situacion particular, pero el fendmeno
puesto de manifiesto es general en elementos placa que empleen la formulacién aqui
descrita: existen discontinuidades entre elementos en el giro normal al lado, sea cual
sea su orientacion (figura 7.17). A los elementos que muestran este comportamiento
se les denomina no conformes.

Figura 7.17 Continuidad de giros en la frontera entre dos elementos placa
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Una primera solucion a este problema es adoptar otro polinomio interpolante
diferente, que garantice la compatibilidad del giro normal. En esta linea, Melosh
presentd otro elemento en el que, utilizando como grados de libertad la flecha y los
dos giros, el polinomio interpolante garantiza la compatibilidad del giro normal al
lado. Sin embargo, dicho polinomio no tiene el término (zy), por lo que no es capaz
de representar estados de curvatura de torsién constante (que es proporcional a la
derivada segunda cruzada), y por lo tanto no satisface los criterios 1 y 2 de
convergencia.

En realidad se puede demostrar que es imposible definir, mediante polinomios
sencillos, unas funciones de interpolacion que aseguren la compatibilidad completa,
cuando sélo se usan como pardmetros nodales, la flecha wy sus derivadas primeras.
O bien se incumple la compatibilidad del giro normal, o bien el elemento es incapaz
de representar algun estado de tension constante.

Una solucién mas adecuada al problema consiste en adoptar otros parametros,
ademas de la flecha y el giro, como grados de libertad en los nudos. De esta manera
se pueden generar elementos compatibles, como se describe a continuacion.

7.5. ELEMENTOS TRIANGULARES INCOMPATIBLES

De la misma forma que el elemento rectangular ya explicado, se han desarrollado
muchos elementos placa de tres lados. El principal problema para su desarrollo est3
en el hecho de que si se emplean como grados de libertad la flecha y los giros en los
tres nudos, se dispone de 9 parametros para definir la funcién de interpolacién de la
flecha, lo cual no permite emplear un polinomio completo de grado 3, que requiere
un total de 10 parametros. En funcidon de cudl sea el término del polinomio no
incluido en la funcién de interpolacidon, pueden formularse diversos elementos,
aungue muchos de ellos no tienen la calidad suficiente para su empleo practico.

Un elemento triangular que si muestra un comportamiento aceptable es el
desarrollado por Cheung, King y Zienkiewicz en 1968. Emplea un polinomio cubico
incompleto, que le permite representar campos de curvatura constante (es decir
momentos flectores y torsor) de valor arbitrario. Es incompatible, pues no garantiza
la continuidad del giro segun la normal a las fronteras, pero sin embargo garantiza la
convergencia. Ademas se han efectuado sobre su formulacion inicial varias
modificaciones, afiadiendo términos de grados mas elevados, lo cual ha permitido
mejorar la calidad de los resultados obtenidos con él.

Como ejemplo de un elemento incompatible curioso debe citarse el propuesto por
Morley en 1971. Este elemento emplea como grados de libertad la flecha lateral en
cada uno de los tres nudos (sin los giros), y el giro normal en el centro de cada uno de
sus lados. Estos 6 grados de libertad permiten emplear un polinomio completo de
grado 2, el cual permite representar cualquier estado de curvatura constante dentro
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del elemento. Sin embargo el elemento no permite una variacion cubica de la flecha
en sus lados, con lo que no se garantiza la continuidad de los giros en los mismos,
incumpliendo el tercer criterio. A pesar de ello, el elemento converge.

7.6. ELEMENTOS CONFORMES

Para tratar de resolver el problema de los elementos incompatibles se han
desarrollado otros, que se llaman conformes, y que basicamente lo que hacen es
anadir nuevos términos a las funciones de interpolacidon, de tal manera que se
satisfagan a la vez la compatibilidad de giros en los bordes del elemento, y se
representen estados de deformacidn unitaria constante.

Para poder anadir estos nuevos términos a las funciones de interpolacién, se requiere
introducir grados de libertad adicionales en el elemento. Entre ellos se suelen incluir
los giros segun la tangente al punto medio de los lados, o incluso derivadas segundas
de la flecha. Estos elementos pueden tener distinto nimero de grados de libertad en
cada nudo, y se han desarrollado gran cantidad de ellos. Los resultados obtenidos en
casos comparativos entre distintos tipos de ellos son bastante dispares y no puede
decirse cual es el mejor de todos, incluyendo en la comparacién elementos
conformes y no conformes.

Entre los elementos conformes de cuatro lados, debe mencionarse el elemento
hermitico de 16 grados de libertad desarrollado por Bogner, Fox y Schmidt en 1967.
Tiene cuatro variables en cada nudo: la flecha, los dos giros x e y y la derivada
segunda cruzada de la flecha (figura 7.18). El elemento utiliza como funcidn
interpolante de la flecha w un producto de dos polinomios de Hermite de grado 3,
uno en cada direccion. Este elemento cumple los tres criterios de convergencia, y
resulta ser mas preciso que el de Melosh, debido a que utiliza un polinomio
interpolante de mayor grado. En todo caso, no es posible generalizarlo a formas no
rectangulares, lo cual limita su aplicacién.

2® ® 1 [
n i
E.a 61‘ = gyz‘
0w,
0xdy
@ ©*

Figura 7.18 Elemento rectangular hermitico

En lo que respecta a los elementos triangulares compatibles, se han desarrollado
varios de ellos, con distintos tipos de grados de libertad. La figura 7.19 muestra
algunos de ellos.
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% % 0son

@ {w ow Ow 0w 0w 82w}

oz 8_y or’ 0y’ 0xdy

O {w o, 0} A {a“’} O [w w 82“’}

Figura 7.19 Elementos triangulares compatibles



Flexion de placas con energia de
esfuerzo cortante

8.1. INTRODUCCION

Cuando la energia debida al esfuerzo cortante no es despreciable, debe emplearse
una teoria adecuada que la tenga en cuenta. Esto ocurre en placas cuyo espesor no
es totalmente despreciable frente a sus dimensiones transversales, aunque si debe
seguir siendo lo suficientemente pequefio para que la tensién en la direccidn z sea
despreciable.

Los primeros desarrollos de la teoria de flexion de placas incluyendo la energia de
esfuerzo cortante son debidos a Reissner (1945) y Mindlin (1950). En esta teoria no
se emplea la hipdtesis de Kirchhoff, por lo que las secciones rectas normales al plano
medio de la placa no se mantienen normales a dicho plano medio en el estado
deformado. Es decir que el angulo que gira una seccion plana cualquiera no tiene por
gué coincidir con la tangente a la deformada.

Como consecuencia de la diferencia entre giro y tangente a la deformada aparece en
el material una deformacion de cortadura que, asociada a las tensiones cortantes
verticales existentes, hace que se acumule energia de cortadura.

8.2. ESTADO DE DEFORMACION

En un punto del plano medio de la placa, las deformaciones son la flecha wy los dos
giros 6,y 6,. Estas deformaciones se agrupan en el vector de deformaciones w, que
es funcidn de la situacion del punto (z,y) dentro de la placa:
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w =40 (8.1)

Las deformaciones de un punto cualquiera de la placa, situado a una altura z respecto
al plano medio, son (figura 8.1):

u z Qy
u={vp=1{—20, (8.2)
w w

Con este planteamiento el estado de deformacion de la placa ya no queda definido
Unicamente por la flecha w, sino que intervienen también los giros de cada seccidn
recta, que ya no coinciden con las derivadas de w.

V > 4
W u
A z
Y ey
C >p
x \
ox >

Figura 8.1 Estado de deformacidn interior en placas Mindlin

Las deformaciones unitarias producidas por estas deformaciones son:

ou a0,
E:z = —= 7 —
ox ox
Ov 00,
€y = 8_ = —2 P
Yy Yy
0
Yy Ox Oy Ox
ow Ou Ow
Yo =F7—+—=—7—"+196,

or 0z Oz
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En esta expresion se observa que:

e Las deformaciones unitarias varian linealmente en el espesor de la placa, como
en la teoria clasica.

e No aparecen las derivadas segundas de la flecha w como en las placas delgadas,
sino las derivadas primeras de los giros de la seccion.

e Aparecen dos deformaciones de cortadura verticales que se deben a la diferencia
entre el giro de la seccion y la pendiente a la deformada (derivada), y que no
existian en la teoria clasica.

w Yz

oy Ox X
Yyz Oy

Y Oy

Figura 8.2 Rotaciones en placas Mindlin

e Las tres primeras deformaciones unitarias se pueden poner en la forma:

a0,
e or
€p =18, [ =27 —?ﬁ; F=ZK (8.4)
fyw 60.7/ aer
Jy Ox |

Donde se ha introducido el vector de curvaturas k propio de esta teoria, que es
diferente del de la teoria clasica pues ahora contiene las derivadas primeras de los
giros. Introduciendo el operador de derivacién 0, de orden 1, se obtiene:
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0 0 i
0x w
0
e =2 k=|0 50 0r=20Ww (8.5)
Y
, o ol
Oxr Oy
e Las deformaciones de cortadura valen:
QW igl 12 o qf|w
A N R N R ARG |
——0, — -1 o 0
oy 0y y

Se observa que estas deformaciones son constantes en todo el espesor de la placa,
mientras que en la solucidén real varian de forma parabdlica. Esto es debido a que la
hipdtesis de deformacién efectuada no es perfecta, ya que en la realidad las
secciones rectas perpendiculares al plano medio no se mantienen rectas en el estado
deformado, sino que se distorsionan debido a la deformacién de cortadura.

8.3. RELACION TENSION DEFORMACION

La relacion entre las tensiones y las deformaciones unitarias es la correspondiente al
estado plano de tensiones, ya que la tensidén en direccién z es nula. Suponiendo un
material isétropo dicha relacion es:

0-1' E 1 v O gz 601‘
Op=10,(= . v 1 0 €, {1 oy (8.7)
sz O 0 1—v sz 70@/
2
o, =D(e, —¢,) (8.8)

gue es la misma que se emplea en la teoria clasica. Ademas, las dos tensiones
cortantes verticales se relacionan con las correspondientes deformaciones de
cortadura, a través de la parte correspondiente de la ecuacidon constitutiva:

T.’L‘Z G 71‘2
— _ _ 8.9
T {T} G, G~ (8.9)

donde G es el modulo de elasticidad en cortadura.
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8.4. ESFUERZOS INTERNOS

La definicidon de los esfuerzos internos en la placa en funcién de las tensiones es la
misma que en la teoria clasica. Sustituyendo las tensiones en funcidon de las
deformaciones unitarias y éstas en funcion de las curvaturas e integrando en z, se
obtiene, para los momentos de flexion y torsion:
h3
M:ED K+ M, (8.10)

Sustituyendo las curvaturas K se obtiene:

D [% —v %, ]
M. Ox Oy M,
M=1M, = D[V%—%] M, (8.11)
or 0Oy Y
M, D1—v)(00, 00, My,
2 Oy Oz ]

Los esfuerzos cortantes son la resultante de las tensiones cortantes verticales:

+h/2

Q= f Tdr=hGn~ (8.12)

—h/2

8.5. ECUACIONES DE EQUILIBRIO

La obtencién de las ecuaciones de equilibrio en esta teoria sigue los mismos pasos
gue en la teoria clasica, con lo que obtienen las mismas ecuaciones de equilibrio
expresadas en funcién de los esfuerzos internos:

oM, oM,
+—2=qQ,

Oz oy Q-

oM oM
w oy Ty 8.13

Ox Oy O (8.13)
00. 90

2T + Y + — O
Ox Oy &

Sustituyendo en ellas los valores de los momentos y los cortantes en funcién de las
tres deformaciones, mediante (8.11) y (8.12), se obtiene:
o060, 00) 1—v 8 (06, 00| Gt(ow

+v + ~ - =

ox

+6
Ox Oy 2 Oyldy Oz Doz
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_ o0 Gt
o190,  ,y) 1=v 0 \H, %6,)_ Z'|ow_, (8.14)
oy | Oy Ox 2 Ox|o0y Ox Doy
d (Ow 0 | 0w q
— =40 | +—|=——0 |+ = =0
ax[ﬁx y] ay[ay L] Gt

Se trata de un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas, que son las
deformaciones del plano medio de la placa. Este sistema de ecuaciones es de orden
2, en comparacion con el orden 4 obtenido en la teoria clasica. Para resolverlo por el
MEF serd necesario emplear funciones de interpolacién con continuidad C°, en lugar
de las funciones de tipo C' necesarias en la teoria clasica.

8.6. EXPRESION DE LA ENERGIA ELASTICA

La densidad de energia eldstica acumulada en un punto de la placa incluye dos
sumandos: uno debido a las tres tensiones incluidas en el vector ¢ y otro debido a las
dos tensiones cortantes 7.

U, = ]0? deF-l—]'rT d~ = ]e?DdeF—]engeF +]G1T d~ (8.15)
0 0 0 0

0
U o 1 TD TD 1 T
0 _§€F e,.—¢, D e, +§G NN (8.16)

La energia eldstica acumulada en toda la placa es:
U:%feﬁD ede—fegDeodv+%fG~{dev (8.17)
Sustituyendo las deformaciones unitarias € en funcién de las curvaturas se obtiene:
U=3%[b'DbdzdA— [2b'DedzdA+4 [ G~ ~dzdA

En el primer término se puede integrar en la coordenada z, y en el segundo se
identifican los momentos debidos a las deformaciones unitarias iniciales:

3

U:lfh—bTDbdAjtbeModAJrlkat'ydeA (8.18)
2 12 2

En esta ecuacion se ha incluido, en el término del cortante, un factor k denominado

factor de correccidon de la energia de cortante. Su mision es corregir el valor de la

energia calculada con la distribucién uniforme de tensiones cortantes e igualarla al

valor real de la energia, que esta producida por una distribucidon parabdlica de las

tensiones cortantes.
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8.7. ELEMENTOS FINITOS PARA PLACAS CON ENERGIA DE CORTANTE

8.7.1 Funciones de interpolacion

Para resolver por el MEF un problema de flexion de placas empleando la teoria de
Mindlin-Reissner se puede usar cualquier tipo de funcion de interpolacion que tenga
continuidad C°. En particular todas las utilizadas para los problemas de elasticidad
plana son aplicables, tanto en formulacion de Lagrange como Serendipity.

Estas funciones de interpolacidon se usan para interpolar las tres incognitas del
problema, que son la flecha w y los dos giros:

w=> NW 0,=> N0, 0,=> N0 (8.19)

Las tres leyes de interpolacidn se pueden agrupar como:

9z1
w N o0 0. AN, 0 0 N
| |
0,i=/0 N, 0 i.. .10 N, 0|{¢ (8.20)
| |
0| |0 0 N i....i.0 0 NIW
[ [
.eyn,
Que puede ponerse en la forma matricial habitual:
w=N2J (8.21)

donde &° es el vector de todas las deformaciones nodales del elemento (figura 8.3):

T
¥=\w, 0, 0, W, 0, 0, . W o 0, (8.22)
W3
T Ov2
eXZ
W1
A
k, »eYl
eXl

eX4

Figura 8.3 Grados de libertad del elemento placa rectangular
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Las funciones de interpolacién se definen habitualmente en un sistema de
coordenadas local al elemento. A este efecto se emplean los mismos sistemas usados
para los elementos de elasticidad plana: para elementos de cuatro lados se emplean
las coordenadas &7 normalizadas tal que el elemento es un cuadrado de lado 2
(figura 8.4) y para triangulos de emplean las tres coordenadas de area L, .

Figura 8.4 Coordenadas locales para elementos placa

8.7.2 Interpolacion de coordenadas.

Para definir la forma del elemento en el plano XY se emplea la interpolacién de
coordenadas habitual en el MEF. Pueden emplearse elementos iso, sub o super
paramétricos, tal y como se ha explicado para el problema plano. De hecho la forma
de un elemento placa y de un elemento para elasticidad plana es la misma. Por lo
tanto la ley de interpolacién es del tipo:

xl
s [N o N o .Y
—| ! ’ lz,| (8.23)
y[~lo N 0 N, ..
Y,
x = Nx° (8.24)

El vector x° agrupa a las coordenadas (z,y) de todos los nudos del elemento. Esta ley
permite obtener elementos con lados curvos en el plano de la placa.

Figura 8.5 Elementos placa con lados curvos
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8.7.3 Deformaciones unitarias
e Las deformaciones unitarias g son:

e, =2k=20 w=2z0 Nd =2B,9
que define la matriz By, cuya estructura es:

B =B, B ... B

F F1 F2 Fn

Cada una de las submatrices es de tamafio 3x3 y vale:

ON.

0 0 :

or
ON.

B, =0 ——— 0
i 81/

0 ON. ON,

or Oy

e Las deformaciones unitarias de cortadura son:
N= 32 W= az N & :Bc o

que define una nueva matriz B, cuya estructura es:

B. =B, B .. B

C C1 c2 n

donde cada una de las submatrices es de tamafo 2x3 y vale:

ON, 0 N
ox '

BCz‘ - 8 Ni _N O
oy 7:

8.7.4 Ecuacion de equilibrio

155

(8.25)

(8.26)

(8.27)

(8.28)

(8.29)

(8.30)

Para obtener la ecuacidon de equilibrio de un elemento se parte de la expresion del
potencial total acumulado en él, que es la suma de la energia elastica acumulada y

del potencial de las fuerzas exteriores:

M=U+V =4 [eDe,dv— [e[Dedvtt [ Gy ~vdo— [wq ds

(8.31)

donde q, son las fuerzas exteriores actuantes sobre la superficie del elemento, segun
cada uno de los tres grados de libertad existentes en el plano medio de la placa. En la
expresion anterior no se ha incluido el potencial de las fuerzas de conexién entre los

elementos, que desaparecen al ensamblar los elementos.
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Sustituyendo las deformaciones unitarias en funcion de las matrices B y las
deformaciones w en funcién de la matriz N se obtiene:

M=45" [»*B;DB,dv &~ & [2B]De dv+
+487 [GBB, dv & —87 [N q, ds (8.32)

Haciendo este potencial estacionario con respecto a las deformaciones nodales &° se
obtiene la siguiente ecuacion de equilibrio del elemento:

[#B.DB,dv &+ [GB]B.dv®& = [+B]De,dv+ [N'qds  (8.33)
gue puede ponerse en la forma compacta habitual:
(K, +K,) & =P +P, (8.34)

donde se identifica la matriz de rigidez, y los vectores de fuerzas nodales
equivalentes a la temperatura y a las cargas distribuidas.

8.7.5 Matriz de rigidez
La matriz de rigidez tiene dos sumandos. El primero de ellos es debido a las tensiones
o, y se denomina habitualmente rigidez debida a la flexion. Su valor es:

K,= [’B] DB, dv (8.35)

Integrando en primer lugar la coordenada z, y pasando a las coordenadas locales del
elemento, esta matriz puede ponerse en la forma:

3 +1 43
T T
K, = EBFDBFdxdy:fEBFDBFJdgdn (8.36)

-1
siendo J el determinante de la matriz jacobiana J.

El segundo sumando de la matriz de rigidez es debido a la energia de cortante, y su
valor es:

K.= [ GB{B,dv (8.37)

Integrando en primer lugar la coordenada z, y pasando a las coordenadas locales del
elemento, esta matriz puede ponerse en la forma:

+1
K,= [hkGB]B_dzdy= [hkGB]B,_Jd¢dn (8.38)
~1

donde se ha introducido el factor de correccion de cortante k, necesario para igualar
la energia de cortadura a su valor real.
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El calculo de las matrices B requiere conocer las derivadas de las funciones de
interpolacion respecto de las coordenadas generales; pero estas derivadas deben ser
expresadas en las coordenadas locales del elemento, a fin de poder ser integradas en
el dominio normalizado definido por dichas coordenadas locales.

Para evaluar dichas derivadas, se plantea la relacion entre ellas empleando la regla
de la derivacién en cadena:

aNi @ @ 8Ni aNi
o | e o\ oz | (| oz
o [ ~|ox ay/|on, [~V ]av, 39
on on  on|| Oy Ay

La matriz J es el jacobiano de la transformacidon de coordenadas z,y a &n.
Despejando se obtiene:

ON. ON.
x| ] O
ON =J oN (8.40)
dy on

El vector de la derecha es conocido sin mas que derivar las funciones N, respecto a
&,n. Conociendo J se pueden obtener de la expresion anterior todas las derivadas
que forman las matrices B.

El calculo de J se hace apoyandose en la interpolacién de coordenadas:

ON ON.
= Z -y
23 23
J= (8.41)
N, oY,
877 ) 877 i}

Esta expresidon puede ser evaluada facilmente, ya que las funciones N son conocidas
en funcién de &7 y x,,y, son las coordenadas de los nudos del elemento.
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8.7.6 Fuerzas nodales

8.7.6.1 Fuerzas de superficie

El vector de fuerzas de superficie q, puede tener tres componentes, en la direccidn
de los tres grados de libertad de la placa. Sin embargo, de ellas sélo la componente z
tiene interés practico (figura 8.6), ya que las otras dos corresponden a momentos
distribuidos sobre la placa, en la direccion de los dos giros x e y, cuyo sentido fisico es
dudoso. Aunque la teoria permite tratar los tres tipos de fuerzas, habitualmente sera:

q, 4.
d, =19, (=10 (8.42)
Gy, 0

Figura 8.6 Fuerza perpendicular a la superficie en una placa
El vector de fuerzas nodales equivalentes a las fuerzas de superficie es:
P, = [N'q,ds (8.43)

Como es habitual, se supone que las fuerzas de superficie se representan mediante
una interpolacion de sus valores nodales, empleando las funciones de interpolacion:

q, = Nq, (8.44)

siendo q¢ los valores nodales de las fuerzas de superficie, que son constantes, y de
los que solo se emplea el de la direccion z.

Q¢ =g, 004q, 00 .. (8.45)
De esta forma el vector de fuerzas nodales equivalentes queda:
P = f N'Nds q; = M, q (8.46)

donde se ha introducido la matriz M, cuyo valor es:
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N7 M . M
MS:fNTNds:f [Nl Nn] dedy=| .. .. .| (847)
N’ M . M

Esta compuesta por submatrices del tipo:

+1 Ni Ni 0 0
MY = f 0 NN, 0 |JdEdy (8.48)
o 0 NN

8.7.6.2 Fuerzas de linea

Estos elementos admiten la aplicacién de fuerzas distribuidas de forma lineal sobre
sus aristas q;, cuyo vector de fuerzas nodales equivalentes es:

P, = [N'q,dl (8.49)

Al igual que para las fuerzas de superficie, las fuerzas de linea tienen tres
componentes en la direccion de los tres grados de libertad de la placa. De ellos la
componente z es la de mayor interés, ya que las otras dos corresponden a momentos
distribuidos sobre la arista, en la direccidon de los dos giros segin x e y, de los cuales
sblo el paralelo a la arista es de interés (figura 8.7).

qu
qa, =149, (8.50)

1,

QLox

Figura 8.7 Fuerzas de lado en placas

Como es habitual, se supone que las fuerzas de linea se representan mediante una
interpolacién de sus valores nodales, empleando las funciones de interpolacién:

q, =Ngq; (8.51)
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siendo q| los valores nodales de las fuerzas de superficie. Con esto queda:
_ T e __ e
P,= [N'Ndl g, =M,q, (8.52)
donde se ha introducido la matriz M, cuya estructura es:

T 11 1n
N’ ML MY

M, = [N'Nd= [| .|[N .. NJd=|.. . .| @53
N’ ML M

Esta compuesta por submatrices del tipo:

LN N0 0
M/ =[| 0 NN 0 |d (8.54)
o 0 NN,

El calculo del diferencial de longitud se efectia como se ha indicado para los
problemas de elasticidad plana.

8.7.6.3 Deformaciones iniciales conocidas

El vector de fuerzas nodales equivalentes a las deformaciones unitarias iniciales es:
. T
P, = [2B] De, dv (8.55)

Se supone una variacion de la temperatura lineal en el espesor de la placa, con valor
medio T}, y gradiente T

ol —i—ozzTg 1
m +h/2
P, = [ 2B} D{aT, + T, tdv= [ B[D{1Y| [ (20T, +a2’T,)dz |dA  (8.56)
O 0 —h/2

La integral correspondiente a la temperatura media resulta ser nula: un aumento de
temperatura uniforme en la placa no produce ningun efecto en la flexidn. Se obtiene:

1
WaT EhaT
P - ‘B'Di1tdA = | ———— 2B 11taq4 8.57
T f 12 F f12(1—y) F (8.57)
0

Dada la estructura de la matriz B, el vector de fuerzas nodales equivalentes es:
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Eh aT, | Ov
P = —-21 - ldA (8.58)
12(1 - v)

ON,
_ -
ON,
| Oz
La expresion anterior permite utilizar campos de temperatura variables en el

elemento, sin mds que interpolar la temperatura gradiente en funcién de sus valores
en los nudos:

T,- 3N, (8:59)

8.8. BLOQUEO POR CORTANTE

Los elementos de placa isoparamétricos con energia de cortante son muy utilizados
en la prdctica. Se pueden utilizar elementos con dos, tres o cuatro nudos por lado, o
con numero de nudos por lado variable, y que pueden tener lados rectos o curvos. Su
formulacidon es muy parecida a los elementos de membrana planos, por lo que su
desarrollo es sencillo. Ademas permiten analizar estructuras con placas
medianamente gruesas, que son relativamente frecuentes.

Sin embargo precisamente esta caracteristica es un inconveniente si se pretende
utilizar estos elementos para analizar placas delgadas, donde la energia de cortadura
es realmente muy pequefa. Si para este problema se utiliza un elemento placa
isoparamétrico de cuatro nudos con energia de cortante, éste no puede representar
adecuadamente la energia de cortadura nula real de la estructura, y la rigidez del
elemento sobrestima la rigidez real (al incluir la rigidez debida al cortante), lo que
hace que la solucién obtenida tenga grandes errores. A este fenédmeno que ocurre al
modelizar estructuras de pequefio espesor con elementos de placa que incluyen la
energia de cortante se le llama blogueo por cortante (“shear locking”) del elemento.
El siguiente razonamiento permite poner de manifiesto, de forma cualitativa el
fendmeno.

Consideramos la ecuacidon de equilibrio una placa apoyada sometida a cargas
puntuales y estudiaremos su respuesta cuando el espesor de la misma h tiende a
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cero. Deseamos que en ese caso la solucién obtenida tienda a la solucion de la teoria
clasica.

(K, +K,)6=F (8.60)

La matriz de rigidez a flexién es proporcional a D = Eh’ /(12(1 —v?)) y la matriz de
rigidez a cortante lo es a G h. Sacando estos términos como factores comunes:

PV R Lk, |s—F (8.61)
120 -0 " “m '
Pasando el factor D al término independiente:
_ _ 120-1%) . =
.2
Con a= A=) l; )G
Eh

La solucion de la teoria de Kirchhoff cuando el espesor tiende a cero es proporcional
al factor 12(1 — %)/ EL*, por lo tanto el nuevo vector de cargas F es del orden de las
deformaciones que se desean obtener. Por lo tanto es necesario que la matriz de
rigidez esté acotada a fin de que la solucién por el MEF tienda a la solucién de
Kirchhoff. Estudiando esta matriz de rigidez se observa que cuando A — 0 el factor
a — oo Yy por lo tanto el término debido a K. se hace dominante, pudiéndose
despreciar el término de la rigidez a flexion, y obteniéndose unas deformaciones:

1=
K, d=—F (8.62)
«
Claramente a medida que la placa se hace mas delgada, el factor o se hace mucho
mas grande con lo que la ecuacién de equilibrio se transforma en:

K.5=0 (8.63)

y las deformaciones obtenidas tienden a cero y no a la solucion de Kirchhoff,
produciéndose el bloqueo de la solucidn por efecto de la rigidez a cortante.

La Unica forma de obtener en la ecuacidn anterior una solucién distinta de la solucién
blogueada 8 = 0 es que la matriz de rigidez a cortante sea singular. Esta condicion de
singularidad de la K, proporciona asi pues una condicion necesaria (pero no
suficiente) para poder obtener una solucién correcta en el limite, para placas de
pequefio espesor.

8.9. ELEMENTO DE 4 NUDOS CON INTEGRACION REDUCIDA.

Un método sencillo para obtener la condicién de singularidad de K es efectuar una
integracion incompleta de la misma. De hecho si se integra la matriz K del elemento
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de 4 nudos con un solo punto de integracién se garantiza su singularidad y se
resuelve el problema del bloqueo.

La tabla siguiente muestra los érdenes de integracion necesarios para la integracién
de las dos matrices de rigidez, en distintos tipos de integracion.

K, K.
Completa 2x2 2x2
Selectiva 2x2 1x1
Reducida 1x1 1x1

El problema de la integracion reducida o selectiva es que introduce en el elemento
nuevos modos de deformacién de sdlido rigido (con energia nula), ademas de los 3
modos de sélido rigido que un elemento placa tiene siempre.

Asi por ejemplo la integracion reducida de este elemento produce en él 7 modos de
energia nula, 3 de ellos de soélido rigido y otros 4 mas de deformacién espuria, por lo
gue este tipo de integracion reducida no puede emplearse con este elemento.

Si se emplea la integracién selectiva, el elemento posee 5 modos de energia nula, 3
de sélido rigido y dos mas espurios. De entre estos dos, uno de ellos corresponde a
una deformacion de torsion en el plano del elemento, con ambas caras girando en su
plano en sentidos opuestos:

w=0 0 =z 0 =-—y

Este modo de energia nula no puede propagarse en la malla pues dos elementos
adyacentes no pueden adoptarlo a la vez.

\

Figura 8.8 Modos de energia nula espurios

El segundo modo de energia nula corresponde a una deformacion lateral bilineal, sin
giros.

w=xy 606 =0 6 =0

Este mecanismo si que puede propagarse en una malla, dependiendo de cuales sean
las condiciones de apoyo de la misma (p.e. en una malla apoyada). En todo caso se
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han desarrollado técnicas especificas para estabilizar este modo de energia nula,
permitiendo emplear este elemento con integracion selectiva.

8.10. ELEMENTO DE 4 NUDOS CON CAMPO DE DEFORMACION CORTANTE IMPUESTO

Una solucidn para eliminar el problema del bloqueo por cortante consiste en
introducir en la formulacidon del elemento un campo de deformacién unitaria de
cortante que satisfaga en el limite la condicién de anularse cuando el espesor de la
placa tienda a cero. Para ello se estudia cual es la variacion de la deformacion
unitaria cortante en el interior del elemento, y las condiciones para que esta
deformacion cortante sea nula. Para simplificar el desarrollo, consideramos un
elemento cuadrado de lado 2a. Para el caso de la deformacion ~,, esta variacion es:

_Ow o, %%W}JFZN% (8.64)

| +
Yoo =gy Ty ot Oz

Sustituyendo las funciones de interpolacién bilineales del elemento:
1 1 1
Yoo = 27 (WEm)E =Wt 3 2 (L + ) (1+m,)0,
Reagrupando:
N, = Z[iw + L .]+Z[%W +1g -]77+Z[§9 .]§+Z[ﬂ9 .]597 (8.65)
” 4 4 4a " 4" 4 " 4 "

Los dos primeros términos se anulan facilmente pues imponen relaciones entre las
flechas y los giros de los nudos. Sin embargo los términos 32 y 42 no los puede
satisfacer el elemento, pues obligan a una solucion absurda 6, = 0. Una solucion
para conseguir que esta deformacidn de cortante sea nula consiste en evaluarla en la
linea £=0, con lo que los términos 32 y 42 se anulan.

Un razonamiento similar con la otra deformacion v, lleva a la conclusion de que
para conseguir que se anule, debe evaluarse en la linea 7=0. De esta manera se
concluye que la evaluacidon de las deformaciones de cortante en el centro del
elemento permite la anulacidén de las mismas cuando sea necesario. Esto justifica el
empleo de la integracion reducida, en el centro del elemento, para evaluar la matriz
de rigidez a cortante, pues permite anular las deformaciones de cortante.

Este estudio de la variacidon de las deformaciones de cortadura en el elemento abre la
puerta a un método mas sofisticado para conseguir que el elemento represente bien
los estados de deformacidn cortante nula. La expresion obtenida para la v,, muestra
que si a esta deformacion se le permite sélo una variacion en la coordenada 7, es
decir se eliminan los términos 32 y 42 que contienen la coordenada, se podra cumplir
la condicidén de que la deformacion cortante sea nula en el limite. En el caso de la
otra deformacion v,,, se le deberia permitir solo una variacion en la coordenada &
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En base a esta idea, se puede desarrollar un elemento en el que el campo de
deformacion cortante esté impuesto y siga la variacion que se acaba de describir.
Este campo de deformaciéon cortante se impone en las coordenadas locales
normalizadas del elemento, y posteriormente se referird a las coordenadas
generales. Su expresidn es por lo tanto:

Ve = 04 + Qu1)

(8.66)
77] = Oé3 + O{4£

Figura 8.8 Campo de deformacién cortante impuesto

El campo de 4, es variable linealmente en la direccion 7 y por lo tanto se puede
ajustar con los valores de dicha tensién en los puntos A (n=-1) y C (n=1):

1 1
e =5 A= + S0 (8.67)

El campo +, es variable en la direccion € y se ajusta con los valores en los puntos By
D.

B = A+ En! + - (8.68)

Estas dos ecuaciones se pueden agrupar en forma matricial, definiendo la matriz de
funciones de interpolacidn de la deformacidn unitaria cortante:

C
Ve

A
’yn

4
- 00 0 (A+n) 00 0 ||y

0 00 (1+& 0 00 1-9)|[7 (8.69)

1
2

-

P

PYL - N'y PYL
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Se ha introducido, por conveniencia para el desarrollo posterior, el vector ~; que
contiene todas las deformaciones cortantes en los 4 puntos de apoyo A-D.

Las deformaciones cortantes en los puntos A-D en el sistema local se relacionan con
las correspondientes en el sistema general mediante la jacobiana de la
transformacion:

e Ve
vy Vo
vl | Voo
"7,1,3_ JB <’YUB;> (8 70)
Ve J¢ Te '
vy N ]
P Vo
Y | |
="

Las deformaciones cortantes en los 4 puntos se obtienen en funciéon del campo de
desplazamientos interpolado, mediante la expresidn habitual, con la matriz B

va

Ty

vo|  |Bg
B B

’Y z BC
b=l ] (8.71)

FY‘L/Z BC

v.|  |Be

o

T

P\fg — Bg 6«

Agrupando todas las expresiones anteriores se puede expresar el campo de
deformaciones cortantes (en el sistema local) en funcién de las deformaciones
nodales:

N, =N, J'BL¥ (8.72)

Este campo impuesto se debe referir al sistema general, empleando para ello Ila
jacobiana:
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N=J3""~, (8.73)
Con lo que el campo de deformacion cortante impuesto en coordenadas generales
es:
N=J'N J'B. & (8.74)
Esta expresidon define la nueva matriz B propia de esta formulacién, denominada
matriz de deformacién de cortante sustitutiva B, :

B.=J'N J'B/ (8.75)
Por lo tanto la matriz de rigidez debida a la deformacidn de cortante es:

K. = [GB.B.dv (8.76)

8.10.1 Relaciones analiticas

La interpolacion bilineal empleada para el elemento de 4 nudos permite simplificar
las ecuaciones anteriores y obtener expresiones analiticas.

e Transformacidén geométrica.

Las funciones de interpolacion del elemento son las bilineales habituales
N, = (1 + 5@)(1 + 17172.)/4, gue se pueden agrupar en un vector:

N, 1 1 (1 1)
N,| 4 111 11 11-1
| QY U OVIRES B VI N (PN B 8.77
N, iR R R SRR (8.77)
N, 1 1 —1 —1

N11:a0+a1§+a2n+a3§lrl

Los vectores que contienen las coordenadas x e y de los 4 nudos son:

T T

X =, T, =z =T yN:[y1 Y, Yy Y, (8.78)

N 1 2 3 4

La forma del elemento se define mediante la transformacidn isoparamétrica habitual:

r=xy N, y=yy N, (8.79)

e Matriz jacobiana de la transformacién de coordenadas:

o oy
0§ o0& xy(a, +ayn) yy(a, +a,n)

J= =\, , (8.80)
9z Jy|  |xy(a, +a,6) yy(a, +a,)
on 0On

El determinante es lineal, y vale:
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J:jo + 1€+ 5N
Jo = (Xvaal)(YJTan) - (XJT\132>(YJT\131)
I = (X;al)(yga:;) - (Xﬁas)(Y%al)

g = (Xzas) (yzaQ) - (XgaQ ) (yga3)

(8.81)

e Deformaciones cortantes en los puntos de apoyo A-D.

La relacion entre las deformaciones cortantes en el sistema local y general es:
= (8.82)
77} "}/y

En un punto cualquiera Me {A, C} se cumple:
7 =3l by = e (0] + w4yl (0 + w))

Te Ye

Lo Yo

MM _ ygfeiw 4+ (wa’JEM + wﬁ@?) (8.83)

M
Ve =T 0y o

M M gM MM M
Ve =2 0, —yc 0, +w,

Andlogamente para un punto cualquiera Le {B, D} se cumple:

vy = a0y —y 0+, (8.84)

Al ser la interpolacion en los lados lineal, los valores de los giros y deformaciones en
los puntos Ly M se obtienen facilmente; asi por ejemplo:

1 1
01/-1 = _(9311‘ + 64:1:) 00 = _(611: + 021;)

2 )
a1 g 1
We = 5(“’4 - ws) w, = 5(“’1 - w4> (8.85)
1 1
Te :§<$4 ;) lrj:E(% 7,)

e Campo de deformaciones cortantes en el sistema local.

El campo en la direccién local € es:

1 1
Ve = 5(1 — )i+ 5(1 +n)ve (8.86)

Sustituyendo los valores anteriores de las deformaciones en los puntos Ay C:

1 1
=30 m{at 0} <0 ) (a0 < 0f) (@8

Sustituyendo los valores de los giros, derivadas de las coordenadas y deformacion en
funcidén de sus valores nodales se obtiene:
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1 0,, + 0, 0,, +0 W, —W.
%:5(1_77)[1,21[ 3y2 41/]_y21[ 31-;‘ 4z]+[ 42 3]]

1 o0, + 0, 0[0 + 0 ] (W—W]
~1 Yy v | _ 1y 2z 1 2
+2( +")[x’f[ 2 ] Ye 2 + 2

(8.88)

Reordenando términos y agrupando segun los distintos grados de libertad se obtiene:
Ve = ZNi,é W, — ZNL& §; yf(i) 0, + ZNM §; “ijfwm 0,
En esta expresion el indice M depende del indice i, segun: M(i)={B, D, D, B}.
Andlogamente se obtiene en la otra direccion:
v, => N, W, => N, ny" 6, +> N, nz0, (8.89)
El indice L es ahora: L(i)={C, C, A, A}.

Las dos expresiones anteriores permiten poner la matriz de deformacién de cortante
sustitutiva en la forma explicita:

M(3) M)
. Nz',g _Z Ni,§ & Ye ZNi,f & L

B,=1J
i L(i) L(i
Ni,’r/ Z Ni,’r/ /r]i y,?/ Z Ni,r] /r]i :BJ] )

(8.90)

8.11. ELEMENTO PLACA HiBRIDO DE 4 NUDOS

Se considera un elemento placa de 4 nudos, en formulacion Mindlin-Reissner. El
campo de deformaciones en el plano medio de la placa se interpola segun la ley
habitual:

w=>Y NW 0,=> N0, 0,=> N6 (8.91)
w=N2Jd

Las funciones de interpolacion son las bilineales habituales: N, = i(l + 5&)(1 + nm)
z
Y
3
X
3

Figura 8.9 Elemento placa hibrido de 4 nudos
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8.11.1 Deformaciones unitarias

Las deformaciones unitarias en un punto cualquiera situado a una distancia z del
plano medio vienen dadas por la ecuacion (8.3). Los tres primeros términos de dichas
deformaciones unitarias son lineales en z y estan producidos por las curvaturas de
flexion y alabeo, que se agrupan en un vector k. Los dos ultimos términos
corresponden a las deformaciones transversales de cortante, que son constantes y

se agrupan en un vector ~. De esta manera las deformaciones unitarias de un punto

zZ K
e — {T} (8.92)

Se define el vector de deformaciones unitarias de la placa € como la parte de € que

cualquiera son:

no depende de z:

0,
ox
K;x _ 801:
K, Oy
K ‘ 0
S _ 1%, _ %, (8.93)
Jdy Ox
FY(L'Z 8
w
Yy e +0,
ow _ 0,
dy

8.11.1.1 Esfuerzos

Los dos momentos flectores, el momento torsor y los dos esfuerzos cortantes se
agrupan en el vector de esfuerzos resultantes de las tensiones m :

VM:I:
M M,
= NE M, (8.94)
QIZ
L Qyz J
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8.11.2 Campo interpolado de deformaciones unitarias

8.11.2.1 Curvaturas

Sustituyendo la interpolacion de deformaciones en las expresiones de las 3
curvaturas se obtiene su expresion interpolada habitual en la teoria de Mindlin:

k=B,8=|B, B, B, B\ (8.95)
Siendo:
ON
0 0 :
oz
ON.
B, =10 ——~ 0 (8.96)
i (9y
0 8Ni 8Ni
or 0Oy

8.11.2.2 Deformaciones de cortante

Siguiendo el mismo método que en el elemento con campo de cortante impuesto, se
impone un campo de deformacidén cortante con variacidon lineal en coordenadas
locales (figura 8.8).

Ve = 0y + v, = oy + o€ (8.97)

El campo de ~, es variable linealmente en la direccion i y se puede ajustar con los
valores de dicha deformacién en los puntos A ( =-1) y C (n=1). El campo v, €s
variable linealmente en la direccién € y se ajusta con los valores en los puntos B y D.
Por lo tanto se emplea la misma matriz de funciones de interpolacion de la
deformacion unitaria cortante ya empleada para el elemento con campo de cortante
impuesto (ecuacion (8.69)):

Ny =N, A (8.98)

Las 8 deformaciones cortantes en el sistema local en los puntos A, B, C, D se
relacionan con las correspondientes en el sistema general mediante la jacobiana de
la transformacidn, segun la ecuacion (8.70).

A su vez, las deformaciones cortantes en los 4 puntos se obtienen en funcion del
campo de desplazamientos interpolado, mediante la expresidon habitual, con la matriz
B, segun la ecuacién (8.71). La expresion de las matrices B M {A,B,C,D} que
aparece en ella es:
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M
M aaNi 0 Ni
: T
ng: B01 B02 BC3 BC4 Bjcwz': ON. (8.99)
L —Ni 0
dy

Agrupando todas las expresiones anteriores se puede expresar el campo de
deformaciones cortantes (en el sistema local) en funcién de las deformaciones
nodales:

N, =N J'B( & (8.100)
El campo de deformacion cortante impuesto en coordenadas generales es:
N=J"7,
~=J"'N J'B[ & =B, ¥ (8.101)

Esta expresion define la nueva matriz B, propia de esta formulacién, denominada
matriz de deformacién de cortante sustitutiva:

h -1 P pP

B, =J N J B, (8.102)
Su cdlculo puede efectuarse numéricamente, aunque para el caso del elemento de 4
nudos, existen expresiones analiticas parciales de ella.
Agrupando las curvaturas y las deformaciones transversales se obtiene:

K B,
€ = =|- |0 =B¥ 8.103
“h i

8.11.3 Justificacion de la interpolacion de esfuerzos internos

8.11.3.1 Interpolacion de momentos

El campo de momentos supuesto dentro del elemento corresponde a un campo
lineal en las coordenadas locales del elemento, que puede expresarse en funcion de
unos parametros de ajuste a en la forma:

1 £ n
M 1t=/0 001 &n 00 Of.. (8.104)
000 Q

Este campo de momentos en coordenadas locales se transforma a las coordenadas
generales por medio de la matriz jacobiana de la transformacién isoparamétrica:
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MZ' sz
Muw M y

M£ M&z

— (JU)T
an Mn

7 (8.105)

La transformacién se efectia mediante una jacobiana constate J°, evaluada en el
centro del elemento, con objeto de garantizar el cumplimiento del patch test.

0 0
Jll J12
0 0
J21 ‘]22

Te Y

3 = (8.106)

T, Y
) PR

El campo de momentos en el sistema cartesiano que se obtiene es:

M, 100 (J101)277 (J;1)2€ (J101)2£ (J201)277 2‘]101‘]2015 2*]101‘]20177 o
M,p=10 1 0 (Jpyn (J)€ ()€ (Un)n 205058 200J5n| - (8.107)

Y

My 1000 1 Jydon Jadng T Tidun o A A (%

Siendo A, = J.\J,, + J,J5 . Los coeficientes «, del ajuste en el sistema cartesiano son
combinacion lineal de los coeficientes iniciales &, y de los términos de 1° y son por lo
tanto independientes.

El campo de momentos interpolado debe satisfacer la ecuacidon de equilibrio, en
sentido débil, con objeto de evitar el shear locking. Esto se cumple si se impone la
condicidon de que el campo de momentos no acumule energia con cualquier estado
de deformacidn no contenida en la interpolacion de deformaciones supuesta,
denominada deformaciéon incompatible (Weissman y Taylor, 1990, 1992). Dicha
condicion es:

f M’ k, dA =0 (8.108)

Siendo k,, las curvaturas producidas por las deformaciones incompatibles w;,, cuyo
valor es:

K’in = 8F Wm (8.109)

Donde a su vez el operador 8, relaciona las curvaturas con las deformaciones.

El cumplimiento de la ecuacién de restriccion anterior es sencillo, sin mas que
eliminar de la expresion de interpolacion de momentos los términos afectados por
los coeficientes ag a ag , dejando sélo un término en £ y otro en 7 para cada
momento, en la forma:

M,r=10 1 0 (Jp)n (Jp) &[] (8.110)
sz 001 ']101J10277 J201J$2£ %
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Este campo de momentos ha demostrado ser muy eficiente para el desarrollo de
elementos finitos, tanto si se emplean campos de deformaciones incompatibles
como en caso contrario, y es empleado en numerosas ocasiones.

8.11.3.2 Interpolacion de cortantes

El campo de esfuerzos cortantes supuesto dentro del elemento corresponde a un
campo lineal en las coordenadas locales:

o)

Este campo de cortantes en coordenadas locales se transforma a las coordenadas
generales por medio de la matriz jacobiana, evaluada en el centro del elemento, con
objeto de garantizar el cumplimiento del patch test:

1 ¢ 7000

8.111
0001 €& q ( )

Q, Q
1= (8.112)
0, (J%) 0,
El campo de cortantes en el sistema cartesiano que se obtiene es:
/
Q, 10 J10177 J201£ J101£ J§177 4
- (8.113)
Q) |01 Jin Jp& JuE Jun

O

Los coeficientes o/ del ajuste en el sistema cartesiano son combinacidn lineal de los
coeficientes iniciales @ y de los términos de J’y son por lo tanto independientes.

El campo de cortantes interpolado debe satisfacer la ecuacién de equilibrio, en
sentido débil, con objeto de evitar el shear locking. Esto se cumple si se impone la
condicidn de que el campo de cortantes no acumule energia con cualquier estado de
deformacion incompatible, no contenida en la interpolacion de deformaciones
supuesta. Dicha condicion es:

fQT N, dA=0 (8.114)

Siendo ~, las deformaciones cortantes producidas por las deformaciones
incompatibles w;, y cuyo valor se obtiene aplicando el operador 8, sobre las
deformaciones:

'Ym = 80 Wm (8115)

El cumplimiento de la ecuacién de restricciéon anterior es sencillo, sin mas que
eliminar de la expresion de interpolacién de cortantes los términos afectados por los
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coeficientes o y «;, dejando sélo un término en £ y otro en 7 para cada cortante, en

la forma:
Q-T J—
Q|

8.11.4 Interpolacion de los esfuerzos interiores

/
al

(8.116)

1o Jlom J201£
0 1 J10277 szz

Qy

El campo de esfuerzos en el interior del elemento m se interpola agrupando las dos
interpolaciones de momentos y cortantes anteriores, de acuerdo con la ley lineal
siguiente:

m=SpP (8.117)

Siendo S una matriz de tamafio 5 x 9 y 3 un vector con los 9 parametros del ajuste.

1000 0 JWym—7) Jynu€—¢) 0 0
0100 0 Juptn—17) Jutn€—¢€) 0 0

S=10 0 1 0 0 J'JY(n—m) JoJo(&—E§) 0 0 (8.118)
00010 0 0 Thn—=1) Ju(€—8)
00001 0 0 T —=1) (6 —8)

En esta expresion los términos J; son los valores de la matriz jacobiana evaluada en
el centro del elemento. Su presencia es debida a la transformacién de los esfuerzos
desde el sistema local del elemento al sistema general. El empleo de una jacobiana
constante, evaluada en el centro del elemento, permite el cumplimiento del patch
test (Gruttmann y Wagner, 2004).

Las constantes &,7 se introducen en la ley de interpolacién con objeto de obtener
matrices desacopladas y representan las coordenadas del centro de gravedad del
elemento:

Ez%f&d/lz%fﬁ]dfdn r_]:%fndA:%fangdn (8.119)

El area del elemento se obtiene empleando la expresidon habitual del determinante
de la jacobiana:

+1 +1 . . . .
A= [da= [ Jdean= [ G+ 58+ jm)dedn = 4j,
El valor de las constantes es:

- 1 1o Clpn iy
E=— Jean=— [ crdean=— [ "€+ 3¢+ gmydédn =

Jo
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_ 1 1w Lo, G
= [ndd=— [ ngdgdn=— [ nG, + 5+ gmdédn = =

Jo

8.11.5 Ecuacion de equilibrio

Al ser los campos de deformaciones w y de esfuerzos m independientes, la ecuacidn
de equilibrio se obtiene empleando un principio variacional, basado en la funcional
de Hellinger-Reissner. Si el campo de desplazamientos contiene Unicamente
desplazamientos compatibles w (como es el caso), la expresion de dicha funcional es:

I, (w,m) = f [_% —Tc—lm+ng]dA— f w'qdA— f w'q,dL  (8.120)
A L

A
donde q son las fuerzas actuantes sobre la superficie de la placa, de las cuales sélo la

perpendicular a ella es relevante y q; son las fuerzas distribuidas por unidad de
longitud sobre el lado de la placa. L es el perimetro del contorno lateral de la placa.

T T
q, =49, My My

q:[qz 0 0

La matriz C es la matriz constitutiva del estado eldstico lineal, cuya inversa
proporciona las deformaciones unitarias producidas por los esfuerzos interiores m .

1 v 0
C= C,=——— 1 0 C. =kGh 8.121
O CC F 12(1_V2) v C 0 1 ( )
0 0 1—v
2

La condicion estacionaria de la funcional anterior es:

8T, = f[—éxﬁT C'm+ 6" m+om' e

A

dA— | éw'qdA— | éw'q,dL. =0 (8.122)
e |

Sustituyendo las expresiones de los campos de deformaciones unitarias y esfuerzos
interpolados y de sus variaciones, se obtiene:
811, = f [—5@T STC'SB+ 8 B'SB+B'S’B éff]dA

4 (8.123)
—f&&” NquA—f(S “"N"q, dL =0
A L

Agrupando los términos correspondientes a los coeficientes 3 y los correspondientes
a las deformaciones de los nudos se obtiene:
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811, = 63" —f S'C'S dA B-l—fSTBdA |+
4 4 (8.124)
65" | [B'SdA B — [N'qdA~ [N"q,dL|=0
A A L
Definiendo las matrices:
H:f ST C'S dA G:fsTBdA (8.125)
A A
y los vectores de fuerzas nodales equivalentes:
P = f N”qdA P, = f N'q, dL (8.126)
A L
la condicidon estacionaria se puede poner en forma compacta:
81, = 6" —HB+G68}+6 Tle"B—P, —P,|=0 (8.127)

Para que esta condicién se cumpla ante cualquier variacion de las deformaciones
nodales y de los coeficientes de la interpolacion de esfuerzos 3, se debe cumplir:

“HB+Gd& =0

8.128
G'B-P —P, =0 ( )

Estas son las ecuaciones de equilibrio del elemento y permiten obtener los valores de
los distintos pardametros 8° y (3. De la primera de ellas, se puede obtener
directamente el valor de los coeficientes 3 de la interpolacién de esfuerzos, sin
necesidad de ensamblarlas con los restantes elementos:

B=H'G?¥ (8.129)

Sustituyendo en la segunda ecuacién se obtiene la ecuacién de equilibrio del
elemento, que define su matriz de rigidez:

G'H'GS =P, +P, (8.130)

K =G'H'G (8.131)

8.12. EJEMPLOS

8.12.1 Patch test

Se analiza una placa rectangular de dimensiones 40 x 20 y espesor h=0.1, apoyada
en tres esquinas. Estd sometida a una carga puntual vertical en la esquina libre, asi
como a un conjunto de momentos aplicados en las 4 esquinas que hacen que en su
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interior el campo de momentos sea uniforme y de valor M, =M =M, ~1. El material
tiene £=10°%y v=0.3.

La solucién analitica para la flecha en la esquina libre es w=-12.48.

La placa se malla mediante 5 elementos, con un mallado irregular de elementos
distorsionados, como muestra la figura 8.10.

Nudo Fz Mx My
1 -2 20 -10

2 0 20 10
3 0 -20 10
4 0 -20 -10

20

Figura 8.10 Modelo para el patch test.

Se han empleado elementos con campo de cortante impuesto e hibridos y se ha
comprobado que ambos elementos representan con exactitud los campos de
momento constante, como muestra la figura 8.11. Ademas ambos elementos
suministran también un valor muy preciso de la flecha en la esquina libre, con errores
inferiores al 0.006 %.

Figura 8.11 Momento flector M, constante obtenido en el patch test.

8.12.2 Influencia del espesor de la placa

Se analiza una placa cuadrada apoyada en su contorno, de espesor uniforme,
sometida a una carga puntual en el centro. Se discretiza con un mallado regular de 8
x 8 elementos cuadrados de 4 nudos, y se emplean 4 formulaciones distintas:
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Formulacién de Mindlin-Reissner estandar, con integracion de 2 x 2 puntos.
Idem, con integracion de la rigidez a cortante reducida a 1 punto.

Elemento con campo de cortante impuesto.

Elemento hibrido.

En todos los casos se hace variar el espesor de la placa desde una relacion h/L=0.01
hasta h/L=0.20 a fin de observar el comportamiento del elemento en el limite de la
teoria de Kirchhoff y ver si se presenta el fendmeno de bloqueo por cortante.

La figura 8.12 muestra el valor de la relacién entre la flecha obtenida con el modelo
de elementos finitos y la flecha tedrica de la teoria de Kirchhoff, frente a la esbeltez
de la placa h/L. Se observa que el elemento con integracion completa 2 x 2 presenta
un fendmeno de shear locking clarisimo, no pudiéndose adaptar a la solucién de
Kirchhoff para espesores muy pequenos. Sin embargo el elemento con integracién
reducida converge a la solucion de Kirchhoff para espesores muy pequefios.

Los elementos con campo de cortante impuesto e hibrido muestran un
comportamiento excelente, muy similar entre ellos, representando muy bien la
deformacion en todo el rango de espesores.

Placa cuadrada apoyada con carga puntual. Elementos de 4 nudos

1.5
WMEF
WcKirchhoff

+o ¥
1_+o+o+o+°+°+°+° ,."( -
Formulacion Mindlin - Integ. 1 x 1
1T Formulacién Mindlin - Integ. 2 x 2
) +++++ Campo de cortante impuesto
ooooo Elemento hibrido
0.5
h/L
1 1 ""| | 1 [ | | | |
0.01 0.05 0.1 0.2 0.4

Figura 8.12. Resultados para la placa apoyada con carga puntual.

8.12.3 Placa apoyada con carga uniforme

En este ejemplo, extraido de la bibliografia (Gruttmann y Wagner, 2004), se analiza
una placa cuadrada de lado L=24, apoyada en sus 4 esquinas, con espesor uniforme
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h=0.375, sometida a una carga uniforme ¢=0.03125. El material tiene £=430000 y
v=0.38. Se discretiza con un mallado regular de 16 x 16 elementos cuadrados de 4
nudos, y se emplean 4 formulaciones distintas: la formulacién de Mindlin-Reissner
estandar, con integraciéon de 2 x 2 puntos y con integracion de la rigidez a cortante
reducida a 1 punto, el elemento con campo de cortante impuesto y el elemento
hibrido.

La tabla 8.1 muestra el valor de la flecha en el centro de la placa y en el centro del
lado, para las diversas formulaciones. La figura 8.13 muestra la variacidon de la
deformacion vertical de la placa a lo largo del eje central de la misma (z=L/2).
Nuevamente se observa que los elementos con campo de cortante impuesto e
hibrido muestran un comportamiento excelente. El elemento Mindlin estdndar con
integracion completa 2x2 presenta bloqueo por cortante y proporciona una
deformacion incorrecta. El empleo de la integracién reducida aparentemente mejora
algunos resultados, pero la realidad es que aparecen fendmenos de modos de
deformacion espurios, que provocan fuertes oscilaciones en la deformacién vertical
en el interior de la placa.

Formulacidn Flecha en el centro Flecha en el
de la placa centro del lado
Mindlin- Reissner, integracion 2 x 2 0.031917 0.028548
Mindlin- Reissner, integracion reducida 0.073322 0.031244
Campo de cortante impuesto 0.118998 0.086501
Hibrido 0.118622 0.086074
Solucién exacta 0.122531 0.090843

Tabla 8.1 Deformacidn de la placa cuadrada apoyada en sus esquinas, con carga uniforme.
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Deformacion
vertical x=L/2
— Mindlin (Integ. 2x2)
— Cortante impuesto
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Coordenada Y
1 1 1 1
5 10 15 20

181

Figura 8.13 Deformacion vertical del eje central (z=L/2) de la placa apoyada en las 4

esquinas, con carga uniforme



Flexion de vigas planas

9.1.

INTRODUCCION

La flexidn de vigas puede estudiarse por el Método de los Elementos Finitos como un
problema mas de elasticidad. Para simplificar su estudio, no se consideran la
deformacion ni el esfuerzo axial, que se sabe estan desacoplados de la flexion en el
caso habitual de pequefias deformaciones.

Existen dos suposiciones diferentes relativas a la forma de deformacién de la viga:

9.2.

Teoria clasica de flexion de vigas, o teoria de Euler. Se supone que las
secciones rectas y perpendiculares a la fibra neutra en el estado sin deformar
se mantienen rectas y perpendiculares a la fibra neutra en el estado
deformado (hipotesis de Navier). Con esta hipdtesis y suponiendo pequeiias
deformaciones, se cumple que el giro que sufre una seccién recta de la viga es
igual a la pendiente de la curva deformada elastica. En términos energéticos
esta hipdtesis corresponde a despreciar la energia de esfuerzo cortante.

Teoria de vigas con energia de esfuerzo cortante, o teoria de Timoshenko, en
la que se supone que las secciones rectas y perpendiculares a la fibra neutra
en el estado sin deformar se mantienen rectas en el estado deformado, pero
no perpendiculares a la fibra neutra. Con esta hipdtesis el giro de la seccidn
recta no es igual a la pendiente de la deformada elastica, y la diferencia entre
ellas corresponde a la distorsidn debida al esfuerzo cortante.

RESUMEN DE LA TEORIA CLASICA DE FLEXION DE VIGAS

9.2.1 Deformaciones

Si se denomina v(x)a la deformacion vertical del centro de gravedad G de la seccion,
las deformaciones de un punto P situado a una distancia y de G son (figura 9.1):
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dv
v = —0y = —— (9.1)
P Y Iz Y
/UP = (92)
9.2.2 Deformaciones unitarias
Las deformaciones unitarias en el punto P son:
ou d*v
ox dx* Y
81}P
dy
_ 8uP (91)13 L dv dv

=2 —+—=0 9.5
oy or dr dz (5:5)

fY;r,y

El material esta en un estado unidimensional de deformacién unitaria, sometido sélo
a una deformacion unitaria longitudinal ¢, que en adelante se denominara
simplemente . No aparece ninguna deformacion unitaria de cortadura y, con lo que
esta teoria no considera la energia debida al esfuerzo cortante.

Figura 9.1 Deformaciones en vigas planas. Teoria clasica

9.2.3 Ecuacion constitutiva
Suponiendo un material elastico lineal la relacidon tensién — deformacién unitaria es:
o= FE(—¢,) (9.6)
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Sustituyendo el valor de la deformacion unitaria se obtiene la expresion de la tension
en el punto P:

o=E-—y—¢g,) (9.7)

9.2.4 Distribucion de temperatura

Al no considerarse el esfuerzo axial, la Unica distribucién de temperatura que puede
admitir la viga es una variacion lineal en su seccion, desde un valor 75 en la cara
superior hasta un valor —Tsen la cara inferior. El gradiente de esta distribucién es:

T —(-T) 2T

T =5 £ — & 9.8
. h h (9.8)

siendo h el canto de la viga. La distribucién de temperaturas queda entonces como:
T =yT, (9.9)

Con esto la distribucion de deformaciones unitarias térmicas es:

g, =al =ayT, (9.10)

9.2.5 Ecuaciones de equilibrio

El equilibrio de un elemento diferencial lleva a la siguiente ecuacidn de equilibrio:

2 2
g = —d—[EId—'Z + ElaT, (9.11)

dx’ dx

Al ser esta ecuacion diferencial de orden 4, requiere el empleo de funciones de
. ., . . 1
interpolacion con continuidad C™ entre los elementos.

9.3. TEORIA CLASICA. RESOLUCION POR EL MEF

9.3.1 Interpolacion de deformaciones

Se emplean cuatro grados de libertad en el elemento: la deformacién y el giro en
cada nudo extremo. De esta forma se garantiza la compatibilidad de la deformacion
lateral v y su derivada primera (el giro) en los extremos de la viga. Los vectores de
grados de libertad y de fuerzas nodales son:

T T
6e:V1 91 VQ 92 P = Pn/ M1 P2Y M2 (9.12)
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v, v 0

Figura 9.2 Elemento viga plana a flexién
Con cuatro grados de libertad, se puede emplear una ley cubica de interpolacién de
deformaciones:
v=a,+azx+ a2x2 + a3x3 (9.13)
Particularizando esta ley de interpolacién a los valores de los cuatro grados de

libertad, y agrupando las cuatro ecuaciones obtenidas en forma matricial se obtiene
el sistema de ecuaciones siguiente:

- < 2 3]
V1 1 L L 'ao‘
0 0 1 2z 3z||a
1 1 1 1
=l S, (9.14)
5 T, T, I, 2
a
92‘ 0 1 2= 33:5 [ 3]

De este sistema se pueden calcular los cuatro coeficientes a, en funcion de los
grados de libertad. Sustituyéndolos en la ecuacion (9.13) y reagrupando los términos
de los diferentes grados de libertad se obtiene la ley de interpolacion de la
deformacion lateral:

v=NV,+ N0, +N,V,+ N,b, =N§ (9.15)
Las cuatro funciones de interpolacidn son:
1 1
N1:Z(2—35+53) N2:2(1—5—52+53) (9.16)
1 , 1 ‘
N, =(2+3¢-¢) Ny = (-1-¢+8+¢) (9.17)

siendo £ una coordenada local normalizada que vale -1 en el nudo inicial de la viga, y
+1 en el nudo final, con lo que la interpolacién de coordenadas es lineal:

T =1, [%] + 1, [h;—g} (9.18)

Se cumple que el jacobiano de la transformacién es dx /d{ = L /2, siendo L la
longitud del elemento.
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9.3.2 Matriz B

Sustituyendo la ley de interpolacién del desplazamiento lateral v en la expresion de la
deformacion unitaria se obtiene:

d*v d2N1 d*N d*N d*N
£ = ———1y=— V + 20 + SV 4 10 9.19
! dx’ Y y[ de? ' dxt ' de? r dx P ( )
Esta expresion define la matriz B como:
e=BJd (9.20)
B— d{"N1 d{"N2 dQN3 dr"N4 (9.21)
- dx’ dx? dx’ dx’ '
Las derivadas de las funciones de interpolacion son:
dN, _ dN, g: dN, 2 (9.22)
dx d¢ dx a¢ L
2 2 2
dN, _dN,ag2 _dN 4 (9.23)
dzx d¢” dx L a&” L
La matriz B puede ponerse como:
2 2 2 2
po [T AN AN ENJE gy,
ag ag ag d&” | L

En esta expresion se han separado los términos que dependen sélo de la coordenada
longitudinal &, para lo que se ha introduciendo la matriz:

66 3¢-1 —6¢ 3§+1}
r L I L

B, =

(9.25)

9.3.3 Matriz derigidez

Su expresion es la habitual para cualquier elemento finito. Sustituyendo el diferencial
de volumen se obtiene:

K = f B’DBdv = f B'DB bdzdy (9.26)

siendo b(y) la anchura de la viga. Al estar el material en un estado unidimensional de
tensiones, la matriz eldstica es el mddulo de elasticidad F. Sustituyendo el valor de B
se obtiene:

K= [[EBBbdrdy= [ EBB, (fbdey)dq: (9.27)
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En la ecuacidn anterior se identifica el momento de inercia de la seccion 1.
Suponiendo que el producto EI es constante e introduciendo el cambio de
coordenadas z/¢ se obtiene:

L
K= EI | BB, dz = EI BTB,[—]d 9.28
[ BB, J BB, || (9.28)
Cada uno de los términos de la matriz de rigidez tiene la expresion:
1( 4V d>N. d°N.
K=ol [i?] d]\}—;[ﬂ]dg (9.29)
¢ -1 \L7) d& d& (2

Integrando se obtiene:

12/ 6/ -12/L 6/
6/ 4/L -6/ 2/L
K =FI (9.30)
-12/0 -6/} 12/’ —6/I’

6/ 2/L —6/I 4/L

Esta expresion corresponde a la matriz de rigidez del elemento viga plana utilizada en
el analisis de estructuras reticulares.

9.3.4 Fuerzas aplicadas sobre el elemento

En las vigas las fuerzas se definen habitualmente como fuerzas distribuidas por
unidad de longitud de la viga ¢q. En este caso, el vector de fuerzas nodales
equivalentes se puede poner como:

P, = [N'qds (9.31)

donde ¢ se considera positiva si actia en la direccién de la deformacion v. Las fuerzas
obtenidas mediante esta expresidn son ya directamente fuerzas actuantes sobre los
nudos, y su sentido positivo corresponde al de los grados de libertad del nudo.

Si la fuerza exterior es uniforme, que es el caso mas habitual, ¢ es constante, y la
expresion de las fuerzas nodales equivalentes resulta ser:

[ gL /2

=1 a2 | (9.32)

—ql’ /12

H [£]d§ gL’ /12

gue légicamente coincide con las fuerzas de empotramiento perfecto de una viga.
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9.3.5 Fuerzas debidas a las temperaturas

Su expresion es:

T

P :fBTDEO dv (9.33)

Sustituyendo el valor de las deformaciones unitarias de origen térmico dado por
(9.10), la matriz elastica D por E'y el diferencial de volumen se obtiene:

P, = f(—y)BfanTg bdzx dy (9.34)

En el integrando se identifica el momento de inercia de la seccién, con lo que
obtiene:

L +1 T £
P, = f_1 ElaT, B (2)d§ (9.35)

Suponiendo que las propiedades de la viga y la distribucion de temperaturas no
dependen de z, se obtiene:

B [0
M,| | ElaT,
P=1 = ! 9.36
T o 930
M,| |-ElaT,

Esta expresion coincide con la obtenida para las fuerzas de empotramiento perfecto
en el método de rigidez, pero con el signo cambiado. Ello es debido a que el vector de
fuerzas aqui obtenido corresponde a las fuerzas nodales equivalentes aplicadas ya en
los nudos de la discretizacion de elementos finitos. Sin embargo, en el método de
rigidez se obtienen las fuerzas actuantes sobre la barra en la fase de empotramiento
perfecto, que después deben ser aplicadas sobre los nudos, cambidandolas de signo.

9.4. FLEXION DE VIGAS CON ENERGIA DE CORTANTE. TEORiA DE TIMOSHENKO

En esta teoria no se considera que las secciones rectas perpendiculares al eje de la
viga se mantengan perpendiculares a dicho eje en el estado deformado. Ello origina
gue aparezcan una tensidén y una deformacién unitaria cortantes no nulas en la
seccion de la viga, y en consecuencia se acumule energia debida a ellas.

9.4.1 Campo de desplazamientos
Las deformaciones de la seccidn recta de la viga son:
e Desplazamiento vertical v(z)

e Giro de la seccion 0(x)
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Las deformaciones de un punto P, situado a una distancia y de la fibra neutra son
(figura 9.3):

e Desplazamiento vertical v(z)

e Desplazamiento horizontal u = —y 0

0
¢

y] 0 _dv

—

Figura 9.3 Deformaciones en una viga plana. Teoria de Timoshenko

9.4.2 Deformaciones unitarias

Las deformaciones unitarias en el punto P son:

du do
s v (9.37)
g, = 0 (9.38)
du  dv dv
_Gu v v 9.39
Ty dy dx dx ( )

En cada punto de la seccién hay dos deformaciones unitarias: una de deformacién
axial y otra de cortadura vertical (que no era predicha por la teoria cldsica).

Matricialmente se pueden poner como:
0
el |0 ol
= = =0 9.40
o S P R o

—1
ox

El orden de derivacidon del operador @, que pasa de las deformaciones u a las
deformaciones unitarias € es en este caso 1, mientras que en la teoria clasica es 2.
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9.4.3 Ecuacion constitutiva. Estado de tensiones

En cualquier punto de la viga existen dos tensiones: una tension simple ¢, asociada a
la deformacion unitaria axial correspondiente y una tension de cortadura simple o,

asociada a la distorsion de cortadura vertical. Suponiendo un material elastico lineal,
la relaciéon con las deformaciones unitarias correspondientes es:

o, E 0Offe,
c:{}: { }:De (9.41)
Omy

0 G me
9.4.4 Funciones de interpolacion

Se requieren funciones con continuidad C° pues el orden de derivacién de las
deformaciones para obtener las deformaciones unitarias es 1 (ver (9.40)). Se
interpolan de la misma forma las dos incdgnitas del problema:

v
0
u N, OIN, O0!l."

= = WV, i=NJd 9.42

Tl o Moo ) 942)
2

Las funciones de interpolacion se definen en funcién de una coordenada &
adimensional, que varia entre -1 en el nudo inicial y +1 en el nudo final. Notese que
esta coordenada es diferente a la usada en la teoria clasica.

9.4.5 MatrizB

Su expresion es:

dN_ | dN_ |
0 —ydllO —del...
T | T |
-N, | —%2 —N_ |
dx oy de 2

Se puede dividir en dos partes, una para cada fila, de tal manera que la primera fila
corresponde a la deformacién unitaria axial, habitualmente denominada de flexion
(subindice F) y la segunda a la de cortadura (subindice C).

B = (9.44)

B

C

Las derivadas de las funciones de interpolacion son:
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aN, _dN, df _dN, 1 (9.45)
de  d€ dv  dE T '

Siendo J el jacobiano de la transformacion x/&. La parte de flexion de B se puede
poner:

—yl, 4N, |, 4N, | —y
B, =—|0 10 | .|=—B, (9.46)
J d¢ | d¢ | J
9.4.6 Matriz derigidez
Su expresion general es:
E 0]|B,
K= | B"'DBdv= | B, B, dv
f f 0 G|B, (9.47)

K= [ EB[B,dv+ [G B B,dv

El primer sumando es la rigidez debida a la energia de flexién y el segundo la debida
al esfuerzo cortante. En el término debido a la energia de cortadura se introduce el
factor de correccién por cortante k, a fin de tener en cuenta que la distribucién de
tensiones cortantes que se ha supuesto es uniforme, cuando en realidad es variable.
La deduccion del valor de este coeficiente se efectua en el punto siguiente.

K= f prp Y

F17"F1 J2

bJd¢dy+ [B[B,GkAds (9.48)
Efectuando la integral en y, la expresion final queda:
ET
K= [B]B, —-dg+ [BIB.GEAJdg (9.49)

El primer término se denomina habitualmente rigidez a flexidon y el segundo rigidez a
cortante. Notese que debido a la estructura de la matriz B el primer término, que
es debido a la energia de flexidn, sélo aporta rigidez en los grados de libertad de giro
0, y no en los de deformacion V. El segundo término aporta rigidez en todos los
grados de libertad.

9.4.7 Factor de rigidez a cortadura

La densidad de energia debida a la tension y deformacién de cortante predicha por
esta teoria es:
1 o’
v, =-o ~n =—2 (9.50)
Ocort 2 Lylvay 2G
Integrando al area de la viga se obtiene la energia acumulada por unidad de longitud,
debida a la deformacidn de cortadura:
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2
Uy = [UpdA= [ gé dA (9.51)

Como la tensién cortante es constante en toda la seccion de la viga, la integral a la
seccidon puede ponerse facilmente en funcién del esfuerzo cortante existente en la

seccidon () (que es la resultante de todas las tensiones cortantes () = JJ,yA).
2
— O-:tyA — Q2
ber 2@ 2GA

La distribucion de tensiones cortantes exacta, empleando la teoria del esfuerzo
cortante es:

(9.52)

- Q4

=3 (9.53)

T

Siendo () el esfuerzo cortante, A el momento estatico del drea situada entre el
punto donde se calcula la tensidn y el exterior de la seccién de la viga, b el ancho de

la seccidn en el punto donde se calcula la tensién cortante e I el momento de inercia
de la seccidn respecto de su centro de gravedad.

La energia acumulada por unidad de longitud debida a esta tension es:

1 7_e:v 2 ZQ
U = [ 577" dA = [ Z—dA = O 4,

2 2G 2G1 b
Comparando esta expresidon con el valor de la energia predicho por esta teoria, se
observa que entre ambos valores hay un factor de valor:

A A

Este es el valor que se ha introducido en la expresidon de la matriz de rigidez debida al
cortante, a fin de igualar la energia acumulada al valor exacto. Su valor es facilmente
calculable para las secciones mas tipicas. Para una seccion rectangular resulta ser de
6/5, y para una circular maciza es de 10/9.

(9.54)

9.4.8 Elemento de dos nudos
Las funciones de interpolacion para este elemento son lineales:

N =(01-¢/2 N,=(1+¢)/2 (9.56)

dN 1 dN

L= — 2 — = (9.57)
d¢ 2 de 2

—_

El jacobiano es:



192 Flexién de vigas planas

dz dN T, T, L
=— = —tr =——+—==—
a¢ ac 2 2 2
Las matrices B son:
1
Bm:[O —5 0 5]

[—1 1-¢ 1 1+g]
B =|—- - -— —_ _
¢ 2g 2 2] 2

La matriz de rigidez debida a la flexion es:

0 0 0 O]
K _EI 0O 1 0 -1
FoLlo 0 0 0
0O -1 0 1
La matriz de rigidez debida al cortante es:
2 0 %2
L L
2L L
1 — -1 =
K — GAE 3 3
L=
2 1.2 4 2
L
y Lo %
3 3

9.4.8.1 Bloqueo por cortante

(9.58)

(9.59)

(9.60)

(9.61)

(9.62)

De la misma manera que se ha expuesto para la flexion de placas planas, las vigas en
formulacion de Timoshenko pueden manifestar el problema del blogqueo por
cortante. Para estudiarlo se toma como ejemplo una viga en voladizo con una carga
puntual P en el extremo (figura 9.4). Se modeliza con un elemento de dos nudos,

empotrado en el nudo 1y libre en el 2.

V,
AP A
N . 12
s s .
0

Figura 9.4 Modelo de viga en voladizo

La ecuacioén de equilibrio, para los dos grados de libertad del nudo 2, es:



Flexion de vigas planas 193

GAFk _GAFk
L 9 B P 9.63)
—GAFk [—GAkLJrg] 6, o '
9

Para simplificar las expresiones se adopta E = 2G (que corresponde a v =0) vy
k=1. Ademas se sustituyen:

[=Ar X=1L/r (9.64)

siendo r el radio de giro de la secciéon y A la esbeltez de la viga. La deformacion
vertical que se obtiene del sistema (9.63) es:

_ 4PL(N\* +6)

_ (9.65)
2 GAN? +24)

La solucion exacta, obtenida por integracion analitica de la ecuacién de la elastica,
segun la teoria de Timoshenko, es:

3
V, = L +—PL (9.66)
‘ 3EI  GAk
Con las simplificaciones anteriores esta solucion exacta es:
PL (X
=—|—+1 9.67
GA[ 6 ] (9.67)

Se comprueba que:
e Si A=0, ambas soluciones coinciden.

e A medida que A crece, las dos soluciones se separan cada vez mas. La exacta crece
parabdlicamente, mientras que la obtenida con el modelo de un elemento finito
se estabiliza, tendiendo a un valor:

_4PL

MEF(A—) GA (9.68)

Este valor es claramente inferior al valor real. Este fendomeno se denomina bloqueo
por cortante y es debido a que la formulacién anterior sobrestima la rigidez a
cortante. Este efecto aparece de forma clara en el elemento de dos nudos pero no se
manifiesta casi en el de tres nudos.

9.4.8.2 Integracion reducida

El problema del bloqueo por cortante se origina por la presencia del término \* en el
denominador de la expresion de la flecha (9.65). Para evitar este problema una
solucion simple consiste sencillamente en evaluar la matriz de rigidez a cortante
suponiendo & = 0. Un ejemplo aclara el origen de esta suposicion. Sea una viga
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sometida a un estado de deformacion que corresponde a una flexiéon pura (momento
flector constante en la viga), en la que no aparece esfuerzo cortante. Este estado de
deformacion se representa mediante las siguientes deformaciones nodales:

T
¥=0 00 -0 (9.69)
El estado de deformaciones unitarias que se obtiene es:
210
. 297
L
= = 9.70
=114 o0
2

La deformacion unitaria axial es independiente de &, lo cual es correcto pues el
momento flector es constante. Sin embargo la deformacién unitaria de cortante es
lineal con &, cuando deberia ser nula. La solucién por lo tanto consiste en evaluar la

matriz BC con la suposicion de £ = 0. El valor que se obtiene es:

-1 1 1 1

red
== = = —= 9.71
¢ 2J 2 2J 2 ( )
La matriz de rigidez de cortante obtenida con esta suposicion es:
2, 2
L L
L L
1 = -1 =
K = GAR 2 2 (9.72)
¢ 2 2 2
-—— -1 = -1
L L
Lo L
2 2 ]

La forma practica de efectuar esto es sencillamente efectuar una integracién
reducida de la matriz de rigidez a cortante, empleando una regla de integracién de un
s6lo punto, que esta localizado en £ = 0. De ahi el nombre del método, que por otra
parte da muy buenos resultados.

9.4.9 Elemento de tres nudos

Las funciones de interpolacidn de este elemento son:

N=(&-¢/2 N,=(1-¢) N, =(+9/2 (9.73)
le_g_l dNQ__25 ng_€+1 9.74)
s 2 e s "2 '
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El jacobiano es:
_dx dN

RS N 1
== e n = P 2, (9.75)

La matriz de rigidez tiene la expresidon general indicada antes, y se calcula por
integraciéon numérica.

9.4.10 Ejemplo

Sea una viga en voladizo con una carga puntual P=1 en el extremo libre (figura 9.4),
y con las siguientes caracteristicas (en kgy cm):

L=1000 E=2 10° G=10° kA=10" I=10

Se trata de una viga muy esbelta, donde la deformaciéon debida al esfuerzo cortante
es despreciable. El valor exacto de la flecha en el extremo, segun la teoria de flexion
de vigas Timoshenko es:

_PI}  PL

= +——=1.66766 10°° (9.76)
© 3EI  GAk
El valor de la flecha segun la teoria de vigas de Euler es:
3
= PL =1.66666 10~° (9.77)

er

Este valor es muy parecido al anterior pues al ser la viga muy esbelta ambas teorias
proporcionan valores muy parecidos, ya que la deformacién debida al cortante es
despreciable. Las diferencias aparecen cuando el problema se resuelve empleando
elementos finitos basados en la teoria de vigas con energia de cortante:

e Si se modeliza la viga empleando un elemento finito tipo viga de dos nudos,
calculando con integracion exacta la matriz de rigidez debida al cortante, la flecha
gue se obtiene es:

vt —0.00399 1077 (9.78)

Este valor es claramente incorrecto, debido al bloqueo por cortante.

e Con el mismo tipo de elemento, pero si la matriz de rigidez a cortante se calcula
con integracion reducida, el resultado es mucho mas préximo al exacto:

yreme =1.251 1077 (9.79)

e Modelizando la viga con un elemento finito de tres nudos, incluyendo la energia
de cortante y sin integracion reducida, la flecha es:

Brudos) — 1 9559 107° (9.80)

Este valor es mejor, pero esta todavia algo lejos de la solucién analitica.
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Cascaras

10.1. INTRODUCCION

Las cdscaras son estructuras laminares curvas, en las que el material estd agrupado
alrededor de una superficie directriz curva, de tal manera que el espesor en sentido
normal a dicha superficie directriz es pequefio en comparacion con las otras
dimensiones transversales. Una caracteristica fundamental de las cascaras es
precisamente su curvatura, ya que si la superficie directriz fuese plana, la estructura
podria tratarse utilizando los elementos planos, tipo membrana o placa, ya
conocidos. Otra caracteristica muy importante es que, por el hecho de ser curvas, los
efectos de esfuerzo axial y de flexién estan acoplados, es decir que el esfuerzo axial
provoca esfuerzos de flexidon y viceversa. En una estructura plana ambos efectos son
independientes. Ejemplos de cascaras son los depdsitos, las bévedas laminares, las
carrocerias, etc. y en general cualquier pieza delgada con forma de superficie curva.

Para el tratamiento de las laminas pueden plantearse varias alternativas: aproximar
la cascara mediante una serie de facetas planas y utilizar elemento planos, utilizar
elementos solidos tridimensionales y prescindir de la naturaleza real de la cascara, o
utilizar una formulacion especifica para cascaras curvas. En los siguientes apartados
se describen las distintas alternativas.

10.2. UTILIZACION DE ELEMENTOS PLANOS

Esta opcidon es la mas simple tanto de formulacion como de uso. Consiste en
aproximar la superficie curva de la cdscara mediante una superficie poliédrica
faceteada, formada por elementos planos.

Un trozo cualquiera de la cdscara se aproxima por un elemento plano, de tres o
cuatro lados (Figura 10.1), al que se asocia un sistema de ejes, que se denomina
sistema planar del elemento, y en el que se pueden obtener sus caracteristicas de
rigidez, considerandolo por separado como una membrana y como una placa. Cada
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nudo tiene cinco grados de libertad: dos de ellos como membrana Up, V, vy tres
como placa Wy, 04, 0,5, todos ellos referidos al sistema de ejes planar del elemento.
El sexto grado de libertad 0,, no aparece en la formulacién. Sin embargo, este grado
de libertad se suele considerar, asignandole una rigidez nula, con objeto de tener seis
grados de libertad en cada nudo. Al ensamblar las matrices de rigidez de los distintos
elementos, se iran sumando rigideces en dicho grado de libertad.

Figura 10.1 Cascara modelizada mediante elementos planos

La matriz de rigidez total del elemento se puede poner en el sistema planar como:

K, 0

K, = 10.1
"l K, 10.1)

Donde K, es la matriz de rigidez debida al efecto membrana, que corresponde a las
deformaciones en el plano X, Yy, y K es la matriz de rigidez debida al efecto de
flexion, que relaciona a los otros tres grados de libertad. Esta matriz se proyecta
sobre el sistema general de la estructura, empleando para ello la matriz de rotacion
entre ambos sistemas. La matriz de rigidez asi obtenida se ensambla para dar lugar a
la matriz de rigidez K de toda la estructura.

Existen varias posibilidades de elegir el sistema planar pero la mas habitual es poner
su origen en el nudo 1, y su eje X} segun el primer lado del elemento.

Este método puede utilizarse empleando elementos isoparamétricos para el efecto
membrana, y en formulacion Mindlin para el efecto placa, con lo que los elementos
pueden tener lados curvos, pero siempre contenidos en su plano.

Esta técnica es simple de formular, requiere pocos datos y cumple con los criterios de
convergencia, por lo que parece una buena solucién para las cascaras. Sin embargo
tiene ciertos inconvenientes: es un método poco preciso, y requiere el empleo de
gran cantidad de elementos de pequefio tamafio, tantos mas cuanto mas curva sea la
cascara. Ademas el acople entre los efectos membrana y cascara se origina
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Unicamente al ensamblar unos elementos con otros, y no dentro de cada elemento,
por ser planos. Esto hace que aparezcan momentos flectores donde no los hay: por
ejemplo en un cilindro infinito sometido a presidn interior aparecen momentos de
flexion en los elementos, cuando en realidad el material estd sometido sélo a
esfuerzo de traccién.

Otro problema ocurre cuando todos los elementos que llegan a un nudo son
coplanares, ya que en este caso no aparece ninguna rigidez en el giro normal a los
elementos 6, (Figura 10.2), y la matriz de rigidez global de la estructura es singular.

Zp

Figura 10.2 Elementos coplanares

Para evitar este problema se suele emplear a veces una técnica que consiste en
introducir una rigidez ficticia segun el giro 6,, no nula, dada por la expresidon
siguiente, para un elemento de cuatro nudos:

(M, ] 1 =1/3 —1/3 —=1/3|[0,,)
M, -1/3 1 —1/3 —1/3[|6,,
M| =Y S C1s 1 21316, (10.2)
My, | —1/3 =1/3 —1/3 1 |0z

donde E es el médulo de elasticidad, V' el volumen del elemento, y a un valor
comprendido entre 10° y 10 Esta rigidez es tal que permite el movimiento como
solido rigido del elemento.
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10.3. UTILIZACION DE ELEMENTOS SOLIDOS TRIDIMENSIONALES

Esta técnica consiste en discretizar toda la cascara mediante elementos sdlidos
(Figura 10.3), situando normalmente uno o dos elementos sélidos en el espesor de la
cascara. Un primer inconveniente de esta técnica es que origina gran cantidad de
nudos en el modelo. Otro problema a tener en cuenta es que si el elemento es poco
grueso en el sentido del espesor ( frente a las otras dimensiones transversales &,7, su
rigidez en dicha direccion ( es demasiado grande, mayor que la real, dando lugar a
una rigidez excesivamente alta en su direccion transversal, la cual produce
deformaciones incorrectas. Por lo tanto este método sélo debe emplearse cuando la
cascara sea muy gruesa, y se aproxime mas a un sélido tridimensional que a una
cascara laminar, y en todo caso cuidando siempre de no tener elementos con una
dimensiéon mucho menor que las otras dos.

Figura 10.3 Cascara modelizada mediante elementos sélidos

10.4. UTILIZACION DE ELEMENTOS CASCARA

El desarrollo de un elemento especifico para el analisis de cdscaras es un problema
complejo, y se han propuesto bastantes de ellos. Hay dos problemas a resolver, el
primero de los cuales, que es comun con las placas planas, es la consideracion o no
de la energia del esfuerzo cortante, es decir si la cascara se supone muy delgada o
medianamente gruesa. Para este problema, que esta agravado por la particular
geometria curva de las cascaras, existen las mismas soluciones que para las placas
planas. Asi, puede emplearse la teoria clasica de cascaras delgadas, en la que se
supone que las secciones rectas normales a la superficie media de la cascara se
mantienen normales a ella en la situaciéon deformada, y en consecuencia no se
considera la energia debida a las tensiones cortantes. En este caso los giros son
iguales a las derivadas de las deformaciones, y se obtienen elementos que presentan
los mismos problemas de compatibilidad que las placas delgadas. Siguiendo estas
hipdtesis hay diversos elementos cdscara desarrollados, cada uno con sus ventajas e
inconvenientes.
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Existen asimismo muchos elementos basados en la teoria de cascaras con esfuerzo
cortante: en este caso es posible emplear una formulacidon isoparamétrica,
obteniéndose elementos cascara que pueden tener lados curvos, varios nudos por
lado, y que son perfectamente compatibles entre si, formando una familia de
elementos, tanto de tres como de cuatro lados.

Otro de los problemas en la teoria de cascaras es el relativo al grado de curvatura de
la cascara, y en esta linea existen elementos aptos sdlo para cascaras poco curvas
(denominadas shallow), y elementos que admiten valores amplios de la curvatura.
Los elementos en formulacién isoparamétrica, antes mencionados, no tienen en este
sentido ninguna limitacion desde el punto de vista tedrico, dentro de unos limites
muy amplios de curvatura.

En todo caso, los elementos mas empleados en la actualidad se engloban en dos
grandes categorias: los basados en el continuo, y los basados en la teoria de cascaras,
también conocidos como basados en las resultantes de las tensiones.

10.5. FORMULACION BASADA EN EL CONTINUO. ELEMENTOS DE CUATRO LADOS

La idea basica en esta formulacidn es considerar un elemento sélido tridimensional y
constrefiir su comportamiento de tal manera que se corresponda con el de una
cascara de pequeifio espesor frente a sus otras dimensiones. Para ello las
deformaciones independientes de los nudos de las caras superior e inferior se
sustituyen por desplazamientos y rotaciones del plano medio de la cascara y se
emplea una interpolacidon lineal en el espesor. El estado de tension y deformacion
unitaria considerado es el general para un sélido continuo en el espacio (de ahi el
nombre de la formulacion), pero afadiendo la condiciéon de tensién nula en la
direcciéon del espesor de la cdscara, pues se considera espesor pequeno.

10.5.1 Definicion geométrica

Considerando un elemento tipico, las caras exteriores son curvas, mientras que las
secciones a través del espesor son lineas rectas. La forma del elemento queda
definida por parejas de puntos situados en ambas caras del elemento.

Sean &,1 unas coordenadas curvilineas situadas en la superficie media del elemento y
¢ una coordenada lineal en la direccidn del espesor (Figura 10.4). Todas ellas varian
entre -1 y +1. Supongamos que la forma del elemento se define mediante una serie
de 2n puntos situados en sus caras superior e inferior. Los puntos situados en la cara
superior se identifican con el subindice t, y los de la cara inferior con el subindice b.
Se denomina fibra directora a la recta que une los dos puntos t y b de las caras
superior e inferior.

Al ser pequefio el espesor, la variacion de la forma del elemento en la direccion ( se
puede suponer lineal.
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Figura 10.4 Cascara definida mediante nudos es sus caras superior e inferior

Las coordenadas de un punto cualquiera del interior de la cascara son:

x:intO—g—C)Ni—l—inb@Ni (10.3)

donde N; son funciones de interpolacion definidas en funciéon de las coordenadas &,7.
Para ellas pueden usarse cualquiera de las empleadas para los elementos
isoparamétricos planos, generandose de esta forma elementos cdscara de tres o
cuatro lados, con dos, tres o cuatro nudos por lado. El sumatorio estd extendido a
todos los puntos del elemento.

Para utilizar la expresion (10.3) habria que definir puntos en ambas caras del
elemento, pero en la practica esto no se hace, sino que los nudos se sitlan en la
superficie media del elemento. Las coordenadas x; de uno cualquiera de dichos nudos
son:
1
X = 5()(# + xib) (10.4)
Se define asimismo un vector unitario D’ situado en el nudo i, en la direccién de la
fibra directora (Figura 10.5):
X, —X,

D =t

(3
X — Xz’b‘

(10.5)

Este vector se denomina vector director de la cascara y puede no ser normal a la
superficie media de la misma. Se calcula con facilidad a partir de las coordenadas de
los puntos t y b situados en ambas caras. En otros casos puede definirse como
ortogonal a la cascara y obtenerse analiticamente si se conoce la ecuacién de la

superficie media. Notese que la coordenada local ( esta medida en la direccién del

vector director.
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Figura 10.5 Definicion geométrica de la cascara

Las coordenadas de un punto P cualquiera situado en la fibra directora que pasa por
el nudo /, y a una distancia ( de dicho nudo, pueden expresarse como:

X! () =x, + C% D, (10.6)

donde x; son las coordenadas del nudo i y t; el espesor de la cascara en dicho nudo
(Figura 10.5).

La cascara se considera formada por una serie de superficies laminares curvas, cada
una de las cuales corresponde a un valor constante de la coordenada (. Por lo tanto
las coordenadas de un punto cualquiera interior a la cdscara pueden expresarse
como una interpolacién de las de los puntos P situados en la fibra directora de cada
nudo, a un mismo valor de la coordenada (:

10.5.1.1 Sistema director en los nudos

Se definen asimismo, en cada nudo i, dos vectores perpendiculares al vector director.
En principio hay infinitas posibilidades de eleccidn, y una de ellas, bastante habitual,
es la siguiente:

¢ Tomar el primero de los dos vectores D como contenido en el plano XZ general
de la estructura. Por lo tanto su expresion es:
e, xD
D =—r—= (10.8)
‘ey X DZ_‘

siendo ey el vector unitario segun el eje Y general. Si el vector D; coincide con el eje Y,
se puede tomar por convenio D, =e,.
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¢ Elsegundo vector D, es ortogonal a los dos anteriores:
D,=D xD, (10.9)
De esta forma los tres vectores D, D, D, forman un triedro ortogonal situado en

el nudo 7, que se denominara sistema director del nudo (Figura 10.6) y que es
diferente para cada nudo de la cascara si ésta es curva.

Figura 10.6 Sistema director en un nudo

10.5.2 Campo de deformaciones

Al producirse la deformacion de la cascara, el vector director en un nudo Di sufre
una rotacion y pasa a la posicion deformada Dj. Esta deformacion de rotacion de la
fibra directora de la cascara donde esta el nudo i viene dada por la diferencia entre
ambos vectores (Figura 10.7):

d =D'-D, (10.10)

En la hipdtesis de pequefias deformaciones, el vector (Aii que define la rotacion de la
fibra esta contenido en el plano 1-2, y por lo tanto puede expresarse como
combinacion lineal de los vectores D, D_, que estan contenidos en él y son
ortogonales:

d=—a D, +3 D, (10.11)

Dado que los dos coeficientes «; y 3; definen la posicion deformada del vector
director de la cascara, pueden considerarse como las dos rotaciones del nudo 1.
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Figura 10.7 Rotacidn del vector director en un nudo

Las deformaciones en coordenadas generales de un punto cualquiera P situado en la
fibra directora del nudo 7, a una distancia ( de la superficie de referencia se pueden
poner:

w(()=1U +§tT d, (10.12)

T
Las deformaciones en coordenadas generales u=|u v w} de un punto

cualquiera de la cdscara se pueden expresar por interpolacidon de las deformaciones
de los puntos situados en la fibra directora con un mismo valor de (:

u= Z Ni(f,ﬂ) uf(C) = Z Ni

U + gti Eli] (10.13)
Sustituyendo el vector d' en funcién de los parametros de rotacién «;y 3, queda:
u=> U N +%ZNZ_ t (~a,D,+3D,) (10.14)

Por lo tanto, los grados de libertad que se emplean en el nudo ¢ son las tres
deformaciones segun los tres ejes generales de la estructura y las dos rotaciones «; y
0, respecto al sistema de ejes director definido en dicho nudo:

T

5 =\U V. W a 8 (10.15)

) i
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Se introducen dos nuevos vectores colineales con D ,D_, de médulo ¢/2:

81 = -+ D, g, = —+ D, (10.16)

Se obtiene de esta manera la siguiente expresion de los desplazamientos u de un
punto cualquiera del elemento, en funcidon de las cinco deformaciones de los nudos:

u:ZUz Ni+CZNi @ gi1+CzNz @ 8 (10.17)
Esta expresion define la matriz de funciones de interpolacién del elemento:
3,
d,
u=|N, N, N1 ¢ (10.18)
o,

Cada una de las matrices N, es de tres filas y cinco columnas, en la forma:
1 O O C gil.’t CgiQ:z:

N, =10 10 ¢g,, €9y, N.(&n) (10.19)
0 0 1 Cgilz Cgi?z

K3

N =, Cg, Cg,|V (10.20)

10.5.3 Deformaciones unitarias

Las deformaciones unitarias en un punto cualquiera de la cascara, expresadas en el
sistema de ejes general son:
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V| |0y Oa
Yoo ov  Ow

o O = O O O
o O O O O
o O = O O O
o o o o = O
o = O O O O
o O O O O
o = O O O O
o O O = O O
S

2
&
o5}
I
o))
S
=== ==

S (10.21)

E=N hG (10.22)

En esta expresion p es una matriz 6x9 con 1 y 0 en las posiciones adecuadas, que
reordena las derivadas de las deformaciones para obtener el vector de
deformaciones unitarias, y es hs; un vector que contiene el gradiente de las
deformaciones en coordenadas generales, es decir las 9 derivadas de los
desplazamientos u,v,w respecto de las coordenadas generales z,y, 2.

Las derivadas en coordenadas generales z,y,z se relacionan con las derivadas en
coordenadas naturales &,7,( a través de la matriz Jacobiana de la transformacion J:

Ou ou

o¢ £
JOul _ 5 |0u (10.23)
on dy

ol o

| OC | | 07 |

Para las tres componentes de la deformacion, la relacion entre h, y h; se puede
poner:
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du [ Ou ]
o€ %
@ ou
o dy
% ou
o¢ 9.
v ov
93 J o ollox
ov ov
1==l_lop J od{=!
on dy
av| 100 3oy
oC 0z
Ow ow
3_5 ox
ow 8_111
o 0
on Y
10.24

ouw 9 o
\ 8C (9z

Definiendo la matriz J; de tamafio 9x9 formada por la agrupacidon diagonal de tres
matrices J la relacion entre los gradientes queda, en forma compacta:

h,=J.h, (10.25)

La expresion de J se puede obtener derivando en la interpolacién de coordenadas
(10.7)

t
ox" o, X! +&DiT
= oc | T2
T ON. t
g | Sl % +&D,T (10.26)
on —~| On 2
8xT t
N +=D"
8C 1 2 1

Las derivadas de los desplazamientos de un punto u respecto de las coordenadas
naturales, contenidas en h;, se obtienen derivando en la ecuacién (10.17). Su
expresion resulta ser:
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9u| o¢ og " e o
—_— O O C gilz CgiZ:L‘
du on on on
on
@ 0 0 0 Ni 9, Ni 92z
¢
ON. ON. ON. U
9 " e 0 e I Tag |
a¢ V.
ON ON. ON.
v 0 L0 “CO1, G, |iW !
an o 1 o |
ov “
i 0 0 0 N g N g
8C i gzly [ gl??/ \ﬂi ‘
85 0 0 8—5 ag Cgilz a£ Cgi,Qz
ow
7 ON. ON. ON.
5 0 0 o, i ' i _ (10.27)
m 87’] 8’)7 C gzlz 877 C ngz
ow
\ac 0 0 O Ni gilz Ni gi?z
hL - Z7H7L 67: = HL & (10.28)

La matriz H; se obtiene agrupando por filas las matrices HLL de cada nudo, y su
tamafio es de 9x5n.

El gradiente de las deformaciones respecto de las coordenadas generales se obtiene
mediante la ecuacion (10.24):

_ 71 . e
h,=J,h =J H J (10.29)
De esta manera se define la matriz de derivadas de las deformaciones respecto de las

coordenadas generales:

_ 1! _ e
H,=J H, h,=H, 3 (10.30)
Esta matriz esta compuesta por 3 submatrices, una para cada componente de la

deformacion:
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H =H (10.31)

Asi, para las 3 derivadas de la deformacion u, la matriz Hg, se obtiene agrupando las

matrices H‘Gu de cada nudo:

H, =H, H,6 .. H (10.32)

Gu

Siendo la contribucion de cada nudo:

ON.
8372 O 0 Ai-’lf gilx 73 giQ:c
. ON.
H,, = e 00 Ag, A g, (10.33)
ON.
8zz 00 Aiz gilfc Azz giZI

Para las derivadas de vy w se obtienen otras matrices similares H, y H,,.

En la ecuacidn anterior, las derivadas de las funciones de interpolacion respecto de
las coordenadas generales son:

ON, —t=Jy oN, +J i oN; (10.34)
e & 877
Asimismo, el vector auxiliar A; esta definido como:
ON ON.
_CJlagJFCJ 82+J13)N
ON. ON
_ -1 i i
Aiy = CJ(ZJ) o + CJ 377 + J N (10.35)
ON, 8Ni _
_CJ31 8€ +CJ 877 +J(3,13)Ni

Finalmente, sustituyendo (10.30) en la ecuacién (10.22), se obtiene la expresion de la
matriz B:

B=p H (10.36)

G

10.5.4 Estado de tensiones y relacion tension - deformacion unitaria

La hipdtesis fundamental empleada en la teoria de cascaras delgadas es que la
tension en la direccion normal a la cascara es nula: o, =0, siendo z, un eje
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perpendicular a las ldminas que forman la cdscara (es decir a aquéllas superficies de
valor ( constante).

El estado de tensiones en un punto interior de la cascara debe expresarse en un
sistema de ejes ortogonales con objeto de poder plantear con sencillez la ecuacion
constitutiva. Ademas se debe poder introducir la condicidon de tensiéon nula en su
direccién perpendicular a la Iamina. Lo mas sencillo para ello es definir un sistema de
ejes cartesianos cuyo eje z; sea ortogonal a la [dmina, que se denomina sistema de
ejes de la l[dmina (Figura 10.8). Existen muchas posibilidades para definirlo, y una
manera simple de construirlo es la siguiente:

e Para una lamina cualquiera, (=constante, se determinan dos vectores
tangentes a ella. Lo mas simple es considerar los vectores tangentes a las
lineas de £ y n constante (que no son ortogonales):

_ Ox _ 0x

_ X _9x (10.37)
o0& on

t(0) t,(C)

e El vector unitario en la direccidon del eje z;, se determina como ortogonal a
dichos vectores tangentes:

t5 Xt
7, = —" (10.38)
‘t X t ‘
g U
e Los vectores unitarios de los ejes restantes se determinan como:
t Xz 7Z XX
X, = — y, = +—% (10.39)
‘tnsz ‘zLxxL‘

Estos tres vectores forman la matriz de rotacién entre las coordenadas de la lamina y
las coordenadas cartesianas globales:

(10.40)

Figura 10.8 Sistema de ejes de la lamina
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En este sistema de ejes la tensién y la deformacidn unitaria son (Figura 10.9):

T

(o) :[0 o 0 o o o
L Lx Ly Lxy Lyz Lzx (1041)

T

€L5L' E:Ly 0 ’yLzy ’yLyz f)/sz

La relacion entre ambas es la correspondiente al estado plano de tensiones en el
plano x; y;, y puede expresarse como:

1 v 0 0 0
O-L.’z: v 1 0 0 0 ng
7, 000 O 0 0 ||e,
o 1— e
17l 2 o 00 122 0 0 I 10a2)
UL:zry 1-v 2 1 fyL:cy
O-LZL‘Z 0 O 0 0 ;V O lyLz:z
o, _ Yius
" 000 0 Sl L
2
o, =C, ¢, (10.43)

En ella se ha introducido la tension en la direccidn z, que es nula, y para ello se ha
incluido una fila y columna nulas en la matriz C;. Esto facilita el proceso posterior al
disponer de seis componentes en la tensidn, lo mismo que se dispone de seis
componentes en la deformacidén unitaria.

Figura 10.9 Estado de tensiones en una cdscara
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La relacion entre las tensiones en el sistema de la lamina o, y el sistema general o
se expresa de forma sencilla mediante la matriz de rotacion R, si dichas tensiones se
representan en su forma de tensor (indicado mediante el subindice 2):

T
GLQ o RL 02 RL

O-Lz O-L:L'y ULzz U;L‘ O-:L‘y O-JL‘Z

_ T
Oy O Opp| = R, o, 0, 0, R, (10.44)
O-Lmz aLyz JLZ | U:vz Oyz Jz

Efectuando la proyeccidon del tensor de tensiones indicada, y expresando de nuevo
las tensiones en forma de vector se obtiene:

ULZ xiar xiy xiz 2$L:r, xLy 2];[/;1/ xLz 2xLz :EL.T, Uz
7, Ve Y, Y 2y,, y,, 2y,, ,. 299, |9,
ULz — ziT ziy Ziz 2ZL.T, zLy QZL;I/ ZLz 2sz sz ] Uz
O-Lflll/ xLIny xLnyy xLzyLz Q:ny[/y + yL.’EmLy a:Lnyz + yLyILz Q:LzyLz' + yLza:Lz 0-117?/
Oy Y. Yo%y Y% Y% + ¥y Yo + Zp¥. YA + 2. Y00 [
Tpa 2%, Pyl At AL, YOLE, 2T, Tz 20, T2 (0,
o, =Q o (10.45)

Un proceso de proyeccidn analogo permite relacionar las deformaciones unitarias en
los sistemas de la lamina y general. En este caso debe tenerse en cuenta que en la
forma vector se manejan las deformaciones unitarias ingenieriles a cortadura.

8ng; :Biz liy l‘iz xLz I‘Ly :BLy :BLZ I‘Lz $Lz E:p
€ Vi Y, YL Yio Vi, Y, V. Ui Yo, e,
ELz — Ziz Ziy ziz sz ZLy ZLy sz ZLz ZLz €z
Viw | 2209, 2%y, 20y, vy, +‘y.@, vy Ym0 Ty Ty T,
Vi | 2% 2952, 29070 YuZn, TELYn, Yt T ALY YiFn T 2L [V
7Lz:v 2ZL1$L1 2zLy$Ly QZLzasz lewLy + Q:LJ;ZLy zLnyz + $Ly2Lz sza:Lz + szZLw P}/zzr

e, =Q.¢ (10.46)

Se puede comprobar que se cumple: Q' = Q!

Sustituyendo ambas relaciones en la ecuacion constitutiva en coordenadas de la
[amina se obtiene:

Qo=C, Qe (10.47)

Por lo tanto la ecuacidn constitutiva en coordenadas cartesianas generales queda:
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c=Q'C, Qe (10.48)

10.5.5 Matriz de rigidez

La expresion de la matriz de rigidez del elemento es:

K= [B'CBdv= [B" Q] C,Q B Jd¢dnd (10.49)

Esta expresion se evalua numéricamente, utilizando las coordenadas locales &,7,C.
Hay que hacer notar que en cada punto de la integracion numérica se deben evaluar
tanto la matriz B (que depende de las coordenadas &,7,() como la matriz Q_, ya que
esta ultima depende de la orientacion de los ejes z;, ¥, 2;, y esta orientacidon es
variable en cada punto de la cascara. Unicamente si la cascara es plana ocurre que la
matriz Q_ es constante en todo el elemento, por lo que el producto QET C, Q_ puede
ser evaluado sélo una vez.

El orden de integracion necesario depende del nimero de nudos que posee el
elemento, y de su distorsién. En todo caso para la integracién segun el espesor ( se
adoptan normalmente uno o dos puntos de integracién. Para elementos de tres
nudos por lado (cuadraticos) se suelen emplear reglas de 2x2 o 3x3 puntos, segun el
grado de distorsion del elemento.

En estos elementos cdscara aparece el mismo fendmeno de bloque por cortante que
en las placas en formulacién Mindlin, y son aplicables las mismas técnicas para
solucionarlo. Asimismo aparecen fendmenos de bloqueo por excesiva rigidez en su
plano frente a la rigidez a flexidon, cuyo tratamiento puede consultarse en la
bibliografia especializada.

10.5.6 Elementos de tres lados

Puede desarrollarse una familia de elementos cascara de forma triangular, siguiendo
exactamente el mismo proceso que para los de cuatro lados. Estos elementos asi
obtenidos son totalmente compatibles con los de cuatro lados, y en su desarrollo las
Unicas peculiaridades son:

¢ La utilizacidn de tres coordenadas de darea L, para definir la posicién de un punto
en la superficie media de la cascara, en lugar de las dos coordenadas &, de los
elementos cuadrilateros.

¢ La utilizacidn de la coordenada lineal ¢ en el sentido del espesor de la cascara,
igual que en los elementos cuadrilateros.

¢ La utilizaciéon como funciones de interpolacion N, de las ya conocidas para los
elementos triangulares planos, con sus correspondientes correcciones por nudos
intermedios.
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10.6. FORMULACION BASADA EN LA TEORIA DE CASCARAS

A diferencia de la formulacidn basada en el continuo, esta formulacion se apoya en la
teoria de cascaras para definir la geometria de la misma, empleando coordenadas
convectivas curvilineas. El estado de esfuerzos en el material no se representa
mediante el tensor de tensiones en un punto interior de la cdscara, sino que se
emplean las fuerzas resultantes y los momentos producidos por dichas tensiones en
una seccion recta de la cascara, de forma similar a la teoria de placas. Este hecho de
considerar las resultantes de las tensiones hace que esta formulacion se denomine
habitualmente como formulacidn stress resultant en inglés. De la misma forma, las
deformaciones unitarias en un punto cualquiera del material se expresan en funcion
de las deformaciones unitarias de extensidén y curvatura medidas en la superficie
media de la cascara.

10.6.1 Definicion geométrica

La configuracion geométrica de la cascara en el estado sin deformar se define en la
forma:

X" =X(¢,&)+ £ DELE) (10.50)
X?”: coordenadas cartesianas de un punto cualquiera de la cascara, respecto de una
base ortogonal fija e;.
X: coordenadas cartesianas de los puntos de la superficie media de la cascara.

D: vector director unitario, en cada punto de la superficie media de la cascara, en la
direccién del espesor. No es necesariamente normal al plano tangente a la cascara.

&', € coordenadas curvilineas que definen la superficie media.

€. coordenada en la direccién del vector director, cuyo valor es h, < £ < hy,
siendo el espesor de la cascara h = hy — ;.

Esta definicion corresponde a lo que se conoce como una superficie de director
simple de Cosserat.

€1

Figura 10.10 Definicidn geométrica de la cascara
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10.6.1.1 Sistema convectivo

Se define como la base covariante a” formada por los tres vectores tangentes a las
coordenadas curvilineas, en un punto cualquiera de la cdscara:

P
al = aX, (10.51)
) 851
El tercer vector coincide con el vector director:
XP
a] = 0 —=D (10.52)
o€

El sistema convectivo en el plano medio estd formado por los tres vectores de la base
covariante (no ortogonal en general) en la superficie media de la cdscara

a = af |£370. Los dos primeros de ellos definen el plano tangente a la cdscara (Figura

10.11):

P
a = an = 8)§ a=12 (10.53)
af 53:0 65

Nota: los indices con letras griegas varian de 1 a 2.

El tercer vector de esta base coincide con el vector director: a, = aSP = D. El tensor
métrico de la superficie media es:

a=a a" ®a’ a, = oX aXf; (10.54)
« (&7 aga 85
Siendo a* los vectores de la base dual definida por a, -a’ = b,
El diferencial de area en la superficie media es:
= a—Xl X a—}i det de? (10.55)
o5 0¢
X(€1,62) ts

Figura 10.11 Sistemas convectivo (a) y cartesiano (t) en el plano medio
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10.6.1.2 Sistema cartesiano director

Se trata de un sistema de ejes ortogonales unitarios, situados en el plano medio de la
cascara, de tal manera que el tercero de ellos sea el vector director de la cascara. Los
vectores unitarios de dicho sistema se denominan D;, D,, D y se pueden definir
mediante una transformacion ortogonal de la base fija e. Por ejemplo, Simd y Fox
(1989) proponen la transformacidn ortogonal siguiente:

AD = (eg-D)I3 —{—[eSXD]—I—m(eSXD)@(eSXD) (1056)
La notacion [~] indica la matriz hemisimétrica asociada a un vector y el simbolo ®
indica en producto tensorial.
Con dicha transformaciéon se cumple que:
Aje =D (a=12) Aje, =D (10.57)

La matriz de la transformacion estd formada por la agrupaciéon por columnas de los
tres vectores de la base del sistema cartesiano director:

A,=D, D, D| (10.58)

Al no ser D ortogonal al plano medio de la cascara, este sistema no es en general
tangente a dicho plano medio (Figura 10. 12).

Figura 10. 12 Sistema cartesiano director
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10.6.2 Deformaciones

El estado de deformaciéon esta formado por los desplazamientos u<§1,€2) del plano
medio de la cdscara y el cambio en el vector director d<£1,£2) .

Las coordenadas de un punto cualquiera en el estado deformado son:

x' =(X+u)+D+4d) & (10.59)

A

En la hipdtesis de pequeias deformaciones el cambio del vector director d es un
vector ortogonal al vector director D:

D-d=0 (10.60)

Por lo tanto el cambio del vector director se puede poner como una combinacién
lineal de los otros dos vectores de la base directora: d = D, 0, + D, 6,. Agrupando
los dos vectores en una matriz, el cambio del vector director se puede expresar en
forma compacta como:

d=|D, D,| Zl —A,8 (10.61)

2

siendo 0 el vector con las dos componentes de los dos vectores D; y D,, que dan lugar
al cambio en la orientacion del vector director.

La naturaleza del vector 0 puede aclararse si se considera que el cambio del vector
director se puede obtener siempre mediante una rotaciéon por medio de la misma
matriz A, de algin vector 0:

Sustituyendo en la condicién de ortogonalidad de D y d se obtiene:

(A, e,)" (A

D 73

0)=0 = e’ 0=0

D 3

Es decir que el vector 0 es ortogonal al vector es, por lo que sdlo tiene componentes
en los otros dos ejes.

— T
0=0, 0, 0
Por lo tanto el vector de cambio del director es, como se habia deducido:

d=A,0=D,0, +D,0,
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10.6.3 Formulacion en coordenadas cartesianas

La formulacion podria desarrollarse en las coordenadas curvilineas de la superficie de
referencia &, pero sin embargo resulta mas practico, a efectos de introduccion de las
ecuaciones constitutivas y de los campos interpolados de tensiones, el empleo de un
sistema de coordenadas cartesianas local en cada punto de la cascara.

El vector unitario normal a la superficie de referencia de la cascara t; es:
_0X 09X

t
t =22y t, = (10.62)
N aé—l 852 3 ‘tN

Definimos una base cartesiana local al punto {t,,t,,t,} mediante la transformacion
ortogonal siguiente, que transforma el vector e; de la base inercial en el vector
normal t; por medio de una rotacidn alrededor del eje perpendicular a es y ts.

— 1
An — (83 . t3)13 —+ [93 X t3] +m(93 X t3> X (93 X t3) (1063)
Es decir:

Ae =t, (a=1-3) (10.64)

Con esta construccion, los vectores t t,a a, estan contenidos en el plano tangente
a la cdscara en su superficie de referencia (Figura 10.11).

Denominamos 7, Z, a las coordenadas cartesianas medidas en direccion de los
vectores t, t, de la base local.

La matriz jacobiana de la transformacidn entre el sistema convectivo en la superficie
media a_y el sistema cartesiano local t;, esta compuesta por los tres vectores de la
base convectiva agrupados en columnas:

X X
J = [al a, ag} = 8—1 8—2 (10.65)
g 0§
Las componentes de estos vectores en el sistema cartesiano local son:
a-t a -t D-t
J =la -t a,-t D-t (10.66)
0 0 D-t,

10.6.4 Deformaciones unitarias en coordenadas cartesianas

La medida mas general de las deformaciones unitarias es el tensor de Green-
Lagrange, que es la diferencia entre los tensores métricos en las posiciones
deformada e inicial del sélido. Esta medida de la deformacidén unitaria es general y
valida para cualquier magnitud de la deformacién, por lo que sera necesario efectuar
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un proceso de linealizacion de la misma para adaptarla al caso de pequefias
deformaciones.

e En un punto P cualquiera de la cascara, los vectores de la base en las direcciones
7, 7, en los estados inicial y deformado son:

P P
WS t§::a%_ a=12 (10.67)
© 0T ‘oz,
Los tensores métricos en dicho punto son:
ox"” ox” ox" ox”
g === G === a,b=12 (10.68)
“ or 01, ¢ or 07,
Por lo tanto el tensor de Green-Lagrange en las direcciones 7, 7, es:
1 P P XP XP
Ei:—é#_f%_—a_-a_ ab=1,2 (10.69)
© 20z, Oz, 01, 07,

Sustituyendo las expresiones de x”y X*:

: : b

EZ:%WX+“L+f%D+&L)«X+“%+§%D+&)ﬂ

1 3 3 o
—§KX+§DL(X+5DL} ab=1,2
Se ha empleado (-)ﬂ = g(_.) para indicar la derivada respecto de las coordenadas
xa
cartesianas tangentes a la cascara 7, 7, . Desarrollando y reagrupando se obtiene:
P 1 3 3 3 39 3
Qf_2@+§dk(X+£DL+@+5dL(X+§DL
1 3 3 3 3
+alurea) fured),

Agrupando en potencias de la coordenada 53 se obtiene:

ab

E, = %(u.a'X,b +X.a'u,b)
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El ultimo término, que es todo él cuadratico en las deformaciones, se desprecia en el
caso lineal. El tercer término, que es cuadratico en 53, corresponde a curvaturas de
segundo orden y se desprecia para cdscaras delgadas.

Despreciando dichos términos se obtiene la expresion linealizada del tensor de
deformaciones unitarias en P, que se denominard €, y que es valida sélo para el
caso de pequenas deformaciones:

P

eh=¢e, +& K, a,b=12 (10.70)

El primer sumando son las deformaciones unitarias de membrana €, que son

constantes, y el segundo son las debidas a la flexion, que varian linealmente en el
espesor. Recordando que X =t _Ia expresion de los distintos términos es:

1

e, = E(u’a b+t (10.71)
1 ~ A

Ky = §<uﬂ D, +u,-D, +t,-d, +t,-d,] (10.72)

e Las dos deformaciones unitarias de cortadura tienen expresiones similares, pero
considerando la coordenada &*:

E" = l[a’ip : 8"% - a)EP : axf a=12 (10.73)
“2lo0z, 9¢® o0z, O¢
E" = %[((XnLu) +& (D+&)ﬂ)-(D+&)—(X+£3 D) -D

Desarrollando, despreciando los términos cuadraticos en las deformaciones y los
lineales en la coordenada 53, se obtienen las deformaciones de cortadura
linealizadas, que son constantes en el espesor de la cascara:

v, =26, =u,-D+t, -d a=12 (10.74)

Todas las deformaciones unitarias anteriores se agrupan, para los desarrollos
posteriores, en forma de 3 vectores:

T
€y =1 € K =1 Ky N = (10.75)
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10.6.5 Interpolacion isoparamétrica

La interpolaciéon de las coordenadas del plano medio de la cascara sigue el
planteamiento isoparamétrico, apoyandose en las coordenadas de los nudos situados
en el plano medio X;:

X=) N(&EnX, (10.76)

La interpolaciéon de los desplazamientos sigue el mismo método, en funcion de las
deformaciones de los nudos U,

u=> N,/(&n) U, (10.77)

En particular, se considera el elemento de 4 nudos (Figura 10.13), en el que la
interpolacién corresponde a la ley bilineal clasica:

Ni(€m)= 1+ & O+, ) (1078

% €2
4

Figura 10.13 Elemento finito cdscara de 4 nudos

La interpolacién del vector director D requiere un tratamiento un poco diferente.
Sean D, los vectores directores en los nudos del elemento; consideramos la
interpolacién siguiente para el vector director dentro del elemento:

2ND 5 p
D:I—_T:B (10.79)
ZNI D,
1

D)
siendo D el médulo del vector director promediado D.
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10.6.5.1 Derivada del vector director

Las deformaciones unitarias debidas a la flexion requieren el empleo de la derivada
del vector director respecto de las coordenadas locales. Su expresion se desarrolla en
el anejo.

1
D, =% (I, -D D’ ZI: N,,D, (10.80)

10.6.5.2 Interpolacion del cambio del vector director d

Se trata de obtener una interpolacion del vector d (cambio del vector director) que
sea consistente con la interpolacion del propio vector director D, es decir que el
vector d interpolado debe estar contenido en el plano tangente al D interpolado. Su
expresion se desarrolla en el anejo, y resulta ser:

d—L (L, -DD") 3", d, (10.81)
D i
Definiendo la matriz
Ml _ i . T
T == (L, -DD")w, (10.82)

el cambio del vector director se puede poner en la forma:

d=>"T'4q, (10.83)

1

En las expresiones anteriores, el vector &, representa el cambio del vector director D,
en el nudo /. Su valor se puede expresar en funcion de las dos rotaciones del nudo

0, 921}, mediante una matriz de rotacion A, de tamafio 3x2, cuyas columnas son
los dos vectores del sistema cartesiano director en el nudo I:

. 0.
d,=|D, Dﬂ}[e }:Ame, (10.84)
21

10.6.5.3 Derivada del cambio del vector director &

Su expresion se obtiene derivando en la ecuacion (10.83) de interpolacidn de d:

d,=> Td, (10.85)
1

Las matrices T se obtienen derivando las T’ respecto a z, y valen:

T

1|5 T T DDa:
DNM— DfaD —{—DD7a+ D D N1

'I‘I:—~
D

(10.86)

con: D=I,-DD".
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10.6.5.4 Jacobiana de la transformacion

La matriz jacobiana de la transformacién entre las coordenadas naturales &,n vy las
cartesianas T es:

(10.87)

La relacion entre las derivadas de las funciones de interpolacién en ambos sistemas

es:
Nl _ g | (10.88)
NI,Q Nl,n ‘
Siendo las derivadas: X, = 6—X, X = X yN, = ajyf, a=12.
<=9 oy VT oy,

10.6.6 Aproximacion de las deformaciones unitarias

Sustituyendo las interpolaciones definidas en el apartado anterior en las expresiones
de las deformaciones unitarias (10.72) se obtiene el valor de éstas en funcién de las
deformaciones de los nudos.

10.6.6.1 Deformaciones unitarias de membrana

Las tres deformaciones unitarias contenidas en el plano tangente, definidas en
(10.71), dependen de los desplazamientos pero no de los giros. Sustituyendo la
expresion de la interpolacidon de desplazamientos su valor resulta ser:

N t” 0 0
11 I1 71 U
T I
€M = 822 = E ]\/YI’2 t2 0 0 10 } (1089)
2, ™ N, t]+N,t 0 0 !

Agrupando las expresiones de todos los nudos en una sola matriz, las tres
deformaciones unitarias de membrana se pueden poner en forma compacta:

e, =B, & (10.90)

10.6.6.2 Deformaciones unitarias de flexion y torsion

La expresion de las tres curvaturas k definidas en (10.75) y (10.72) dependen de los
desplazamientos, del vector director y de su cambio. Sustituyendo las expresiones de
la interpolacién de dichas magnitudes, se obtiene:
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T T ml
11 N1,1D,1 t T ARI U
T T ml I
K=K, =, N,,D} t, T/ A, { 0 ] (10.91)
I=14 T T T mi T mi I
Py N1,1D,2 + NI,QD,l (tl T2 + tz Tl )ARI

Agrupando las expresiones de todos los nudos, las curvaturas se pueden poner en
forma compacta en funcion de las deformaciones nodales como:

k=B,d (10.92)

10.6.6.3 Deformaciones unitarias de cortadura

Las dos deformaciones unitarias de cortante definidas en (10.74) dependen asimismo
de los desplazamientos, del vector director y de su cambio. Sustituyendo las
expresiones de la interpolaciéon de dichas magnitudes, las deformaciones de
cortadura se pueden expresar en funcion de las deformaciones nodales en la forma:

T T ml
N = {71} — Nl,l D tl T ARI {Ul] (10 93)
§ : T T ml :

s I=14 NI,Q D t2 T ARI 0

I

Agrupando las expresiones de todos los nudos se puede poner que:
N=B,¥& (10.94)

Esta representacion de las deformaciones cortantes de lugar al fendmeno de bloqueo
por cortante, ya conocido en las placas. Por esta razén se emplean en su lugar los
campos impuestos de deformacidn de cortante, como se explica a continuacion.

10.6.6.4 Campo impuesto de deformaciones unitarias de cortadura

Siguiendo el mismo método que en los elementos placa Mindlin, se emplea un
campo de cortante impuesto lineal en las coordenadas naturales del elemento. El
campo de +y, es variable en la direccién 1y se ajusta con los valores de dicha tension
en los puntos A (=-1) y C (n=1) (Figura 10.14):

1 1
%=:§a—nW§+ga+nh€ (10.95)

El campo +, es variable en la direccion € y se ajusta con los valores en los puntos By
D:

vnzga—sw5+%u+£w5 (10.96)
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C

20 . 01
n

D e g‘B

30 o O 4

Figura 10.14 Puntos para la definicion del campo de cortadura

Los valores de las deformaciones de cortante en los puntos de ajuste son:

v =u}-D'+ X1 d* v¢ =ul D’ +X§- d° (10.97)
v =u?-D"+X2. d” v’ =u”.-D” +X". d"

Las derivadas de las deformaciones en los puntos del ajuste tienen expresiones
inmediatas, en base a la hipdtesis de interpolacion bilineal:

w!=(U,-U)/2 u{=(U-U,)/2 (10.98)
w=(U,-Ul)/2 o =(U,-U,)/2

El cambio del vector director en los puntos del ajuste tiene asimismo expresiones
inmediatas aproximadas en funcién de sus valores en los nudos:

d' =(d, +d,)/2 d’ = (d, +d,)/2 (10.99)
I=(d,+d)2 A =(d,14,)

Por otra parte, estos cambios en el vector director se expresan en funcion de los dos
giros nodales en la forma d, = A, 0, segin (10.61), donde A, esta formada por
los dos vectores directores D, y D, en el nudo I.

Sustituyendo todas las expresiones anteriores en el campo de deformaciones
cortantes impuesto (10.95) y (10.96), se puede expresar éste en funcién de las
deformaciones nodales, lo cual define la matriz B, :

N, =B, &¢ (10.100)

g _ L|@+mDT @+mX A, | 1+mDT (140X, A,
A1+ 9D" 149XV A, | 1-9D7 (1-9HXV A

R2

~(1-mD" (1-mX{A, | Q-pD" (1-nX{A, (10.101)
| -1-9D” Q-9XVA, | -1+OD" 1+OXVA,, |
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Finalmente, estas deformaciones de cortadura se expresan en el sistema general
mediante la matriz jacobiana inversa:

N=J'"N,=3"B,. & =B, & (10.102)

10.6.6.5 Matriz B

Agrupando las expresiones de las distintas deformaciones unitarias se obtiene la
expresion de la matriz B, que las relaciona con todos los grados de libertad nodales.
Suponiendo que se ha empleado la representacion de las deformaciones de
cortadura mediante un campo impuesto, dicha matriz es:

e]tif BM
e={kl=| B, |&=BY¥ (10.103)
~ J'B

Si las deformaciones unitarias de cortadura se representan en su forma directa a
partir de las derivadas de las deformaciones, la expresion de la matriz B es la misma
anterior, sustituyendo en la Gltima fila la matriz J* B, . por la matriz Bc.

10.6.7 Esfuerzos interiores. Ecuacion constitutiva

Los esfuerzos interiores son las integrales en el espesor de las tensiones en la
cascara. Se pueden separar en tres tipos (Figura 10.15): fuerzas efectivas contenidas
en el plano tangente a la superficie media n,, (habitualmente conocidas como fuerzas
de membrana), momentos de flexién y torsion englobados en el vector m;, y
esfuerzos cortantes en direccién normal a la superficie media Q:

Ty my, Q,
n, Mo m, My Q= 0 (10.104)
2
Ty myy
Todos estos esfuerzos se agrupan en un unico vector
n,,
m=m, (10.105)
Q

Estos esfuerzos interiores son energéticamente conjugados de las deformaciones
unitarias definidas anteriormente (Simé y Fox, 1989).

Los esfuerzos interiores se relacionan con las deformaciones unitarias por medio de
las ecuaciones constitutivas, las cuales se pueden expresar en la forma siguiente,
para un material elastico lineal:
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n,=C,¢, m, =C,k Q=C,.~ (10.106)
1 v 0 )
Eh h
Cle_V21/ 1 0 CF:ECM
00 (1-v)/2 (10.107)
10
C, = kGh 01
Agrupando todas las expresiones anteriores:
m=CE¢e
c, 0 0
C=/0 C, 0 (10.108)
0 0 C,

La matriz C es la matriz constitutiva del estado eldstico lineal, cuya inversa
proporciona las deformaciones unitarias producidas por los esfuerzos interiores m .

M1z

Figura 10.15 Esfuerzos interiores en una cascara

10.6.8 Formulacion en desplazamiento. Ecuacion de equilibrio

La energia elastica acumulada en la cascara puede ponerse en funcién de las
deformaciones unitarias y de los esfuerzos interiores en ella:

_1 T 1 T 1 T
U—EfaMnMd/H—EL[n mFdA+§[~f QdA (10.109)

A

Sustituyendo las ecuaciones constitutivas (10.106):

A

1 1 1
U:gfeLCMeMdA—I—EL[RTCFndA-l—E['\{TCC'\{dA (10.110)



228 Cascaras

Aplicando una variacion virtual a las deformaciones unitarias se obtiene:

6U = [ (62,)" CyeydA+ [(66) Cow dA+ [ (67)" C,~y dA
A A A

Sustituyendo las deformaciones unitarias en funcidn de las distintas matrices B
definidas por (10.90), (10.92) y (10.102) se obtiene

6U =(63)"| [ B}, C, B, dA+ [B}C,B,dA+ [BLC,B, dA| &
A A A

Sean q las fuerzas distribuidas actuantes sobre la superficie de la cascara (4)y q, las
fuerzas distribuidas actuantes sobre su borde lateral (L); el trabajo virtual de las
mismas es:

W = f su”qdA + f su'q, dL
A L
Sustituyendo la ley de interpolacion se obtiene su forma discreta:

SW = (85°)" fNquA+fNTqL dL (10.111)
A L

Aplicando el principio del trabajo virtual 6U = 6W, V6d° se obtiene la ecuacion de
equilibrio:

fBT CMBMdA+fBTC B dA+fBTC B, dA| &

(10.112)
—fNT qu—l—fNT q, dL

En ella se identifican la matriz de rigidez del elemento, que tiene tres sumandos, uno
para cada tipo de deformacidon unitaria, y los vectores de fuerzas nodales
equivalentes.

10.6.9 Formulacion hibrida. Interpolacion de los esfuerzos interiores

Utilizando una formulacion hibrida, el campo de esfuerzos no se relaciona
directamente con las deformaciones unitarias mediante la ecuacidon constitutiva, sino
gue se interpola en el interior del elemento de acuerdo con la ley lineal siguiente:

i =Sp (10.113)

Siendo S una matriz de tamano 8x14 y (3 un vector con los 14 parametros del ajuste.
La estructura de S es:
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I, 0 0 S, 0 0
S={0 I, 0 0 S, 0 (10.114)
0 0L, 0 0 S,

£
SM = SF = J102J102(77_77) J2(J2J2(J2(£—E) (10.115)
3

3
S, — . (10.116)

La interpolacidon de esfuerzos de membrana y flexién sigue lo propuesto por Simo,
Fox y Rifai (1989), y la interpolacion de cortantes corresponde a Gruttmann y Wagner
(2005). Los términos Jg son los valores de la matriz jacobiana evaluada en el centro
del elemento. Su presencia es debida a la transformacion de los esfuerzos desde el
sistema local del elemento al sistema general. El empleo de una jacobiana constante
(evaluada en el centro del elemento) permite el cumplimiento del patch test.

La traslacién de coordenadas definida por las constantes &,7 se introduce en la ley
de interpolacion con objeto de obtener matrices desacopladas. £,7 representan las
coordenadas locales del centro de gravedad del elemento:

§— [ear—— [eragin  m== [nia== [nJdgin

El drea del elemento A se obtiene empleando la expresion habitual del determinante
de la jacobiana: A = defdn.

10.6.10 Formulaciéon hibrida. Ecuacion de equilibrio

Al ser independientes los campos de deformaciones u y de esfuerzos m , la ecuacién
de equilibrio se obtiene empleando un principio variacional, basado en la funcional
de Hellinger-Reissner. Sean q las fuerzas distribuidas actuantes sobre el drea de Ila
cascara (A) y q; las fuerzas distribuidas actuantes sobre su borde lateral (L). Si el
campo de desplazamientos contiene Unicamente desplazamientos compatibles,
como es el caso, la expresion de dicha funcional es:

()= f[_% _TC1Iﬁ+€TIY1]dA—fuquA—fuTqL dL (10.117)

A A L

La condicidn estacionaria de la funcional anterior es:
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HR

STT :f[—émTC—1m+<s€Tm+5mT€]dA
A—féuquA—féuTqL dL =0 (10-118)
A L

Sustituyendo las expresiones de la variacion del campo de deformaciones unitarias
g = B 66° y del campo de esfuerzos interpolado é§m = S 63 se obtiene:

oI, = f [—5@T STCSB+6"B'SB+B'S B & |dA

f (10.119)
- f 587 N q dA — f 56" N'q, dL = 0
A L

Agrupando los términos correspondientes a los coeficientes 3 y los correspondientes
a las deformaciones de los nudos se obtiene:

ST, = 63" —f STC'S dA B+fSTBdA 5|+
4 4 (10.120)
55°7 fBTSdA B—fNquA—fNTqL dL| =0
A A L
Definiendo las matrices:
H= [§'C'Sd4  G=[S'Bd4 (10.121)
A A
y los vectores de fuerzas nodales equivalentes:
P = fNquA P — fNTqL dL (10.122)
A L

la condicidon estacionaria de la funcional se puede poner en forma compacta:

S, = B" G'B—-P —-P|=0 (10.123)

“HB+G 58]+55€T

Para que esta condicién se cumpla ante cualquier variacion de las deformaciones
nodales 80° y de los coeficientes de la interpolacion de esfuerzos 3, se debe cumplir
que:

“HB+G¥& =0

G'B_P P —0 (10.124)

q L
Estas son las ecuaciones de equilibrio del elemento y permiten obtener los valores de
los distintos pardametros 8° y (3. De la primera de ellas, se puede obtener
directamente el valor de los coeficientes 3 de la interpolacién de esfuerzos en el
elemento, sin necesidad de ensamblarla con los restantes elementos:

B=H'G?¥ (10.125)
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Sustituyendo en la segunda ecuacién se obtiene la ecuacién de equilibrio del
elemento cascara, que define su matriz de rigidez:

G'H'G & = P +P (10.126)

K'=G"H'G (10.127)

10.7. TRANSICION SOLIDO - CASCARA

En el andlisis efectuado hasta ahora se han considerado dos tipos de elementos
distintos: por una parte los elementos tridimensionales sélidos, que permiten
modelizar un dominio continuo en el que el material se extiende en tres direcciones;
y por otra parte los elementos cascara que se adaptan a dominios laminares curvos,
con una dimensién menor que las otras dos. Con ellos se pueden resolver gran
cantidad de problemas estructurales, pero sin embargo hay muchas estructuras en
las que se encuentran a la vez zonas que se extienden claramente en tres
dimensiones y zonas laminares, existiendo transiciones mas o menos suaves entre
ambas zonas (Figura 10.16). Las zonas sdélidas se modelizan adecuadamente
empleando elementos tridimensionales, y las zonas laminares mediante cascaras,
pero el problema es cdmo modelizar la unién entre ambas zonas.

El problema se agrava por el hecho de que en estas zonas de transicidon suele haber
concentraciones de tensidn, ya que se trata de una zona de cambio en la forma del
material. Por lo tanto interesa modelizar la transicién de la mejor forma posible, si se
desean calcular las tensiones con un minimo de precision.

Cascara

Sélido 3D

Transiciéon

Figura 10.16 Transicion sélido cascara

Una solucion, a veces empleada en la practica, consiste en unir directamente el
elemento sdlido con el elemento cascara (Figura 10.17). Esto no es correcto desde el
punto de vista tedrico, al no haber compatibilidad de deformaciones entre un
elemento y otro, ya que las funciones de interpolacién y las deformaciones de los
nudos son distintas en ambos elementos. Los giros presentes en la cdscara no
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encuentran su continuidad en el elemento sélido, por lo que esta unién se comporta
de alguna manera como una articulacion.

Esta modelizacion de la unidn no es por lo tanto correcta, y una solucidn de este tipo
solo se justifica para el analisis de una estructura en la que la unién sdlido cascara no
tenga mucha importancia, siendo otras zonas de la estructura las que condicionen el
campo general de deformaciones y tensiones; y en todo caso Unicamente para
obtener resultados en zonas alejadas de la unidn.

Figura 10.17 Conexidon imperfecta entre elementos sélidos y cascara

Una solucidon empleada a veces para cumplir con la continuidad del giro consiste en
establecer una correspondencia entre el giro de la cascara y los desplazamientos del
solido a través de alguna relacion geométrica entre ambos. Para establecerla se debe
efectuar alguna suposicion relativa a que las caras de unidn del sélido sean rigidas;
por ejemplo en el caso mostrado en la Figura 10.18, puede establecerse la siguiente
relacion aproximada entre el giro de la cascara a y las deformaciones laterales U:

_U-U
h

Esta relacion geométrica se introduce como ecuacidn de restriccion en el sistema de
ecuaciones de equilibrio de la estructura. Logicamente esta aproximacion sélo es
valida si el tamafio h del elemento sdlido es pequeno. Cuando la configuracion
geomeétrica de la conexion solido cascara es sencilla, es facil plantear ecuaciones de
compatibilidad geométrica del tipo anterior, pero si la disposicion geométrica es
compleja (p.e. con elementos no orientados segun los ejes cartesianos), las
relaciones geométricas entre unos y otros grados de libertad no son sencillas de
escribir.

«
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Figura 10.18 Conexién aproximada del giro entre sélido y cascara

10.8. ELEMENTOS DE TRANSICION SOLIDO CASCARA

La solucién mas correcta al problema de la transicion entre elementos sélido y
cascara consiste en utilizar unos elementos finitos de un tipo especial, que se llaman
elementos de transicion. Se trata de elementos hibridos entre los sélidos y las
cascaras (Figura 10.19) y tienen tres tipos de caras:

¢ Caras como sélido (S): son las que les permiten unirse a elementos
tridimensionales.

¢ Caras como cascara (C), que les permiten unirse con elementos cdscara como los
ya desarrollados.

¢ Caras de transicion (T), que pueden unirse a otras caras de transicion de estos
mismos elementos.

Estos elementos tienen dos tipos de nudos: los nudos como elemento sdlido
(marcados con O), que tienen tres desplazamientos cada uno, y los nudos como
cascara (marcados con @) que tienen cinco grados de libertad (tres desplazamientos
y dos giros). Los nudos situados en las caras de transicion se consideran del segundo
tipo, con cinco grados de libertad.

Como ejemplo, en la Figura 10.19 se muestra un elemento de transiciéon entre un
sélido y una cascara. El elemento tiene una cara S con cuatro nudos (1 a 4), otra cara
C con tres nudos (5 a 7) y dos caras de transicion T (nudos 8 y 9).
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Figura 10.19 Elemento de transicidn sélido cascara

Si el niumero total de nudos de un elemento de este estilo es n, se considera que los
m primeros corresponden a los nudos como sdlido y los n-m restantes a nudos como
cascara. Para establecer la interpolacién de coordenadas se supone que cada nudo
aporta las funciones de interpolacién segin su naturaleza, bien como sélido N° o
como cascara NC Por lo tanto la interpolacién de coordenadas se representa
mediante la expresion:

x=) N'(En¢)x + Y x N(& n)+% > N{(&nm)t D' (10.128)

Analogamente el campo de desplazamientos se define mediante la expresion:

u=> UN'+ > UN +( > N g +¢ > N Bg  (10.129)

i=1m i=m+1n i=m+1n i=m+1n

En ella cada nudo colabora con sus grados de libertad (Figura 10.20).

Figura 10.20 Grados de libertad de un elemento de transicién

La obtencion de la matriz B sigue el método general, utilizando las expresiones
anteriores del campo de desplazamientos y de la interpolacion de coordenadas.

Para la representacion del campo de tensiones, existe otro problema: los elementos
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solidos utilizan un tensor de tensiones de seis componentes, incluyendo las tres
tensiones normales y las tres tensiones cortantes; mientras que las cascaras utilizan
un tensor de cinco componentes, al haberse prescindido de la tensidn normal a la

cascarac,_, por la hipdtesis inherente a las cascaras. El problema entonces es en que
parte del elemento se considerara la tension o, (comportamiento como sélido), y

en qué parte se supondrd nula (comportamiento como cascara). El problema no tiene
una solucidn Unica, y pueden plantearse varias alternativas:

¢ Considerar que o, =0 en todo el elemento. Esto puede ser valido si todo el
elemento es muy delgado, y predomina su comportamiento como cascara frente
al de sélido.

¢ Considerar que o, es distinta de cero en todo el elemento, lo cual puede ser
valido para elementos bastante gruesos, donde predomina su comportamiento
como sélido.

¢ Considerar que o, no es nula en las proximidades de la cara como solido, y se va
haciendo nula a medida que nos vamos acercamos hacia las caras como cdscara.
Marcar el limite donde o, se hace cero no es facil y depende de cada elemento.
La forma practica de implementarlo es considerar una matriz constitutiva C,
diferente en cada punto de la integracion numeérica, seguin que en dicho punto se
considere la tension o, nula o no.

Sea cual sea la hipétesis considerada el proceso general es el mismo que para las
cascaras: se define un sistema de lamina z;, y,, 2, en el que se conoce la matriz C,
(con el efecto de o, =00 no), y esta C, se proyecta sobre el sistema general.

10.9. EJEMPLOS

A continuacidn se muestran algunos ejemplos clasicos de la bibliografia de andlisis de
cascaras por el método de los elementos finitos. Todos ellos se han resuelto
empleando los desarrollos tedricos descritos anteriormente, adecuadamente
implementados en el entorno de programacion Matlab®.

En todos los casos se emplean tanto la formulacidon basada en el continuo (apartado
10.5) como la basada en las resultantes de las tensiones (apartado 10.6), y esta
ultima en sus tres formulaciones distintas: en desplazamiento, en desplazamiento
con campo de cortante impuesto e hibrida. Tanto en la formulacion basada en el
continuo como en la de desplazamiento se emplea la integraciéon reducida del
cortante.

10.9.1 Boveda cilindrica

Se analiza una cascara cilindrica, muy habitual en la bibliografia, conocida como
béveda de Scordellis-Lo (Figura 10.21). Sus dimensiones son: longitud L=50, radio de
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curvatura R=25, dngulo 6=802 y espesor=0.25.

Esta sometida a una carga vertical uniforme en direccién Z, de valor ¢=90. Las
propiedades del material son E=4.32 10%y v=0.

La cdscara esta simplemente apoyada en sus dos extremos en dos paredes rigidas,
que impiden las deformaciones en las direcciones Y y Z, pero dejan libre el
movimiento X y los giros. Por simetria sélo es necesario mallar un cuarto de la
cascara, empleando elementos cascara curvos de 4 nudos con mallados regulares de
finura creciente. EIl modelo Matlab para este ejemplo estd definido en el fichero

scordellis.m.

La Figura 10.22 muestra la deformada de la cdscara, en la que se observa que el
punto B sube en direccién Z. La tabla 10.1 muestra el valor obtenido para dicha
deformacion vertical en el punto B para diversos mallados, con relacion al valor
aceptado en la bibliografia como exacto para esta deformacion. Se observa la buena
convergencia de las distintas formulaciones, a pesar de ser éste un problema
dominado por el efecto membrana frente al de flexion.

Figura 10.21 Cascara de Scordellis-Lo

Malla de % Formulacion Formulacion en Campo de Formulacion
de cdscara basada en el desplazamiento | cortante impuesto hibrida
continuo
2x2 131.0% 126.7 % 116.5% 136.8 %
4x4 96.8 % 95.99 % 93.9% 104.4 %
8x8 98.0 % 97.8 % 97.1% 100.4 %
16x 16 99.3 % 99.2 % 98,9 % 99.7 %
Exacto 0.3024 (100 %)

Tabla 10.1. Cascara de Scordellis-Lo. Deformacion vertical en el centro del lado (punto B)
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Figura 10.22 Deformada de la cascara de Scordellis-Lo (x 30)

10.9.2 Semiesfera con orificio

Otro ejemplo muy habitual en la bibliografia es el de una cascara semiesférica con un
orificio de 182 en su polo (Figura 10.23 (a)). Su radio es R=10 vy el espesor es 0.04.
Las propiedades del material son F=6.825 10’ y v=0.3.

Esta sometida a un conjunto de 4 cargas simétricas de valor P=2 cada una de ellas,
situadas en su base, 2 de ellas (puntos A y simétrico) traccionan la cdscara y las otras
dos (puntos B y simétrico) la comprimen. La cascara esta libre en su base.

Por la doble simetria del problema, sélo es necesario mallar un cuarto de la cascara.
Se emplean elementos cdscara curvos de 4 nudos, con mallados regulares de finura
creciente. El modelo Matlab para este ejemplo esta definido en el fichero
semiesfera.m. La Figura 10.23 (b) muestra la deformada de la céscara.

La tabla 10.2 muestra el valor obtenido para la deformacién radial en el punto A para
diversos mallados, con relacidn al valor aceptado en la bibliografia como exacto para
dicha deformacion. La deformacion radial de B tiene el mismo valor que la de A. Se
observa la buena convergencia de las distintas formulaciones.

Malla de 7 Formulacién Formulacién en Campo de cortante Formulacién
de cascara basada en el desplazamiento impuesto hibrida
continuo
2x2 116.9 % 92.1% 79.3% 81.9%
4x4 109.1 % 103.2 % 96.8 % 97.8%
8x8 101.6 % 100.2 % 98.4 % 99.0%
16 x 16 100.0 % 99.6 % 99.1 % 99.5 %
Exacto 0.0935

Tabla 10.2. Semiesfera con orificio. Deformacién radial en el punto A
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(a) Modelo (b) Deformada (x 50)

Figura 10.23 Semiesfera con orificio

10.9.3 Cilindro comprimido diametralmente

Otro ejemplo muy habitual en la bibliografia es el de un cilindro corto, de longitud
L=600, radio R=300 y espesor h=3 (Figura 10.24 (a)). Esta sometido en su seccién
central a dos fuerzas unitarias iguales y de sentido contrario en direccion diametral,
en los puntos Ay C en el eje X. Las propiedades del material son £=3 10°y v=0.3.

El cilindro esta simplemente apoyado en sus dos extremos en dos paredes rigidas,
que impiden las deformaciones en las direcciones X e Y, pero dejan libre la
deformacion Z y los giros.

Dada la doble simetria de la cascara, sélo es necesario mallar un cuarto de ella,
empleando elementos cdscara curvos de 4 nudos, con mallados regulares de finura
creciente. El modelo Matlab para este ejemplo esta definido en el fichero cilpinza.m.

La tabla 10.3 muestra el valor obtenido para la deformacién radial en el punto de
aplicacion de la carga para diversos mallados, con relacion al valor aceptado en la
bibliografia como exacto para dicha deformacion.

La Figura 10.24 (b) muestra la deformada del cilindro.
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(b) Deformada (x 10)

Figura 10.24 Cilindro comprimido por 2 fuerzas diametrales

Malla de % Formulacion Formulacion en Campo de Formulacién
de cascara basada en el desplazamiento cortante impuesto hibrida
continuo
4x4 35,6 % 34.7 % 34.1% 37.1%
8x8 72,5% 72.0% 712 % 73.4%
16 x 16 91,9 % 91.8% 91.0% 92.1%
Exacto -18.248 x 10° (100 %)

Tabla 10.3. Deformacidn radial del cilindro comprimido diametralmente

10.9.4 Viga alabeada

En este ejemplo se estudia a una viga de longitud L=12, con seccidn transversal
rectangular de canto W=1.1 y espesor pequeifio h=0.05, cuyos extremos estan
inicialmente girados un dngulo de 902 uno respecto al otro (Figura 10.25). El material
tiene £=29 10° y v=0.22.

Uno de los extremos se considera empotrado y sobre el otro se aplican las fuerzas
exteriores. Se consideran dos situaciones de carga: en la situacion A se aplica a una
fuerza unitaria en la direccidon Z, es decir en la direccidn del canto en el extremo libre,
mientras que en la situacion B la fuerza se aplica en la direccién Y, perpendicular al
canto en el extremo libre. Ambas situaciones producen en los distintos elementos
estados de deformacion muy variados, comprendidos desde la flexién hasta el
trabajo como membrana.

La viga se malla mediante elementos de 4 nudos, con mallados regulares de finura
creciente. Los elementos tienen una relaciéon entre sus lados del orden de 2. El
modelo Matlab para este ejemplo esta definido en el fichero vigator.m.
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Figura 10.25 Viga alabeada 902

Las tablas 10.4 y 10.5 muestran los valores de la deformacién en la direccion de la
carga aplicada para los dos casos de carga y para distintos mallados. Se observa la
buena convergencia, incluso para mallados muy groseros.

Mallado Formulacion Formulacion en Campo de Formulacion
basada en el desplazamiento cortante hibrida
continuo impuesto
12x2 1.3867 1.3815 1.3734 1.3759
24 x4 1.3871 1.3874 1.3853 1.3861
48 x 8 1.38753 1.38913 1.3885 1.3888
96 x 16 1.38774 1.38969 1.38947 1.38953
120x 20 1.38777 1.38976 1.38961 1.38965
Soluciéon convergida 1.38965

Tabla 10.4. Deformacion Z del extremo de la viga. Carga aplicada en direccion Z (Caso A)

Mallado Formulacion Formulaciéon en Campo de Formulacion
basada en el desplazamiento cortante hibrida
continuo impuesto
12x2 0.33743 0.31630 0.3350 0.33611
24 x4 0.34148 0.34158 0.34127 0.34158
48 x 8 0.34254 0.34296 0.34288 0.34297
96 x 16 0.34282 0.34332 0.34300 0.34332
120x 20 0.34285 0.34336 0.34335 0.34336
Solucion convergida 0.34336

Tabla 10.5. Deformacion Y del extremo de la viga. Carga aplicada en direccién Y (Caso B)




Cascaras 241

10.10. ANEjOS

10.10.1 Derivada del vector director

La expresiéon del vector director viene dada por la ecuacién (10.79): D=DD".
Derivando respecto a una de las coordenadas locales z,, y volviendo a emplear la
definicién de D se tiene:

dD

iz,

D, =D D'-DDH*D

,a

D, =D, D'-DD'D

,a

La derivada del médulo del vector D es:

Por lo tanto la derivada buscada es:
D,=D"(D,~D (D D,)

Un sencillo desarrollo muestra que el dltimo término, que es un vector, se puede
poner en forma de producto matriz por vector:

D (D-D,)=(DxD)D,
Con lo que la expresion final de la derivada se puede poner en la forma:
D,=D"(D,~ (DeD)D,)

1 -
D, — 5(13 - DwD)D,

La derivada del vector interpolado es inmediata en funcion de las derivadas de las
funciones de interpolacion. Empleando la expresion matricial del producto tensorial,

se obtiene la expresion final siguiente:

D, :% (1-DD") ZI:NM D,

10.10.2 Interpolacion del cambio del vector director

Se trata de obtener una interpolacién del cambio del vector director d gue sea
consistente con la interpolacién del propio vector director D, es decir que el vector d
interpolado debe estar contenido en el plano tangente al D.
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Consideremos un cambio genérico del vector D de valor (8&) siendo € un parametro
arbitrario. La p05|C|on deformada de D es un nuevo vector D, obtenido aplicando la
magnitud (& | d |) sobre el circulo maximo definido por Dy d. Al ser los vectores D y
D, unitarios, el angulo entre ellos coincide con el arco. El nuevo vector D, se puede
expresar mediante sus componentes en la direccién de D y de un vector unitario en
la direccion Ad:

=
e

D.=(D.-D)D+|D.-

[
[

D. = cos(s‘&‘) D + sen (5 ‘&D%

De esta construccién se deduce que, en el limite:

dD .
£ — d
d8 e=0
La interpolacidn del vector D, sigue la misma ley que el D:
N, D -
ZI: I Ie D;
Dﬂ = —
. D

£

Ie

El valor de d se puede obtener aplicando el resultado anterior y efectuando la
derivada de la expresion de D,
dD,

d=2"c
de

1 2
= 5(13 —~DD")d

e=0

Siendo el valor promediado del cambio de orientacién en los nudos:

d=S"N,d,
I
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Integracion numérica
aplicada al MEF

11.1. INTRODUCCION

Las expresiones correspondientes a las caracteristicas de los elementos finitos
(rigidez, fuerzas, etc.) son del tipo integral, extendiéndose normalmente al volumen
del elemento. Debido al cambio de coordenadas en la formulacidén isoparamétrica,
estas integrales se extienden a dominios simples, normalmente entre -1y +1. En todo
caso la complejidad de las integrales a evaluar hace que su calculo sélo se pueda
realizar de forma numérica. Por ello se resumiran a continuacién los métodos de
integracion numérica aplicables a este problema.

11.2. INTEGRACION NUMERICA UNIDIMENSIONAL

11.2.1 Método de Newton-Cotes

Este método consiste en ajustar la funcién a integrar mediante un polinomio y a
continuacion efectuar la integral de dicho polinomio, que es exacta. El orden del
polinomio n se define a priori, y los puntos por los que se hace pasar se suponen
igualmente espaciados en el dominio de integracion.

Las integrales a efectuar pueden escribirse en la forma:
+1
1= [ f(&)de = > Hf(5) (11.1)
1 i=1n

Empleando un polinomio de grado 1, es decir con n=2, resulta la conocida regla del
trapecio (figura 11.1):

I = f(-1)+ f(+1) (11.2)
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Empleando un polinomio de grado 2, es decir con n=3, se obtiene la regla del tercio
de Simpson:

f(e) f(e) &2
& &
-1 +1 -1 +1

Figura 11.1 Integracion de Newton-Cotes con reglas de dos y tres puntos

Empleando un polinomio cubico, es decir con n=4, la regla es:

Como n valores de la funcién definen un polinomio de grado n-1, el error de este
método es del orden O(h"), donde h es la separacidn entre los puntos.

11.2.2 Cuadratura de Gauss

En este método se aproxima asimismo la funcién mediante un polinomio, pero no se
especifica a priori la posicion de los puntos empleados para definirlo. La posiciéon de
estos puntos se determina con la condicidén de alcanzar la mayor precisidon posible de
la integral. Considerando que la integral se aproxima mediante una expresién como
la (11.1), resulta que se dispone de 2n parametros a definir (H;, &), por lo que puede
definirse un polinomio de grado 2n-1 y efectuar su integral de forma exacta.

En consecuencia una regla de este tipo con n puntos integra de forma exacta un
polinomio de grado 2n-1 (Figura 11.2) y el error es del orden O(h*").

Las ecuaciones simultaneas que se originan son dificiles de resolver, pero tras cierta
manipulacién matematica su solucién se obtiene explicitamente mediante
polinomios de Legendre. Por ello, este método particular suele ser conocido como
cuadratura de Gauss-Legendre. La tabla 11.1 muestra las puntos donde se debe
evaluar el integrando y los coeficientes peso a emplear.

En el analisis por el método de los elementos finitos, los calculos mas complicados
son los relativos a la evaluacidn del integrando, ya que éste involucra el calculo de la
matriz B, la jacobiana de la transformacion de coordenadas, su determinante... Por lo
tanto el procedimiento de Gauss es idealmente el mas favorable, puesto que
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requiere un menor nimero de evaluaciones de la funcidn, y eso hace que sea el mas
utilizado.

f(€) Exactd () &3

e
—

'
N

0 +1 -0.577 0.577

Figura 11.2 Integracion de Gauss con reglas de uno y dos puntos

N2 puntos (n) & H;
n=1 0.00000 2.00000
n=2 -0.57735 1.00000

+0.57735 1.00000
n=3 -0.77459 0.55555
0.00000 0.88888
+0.77459 0.55555
n=4 1+0.86113 0.34785
+0.33998 0.65214
n=5 +0.90617 0.23692
+0.53846 0.47862
0.00000 0.56888

Tabla 11.1 Puntos y factores peso para la integracion de Gauss-Legendre

11.3. INTEGRACION NUMERICA EN REGIONES RECTANGULARES

La manera mas evidente de calcular la integral doble:

+1 +1

1= [ [ 1&mdedn (11.5)

-1 -1
es calcular primero la integral en & manteniendo 7 constante:
+1
[ #&m) dg =37 Hf(¢,m) = g(n) (11.6)
1 i=1n

y luego calcular la integral exterior de igual manera:
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f—fg Ydn =Y H gn)= Y5 HH f(&n) (11.7)

7=Ln i=1Ln j=1n

En las expresiones anteriores se ha empleado el mismo numero de puntos en ambas
variables &,7. Evidentemente esto no es obligatorio y en ocasiones puede ser
conveniente utilizar un numero diferente para cada una de ellas, seglin cdmo sea la
variacion de la funcién a integrar en dicha variable.

Hay que hacer notar que en realidad el doble sumatorio de n puntos en cada
direccién puede interpretarse como un sumatorio sencillo sobre n® puntos en el caso
de un rectangulo. Asi, una regla de 3x3 puntos integra de forma exacta un polinomio
de dos variables de orden 5 en cada una de ellas.

Se puede sin embargo abordar el problema directamente y exigir la integracidn
exacta de un polinomio de grado 5 en dos direcciones, para emplearlos en una
féormula de integracion del tipo:

1= [[ f(&n) dedn =YW, f(&.n) (11.8)
i=ln

De esta forma, en cada punto de integracion han de determinarse tres parametros
(dos coordenadas vy el factor peso W). Como un polinomio de dos variables de grado
5 requiere 21 parametros, resulta que en este caso sdlo son necesarios 7 puntos para
obtener el mismo grado de precision. Siguiendo esta técnica se han desarrollado y
empleado provechosamente alguna formulas para dominios en forma de
paralelepipedo.

11.4. INTEGRACION EN REGIONES TRIANGULARES

Para un tridngulo, las integrales en funcidon de las coordenadas de area son de la
forma:

1-L

1
fffL L, L) dL dL, (11.9)
0 0

De nuevo se podria hacer uso de n puntos de Gauss y llegar a una expresion
sumatoria como las de la seccién anterior. Sin embargo, en los limites de integracion
aparece ahora la variable misma y es conveniente emplear puntos de Gauss
diferentes en la segunda integracion, mediante formulas de Gauss especiales para
integrales del tipo anterior. Dichas férmulas han sido desarrolladas por Radau vy
utilizadas en el método de los elementos finitos. Es sin embargo mucho mas deseable
hacer uso de férmulas que no den preponderancia a ninguna de las coordenadas
locales L;. Dichas formulas han sido desarrolladas por Hammer y otros, para ser
empleadas en la forma:
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1= [[ fL,L,,L,)dL dL, = YW, f(L,, L, L) (11.10)

i=1n

En la tabla 11.2 se da una lista de los puntos a usar y de sus factores de peso.

N2 puntos (n) Orden Coordenadas W,
1 1 1/3 ,1/3,1/3 0.5
3 2 1/2 ,1/2,0 1/6
0o, 1/2, 1/2 1/6
1/2 , 0, 1/2 1/6
4 3 1/3, 1/3, 1/3 -27/96
0.6,0.2, 0.2 25/96
0.2,0.6, 0.2 25/96
02,02, 06 25/96

Tabla 11.2 Integracidn en regiones triangulares

11.5. INTEGRACION EN TETRAEDROS

Para dominios en forma de tetraedro, las formulas de integracion son similares al
caso triangular, pero empleando las cuatro coordenadas de volumen:

1= [[[ £z, L, L, L) dL dL, dL, = S W, f(L,, L, L, L) (11.11)

i=1n

En la tabla 11.3 se muestran las reglas de integracion mas habituales.

N2 puntos (n) Orden Coordenadas W,
1 1 1/4,1/4,1/4,1/4 1/6
4 2 a,b,b,b 1/24

b,a,b,b 1/24
b,b,a,b 1/24
b,b,b,a 1/24
a =0.585410
b=0.138196
5 3 1/4,1/4,1/4,1/4 -2/15
1/3,1/6,1/6,1/6 3/40
1/6,1/3,1/6,1/6 3/40
1/6,1/6,1/3,1/6 3/40
1/6,1/6,1/6,1/3 3/40

Tabla 11.3 Integracion en tetraedros
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11.6. ORDEN DE INTEGRACION NECESARIO

El orden de integracién se define como el nimero de puntos de integracidon que se
toman en cada direccién del dominio, en coordenadas locales del elemento.

Al sustituir la integracidon analitica por una numérica, se introduce un error, y éste
debe reducirse lo mas posible. El coste de la integracién numérica en un programa de
calculo con computador no es despreciable en general, e incluso en algunos
programas puede representar un tiempo muy importante, por lo que es interesante
determinar cual es el orden de integracién minimo a usar, con la condicién de que se
garantice la convergencia del método.

En los problemas de andlisis estructural se ha demostrado que existe convergencia
con tal de que pueda reproducirse cualquier valor constante y arbitrario de las
derivadas m-simas de los desplazamientos (donde m es el orden de derivacion de la
deformacion en la expresion de la energia). En el caso de la elasticidad (m=1) se
requiere que pueda integrarse correctamente un valor constante, lo que equivale a
decir que debe de ser posible el calculo exacto del volumen del elemento, que en
coordenadas curvilineas es igual a la integral del valor del determinante de la matriz

jacobiana deEdn.

Esta condicion es incluso demasiado restrictiva, ya que es suficiente con poder
calcular exactamente el valor de d& dn para conseguir la convergencia. Segun esto,
basta con cualquier regla de integracion cuyo error sea de orden O(h). La realidad es
gue un orden de integracion tan bajo suele ser impracticable, aunque en realidad se
suele utilizar a veces (p.e. en problemas de revolucién).

La evaluacion de la energia en el método de los elementos finitos es exacta hasta
grado 2(p-m) donde p es el grado del polinomio completo y m el orden de las
derivadas que aparecen en las expresiones correspondientes de la energia. Si la
integracion numérica integra de forma exacta un polinomio de orden 2(p-m) se
garantizarad la convergencia. Por lo tanto, para problemas de elasticidad (m=1) el
orden minimo de integracidn debe ser:

Elementos lineales (dos nudos por lado) p=1 O(h) 1x1
Elementos de segundo orden (tres nudos por lado)p=2 o(h’) 2x2
Elementos de tercer orden (cuatro nudo por lado) p=3 o(h°) 3x3

El resultado final de toda aproximacién mediante elementos finitos en problemas
lineales es un sistema de ecuaciones de la forma: KA = F, al que se incorporan las
condiciones de contorno y que debe, tras calcular A, proporcionar la solucion
aproximada al problema planteado. Si dicha solucién es Unica, como es el caso de los
problemas reales, la matriz K no debe ser singular. Segin cdmo se efectie la
integracion numeérica puede presentarse singularidad en la matriz K para érdenes de
integracion bajos, y esto puede hacer que estos érdenes sean impracticables. Es facil
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demostrar que bajo ciertas circunstancias debe aparecer singularidad de K, siendo
mucho mas dificil demostrar lo contrario, por lo que nos centraremos en el primer
caso.

En la integracion numérica se sustituyen las integrales por una suma ponderada de
relaciones lineales independientes entre los parametros nodales A. Estas relaciones
lineales proporcionan la Unica informacidn para construir la matriz K. Si el nUmero de
incognitas A es mayor que el de relaciones independientes disponibles en todos los
puntos de integracion, la matriz K es singular.

Para ilustrar este punto consideremos los problemas de elasticidad bidimensional
con elementos cuadrados de dos y tres nudos por lado, con reglas de integracion de
uno y 2x2 puntos. En estos casos, en cada punto de integracién se emplean tres
relaciones de deformacion independientes, y el nimero total de ellas es igual a tres
veces el numero de puntos de integracion. Por otra parte el nUmero de incdgnitas es
igual al numero total de grados de libertad menos el numero de ligaduras aplicadas
sobre la estructura. En la tabla 11.4 se muestran varios ejemplos. En cada punto de
integracion (marcado con X) se generan tres relaciones independientes, y cada nudo
tiene dos grados de libertad. En todos los casos se han empleado tres ligaduras
exteriores para sustentar la estructura.

Grados de Relaciones independientes
libertad en K
4x2-3=5 > 1x3=3 ? ?
Singularidad de K %
O
6x2-3=9 > 2x3=6 ? ?
Singularidad de K % %
Q DY
8x2-3=13 > 4x3=12 Q O "
x X
Singularidad de K o 5
X X
O—0—A
13x2-3=23 < 8x3=24 ¢—=0 o
X X X X
Q@ @)
X X X X
Q ) N @)

Tabla 11.4 Ejemplos de singularidad de K
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Introduccion al analisis dinamico

12.1. INTRODUCCION

En este capitulo se estudia el comportamiento de una estructura sometida a fuerzas
exteriores que son variables con el tiempo. En consecuencia, las deformaciones vy
tensiones también varian con el tiempo, dando lugar a un analisis de tipo dinamico,
en el que ademas de la rigidez de la estructura hay que tener en cuenta también sus
caracteristicas de inercia.

En este capitulo se pretende Unicamente efectuar una introduccién al amplio campo
del analisis dinamico de estructuras. Se presentan en primer lugar los teoremas
fundamentales que controlan el problema; a continuacién se obtienen, en base a
ellos, las propiedades de inercia de los elementos estructurales y las ecuaciones del
movimiento de la estructura. Se dejan para los textos especializados las técnicas de
resolucion de dichas ecuaciones.

Se mantienen las suposiciones de comportamiento lineal y pequeiias deformaciones,
y se supone un sistema discretizado por el método de los elementos finitos.

12.2. PRINCIPIOS ENERGETICOS EN REGIMEN DINAMICO

Consideremos un sélido deformable, sometido a un sistema de cargas variables con
el tiempo, que en general seran: fuerzas de volumen q,(t), fuerzas de superficie
q,(t), y fuerzas puntuales P(t).

El campo de desplazamientos en el interior del sélido es asimismo variable u(t), y
genera unos campos de tensiones o(t) y de deformaciones unitarias g(?).

Utilizando el principio de D’Alembert, se aplican sobre el sdlido las fuerzas de inercia
producidas por las aceleraciones, las cuales tienen la consideraciéon de fuerzas
distribuidas sobre todo el volumen del sdélido y cuyo valor es:
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qins —p U,
Ay =G, [ ={—PU, [ =—pU (12.1)
qin- —p,

12.2.1 Ecuaciones de equilibrio

La ecuacion de equilibrio del sélido se puede obtener de la misma forma que para el
caso estdtico, sin mas que incluir entre las fuerzas de volumen a las fuerzas de
inercia. Siguiendo el mismo proceso se obtienen las tres ecuaciones siguientes:

Jo.

i + ao_iy + ao_i7 + > : (12 2)
- = pii. i=x,9,2 :
Ox Jy 0z Tu = P i

12.2.2 Principio del trabajo virtual

El aplicarse sobre el sélido una variacién virtual al campo de deformaciones du, el
trabajo virtual producido por las fuerzas de volumen y de superficie es:

W = f&uT q, dv +f6uT q, ds (12.3)

El trabajo virtual producido por las fuerzas de inercia es:

oW, = f&uT q,, dv = —f su’ piidv (12.4)

Sumando ambos trabajos virtuales, y efectuando un desarrollo similar al del caso
estdtico (que se deja como ejercicio al lector), se llega a que su suma es igual a:

6W + W, = [ 6" o dv (12.5)

Sustituyendo ambos sumandos del trabajo virtual por sus expresiones detalladas, se
obtiene la expresién final del principio de los trabajos virtuales en régimen dindmico
para un sélido deformable:

féuT q, dv +f5uT q, ds—f(Squiidv:féeTcdv (12.6)

Si el sélido es elastico lineal, el término de la derecha es la variacion de la energia
eldstica U, con lo que la expresion compacta del principio es:

SW + W, = 6U (12.7)

que es similar a la expresion obtenida en el caso estdtico, afladiendo el término
debido a las fuerzas de inercia.
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12.2.3 Principio de Hamilton

Este principio es el equivalente en régimen dinamico al principio de la minima
energia potencial ya enunciado para el caso estatico.

El potencial V de las fuerzas exteriores de volumen y de superficie se define como:

V = —fuT q,dv —fuT q, ds (12.8)

S

Obsérvese que las dos primeras integrales del principio de los Trabajos Virtuales
(12.6) corresponden a la variacién de este potencial (con signo cambiado) para una
variacion virtual del campo de desplazamientos. Por lo tanto el Principio del Trabajo
Virtual se puede poner en la forma:

—f su”p i dv = 86U + 6V (12.9)
Integrando esta expresion entre dos instantes de tiempo t; y t, se obtiene:
t, t, t,
—ff&qu i dv dt = chU dt+f(5V dt (12.10)
tl v tl t1

El orden de las integrales se puede invertir en el término de la izquierda. En el de Ia
derecha se puede intercambiar el operador variacion & con la integral en el tiempo,
pues la variacion es sélo en el campo u. Se obtiene:

t2 t2 t‘)
—fpféuTiidt dvzéfUdt+6det (12.11)
v tl tl tl
La integral en el tiempo del término de la izquierda se puede efectuar por partes:

(12.12)

t ty

t
[outiidt = [6u" adr —l—‘éuT i
4 4 h
Al ser el desplazamiento virtual du arbitrario, se puede adoptar de tal manera que

sea nulo en los instantes ¢, y t,. En consecuencia el ultimo término es nulo, con lo que
esta integral queda en la forma:

15} 15} t
T _ LT _
féuudt [511 W di [5

Tras este desarrollo, la primera integral se puede poner de la forma siguiente,
invirtiendo nuevamente el orden de las integrales:

—fp76uTﬁ dt dv = fptf)é[u;—u
v 4

v

LT
“2“]0175 (12.13)

t‘Z
di dv:ffé[gffa]dv At (12.14)
t1 [
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Sacando el operador variacion de la integral de volumen, se identifica la expresion de
la energia cinética 1" acumulada en el sdlido.

—f pj?f su”ii dt dv = t]&[fgifudv] dt = j&T dt (12.15)
vt o \w f

Finalmente la expresién inicial (12.10) queda:

tjéT dt = tfw dt +76V dt (12.16)

4 4 t

Reordenando y sacando fuera el operador variacion se obtiene:

t
fT U-V)dt|=0 (12.17)
t

que es la expresion del principio de Hamilton. En él se define la funcién lagrangiana
L=T-U-V, con lo que el principio puede enunciarse diciendo que: de todas las
posibles configuraciones que una estructura puede adoptar a lo largo de un intervalo
de tiempo [ti, t,], aquélla que satisface el equilibrio es la que hace estacionaria la
integral de la lagrangiana L durante dicho intervalo de tiempo.

12.3. ECUACION DE EQUILIBRIO DINAMICO DE UN ELEMENTO FINITO

Si se considera un elemento cualquiera, sobre él actian las siguientes fuerzas: las
fuerzas exteriores de volumen q,, las fuerzas exteriores de superficie q, aplicadas en
el contorno libre del elemento s, y las fuerzas interiores de superficie q,aplicadas en
el contorno de unién ¢ del elemento con los elementos vecinos, que son
desconocidas. Se consideran asimismo fuerzas puntuales aplicadas sobre sus nudos
P, .

Figura 12.1 Fuerzas aplicadas sobre un elemento

El trabajo virtual efectuado por todas las fuerzas que actuan sobre el elemento es:
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SWe = f su’ q, dv + f su’ q ds+ f su’ q ds+ 65"P;, (12.18)

Aplicando el principio del trabajo virtual (12.7), se obtiene la ecuacion de equilibrio
dinamico del elemento:

f&uT q, dv +f6uT q,ds ~|—f6uT q, ds+ 86" Py, — féuT pidv
' | ‘ (12.19)
= f&eT o dv

Aplicando la hipodtesis de interpolacion de deformaciones, el campo de aceleraciones
viene dado por la derivada segunda de la ley de interpolacion, pues las funciones de
interpolacién no dependen del tiempo:

i=N & (12.20)

Sustituyendo este valor y el de la variacién virtual del campo de desplazamientos en
la ecuacion anterior se obtiene:

(S 68T

[ Na o+ [N qdst [N q ds+ P~ [ NoNao§

f B odv

Como esta ecuacién se debe cumplir para cualquier variaciéon arbitraria de las
deformaciones, se obtiene:

[ N'qdv+ [N"q ds+ [N"qds+ P, — [ NpNdvd = [B'odv (1222)

(12.21)
— 587"

El término debido a las fuerzas distribuidas q. existentes en el contorno de unidn con
los elementos vecinos se sustituye, al igual que se hizo en el caso estatico, por unas
fuerzas aplicadas sobre los nudos del elemento, y que producen el mismo trabajo
virtual que ellas:

[ N"q, ds =P (12.23)

Con lo que se llega a la siguiente ecuacidon de equilibrio dindmico del elemento:

[ N'q,dv+ [N"q ds+P;+ P — [ N'pNdv ¥ = [Blodv  (1224)
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Pc

%

Figura 12.2 Fuerzas nodales equivalentes a las fuerzas de conexién

Sustituyendo en esta ecuacion el valor de la tensidn mediante la ecuacién
constitutiva, y sustituyendo a continuacidn el valor de la deformacién unitaria en
funcidn de la matriz B se obtiene:

[ N'q,dv + [N"q,ds+ P+ P — [ N'pN &dv =

(12.25)
[B" (DB ~De, +0,)dv

Reordenando los distintos términos se obtiene la forma final de la ecuacidon de
equilibrio dindmico del elemento finito:

[B DB &+ [ N'pNdv & =

f N'q, dv+fNT q. ds+fBTDe0 dv—fBT o, dv+P° + P (12.26)

Comparando con la ecuacion obtenida en el caso estatico, se identifican en ella los
mismos términos que en dicho caso estadtico, y un Unico término nuevo, que
corresponde a las fuerzas de inercia:

K 8+ [N'pNdvd =P/ + P+ P; + P + P +P,  (12.27)

En el nuevo término, se identifica la matriz de inercia del elemento:

M = f N pN dv (12.28)

Esta matriz representa la distribucion de masas en el interior del elemento y en
consecuencia define las fuerzas de inercia que aparecen en sus grados de libertad, al
aplicarse unas aceleraciones unitarias a dichos grados de libertad. Se le suele
denominar a veces matriz de inercia consistente, pues representa la distribucion de
la masa en el elemento de manera consistente con la hipdtesis de variacién del
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campo de aceleraciones en su interior, como consecuencia de la hipdtesis de
discretizacion. Obsérvese que en general esta matriz no es diagonal sino llena, lo cual
indica que unos grados de libertad estan acoplados con otros a través de la inercia.

En contraposicidon a esta matriz de masas consistente, se ha empleado a veces la
llamada matriz de masas diagonal, que consiste en asociar la masa total del elemento
Unicamente a la inercia directa existente en cada grado de libertad, despreciando los
término de acople. Esto equivale a considerar la masa total del elemento como
formada por una serie de masas puntuales individuales situadas en sus nudos. Esta
asociacion de la masa a los nudos es sencilla de hacer en elementos cuyos grados de
libertad son todos de traslacion, pero resulta mas compleja si existen grados de
libertad de giro.

Con esta simplificacidon se obtiene una matriz de inercia menos precisa, pero que es
diagonal, lo cual puede resultar ventajoso en algunos casos para la resolucion de las
ecuaciones del movimiento de la estructura.

12.4. MATRICES DE INERCIA DE LOS ELEMENTOS ESTRUCTURALES

12.4.1 Elemento de celosia plana de dos nudos

Consideremos un elemento de celosia plana de caracteristicas uniformes: area A,
longitud L y densidad p. Los grados de libertad de los dos nudos I, J en el sistema
general son:

T

A=A A A A (12.29)

X 1Yy JX JY

Un punto cualquiera del elemento se puede definir mediante una coordenada local
&=x,/L, que vale 0 en el nudo |, y 1 en el nudo J (figura 12.3).

Figura 12.3 Elemento plano de celosia

En el interior de la barra las deformaciones varian linealmente, por lo que los dos
desplazamientos u,v de un punto cualquiera, en el sistema general, se pueden poner
en la forma:
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X

1-¢€ 0 €0
0 1-¢ 0 ¢

1Yy

P,

(12.30)

> > >

JX

hAJY‘
Esta expresion define la matriz N del elemento. Sustituyendo en la expresion de la
matriz de inercia (12.28), e integrando a todo el volumen de la barra, se obtiene la
matriz de inercia del elemento, directamente en las coordenadas generales de la
estructura:

M= PAL T (12.31)

Se observa que esta matriz tiene términos en las dos direcciones. La inercia en ambas
direcciones es la misma, y los dos grados de libertad en cada direccién estan
acoplados entre si (p.e.: A;x con Ay ...) pero sin embargo no hay acople entre las
dos direcciones X e Y. En resumen, el elemento aporta la misma inercia segun las dos
direcciones generales de forma desacoplada. Puede comprobarse que el valor de la
inercia aportada segun cada direccion, que corresponde a la suma de los coeficientes
de la matriz en dicha direccidn, es igual a la masa del elemento p A L.

La matriz de masas diagonal para este elemento se obtiene asociando la mitad de la
masa a cada nudo, para ambas direcciones:

N G 2522 N (12.32)

2 |0
0

12.4.2 Elemento de celosia espacial de dos nudos

Se considera un elemento de celosia espacial de caracteristicas uniformes: area A,
longitud L y densidad p (figura 12.4). Los grados de libertad del elemento, en el
sistema general, son:

T

A=A A A A A A (12.33)

X 1Y 17z JX JY JZ
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Az

Figura 12.4 Elemento de celosia espacial

En el interior de la barra las deformaciones varian linealmente, por lo que los
desplazamientos de un punto cualquiera se pueden poner en el sistema general en la
forma:

IX

A

1Y

W 1—=¢ o 0 €0
vb=l 0 1-¢ 0 0 ¢
w 0 0 1-¢€ 0 0

(12.34)

me O O

;AJZA
Donde &=z, /L es una coordenada local que vale 0 en el nudo I, y 1 en el nudo J. La
expresion (12.34) define la matriz N del elemento. Sustituyendo en la expresiéon de la
matriz de inercia e integrando a todo el volumen de la barra, se obtiene la matriz de
inercia del elemento, directamente en las coordenadas generales de la estructura:

2 0 0/l 0 0
|
02 0!0 10
|
00 2'0 0 1
. _ pAL |
M¢ = e o ___ — 12.
61005200 HEsS)
0105020
01i00

Esta matriz de masas es similar a la del elemento plano, y son aplicables a ella las
mismas observaciones.

12.4.3 Elemento viga plana de dos nudos
Para este elemento se trabaja en su sistema de coordenadas locales. Posee seis
grados de libertad (figura 12.5):

=16, o6, 6 6. 06, 6 (12.36)

IX 1Y 1 JX JY J
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Dos de ellos (6

LX’éiX

cuatro (6

w7 ujy?

6JY

Figura 12.5 Elemento viga plana

0,,6,,0,) definen la deformacion lateral vy el giro 6.

259

) definen la deformacién axial u del eje de la viga y los otros

e La deformacion axial u varia linealmente entre los dos valores en los nudos, igual
gue en el elemento biarticulado:

u = 6IX + (6JX - 61)()€

(12.37)

e La deformacion lateral del eje de la viga v se define con cuatro grados de libertad,
y por lo tanto se puede suponer una ley cubica para su variacion (figura 12.6):

91§ :

Vi

v=a,+al+ a2£2 + a3€3

\Y

2

Figura 12.6 Deformacion lateral de la viga plana

(12.38)

Particularizando esta ley a los valores de los cuatro grados de libertad, y agrupando

las cuatro ecuaciones obtenidas en forma matricial se obtiene:

1y

7

1

JY

0

v J P

1

0
1
0

0 0 0]
1/L 0 0
11 1

~

/L 2/L 3/1|l

8

*

(12.39)

De esta ecuacion se pueden obtener los cuatro coeficientes a, en funcion de los
cuatro grados de libertad. Sustituyéndolos en la ecuacion (12.38) y reagrupando los

términos de los diferentes grados de libertad, se obtiene la expresién

deformacion lateral del eje de la viga:

v=»1-3+2")6,, 4+ (£ -2+ &)L0, + (38" —2£%)6,, + (& —€)LO

de la

(12.40)
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La deformacidon en un punto P cualquiera de la viga, situado a una distancia y de la
fibra neutra, utilizando la teoria clasica de flexion de vigas, es:

U, =u——1y v, =0 (12.412)

Sustituyendo los valores de uy v se obtiene:
u, = (1=8)6,, +6(6—&mb,, +(4€ —1-38")Lnf,
+€6,, +6(6” —Emod,, + (26 —3¢")Lnd), (12.42)
v, =(1-38 4285, + (£ 28+ &)LY,
F (36 268+ (& —€M)L0,

Se ha empleado la coordenada 1 =1y /L para definir la posicion del punto P
respecto de la fibra neutra.

(12.43)

Reordenando los distintos términos de las ecuaciones (12.42) y (12.43), se obtiene la
matriz de funciones de interpolacién:

6]X
(12.44)

1—¢  6(6—&)m  (1+46-38)Ln & 6(E—&)m (26—3E)Ln
0 1-38+28 ((-20+&)L 0 3¢-¢ (-&€+&)L

0,

Sustituyendo en la expresion de la matriz de inercia y efectuando la integracién al
volumen del elemento, se obtiene:

1 1
— 0 0 — 0 0
3 6
13 6I  11L I 9 61 13L I
—+— —+—— |0 —- - - +
35 BHAL 210 10AL 70  BAL 420  10AL
r 21 13L I In I
+— |0 —e— - —
M = pAL 105 154 1 420 10AL 140 304 (12.45)
— 0 0
3
13 61 11L I
simétrica — + - _
35 BHAL 210 10AL
In 27
—_— + —_—
105 154

Obsérvese que, como era de esperar, no existe acoplamiento de inercia entre los
grados de libertad de deformacidén axial y los de flexion. En los términos
correspondientes a la flexion existen dos sumandos: el primero de ellos es
proporcional al drea del elemento, y corresponde a la inercia al movimiento lateral
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del perfil. El segundo, proporcional al momento de inercia, corresponde a la inercia
frente a la rotacidn de la seccion recta del perfil.

12.4.4 Elementos bidimensionales

En estos elementos la interpolacién de los dos desplazamientos u,v es:

Ul

n N1 O!N2 0!.. OINn 0 V1
= ; 12.46
{v} 0 NJO NI1O .10 N (12:46)

v,
u=NJ¥d (12.47)

Donde &° es el vector de todas las deformaciones nodales del elemento:
T

0 = U1 V1 U2 V; Un Vn (12.48)

siendo n el numero de nudos del elemento. Dada la particular estructura de N, la
matriz de inercia M° se puede poner en la forma:

NT
1

Mezfp NTNdv:f [Nl .. N, |ptdzdy (12.49)
NT

n

La matriz M® se puede dividir en nxn submatrices, que relacionan a los n nudos entre
Si:
Mll Mln
M =|.. .. .. (12.50)

M ... M™

Empleando una formulacidon isoparamétrica, para elementos de cuatro lados, cada
una de las matrices se puede poder:

NN 0

J

0 N N

? J

+1
MY — f

-1

ptJdedn (12.51)

La expresion completa de la matriz es:
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NN, 0 INN, 0
O NG 0 NN 0 N .
LNNTT O TN N, O
M =[] 0 NN 0 NN,
J i S o R I i
|
N,N, 0 INN, 0
0 NN 0 NN,
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ptJdEdn

(12.52)

Su cdlculo no presenta ningun problema, efectuandose en el sistema local de
coordenadas &, 71, en el que se conoce la matriz de interpolacién N. Todos los
términos que la forman son polinomios, por lo que se puede evaluar de forma exacta
por métodos numéricos. Obsérvese que el elemento aporta la misma inercia segun
los dos ejes generales X, Y, y que no hay acople entre las inercias en ambos ejes.

Como ejemplo, considérese el elemento triangular de tres nudos cuya matriz de
funciones de interpolacidn, expresadas en coordenadas de area es:

g

L

1

0

0

lé

0 L 0

0 L 0 L 0 L

0 I L1
|
LL | 0
1
0 EL2
|
L2 L2 | 0
1
0 :L3
|
L3 L2 i 0

0

LBZG

(12.53)

ptdA (12.54)

Empleando el cambio de variables indicado para el calculo de la matriz de rigidez, a
fin de pasar a dos variables independientes, y efectuando la integral de forma
numeérica, con una regla de orden adecuado, se obtiene la siguiente expresion

explicita:
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2 011 011 0]

0 210 110 1

At T"O_:LQ"GJ:T_E
Mc:p1_20 150 250 1 (12.55)

T"O_:r_l__ﬁj:_i_ﬁ

0 1i0 1i0 p

Obsérvese que aplicando una aceleracion unidad en una determinada direccién (p.e.
en las columnas 1, 3y 5 para la direccién X), se obtienen 3 fuerzas de inercia de valor
m/3 en cada uno de dichos grados de libertad, cuya suma es igual a la masa del
elemento.

La matriz de masas diagonal para este elemento se obtiene asociando 1/3 de la masa
a cada nudo, en cada direccion:

1 0!0 010 O
0 110 010 0
At 0010700
Me:pTo 050 1500 (12.56)
0010 011 0
0 010 010 1
12.4.5 Elementos espaciales solidos
En estos elementos la interpolacidn de los tres desplazamientos u, v, w es:
v
u N, 0 Oi...OOiNn 0o 0|V
vi=|0 N, OEO OEO N, 0|iW ¢ (12.57)
wj 0 0 N 10O 0 .10 0 N,
W,

siendo n el numero de nudos del elemento. La expresidon de la matriz de masas es
similar a la de los elementos bidimensionales, pero afadiendo un grado de libertad
mas en cada nudo:
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NN, 0 0 .. NN, 0 0
o NN 0 .. 0 NN, 0
Lo 0 NN 0 0 NN,
M-¢ :f | pJdEdndC (12.58)
LN, N, 0 0O .. NN, 0 0
o NN 0O .. 0O NN 0
0 0 N,N, 0 0 NN,

12.4.6 Elementos placa con energia de cortante

La formulacién de flexion de placas con energia de cortante (teoria de Mindlin-
Reissner) requiere el empleo de tres parametros para definir la deformacién en el
interior de la placa: la flecha w y los giros Gx,eysegtm los dos ejes. Estas tres
incognitas se interpolan mediante funciones de interpolacion del mismo tipo que
para problemas bidimensionales:

w=>Y NW 0,=> N0, ,=> N6 (1259

Las tres leyes de interpolacion se pueden agrupar como:

w| [N, 0 0] 'N, 0 0
| |

0t=/0 N, Oi.. ... 0 N, 0[&=N¥ (12.60)
| |

6,/ |0 0 N 10 0 N,

Las funciones de interpolacion se refieren a un sistema de ejes local al elemento &, 7,
también similar al de los elementos bidimensionales.

La matriz de inercia del elemento resulta ser

+1
M" :fNTdiv :fNTNth dé¢ dn (12.61)
-1

Dada la estructura de N, la expresion de la matriz de inercia queda en la forma:
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NN, 0 0 .. NN, 0 0
0 NN, 0 0 NN, 0
Lo 0 NN, 0 0 NN,
M¢ = f o ptJdedn  (12.62)
SN, N, 0 0 .. NN, 0 0
o NN 0O .. 0 NN, 0
0 0 NN .. 0 0 N,N,

Obsérvese que no hay acople entre las inercias a la traslacidon y al giro, y que se
aporta la misma inercia segun las tres deformaciones, sean éstas de deformacion o
de giro. Este ultimo hecho no parece muy acorde con el sentido fisico de dichas
deformaciones, pero es consecuencia de la formulacion empleada.

12.5. AMORTIGUAMIENTO

En todo fendmeno de dinamica estructural se produce una disipacion de energia
debida al rozamiento interno en el material de la estructura, que amortigua el
movimiento de la misma. La caracterizacion exacta de este amortiguamiento
estructural no es nada facil, y pueden emplearse varios modelos diferentes, de los
cuales se expondrdn aqui los mas sencillos, siempre en el rango lineal, por coherencia
con el resto del comportamiento estructural.

Un primer modelo consiste en representar la disipacion de energia mediante el
trabajo que hacen unas fuerzas disipativas que se consideran distribuidas sobre todo
el volumen del elemento y cuyo médulo es proporcional a la velocidad de cada punto
del elemento. Con esta suposicion el vector de fuerzas de volumen disipativas es:

q CQ'LT

Dx v

A4, =10, [ = ¢ =cu (12.63)
q,. cu,

donde ¢ es un coeficiente a determinar para cada material. Considerando estas
fuerzas disipativas como fuerzas actuantes sobre el elemento, el vector de fuerzas
nodales equivalentes que producen es:

Py = [ N'q,dv= [ N'cudv= [ NeNdv & =C' &  (12:64)

donde se identifica la matriz de amortiguamiento C° del elemento. Obsérvese que
esta matriz es proporcional a la matriz de masas del elemento:
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(&

P

C=—M=aM (12.65)

En otro modelo de amortiguamiento, se considera que la energia disipada
corresponde al trabajo interno producido por una distribucion de tensiones
proporcional a la velocidad de deformacion unitaria en el material. Llamando /£ al
factor de proporcionalidad, el valor de estas tensiones es:

c,=08D¢ (12.66)

El vector de fuerzas nodales equivalentes a estas tensiones tiene la expresion
habitual:

Py =— [B'o,dv=— [B" 3 Dédv=-3[B DB&dv=C &  (12.67)

Comparando con la expresion de la matriz de rigidez, se observa que la matriz de
amortiguamiento para este modelo es proporcional a la matriz de rigidez del
elemento:

C =3 K (12.68)

Considerando ambas aproximaciones, la matriz de amortiguamiento del elemento se
puede poner en la forma:

C=aM+8K (12.69)

gue se denomina modelo de amortiguamiento proporcional. Este modelo presenta
ventajas para la determinacion de la respuesta de la estructura y su principal
dificultad esta en la determinacion de los coeficientes ay .

12.6. ENERGIA CINETICA
La expresion de la energia cinética de un elemento finito cualquiera es:

N
T —f2u u dv (12.70)

Sustituyendo la ley de interpolacion de velocidades 1 = N 8 se obtiene:

1. . 1. .
T = =87 | pN'N dv & = =8 "M° &° 12.71
> f p > (12.71)

Dado que la energia cinética es siempre positiva (por su propio significado) para
cualquier vector no nulo de velocidades del sistema, se deduce que M°® es definida
positiva siempre.

Para toda la estructura, la energia cinética es la suma de las energias de todos los
elementos, con lo que se puede poner en la forma:
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1 . .
T=>T"==-A"MA 12.72
Z 5 ( )

12.7. ECUACIONES DEL MOVIMIENTO DE LA ESTRUCTURA

Las ecuaciones del movimiento del conjunto de la estructura se obtienen de la misma
forma que en el caso estatico: por ensamblado de las ecuaciones del movimiento de
los distintos elementos que componen la estructura. En este proceso de ensamblado
se cancelan las fuerzas de conexién, obteniéndose:

MA+CA+KA=P+P+P +P +P (12.73)

En esta ecuacion aparecen los mismos términos que en el caso estatico. Ademds, M y
C son las matrices de masas y de amortiguamiento de toda la estructura, obtenidas
ambas ensamblando las matrices correspondientes a todos los elementos.

La ecuacién anterior es diferencial de orden 2 y con coeficientes constantes, ya que
K, M y C no dependen del tiempo. Su resolucién se efectia habitualmente
empleando métodos numéricos adecuados. Para ello es necesario introducir
previamente las condiciones de sustentacion de la estructura, lo cual se efectua de la
misma forma que en el caso estatico.
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