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Resumen

El objetivo principal de esta conferencia es motivar a los futuros docentes a explo-
rar y aprovechar los diferentes softwares educativos o no educativos, tanto libres
como comerciales, que en la actualidad se usan en diversas instituciones nacionales
y extranjeras para intermediar en el proceso de ensenanza y aprendizaje de los ob-
jetos matemdticos. Hago énfasis en que estos programas no sélo permiten disenar
construcciones y representaciones ejecutables de objetos geométricos sino también
de objetos propios del andlisis matematico y la estadistica. Un software educativo
se puede usar para efectos de hacer una mediacion entre el estudiante y el objeto
a ensenar, pero también se puede usar como apoyo del docente para ilustrar los
objetos de conocimiento, en este sentido es que quiero mostrar el uso de Derive para
ilustrar el teorema fundamental del cdlculo. Inicialmente daré definiciones aproxi-
madas de lo que llamamos mediacion instrumental y representaciones ejecutables,
luego presentaré el teorema fundamental del célculo, su significado geométrico y
finalmente, senalaré los pasos para el diseno de representaciéon con Derive.

Introduccion

Actualmente, a las herramientas computacionales se le vienen dando varios usos en la
educacion: como instrumentos de mediacién para el aprendizaje de muchos objetos de
conocimientos, como herramienta del docente para apoyar la ensenanza, como elementos
fundamentales en la organizacion de la informacién, etc. En esta ocasion quiero mostrar
la importancia que tiene el software educativo como herramienta para el profesor, en la
que puede apoyarse para construir representaciones que permitan ilustraciones eficaces de
los objetos de conocimiento que maneja en su clase.

En matemaéticas tenemos muchos objetos en donde no es ficil hacer una representacién
geométrica y mucho menos una representacién ejecutable, por cuanto se requiere que los
elementos que forman dichos objetos se puedan representar geométricamente en forma
individual y que se manejen variables. Usualmente se emplea un software de geometria
dindamica para construir este tipo de representaciones, pero lo que quiero presentar es la
posibilidad de usar software de célculo simbdlico para lo mismo. Trabajaré con Derive y
tomaré como objeto al teorema fundamental del célculo integral.
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En lo que sigue quiero senalar los pasos basicos en el diseno de una presentacién dinamica
de este teorema, que permita a los estudiantes aclarar su significado geométrico. La validez
del disenio de este tipo de apoyos esta sustentada en el poder de las representaciones
ejecutables en los procesos de visualizacion durante la ensenanza.

Mediacién instrumental y representaciones ejecutables

No se pretende profundizar en los conceptos de instrumento, herramienta, mediacion,
visualizacion, mediacién instrumental y representacion ejecutable, sino aproximarnos al
significado de los dos ultimos.

Empezamos con una pregunta: ;Para quién ara qué es el software educativo? La res-
b
puesta seguramente serd: para el estudiante y para el profesor. Al estudiante le servira para
construir, explorar, conjeturar y visualizar propiedades de los objetos de conocimiento; al
profesor le servira para complementar la ilustracién de los objetos y sus propiedades; es
decir, un software educativo bien utilizado se convierte en un instrumento de mediacién
)
para favorecer la transposicion del saber académico al saber a ensenar.

En la actualidad, al aprovechamiento eficaz de herramientas computacionales para desa-
rrollar actividades cognitivas orientadas al aprendizaje, es decir, a facilitar procesos pro-
pios de la arquitectura de la mente humana para comprender un objeto de conocimiento,
se le llama mediacién instrumental. En el caso de las matematicas, esta mediacién se
da cuando se pueden redefinir los objetos matemaéticos en términos de construcciones
ejecutables.

Las construcciones ejecutables de objetos matematicos nos permiten hacer
representaciones ejecutables de los mismos, es decir, representaciones procesables y manipu-
lables en un ambiente computacional en donde se conserven las relaciones estructurales
de la construccion y se visualicen los invariantes del objeto de conocimiento de tal manera
que se contribuya al realismo del mismo.

Si hacemos una revision rapida de los libros de texto de cédlculo diferencial o integral
mas usados en la actualidad, encontramos representaciones graficas de algunos teoremas
que contienen varios objetos matematicos que se pueden representar de varias maneras,
es muy comun encontrar en una sola imagen representaciones de intervalos, puntos de
acumulacion, funciones seccionalmente mondtonas, rectas tangentes, etc. Estas imagenes
estaticas no permiten ver la covariacién que hay entre todos los elementos que componen la
representacion; es por esto, que las representaciones ejecutables revisten gran importancia
en la ilustracion de los teoremas del calculo por cuanto dejan ver relaciones y covariaciones
que no se pueden ver en una representacion estatica. Vale resaltar que para aprovechar
la potencialidad de un software como herramienta del profesor para apoyar la ensenanza
de un objeto matematico, es necesario que el se tenga mucha claridad sobre el significado
geométrico del objeto que quiera ilustrar.

Teorema fundamental del cilculo (Newton-Leibniz)

Si f es continuaen [a, by F(z) = [ f(t)dt paratodo x € [a, b], entonces F'(x) = f(z)
para todo z € [a, b].
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Significado geométrico:

Consideremos la integral definida fa f(z)dz y supongamos que el limite inferior a esté fijo
mientras que el limite superior b varia; es evidente que el valor de la integral variara con-
forme varie el valor de b, esto indica que la integral sera una funcién de su limite superior

b.

Al limite superior variable lo designaremos con x mientras que a la funcion la designaremos
con F'. Para evitar confusién con la funciéon integrando usaremos t como variable de
integracion.

Asi, si f(t) > 0 para todo z € [a, b], entonces F(z) = [ f(t)dt serd numéricamente
igual al area bajo la curva, la cual varia a medida que varia x. Abusando un poco del
vocabulario, llamaremos a F' la funcion de areas bajo la curva f.

Si derivamos a la funcién F(z) = f; f(t)dt con respecto a z, se establece una relacién
entre la integral y la derivada que se conoce como teorema de Newton-Leibniz o Teorema
Fundamental del Calculo Integral.

Simulacion de la variacion con derive

Para simular la variacién del limite superior que hemos llamado = y la variacién del area
A(z), usaremos inicialmente la funcién de derive AreaUnderCurve para representar una
region sombreada limitada por la grafica de f y el eje X entre a y b. Esta funcién se
escribe AreaUnderCurve(f(t),t,a,b). Para el caso de AreaUnderCurve(Sin(t),t,0,pi) el
resultado que muestra Derive es el siguiente:

2

eje ¥

La instruccién en general debe escribirse AreaUnderCurve(f(t),t,a,x), que para el caso
que hemos puesto como ejemplo quedaria AreaUnderCurve(f(¢),t,0,z). La pregunta que
sigue es jcémo se maneja la x en el momento de ordenar a Derive la grafica?

Para resolver este interrogante se construye con Derive un vector con parametro x, en
donde x varia desde a hasta b, con pasos de valor p. Para nuestro ejemplo sera construir

un vector con parametro x que varia desde 0 hasta 7 con pasos de 0"
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1
La instruccion queda asi: (VECTOR(AreaUnderCurve(SIN(t)7t,07x)7x7QpLE)). Se

podra apreciar como varfa la region sombreada conforme varia z; la siguiente gréafica
muestra seis momentos de esta situacion:

Por otro lado sabemos que la integral f: f(t)dt = A(c) — A(a) representa el drea acu-
mulada desde = = a hasta = = ¢, entonces [ f(t)dt = A(z) — A(a) representa el drea
acumulada desde a hasta z.

Como la grafica de un punto con Derive se obtiene a partir de la instruccion [z, y],
entonces para graficar la funcién A de las areas acumuladas A, necesitamos graficar los
puntos [z, A(x)] desde = a hasta x = b. Pero la imagen de x es el drea f; f(t)dt, luego
los puntos se escriben [z, [ f(t)dt].
Para generar una serie de puntos que pertenezcan a la funcién de areas debemos construir
un vector con parametro x, que esté variando desde x = a hasta x = b con paso de valor
p.
La instruccién es VECTOR(|z, f; f(t)dt], z,a,b,p), para nuestro ejemplo la instruccién
1
10
Al ejecutar la instruccién se obtiene el siguiente grafico:

eje Y 2

eje X
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Si queremos ilustrar como se va construyendo la funcién de areas a medida que varia el
area bajo la curva, es decir, a medida que varia z, se debe construir un vector de la forma
VECTOR([Region, [z, A(z)]], x,a,b, p), en donde:

Regién es AreaUnderCurve(f(t),t,a,z,p) y [z, A(x)] es [z, [T f(t)dt].

La instruccion completa queda asi:

(VECTOR([AreaUnderCurve(f(t),t,a,z,p), [z, INT(f(t),t,a,z)]],z,a,b,p))

Para el ejemplo que venimos trabajando, la instruccion con Derive debe escribirse asi:
(VECTOR([AreaUnderCurve(SIN(t),t,0,x,0,1), [x, INT(SIN(t),t,0,2)]],x,0,pi, 0,1)).
En el siguiente grafico se muestran tres momentos de esta ejecucién:

Al finalizar la ejecucién de la instruccién queda el siguiente grafico:

eje ¥ 2

Esta tltima presentacién conjunta de las representaciones dinamicas tanto de la integral
definida como de la primitiva o funcién de areas, a mi parecer, es lo que ayudaria a que al
estudiante le quede una mayor claridad sobre el significado geométrico del teorema funda-
mental del cédlculo. Asi como se disend una representacién ejecutable para este teorema,
se podrian disenar representaciones similares para teoremas mas complejos utilizando este
u otras programas de calculo simbdlico o de geometria dinamica.
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