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Resumen

Se introducen las nociones elementales de Cuaterniones, algebra de Clifford y grupos
spin. Se construye ademds empleando el concepto de algebra de Clifford el doble
cubrimiento de SO(n), Spin(n)

1. Introduccion

Para n > 2 el grupo ortogonal SO(n) tiene grupo fundamental Z/27 y de aqui tiene
un cubrimiento universal llamado Spin(n). En este capitulo se introduciran formalmente
los conceptos de algebras de Clifford, cuyo objetivo primordial es dar una construccion
algebraica del correspondiente grupo Spin(n) para SO(n), dichas construcciones aunque
geométricas guardan un profundo significado geométrico. Primero se presentara dicha
construccion en el caso n = 3, presentando a Spin(3) = SU(2) como un subgrupo
multiplicativo del algebra de los Cuaterniones, que es de hecho un algebra de Clifford,
luego se generalizan las ideas de esta construccién en dimensiones superiores. En adicién,
aprovechando las herramientas construidas, se construyen representaciones del algebra
de Clifford y se presenta la representacion spin compleja, que seran de utilidad en el
tratamiento posterior sobre variedades spin. El capitulo finaliza, con un tratamiento de-
tallado de las construcciones realizadas en el caso n = 4.

2. Cuaterniones

Consideremos el conjunto de matrices complejas de tamano 2 x 2:

H={(% 2):asech

Este conjunto es un espacio vectorial real 6 complejo, cuya suma de espacio vectorial es
la suma usual de matrices; ademas es cerrado bajo la multiplicacién de matrices.

Sia=uxg+ixr,y B =yo+ iy, tenemos que:

o B\ (10 i 0 0 1 0 i
G a) " %\g 1) Tlo =) T\ o) TG o)
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luego las matrices

I O PR CH RS

forman una base para H. Luego H es un espacio vectorial real de dimension 4 y todo
elemento de H es de la forma xg + 11 + y,j + y1k, donde xg, x1, yo,y1 € R 6 de la forma
a+ Bj = ro + 21l + (Yo + yii)]-
Bajo multiplicacién de matrices

2=2=k2=_1,

ij= —ji=k, jk=-kj=1i, ki= —ik =j.

Definicién 1. El conjunto H con la suma y la multiplicacion usual de matrices es una
dlgebra (sobre R 6 C) llamada el dlgebra de los Cuaterniones .

Sea
H; ={AecH:det(A) =1}

este conjunto es homeomorfo a la esfera
S ={zeR: ||z|| =1}
y en adicién le proporciona una estructura algebra a S®.

Proposicién 1. El conjunto de matrices especiales unitarias, SU(2), es igual a H;.

Demostracion: Por definicién SU(2) = {A € My(C) : A*A = I,det(A) = 1}. Si

A= (?; g) € SU(2), luego de la definicién de SU(2) se tiene:
oo+ ﬂB =1, (1)
vy+d0=1, (3)
a0 —fy =1, (4)

Para ver que A € H; tenemos que probar que y= -3y § = a.

Por (2) oy = —f9, luego, a(yy) = (—B7), por las ecuaciones (3) y (4) se obtiene
a(l — 68) = (1 — ad)é, por ende, & — add = & — add, de lo cual, o = §. De la anterior
igualdad y de (2) se tiene que v = —3; por lo tanto A € H.

Reciprocamente si A = (_aﬁ g) € H;, entonces se verifica facilmente que A*A = I,
a B\ [(a =B\ _ [(oa+pp 0 \ (10
-6 a)\p o) 0 aa+6s)  \0 1)
es decir, A € SU(2). O
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Corolario 1. El grupo matricial SU(2) es homeomorfo a S3.

Para © = x1 + @0l + 3j + x4k € H, definimos Re(x) = z1, Im(x) = xoi + 23 + x4k y la
conjugacion como T = x1; — x2i — x3j — x4K; esta conjugacion es tal que Ty = yx, para
x,y € H.

Proposicion 2. El espacio vectorial
Ho=ImH)={rx€H: Re(z) =0} ={reH:z=—x}

es tnvariante con respecto a transformaciones de conjugacion de elementos de Hy, i.e,
siq € H, yx € Hy, entonces, qrq~' € H.

Demostracion: Sea g € H,, si o € Hy entonces qrq~! = qxg = q§ = —qrq~ !, luego
ad,(x) € Hy, ya que ady(z) = —ad,(z). O

Es conocido que el conjunto de matrices ortogonales de orden n, denotado por O(n) ,
induce una transformacion lineal de R™ que es una isometria y a su vez cualquier isometria
lineal de R™ es representada por una matriz ortogonal. Un elemento O € O(n), por
definicién de O(n), es tal que OOT = I luego

det(00") = det(0)* =1
y por consiguiente det(O) = £1, por lo tanto
O(n) =0(n)"UO(n)~

donde
O(n)* = {0 € O(n) : det(0) = £1}

estos conjuntos son conexos. Los elementos de O(n)* son llamados isometrias directas
o rotaciones y los elementos de O(n)~ isometrias indirectas. El espacio O(n)" es
llamado el grupo de matrices ortogonales especiales y es denotado usualmente

como SO(n) .

La transformacién lineal 7' : R* — Hy, dada por T'(z,vy, z) = xi + yj + 2k, identifica a Hj
con R? y ademas es una isometria lineal. Como Hj posee una estructura de algebra hereda-
da de la del algebra de los cuaterniones, entonces, via la transformacién 7', proveemos a
R? de una estructura de algebra; es mds, R® puede ser visto como una subélgebra de H.

Proposicién 3. 57 q € H; entonces la funcion lineal ad, : R?® — R?, dada para z € R?
por ad,(z) = T(qT(x)q"); es una rotacion de R?, i.e, un elemento de SO(3).

Demostracion: Por brevedad T'(z) sera escrito como x, para x € R3. Dado que
lady ()| = lgzg™"|| = [|=|
la funcién ad, es una isometria lineal de R3. Definimos

pH, = SU2) — O(3)
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por p(q) = ad,. La funcién p es continua y p(1) = I3; como SU(2) es conexo entonces
p(SU(2)) estd contenido en la componente conexa de O(3) que contiene al elemento
identidad I3, la cual es SO(3), luego las funciones ad, son rotaciones de R3. O

En la proposicién anterior se construyo una funcién
p:SU(2) — SO(3), dada por p(q) = ad,. (1)

Proposicién 4. La funcion p : SU(2) — SO(3) es un homomorfismo de grupos sobreyec-
tivo y Ker(p) = {q € SU(2) : ad, = I3} = {1, —I>}.

Demostracion: Una prueba de este resultado serd presentada mas adelante; vea Proposi-
cién 2. O

Definicién 2. Sean X,Y dos variedades diferenciables, f : X — Y es una funcion
recubridora si:

1. La funcion f es no singular, i.e, para todo x € M, la aplicacion inducida

dfy : T, X — Ty@)Y es sobreyectiva.

2. Para cada y € Y existe U; CY tal que f~1(U;) = U,_, Vij, es la unidn disyuntas de
abiertos de X, para los cuales flv,; : Vij — U; es un difeomorfismo.

Cuando tal f existe, a la variedad Y se le suele llamar base y a la variedad X el espacio
recubridor de Y .

Definicién 3. Sean X y Y dos variedades diferenciables con una funcion cubridora
f:X — Y. Siel cardinal del conjunto f~(y) es m para todoy €Y, el espacio X es un
m-recubrimiento de Y. En el caso en que m = 2, el espacio X se dice que es un doble
recubrimiento de 'Y y la funcion f se dice que es un recubrimiento doble.

Definicién 4. Sea A un grupo de Lie y p : A — SO(n) un homomorfismo sobreyectivo
suave, que satisface Kerp = Zs, entonces, p se denomina una funcion spin de SO(n)
y A es llamado el grupo spin de orden n y es denotado por Spin(n); el cual es unico,
via homotopia, por ser A un doble cubrimiento de SO(n).

Proposicién 5. La funcién p : SU(2) — SO(3), definida en la Ecuacion 1, es la funcion
spin de SO(3) y por lo tanto Spin(3) = SU(2).

La funcién spin y el grupo spin de SO(n), para n > 3, seran construidos empleando el
concepto de algebra de Clifford. Este es el objetivo primordial de la siguiente seccion.

3. Algebras de Clifford

Sea V un espacio vectorial real de dimensiéon n con un producto interno ( , ), cuya
norma es denotada por || ||. Consideremos el dlgebra tensorial

———

n veces

donde V¥ = R. El algebra tensorial es una &dlgebra asociativa con unidad 1 € R y cuyo
producto es el producto tensorial ®.
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Definicién 5. El dlgebra de Clifford C1(V') generada por V', la cual depende del producto
interno, es el cociente de T'(V') por el ideal generado por todos los elementos de la forma

v® v+ [[o]*Lrgy 2)

Si V= R" con su producto interno usual, el dlgebra de Clifford generada por R" es
denotada como Cl(n). La multiplicacién interna de CI(V') es llamada multiplicacién de
Clifford .

Definicién 6. Sea E un mdédulo sobre K, K € {R,C}, E es llamado médulo de Clif-
ford si hay un homomorfismo de K-dlgebras ¢ : Cl(V) — End(E). Para simplificar
escribiremos

c(z)(y) = -y, (3)

para x € E yy € CUV). El producto x -y en (3) se suele llamar multiplicacion de
Clifford sobre E.

Proposicién 6. El dlgebra de Clifford C1(V') generada porV es el cociente de T'(V') por
el ideal generado por todos los elementos de la forma

VWA wRv+2(v, w)lpyy v,w eV (4)
Demostracion: Es una consecuencia inmediata de la ley del paralelogramo

_ v+l = o —w?
2

O

(v, w)

Ejemplos
1. Las primeras ocho dlgebras de Clifford Cl(n) estdn resumidas en la siguiente tabla:

C1(0) R

Cl(1) C

Cl(2) H

Cl(3) H o H
Cl(4) Mo (H)
Cl(5) M,(C)
Cl(6) Ms(R)
CUT) | Ms(R) & Ms(R)
Cl(3) Mio(R)

2. El resto de algebras de Clifford son obtenidas a partir de las ocho primeras, ya que
para n > 0, Cl(n + 8) = Mis(Cl(n)).

Escogiendo una base ortonormal {ey, ..., e, } para V', podemos describir a CI(V') en térmi-
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nos de generadores y relaciones del siguiente modo: los elementos de la base {e, ..., e,},
deben satisfacer la siguiente relacién e; - €; + ¢; - e; = 20; ;, explicitamente,

{61"6]':—6]"61‘, Z7éj,

e? = —1

donde la operacién es la multiplicacién de Clifford de C1(V'). De esto tenemos que cada
elemento de CI1(V) se puede escribir de manera unica como suma de productos de la
forma:

€iy + €y, con 1<y <. << my

por lo tanto la dimensién de C(V'), como un espacio vectorial real, es 2.

Para establecer una Propiedad Universal para las algebras de Clifford, haremos las sigui-
entes convenciones: Si j : V' — CI(V) es la inclusién natural de V en CI(V) y st
r=1x1€1 + ... + T,e, € V, entonces,

GO wme)]? == al == mie?,
=1 =1 =1

luego [j(x)]* = —||z|* - 1, para todo x € V.

Teorema 1 (Propiedad universal de las dlgebras de Clifford). Sea A una dlgebra
real con unidad. ST f :' V — A es una transformacion lineal para la cual

[f(2)]? = —||z||*-1, paratodox €V y1€ A, (5)

entonces, existe un unico homomorfismo de dlgebras reales F' : Cl(V) — A, para el cual

Foj=f
7N

cuv)

A

Demostracion: Sea {eq,...,e,} una base ortonormal de V. El homomorfismo
F:Cl(V)— A
es definido como F'(e;) = f(e;) y es extendido linealmente por
Flei - ... ei) = flei) - ... - flea),

claramente F' es tnico y F o j = f. La Ecuacién 5 garantiza que la funcién F' esta bien
definida. 0

Corolario 2. Sea o, € O(n), una isometria lineal de R™. Sea 0, 0, : R™ — Cl(n), defini-
da como Oy = 7 O Op, entonces, eriste  una  Unica  extension
Oy, : Cl(n) — Cl(n) de 0y, la cual es un homomorfismo de dlgebras.
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Demostracion: La  transformacién o0, induce una base ortonormal dada por
e = op(e;), 1 < ¢ < n, donde {ey,...,e,} es la base usual de R™. Si
x = (x1, - ,x,) € R", entonces

on(z) = z1€" + - + 2™

y claramente j(0,(x)) - j(on(z)) = —|lon(z)||* = —||x||?, por la propiedad universal de las
algebras de Clifford, existe una tnica extension O,, : Cl(n) — Cl(n) de 0,. O

3.1. El grupo Spin(V)

Stag: V — ClU(V), ap = —j(x), por la propiedad universal de las édlgebras de Clifford
existe un dnico automorfismo de dlgebra o : Cl(V) — CI(V) tal que a(e,) = —e, y
aoa = Igyyy. Ademas, para 1 <y < ... <i < n, tenemos que

si k es par

iy " eent €

k (2l Ik

aley - ooep) = (=1 - o€y, = , .
—€jy + ... €, slkesimpar

Proposicién 7. El dlgebra de  Clifford CIl(V) se descompone  como
Cl(V) = Clp(V) & ClLi(V), donde Clo(V) = {u € CUV) : ofu) = u} y
ClLi(V)={ue Cl(V): a(u) = —u}. Esta descomposicion es multipicativa, en el sentido
de que

uv € Cly(V) siu,v € Clp(V) du,ve ClL(V),

wo,vu € CL(V) siue Cly(V) yve ClLi(V) 7

y por consiguinete Clo(V') es una subdlgebra de ClL(V) y Cli(V') es un modulo sobre esta
subdlgebra. Ademds Cl(V) = Cly(V ® R).

Demostracion: Sea v € Cl(V), definimos vy = %(U +a(v))y v = %(U — «(v)), los cuales
satisfacen a(vg) = vo, a(v1) = —v1 y v = vy + vy, ademas Cly(V) N CL(V) = {0},
luego, Cl(V) = Cly(V) & Cli(V). Esta descomposicién es multiplicativa ya que a es un
homomorfismo de anillos.

Por ultimo, si v = vg+v; € Cl(V) ye=08&1 € V & R, definimos una aplicacién 3 :
Cl(V) — Cly(VeR), por f(v) = B(vo+v1) = vg+v;1-e, donde vy € Cly(V) y v1 € Cli(V);
B(v) € Clo(V @ R), ya que a(B(v)) = a(vo) + (1) - a(e) = v + (—v1) - (—e) = B(v)

claramente (3 es un isomorfismo.

[~

Definicién 7. Denotaremos como Sy al conjunto de vectores unitarios del espacio vec-
torial V, i.e, Sy = {x € V . ||z| = 1}.

1

Si u € Sy C V, entonces, u? = —||lul|? = —1, de modo que u™' = —u = a(u).

Definicién 8. El conjunto (Sy) = {uy ... ug : uy,...,ux € Sy}, es el grupo pin de V y
es denotado como Pin(V) .
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Para cada elemento invertible, u, de Cl(V), sea
ad, : V — CL(V) ;pu(v) = a(u)vu™" para todo v € V. (6)

Con esta funcién deseamos generalizar la construccién de la funcién spin de SO(3). Pero
antes de obtener resultados generales, necesitamos algunos resultados geométricos de R":

Lema 1. Cada A € O(n) es un producto de reflexiones de hiperplano. Si el nimero de
esos productos es par entonces A € SO(n) e impar si A€ O~ (n) .

Demostracion: Un hiperplano de un espacio vectorial V' de dimension n con producto
interno, es un subespacio vectorial de V' de dimensién n—1. Cada hiperplano H de V tiene
asociada una transforfacién lineal 0y : V' — H llamada reflexién en el hiperplano H .
Para definir 0y, cada elemento x € V puede ser escrito de manera tinica como x = g+,
con ry € H y (y,2;) para todo y € H, entonces, 0y (x) = xy — x'y;. Cualquier reflexion
de un hiperplano H de R" es una isometria indirecta de R". O

El anterior Lema motiva la siguiente definicién:

Definicién 9. Sea V' un espacio vectorial real de dimension finita con un producto in-
terno. El conjunto de todas las isometrias lineales de V' lo denotaremos como O(V) y
denotaremos por SO(V') al conjunto de isometrias lineales de V' que se pueden expresar
como producto de un niumero par de reflexiones de hiperplano

Proposicién 8. Para todo uw € Pin(V), ad, : V — V es una isometria lineal, ademds
para u € Sy, ad, es la reflexion asociada al hiperplano perpendicular a u.

Demostracion: Sea uw € Sy y « € V; st (u,x) = 0 entonces u -z = —x - u ,por la
Proposicion 6, y ad,(z) = a(u)ru™ = —ur(—u) = uvru = —u?r = —(—1)x = z. Por otro
lado, s{ x = tu, para algin t € R, entonces, ad,(r) = uru = tu® = —tu = —z. Luego para

u € Sy,

—x, six=tupara algint € R

ad, () — {;1:, si (u,x) =0,

Esto prueba que ad,(z) € V y que ad, es la reflexién del hiperplano ortogonal a u.

Para u € (Sy) = Pin(V), existen uy, ..., u, € Sy tales que u = uy - ... - u,, luego
ady(x) = Uy« oo - UpZUy - oo - Uy = Ady, O ... 0 ady, (T),

es decir, ad,es un producto de reflexiones de hiperplanos, entonces, ad,, es una isometria
lineal de V. O

Definicién 10. El grupo Spin de V estd dado por, Spin(V') = Pin(V)NCly(V'). Cuando
V =R", Spin(R") es denotado como Spin(n).

Teorema 2. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita con un producto interno vy
p : Spin(V) — O(V), definida como, p(u) = ad,, para todo v € Spin(n). Entonces,
p H(SO(V)) = Spin(V) y Ker(p) = {1,—1}, por lo tanto p y Spin(V') son la funcién y
grupo spin de SO(V') respectivamente.
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Demostracion: Sea v € Pin(V), luego existen vy, ..., v, € Sy C Cli(V), tal que v = vy .-
vg. Stv € Pin(V)NCly(V') = Spin(V'), por la Proposicién 7, k es par, luego ad, € SO(V)
y por lo tanto v € ¢~ (SO(V). Si v € ¢~ (SO(V)), entonces, ad, = ad,, o ... o ad,,, como
ad, € SO(V), k es par, entonces, v € Spin(V). St ¢(u) = Iy, entonces, u € Ry |u| =1,
es decir, Ker(¢) = {1, —1}. O

Como Spin(n) es el doble cubrimiento de SO(n), entonces, para x € Spin(n) existe una
vecindad abierta U de x tal que p : U C Spin(n) — p(U) C SO(n) es un difeomorfismo y
la derivada en x, dp, : T,Spin(n) — T, SO(n), es un isomorfismo lineal. En particular,
la derivada dp : spin(n) — so(n) es un isomorfismo de élgebras de Lie y

spin(n) = so(n) = {A € M,(R) : AT = —A}
y recordemos que dim{A € M,(R) : AT = —A} = (}). A continuacién veremos que el
algebra de Lie de Spin(n) puede ser descrita como una subalgebra de Cl(n):
Proposicién 9. Paran > 2, el dlgebra de Lie de Spin(n) es

spin(n) = {@;gn tijei-ej ity € R} C Cly.
Demostracion: Para 1 <i < j <nyté&R, consideremos la serie

exp(te; - €j) = Z %(ei ej)
r=0
Se puede verificar que
exp(te; - e;) = cost +sinte; - e; = e; - (— coste; + sinte;)
es decir,
exp(te; - €j) € Spin(n)
Tomando la derivada en cero de la curva
a;j : R — Spin(n)
dada por
a;j(t) = exp(te; - €;)

se obtiene que e; - e; € spin(n). Como

dim(spin(n)) = (Z’)
los elementos e; - ; conforman una base para spin(n). O

La accién de la derivada dp : spin(n) — so(n) sobre la base e; - e; estd dada por
dp(e; - ej) = 2E7" — 2F"
donde E% es la matriz n x n con uno en la entrada ij y cero en las demds, ya que los

elementos {EY — E7'} (1<, j<ny conforman una base de so(n). Similarmente, el efecto del
homomorfismo p : Spin(n) — SO(n) sobre exp(te; - €;) es

plexp(te; - e;)) = cos(2t)(I,,) + sin(2t)(EV" — EY)
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3.2. Identificacion del algebra de Clifford con el algebra exterior

Sea V' un espacio vectorial real de dimensién finita, dotado con un producto interno (,) y
una base ortonormal orientada {ey, ..., e,}. Sea AV el conjunto de tensores alternantes de
V y V* el conjunto de funcionales lineales reales del espacio lineal V. El producto interno
(,) de V permite identificar de manera natural a V' con V* para v € V corresponde
w = (v, )€ V* Por conveniencia de ahora en adelante V = V*.

Proposicién 10. Sea AV el conjunto de tensores alternantes de orden k sobre V. El
conjunto de todos los e;; N\ ... Ne;, 1 <13 < ... <1 < n, es una base para NV por
lo tanto tiene dimension (Z) Ademas el conjunto de todos los e;; A ...Ne;,, 1 <k<mny
1 <4 < ... < <n, es una base para NV y por lo tanto NV tiene dimension 2".

El algebra de Clifford Cl1(V) y AV son isomorfos como espacios vectoriales ya que la
aplicacién ¢ : AV — CU(V), qles, N ..o Nej) =€y - o€y 1 <y < oo < < ... <m,es
un isomorfismo lineal entre espacios vectorlales. Sin embargo el producto exterior “A” de
AV no es una multiplicacién de Clifford ya que si lo fuera e; A e; = 1. Una multiplicacién
de Clifford para AV es generada por:

k(A AvE) =vA (A Av) — () (V1 A A ), v, Lo €V (T)

k
donde t(v)(v1 A ... Avg) = D (=), v)v1 Ao AD A LA Vg
=1

Proposicién 11. Para v € V y w € AV definimos una accion ¢ : V. — End(AV') por
c(v)(w) =v*xw=vAw—1(v)w. La accion ¢ : V — End(AV), se extiende al dlgebra de
Clifford C1(V).
Demostracion: Note que para vi,vs € V v w € AV, tenemos que

v1 A L(vg)w + t(vg)vy Aw = (v1, vo)w, (8)

luego c(v) o ¢(v) = —||v||*Iy. Por la propiedad universal de las dlgebras de Clifford esta
accion, extiende de modo tnico al algebra de Clifford C1(V'), en particular

c(ei - €5) = clei) o c(ey)

U
Proposicién 12. La funcion 6 : Cl(V) — AV , definida por 6(a) = c(a)(1av) posee
como inversa a q: \V — C(V), la cual estd dada por q(e;, N ... \Ne;) = €, - ...~ €;,, para

1<y <<y <n.

Demostracion: Sea e;; A ...Ne;, 1 <ip < ... <1 <n, luego

5(q(6i1 AR 6Zk)) = C(eil Tt eik)(l/\v (eil) ©...0 C(@Z‘k)(l/\v)

) =
= C(ell) .. (6Zk 1)( N 1AV (6ik)1/\V) = C(eil) ©..0 c(eik—1)6ik
= C(eil) O .. (6Zk 2)(6Zk A L(eik—1)6ik)
= c(e,)o...ocle e  Neiy, = ...=e; N...\ej,.
Por otro lado ¢(d(e;)) = qlc(e;)(1av)] = q(e;) = e;. Luego ¢ es la inversa de §. O
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En AV definimos la multiplicacién de Clifford para n,w € AV como

nxw=c(q(n))(w) € AV

Corolario 3. El dlgebra de Clifford (Cl(V),-) es isomorfa al dlgebra tensorial (AV, ).

Demostracion: Observe que
6(a-b) = cla-b)(Iav) = c(a)(c(b)(Iav)) = c(q(6(a))(d(b)) = d(a) * 4 (b)

Por otro lado ¢ es por definiciéon un homomorfismo entre las dlgebras (Cl(V),-) y (AV, %),
ya que
qlei, *...xe;)=qle, Ao Nei) =€y o€ =qleq) - .- qles,)

para 1 < iy < ... <1, < n. Luego (Cl(V),-) es isomorfa al dlgebra tensorial (AV,x). O

Observacion: El producto de Clifford definido como “*” permite ver al algebra AV como
una algebra de Clifford. Note que para ¢ # j

eixej=e; Nej—u(e)e; =e; Nej = —e;j Ne; + u(ej)(e;) = —ej * e,
Por otro lado e; x e; = e; A e; — 1(e;)e; = —1.

4. La complejificacion del algebra de Clifford

Consideremos la complejificacion Cl(V) ® C del algebra de Clifford CI(V'). Sea {ey, ..., e, }
una base ortonormal orientada de V', n > 2.

Definicién 11. El operador de quilaridad estd dado por § : CI(V) @ C — Cl(V) & C,
donde £(w) =T -w, con I =il 2e; . e, € CU(V)®C, donde [(n+1)/2] es la parte
entera de (n+1)/2.

Proposicion 13. El operador de quilaridad 1" satisface
I'? =1y, Do+ (=10 =0 para todov € V. (9)

Ademds esta bien definido para bases ortonormales que definan parte de la misma ori-
entacion que {ey,...,en}.

Corolario 4. El operador de quilaridad &, induce una descomposicion de Cl(V) & C,
como:

ClV)@C=(Cl(V)eC)r & (ClI(V)®C), (10)
donde (CI(V)@C)r* ={w e Cl(V)®C: {(w) =T w = t+w}.

Demostracion. La prueba es similar a la de la Proposicion 7, solo que en este caso « es
reemplazado por &. O
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Corolario 5. El elemento I' € Cl(V) @ C pertenece al centro de Cl(V) @ C cuando la
dimension de V' es impar. St la dimension de V' es par, I' conmuta con Cly(V) @ C y
anticonmuta con Cly(V) ® C.

Lema 2. Sea V' un espacio vectorial de dimension par junto con un producto interno. Sea
c:Cl(V)®C — End(S) un homomorfismo de dlgebras, donde S es un espacio vectorial
complejo, entonces, existe una descomposicion, inducida por el operador de quilaridad &,

S=S5St® S~
y para cualquier v € V., v # 0, la accion de Clifford determina los isomorfismos
c(v): 8T =S y clv): ST — ST
Ademas la accion de Clifford ¢ induce acciones

(Clo(V)® C)" — End(ST), (ClL(V)®C)~ — Hom(S*,S57), (11)
(Clo(V)®C)~ — End(S™), (CL(V)®C)" — Hom(S~,S™). (12)

Las acciones de (1.10) y (1.11) se comportan de modo trivial en S~ y ST, respectivamente.

Demostracion: Sea I' el operador de quilaridad de Cl(V) ® C, como la dimensién de V'

Is + c(T
es par, entonces, I' - v = —v - I para todo v € V. S{ 4T = w S - Sy
Isg — (T
T = %J : S — S; 4T y 4~ satisfacen las siguientes relaciones:
Ty = s,
Ty =Tt =0,
(V)P=2" oy ()=

SI ST =~T(S) y 8™ = ~7(5); por las relaciones anteriores se tiene que S = ST @ S~.
SiveV ywv#0, tenemos que:

(Us +c) _ cfv) +e(w-T)  cv) = c(T)e(v)

+ = = pum— pum— -
o)y = e(w) L . ‘ T e(v).
Andlogamente c(v)y~ = vT¢(v). Lo anterior demuestra que c(v) : ST — 57, ¢(v) : ST —
STy como c¢(v) o ¢(v) = —||v||*Is, entonces, la funcién c(v) es inyectiva y por ende las

restricciones de c¢(v) a S* son isomorfismos.
Sea w € (Clp(V)@C)t luegoT'-w=w-I'=wy

Wt = c(w) (Is+c(I)) _ c(w) 4+ c(w - I _ c(w) 4 ¢(T - w)

2 2 2
Is+ c(T I+ c(T
= 5Dy = TEAD) ) = e
2 2
Esto prueba que c¢(w) : ST — S7; del mismo modo se prueba que c¢(w)y~ = 0. Las demés
afirmaciones se obtienen de manera analoga. O
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Definicién 12. Una polarizacion del espacio vectorial complejo V & C es un subespacio
P C V®C que es isotrépico , es decir, satisface V® C = P @® P y para v € P, se
tiene que Q(v,v), donde Q) es la extension lineal compleja, de V a V @ C, del producto
interno de V', i.e., Q(a+ b, ¢+ d;) = (a,c) — (b,d) + ({,bc) + (a,d))i. La polarizacion se
dice orientada, si existe una base ortonormal {es, ....,e,} de V, tal que P es generado
por los vectores

€2j-1 — i@gj

{wj = \/5

y por lo tanto la componente P es generada por los vectores

1< j<n/2}

€251 + i@gj

{wj = NG

1< j<n/2}

Se puede verificar directamente que los elementos {w;};—1 ., /2, satisfacen las siguientes
propiedades:

para ¢ # j, tenemos
w; - wj = —wj s Wy, wi - ﬁ]j = —wj - Wi, ﬁ]i . ﬁ]j = —wj . ﬁ]i. (14)

Teorema 3. Sea V un espacio vectorial euclideano-orientado de dimension par, luego
existe un unico modulo de Clifford S, llamado el modulo spinor , tal que la multipli-
cacion de Clifford induce un isomorfismo de dlgebras

c:Cl(V)®C — End(S).
Consecuentemente S posee una descomposicion S = ST & S™, inducida por el operador
de quilaridad de C1(V) ® C; los subespacios ST y S~ son llamados submddulo spinor
positivo y el submaodulo spinor negativo, respectivamente, y dime(S) = odim(V)/2
dimc(ST) = dimc(S™) = 252 -1 Ademds la accidn de Clifford induce los isomorfis-

mos

(Cly(V)®@ C)" = End(S™), (Cly(V)®C)” ~ End(S™),
(CL(V)®C)” = Hom(S*,S7), (CL(V)®C)" ~ Hom(S~,S™).

En adicion, S posee un producto interno tal que
(e-s1,e59) = (s1,59),
para $1,52 € S ye €V con |le]| =1, por consiguiente si e € Spin(n), entonces,

c(e) € Aut(S)
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Demostracion: Sea P una polarizacion orientada de V @ C, se probara que S = AP.
Cualquier elemento v € V ® C — CIl(V) ® C se descompone como v = vy + vy € P& P.
La componente v; € P actua sobre AP por producto exterior:

c1(v)w = V2w A v, w € AP.
La componente vy actiia sobre AP del siguiente modo:
o (v2)w = —V2k(v2) (W), w € AP,

donde
k

R)P1 A Ap) =D (=D TQ, p)pr A Apj A A i
=1

parav € V y py,...,pr € P, donde @ es la extension lineal del producto interno de V.

La accién de cualquier v = v; + vy € V ® C sobre AP es
c(v1 ® vo)w = c1(v))w + c2(v2)w w € AP.

Note que ¢1(v1)[ca(ve)(w)] + c2(v2)[c1(v1)(w)] = —2Q(v1, v2). Parav € V, ||v]|* = (v,v) =
Q,v) = Q(v,v) = Q(v1 + v2, v1 +v2) = Q(v1,v1) + Q(v2,v2) + 2Q(v1,v2) = 2Q(v1,v2),
por consiguiente ¢(v)oc(v)w = —||v||?w. Por la propiedad universal del dlgebra de Clifford,
la accién ¢ se puede extender a Cl(V) — End(S), ademés es posible extender esta accién
de Cl(V) a Cl(V) ® C. Esta accién es inyectiva y

dime(CU(V) @ C) = 2" = (27/%)? = dime(S)? = dime(End(S)),

por lo tanto, CI(V) ® C y End(S) son isomorfos como algebras. La unicidad es conse-
cuencia del Teorema de Wederburn; el resto del teorema es consecuencia del Lema 2. [J

Definicién 13. Supongamos que n es par. La representacion spin , se define como
la restriccion de ¢ a Spin(n) de la accion de Clifford de Cl(n) sobre el mddulo spinor S
del Teorema anterior. En el caso en que n sea impar la representacion spin se define,
a partir del isomorfismo de dlgebras (3, 5 : Cly(n) — Cl(n — 1) de la Proposicion 7y la
accion de Clifford ¢ : Cl(n — 1) — End(S), como la restriccion a Spin(n) de la funcion
co f. La representacion spin es denotada como Ag : Spin(n) — Aut(S).

Proposicion 14. 57 la dimension de V' es par, la representacion spin se descompone en
dos representaciones, denotadas por Ag? tal que:

AT : Spin(n) — Aut(S¥)
4.1. El grupo Spin®(V)
Definicién 14. El grupo multiplicativo generado por Spin(V) y U(1) = S* en CI(V)®C

es llamado el grupo Spin complejo y es denotado por Spin®(V').
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Lema 3. El grupo Spin®(V) es isomorfo a (Spin(V) x SY)/Z.

Demostracion: Todo elemento de Spin¢(V) es de la forma - 3, a € Spin(V), 3 € S*; ya
que S! pertenece al centro de C'1(V) ® C. La funcién dada por

f:Spin(V) x St — Spin®(V),

f(a>ﬂ) =a- ﬂ
es sobreyectiva y Ker(f) = {(a,a™) : a € Spin(V) N S'}. Como a € Spin(V) N S*
entonces a € {£1}, entonces, Ker(f) = {(1,1),(—1,—1)}. O

El anterior lema nos permite definir la siguiente aplicacion:
P Spint(V) = (Spin(V) x SY)/Zy — SO(V) x S, (15)

como sigue: para [(o, B)] € (Spin(V)) x §)/Zs, p*([(c, B)]) = (p(a),3*), donde p :
Spin(V) — SO(V) es la funcién spin del Teorema 2. Esta aplicacién estd bien defini-

da ya que (@, B)] = {(@, B), (—a, =B)} y pla) = p(—a), (8)* = (=)? la aplicacién p° es
claramente sobreyectiva y

Ker(p®) = {l(1, D], [(1, =1)]} = Z,
por lo tanto
Spin®(V)/Zy = SO(V) x S*
De lo anterior concluimos la siguiente proposicion:

Proposicién 15. La aplicacion p¢ : Spin¢(V) — SO(V) x St es un doble cubrimiento de
SO(V) x St

Proposicion 16. La aplicacion
mopt=p:Spin°(V) — SO(V),

donde Ty es la proyeccién sobre el primer factor de SO(V) x St es la extension de la
accion de conjugacion p de Spin(V') sobre V' a la accion de conjugacion de Spin®(V)
sobre V.C Cl(V)®@C y Ker(m 0 p°) = S'. Ademds la accién de conjugacion de Spinc(V)
deja invariante al dlgebra de Clifford real C1(V'). Ademds hay un natural homomorfismo
de grupos natural denotado como det, det : Spin°(V)) — S*, dado por my 0 p, donde 7y es
la proyeccién sobre el sequndo factor de SO(V') x S*.

Demostracion: Sea s € Spin®(V), luego existen a € Spin(V) y 8 € S', tal que s = a - 3,
luego sea
ads : V — Cl(V)®

ads(v)=s-v-st=a-B-v-(B)" (a) =a-v-a !t =ady(v)

de donde ads; = ad,. Recordemos que p : Spm(V) SO(V), estd definida por p(a) =
ady, =V — V. Definimos p : Spin®(V) — SO(V) por p(s) = ads = ad,. De otra parte
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p(s) = p°(a- B) = (p(@), B%), luego, 1 0 p°(s) = p(@) = ada = ads = p(s), lo cual prueba
que 7 o p¢ es la extension deseada. Por tltimo,

Ker(mop®) ={s=a-8¢€ Spin“(V):pla) =1} = S*

Por 1ltimo, la representacién spin compleja tiene una importante generalizacion:

Proposicién 17. La representacion spin compleja Ag : Spin(V') — Autp(S) se extiende
a una representacion Ag : Spin®(V') — Autp(S).

5. El caso cuatrodimensional

Sea V' un espacio vectorial real de dimensién 4, con producto interno y {ey, €2, €3, €4} una
base ortonormal de V. Una polarizacién orientada P de V es generada por

{ €1 — i@g €3 — i64}

w = —F—,Wy = .
V2 V2

La base estandar de S = AP es {1, w1, ws, w1 A wa} y se puede probar que {Ixp,w; A
wa}, {wy, we} son los generadores de STy S™, respectivamente. En este caso S ~ C*,
St x C? x (0,0),S~ = (0,0) x C* y se tiene una representacién

c:COly® C — End(S) ~ End(C").

Las correspondientes acciones de wy, wsy, wy, ws sobre S se pueden resumir en la siguiente
tabla:

0 c(wy) c(ws) c(wn) c(ws)
1 V2w, V2w, 0 0
wi A wa 0 0 V2w, —V 2w,
w1 0 V2w, Awsy | —V/2 - IR% 0
wao —\/ﬁwl/\wg 0 0 —\/§~ 1/\\/

Por lo tanto se obtienen las siguientes representaciones matriciales; para las acciones de
wy, We, Wy y Wy sobre S, usando como base el conjunto ordenado {1, w; A wa, wy, ws}:

000 0 000 0
000 —1 0010

w = V2 100 0| wy = V2 0000 (16)
000 0 100 0
00 —1 0 0 0 0 —1

_ 00 0 0 - 00 0 0

T = V2 00 0 0]’ W= V2 0 -1 0 0 (17)
01 0 0 0 0 0 0
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Wi + W; —W; + W; : .
T €9 = T, se deduce que las representaciones matriciales
1

para las acciones de ey, €5, €3 y €4 sobre S son:

Dado que eg; 1 =

00 -1 0 0 0 i 0
00 0 —1 00 0 —i

“Tl1to0 0 of “27|i 00 0] (18)
01 0 0 0 —i 0 0
0 0 0 —1 000 i
0 0 1 0 00 i 0

““lo-10 0] “Tloioo (19)
1 0 0 0 i 00 0

Las anteriores matrices son las matrices de Pauli y las denotaremos simplemente como
€1, €2, €3y ey, las cuales son la representacién matricial de la base ortonormal {ey, e, 3, €4}
de V.C Cl(V) en End(S), usando como base el conjunto ordenado {1, w; A ws, wy,ws}.

Hay otra forma de obtener estas matrices de Pauli, obteniendo explicitamente el algebra
de Clifford CI(V).

Proposicién 18. El dlgebra de Clifford Cly es isomorfa, como dlgebra, a My(H).

Demostracion: Sea x = (1, T, T3, 74) € R* y § : R* — My (H), definida como

B B 0 —x1] + woil + x3j + 24k
Como 0(x)od(x) = —||z[|*Ids, por la propiedad universal de las dlgebras de Clifford existe

una extension 6, 6 : Cly — My(H), de ¢ la cual es inyectiva. De otra parte dimg(Cly) =
16 = dimg (M, (H)), entonces, 0 es un isomorfismo de dlgebras, es decir, Cly = My(H). O

Cada elemento (71,7, z3,74) € R* es identificado en My(C) mediante la transformacién §
con la matriz:

0 0 —T1 + Tt —x3+ 140

0 0 T3 + .CE4i —Xr1 — .CEgi
xr1 + .CEQi —T3 + .CE4i 0 0 ’
T3 + .T4i r1 — .Tgi 0 0

Note que st z € {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}, entonces, d(z) es una de las
matrices de Pauli. Si Q). = x11 + x2i + x3) + x4k, entonces, la representacion de x en

M, (C) esta dada por:
0 —-Q,
Q: 0
Para cada elemento x = x1e1 + x9e9 + 363 + 2464 € V
st =81 P +sgwi Awy = (s,s3) € ST
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sT=s;un P+ s;wy = (s7,5,) €5
Si Q. = x11 + x2i + 23j + 24k € H; la accién de Clifford de V sobre S* | estd dada por:
VoSt -5, 1®sT—Qust (20)

VoS =St aes —-Qls. (21)

5.1. Dualidad

Sea V' un espacio vectorial cuatro dimensional con un producto interno (,). Podemos
emplear el producto interno para identificar a V' con su dual V*. Sea {ey, es, €3, €4} una
base ortonormal orientada de V.

Definicién 15 (Operador de Hodge). El operador estrella de Hodge *:
* 1 APV — APV
es definido por extension lineal como
*(e; Nej) = (e, Ney)

donde (i, j,7,s) es una permutacion par de (1,2,3,4). De hecho podemos definir el opera-
dor x de Hodge,
x APV = APV p=0,1,2,3,4,

por
*(1) =e1Nex Aeg N\ ey, *(61) = e, Neg /N ey,

donde (i,r,s,t) es una permutacion par de (1,2,3,4)

El operador x de Hodge esta bien definido, i.e, no depende de la base ortonormal orientada
con la cual se define 'y sobre p-formas satisface la  identidad
x2 = (—1)P4=P) = (—1)P, en particular para p = 2 tenemos que x> = 1.

Proposicién 19. El espacio vectorial A2V, puede ser descompuesto como la suma directa
NV =NV @AY,

donde Ny V2 ={w e NV :xw=w} y A\_V? ={w € N*V : 5w = —w}.

Demostracion: La prueba es similar a la del Teorema 7. O

El espacio vectorial /\iV es generado por

61/\62+63/\64 61/\63+64/\62 61/\64+62/\63
9 ) 2 = 9 ) 3= 9 )

fi=
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y A2V es generado por

" 61/\62—63/\64 " 61/\63—64/\62 " 61/\64—62/\63
flz 9 ) f2: 9 ) f3: 9 : (23)

Los elementos de A2V y A2V son llamados los tensores alternantes auto-duales (SD)
y los tensores alternantes anti-auto-duales (ASD) respectivamente. Los correspondientes
elementos, en el dlgebra de Clifford CI(V') = AV, de los elementos (22) son:

—72 0 0 0

- 61'62"‘63'64_ 0 7 00
ho= 2 ~10 00 0 (24)

0O 0 0O

0O 1 0 0

_erregtesrea | =1 0 0 0
2 = 2 “ 10 000 (25)

0O 0 0 O

0 —2 0 0

. 61~64+62~63_ —1 0 0 0

0O 0 00

. . —1 0\ . 0 1 (0 =i
Como las matrices —i = (0 2) ,j = (_1 0) ,—k = (—i 0 ), son una base del

dlgebra de Lie de SU(2) que es Im(H), se tiene que A2V es justamente el dlgebra de
Lie de SU(2), representada en End(S™) y ademds A, 2(V) actiia trivialmente sobre S~.
En particular se construye un isomorfismo de A3V a su(S*) = {A € My(C) : Ax =
—A, traza(A) = 0}; este isomorfismo es tal que preserva el producto interno de A3 (V) y
el producto interno en su(S™), definido para A, B € su(S™) como:

(A, B) = tmzo;(AB).

Este isomorfismo se extiende a un isomorfismo de algebras complejificadas:

0: NV @R C— su(ST) ®@p C=sl(5T) = {A € My(C) : Traza(A) =0} (27)

N (V) —— su(S7)

A2 (V)e — sl(ST)

La aplicacién

n:StTe St —sl(ST)aC (28)
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dada por 1(6,7) = (@ — K080 ) g (razelvon)y _ (g g7 <”’2¢>) o (<”’2¢’> ). donde,

O P17
G2t P2t

¢ ® 1 es la matriz ( ), es un isomorfismo entre espacios vectoriales, luego,

End(St) = St (ST = STe St =sl(ST)eC= AtV e C. (29)

5.2. La funcidon cuadratica

Si representamos un elemento ¢ = 11 + wowy Awy € ST, ¢1, s € C, simplemente como
¥1
Y= (902)7 entonces,

_ —12 0 )
(rervesrh = (eaewh =t @) (1) (2) = =illanl? = el

_ _ 0 1 ®1 _ _ . _
<90> €1 6390> = <90> €4 - 6290> = (901 902) —1 0 = P12 — P21 = —22]m(g01g02)

_ 0 —i o _ ) _
ares) = toerad) =G o (0 ) (2) = —itoupn+ oaen) = 2l

donde e; - ¢; representa la accién de Clifford de A%(V) C CI(V) sobre S™.

1
Lema 4. La expresion o(p) = ~1 > icj (pseiejplei - ej, para p € ST, es una 2-forma

real y autodual sobre V.

Demostracién. Note que dio(p) = (p, fip)fi + (¢, fap) fo + (@, f3) f3, donde fi, fo, f3
son la base de A7 (V), escrita en la Ecuacién 22, luego, o(y) es autodual y es real por que

(o, fie), 3 =1,2,3, es una expresién puramente imaginaria. O

Sea o : ST — AT(V), para ¢ € ST, en términos matriciales tenemos que:

lpa I = llsp2l®

P1P2
12 = llps
2

0(9017902) =1 H2

H902

P1$2
Teniendo en cuenta 29, tenemos que

ST — ST ST —sl(SY)
o — R0 —n(p,p)=—io(p)

el .(HW 901902) 1(1@1\2 o)
o =i p— ———1Id) =1 a — =
() =ilpoe =TI =il Lo ol2) "2 0 o))
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2
Corolario 6. Para ¢ € ST, la expresion [p & ¢* — @Id] es auto-dual, puramente

mmaginaria y de traza cero.

Definicién 16. La funcion o : ST — /\iV se le denomina la funcion o forma
cuadrdtica del espacio vectorial cuatrodimensional V' .

Proposicién 20. Sea o : ST — A%(V), para ¢ € ST, se cumple:

o = Ll (30
ooy =~ 1)
(e(w)p, ) = =2i{o(w),o(¥)), (32)

donde w e N2 (V) y 0: N2(V) ® C — sl(ST) es la Funcidn 27.

Demostracion: En su(2) la norma es inducida por el producto interno, luego,

1
(A, B) = §tmza(AB).

H2 _ —2 Zi<j <9076i ’ 6j(10>2 _
16

lo ()

(leall” = lp2ll*)? + 4Im(182)* + 4Re(p182)*  (llpall* — llall*)* + 4lloa [l ool

4 4

(el +lle2ll*)? _ llell®
4 4

Por otro lado

(o(ppp) = (=72 (pei-ep)eiep, )

1<j

{
- T2 Z (. €i - ejp)ei - ejp, p)

1<j

i
=2 Z (p.€i - ejp)(p,€i-ejp)

i<j

1 1
= 1Y (peirew) = Sl

1<j

Un elemento p(w) € AZVe = sl(ST) es de la forma p(w) = o fi + azfs + asfs donde
ay,az, a3 € C,y fi1, fa, f3 € su(S™) como en la Ecuacién 22 . Como

420’(@) = <Q0, f190>f1 + <(107 f2(;0>f2 + <(107 f3(10>f3
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entonces,

t

(p(w)p, ) = gp(w) o = @(—aifi —drfs = asfa)p
= —(1@fip + @ fop + asp fap)
= —(an{p, frp) + as(p, fop) + as{p, f30));

por otra parte, como los elementos f1, fo, f3 son ortonorgales y de norma /2, entonces,

(p(w),4io(p)) = (arfi+asfo+azfs o(p))
= ai(e, i) fill? + azle, fap) | 2II” + as{e, f3o) || f3]2
= 2(au{p, fip) + ax(p, fap) + az(p, f30));

luego, (p(w)e, p) = =2i({p(w), o(p)). O

5.3. Representacion spin compleja

Proposicién 21. La representacion spin Ag : Spin(4) — Aut(C*Y), de la Definicion 13,
envia a Spin(4) en SU(2) x SU(2).

Demostracion: El grupo matricial SU(2) es generado, como grupo multiplicativo, por las

matrices de la forma:
cos@ sinf cos@ isinf
—sinf cosf )’ isinf cosf )’

cosf —isin6 0
0 cosf +isinf )’
para 6 € [0, 27].

Como Spin(4) = ({cost + sintee; : t € [0,27],1 < i < j < 4}) C Cly, los elementos
As(e;),i € {1,2,3,4}, son las matrices de Pauli, entonces, por célculo directo tenemos
que:

cost —isint 0 0 0
' 0 cost +1sint 0 0
Ag(cost + sintejes) = 0 0 cost +isint 0
0 0 0 cost —isint
cost+sint 0 0 0
' 0 cost —isint 0 0
Ag(cost + sinteses) = 0 0 cost +isint 0
0 0 0 cost —isint
cost sint 0 0
' —sint cost 0 0
As(cost ~+ sin t6163) = 0 0 cost —sint |’
0 0 sint cost
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cost sint 0 0
—sint cost 0 0
A i = )
s(cost + sintegey) 0 0 cost sint
0 0 —sint cost
cost —isint 0 0
) —¢sint  cost 0 0
Ag(cost + sintejey) = 0 0 cost isint |
0 0 1sint  cost
cost —isint 0 0
—¢sint  cost 0 0
A i = .
s(cost + sinteges) 0 0 cost  —isint
0 0 —¢sint  cost
Este calculo junto con la observacién inicial, implica la proposicién deseada. O

Como Cly ® C es isomorfo al espacio vectorial My(C) (de matrices 4 x 4 con entradas
complejas), entonces, la representacién spin compleja Ag, en términos matriciales de
un elemento u € Spin(4) estda dada por

"= (f; /?_) € Mi(C),

donde Ay € SU(2).
Como ST =C? x (0,0) y S = (0,0) x C? u actiia sobre s, € ST,y s_ € S~ como

AL 0 AL 0
Ag ( 0+ A_) (s4)=Arsy, Ag ( 0+ A_) (s—)=A_s_.

Las matrices Ay € M5(C), son las representaciones matriciales de las transformaciones
A% definidas sobre End(S™).

Recordemos que en términos matriciales todo elemento @ = (x1, 22, x3,24) € R*C Cly®

C = M,C es de la forma _,
e= (0 @a ,
(6. %)

donde @, = 211 + 221 4+ x3) + 24k € H.
1

La funcién spin p : Spin(4) — SO(4), esta dada por p,(x) = uzu™', para
u= (A4, Ay € Spin(4) = SU(2) x SU(2) y z € R™.
Tenemos que

A 2\ (A
e =umn = (4 2)(L %) (% 0)

_ ( 0 A+QtAt_): 0 AQAL
AQAL, 0 a0 o )

luego, el representante matricial de p,(z) en el dlgebra de los Cuaterniones H es A_QA',.
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5.4. El grupo Spin®(4)

Recordemos que Spin©(4) = (Spin(4) x S')/Zy = (SU(2) x SU(2) x SY)/Zs.

Sea f: SU(2) x SU(2) x St — U(2) x U(2), dada por f(A,, A_,\) = (AL, A\A_), para,
(A  A_N) € SU(2) x SU(2) x 8% Ker(f) = {(Ap, A_, 1), (—As, —A_, —1)} = Zs.
Luego Spin°(4) = (SU(2) x SU(2) x SY)/Zy = f(SU(2) x SU(2) x 1) = {(A;,A_) €
U2) x U(2) : det(Ay) = det(A_)} = {(AAL, AA) : AL, A_ e SU2), e U(1) =S5} =

Spin®(4) = {(Af)” Afl_) AL A € SU@) N eU) = 51} (33)

La funcién p : Spin(4) — SO(4) puede ser extendida a una funcién p : Spin®(4) — SO(4)
definida como:

’ (/\ghr /\Sl_) Q)= A_Q(A)™;

la cual coincide con la presentada en el caso general.

También existe un homomorfismo de grupos det : Spin®(4) — U(1), dado por det(AA+,ANA_) =

A%, Por tltimo, el grupo Spin(4) actia sobre Sy y S_ como:

oY 0 x (A 0
Ag ( 0+ )\A_) (s4)=Arsy, Ag ( 0+ )\A_) (s—)=A_s_.
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