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Resumen

En este escrito se presentaran actividades de Matematica Recreativa acerca de
tematicas relacionadas con teoremas elementales sobre algunas propiedades de los
triangulos, construccién de algunos poligonos regulares y de cénicas ademas de la
manipulacién de la banda de Moebius, todas ellas con base en procedimientos que
se realizan al plegar papel.

Introduccion

En Educacion Matematica, existen metodologias para la ensenanza de las matemaéticas
que no pretenden ser lineales, pues a partir de diversas actividades con cierto material
didactico, se intentan desarrollar habilidades procedimentales y actitudinales en las que
se potencie la aplicacion o construccion de algunos topicos del curriculo de matemaéticas
en la educacion bésica y de algunos métodos de razonamiento matematico. Ademas, se
fomenta el trabajo cooperativo y por ende, el respeto de opiniones distintas a la propia.

Es asi, que particularmente las siguientes actividades® con papel plegado pretenden dar
una vision general de las diferentes habilidades matematicas que los estudiantes pueden
desarrollar, por ejemplo:

= Verificar o conjeturar respecto a propiedades o relaciones geométricas relativas a los
objetos aqui tratados

= Abordar situaciones problema relacionadas con la matemética recreativa, identif-
icando patrones y argumentando matemdticamente, segin el contexto en que se
encuentren.

Por otro lado, establece sugerencias a los profesores sobre:

= La presentacién de manera alternativa de tematicas de la educacion basica.

s La introduccién de temdticas no usuales del curriculo de matematicas como los
relacionados con la topologia elemental.

= El desarrollo de sus clases utilizando materiales que estan al alcance de los estudi-
antes, particularmente el papel.

Presentadas en el cursillo Taller de Matemética Recreativa realizado en este encuentro.
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Actividades

El origami es clasificado de acuerdo a diversos aspectos: el tipo de papel utilizado, la
finalidad y la cantidad de piezas utilizadas. De acuerdo a la finalidad, se clasifica en
artistico si la construccion de figuras es para un ornamento y educativo si es para el
estudio de propiedades de los “objetos” que se construyen; dependiendo el tipo de papel,
se clasifica en papel completo y tiras, si el trozo de papel inicial tiene forma rectangular
o triangular, 6 si el trozo de papel inicial tiene forma de tiras largas; dependiendo la
cantidad de trozos, se clasifica en tradicional si la cantidad de trozos es una o a lo mas
tres y modular si son varios trozos de papel inicial que se pliegan para formar unidades.

1. Acerca de triangulos

En las siguientes actividades se trabajara origami educativo con papel completo, con la
finalidad de construir un tridngulo equilatero y verificar o conjeturar respecto de algunas
propiedades de los tridngulos.

Actividad 1: Comprobacién de la suma de los angulos de un
triangulo. Area del triangulo.

1. Se recorta un tridangulo 2. Doblando, se lleva B sobre T
cualquiera y se apoya sobre el ;;"M“MM
lado mas largo. Se dobla trazan- e “h‘n..‘ N
do una altura sobre ese lado. // \
B
b T=B E'
h
| b
A T C
3. Se lleva también A y C sobre A partir de aqui, se infiere que la
T. suma de los angulos internos de
M N un tridngulo suman 180 y que el
area es el producto de la base y
la altura, dividido entre dos.
T-A-B-C

Actividad 2: Trazado del incentro. Igualdad de la distancia del
incentro a los lados.
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1. Se recorta un tridngulo
cualquiera, se trazan sus bisec-
trices uniendo de dos en dos los
lados que forman los distintos
angulos. Se marca por las dos
caras el punto I de interseccién
entre las tres lineas. I recibe el
nombre de incentro del tridngulo.

2. Se trazan segmentos perpen-
diculares desde I a los lados.
Se hace resbalar un lado sobre
él mismo doblando el papel,
aplastando sin marcar hasta ver
que aparece en el doblez el punto
1. Sin perder la guia del lado, se
marca el doblez desde I hasta el
lado. Se repite la operacién en
los o}ros lados.

A

3. Inicialmente, se doblan los seg-
mentos A, IB e IC en forma de
colina (hacia fuera) y los segmen-
tos IJ, IK e IL en forma de valle
(hacia dentro).

JK-L B A C

. Qué se ha verificado con la tlti-
ma construccion? ;jPor qué?

Actividad 3: Trazado del circuncentro. Igualdad de la

distancia a los vértices.

1. Se recorta un tridngulo
acutangulo escaleno y se trazan
sus mediatrices doblando papel
(hacer coincidir de dos en dos
sus vértices).

2. Con un lapiz se trazan los seg-
mentos AF, BF y C'F. Doblando
en forma de valle por FM, FFN y
FP y en forma de colina por AF,
BF y FC se obtendra una estrel-
la de tres puntas que es posible
cerrar juntando los tres brazos,
comprobando que los segmentos
AF, BF'Y CF son iguales.
p

ABC F
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. Qué se ha verificado con la ultima construccion? jPor qué?

Actividad 4: Construccién del triangulo equilatero

1. Doblando, se traza la parale-
la media en el sentido largo del
rectangulo.

B

2. Con un doblez que pase por B
se lleva A sobre la paralela me-
dia.

A
pm——————
[

[
I
I
[
-
I
I
[
I
L

8]

3. Sin desdoblar la figura an-
terior, con un nuevo doblez, se
prolonga el lado mas corto del
triangulo.

E

= ;Dénde quedd el punto D7

= ;Qué angulo forma el rayo
que contiene BA’ con el
rayo que contiene EF?
iPor qué? ;Qué es BA’ en
el AEBF? ;Qué es A’ en
EF? ;Por qué?.

= Con base en la relacion
que tienen BA’ y AEBF,
.Coémo es TEBF?

= De acuerdo al resultado
que se obtuvo en el paso
2, i Es posible construir un
tridngulo equilatero de la-
do congruente al menor del
rectangulo?

2.

En las siguientes actividades? se trabajara origami educativo con papel de tiras largas, con
la finalidad de construir poligonos regulares, identificar patrones y argumentar matemaética-

Acerca de construccién de poligonos

regulares

mente dicha construccion.

2 Actividad basada en el taller Poligonos con papel del profesor Victor Larios expuesto en el II Congreso

Regional del Noroeste de la ensenanza de las matematicas. México. 2001
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Actividad 1: Plegar y torcer 1

1. Se toma una tira de papel 2. Se desdobla y dobla hacia aba-
y se dobla hacia ARRIBA en jo siguiendo el doblez anterior:
cualquier angulo:

3. Se desdobla nuevamente y 4. En forma repetida, se continua
vuelve a doblar hacia arriba sigu- doblando alternativamente hacia
iendo el doblez anterior: arriba y hacia abajo, siguiendo

siempre el doblez anterior:

. .
W7 " ¢ \ P ¢
- 3

El procedimiento que se acaba de realizar con la tira de papel se denomina A' — B!,

a) (Cdémo son los tridngulos que se obtienen a medida que se realizan los dobleces? ;Por
qué? Eliminando los triangulos que se desee y doblando por las marcas obtenidas
de los pliegues anteriores,

b) ;qué figuras geométricas se pueden realizar? Dibujarlas y describir el procedimiento
necesario para doblar y obtener las figuras que se construyeron.

5. Se realiza un doblez secundario, para lo cual
dobla hacia abajo exactamente como se muestra:

6. A intervalos regulares se realiza el mismo doblez
secundario. Como se ve en la figura de abajo.
Luego, se pliega la tira siguiendo el doblez indi-

cado por la flecha.
\-\\ -~
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7. Ahora, se pliega siguiendo el
doblez indicado por la flecha del-
gada, como si se estuviera tor-

ciendo la tira

8. El resultado es como el que se
muestra, en la figura:

c) Repitiendo los tres pasos anteriores a intervalos regulares (procedimiento denomi-

nado Pliega y Tuerce), ;qué figura geométrica se obtiene? ;Por qué?

Actividad 2: Plegar y torcer 11

Se realizard A? — B2, esto es:

1. Se toma una tira de papel
y se dobla hacia ARRIBA en
cualquier angulo:

2. Se desdobla y se pliega nueva-
mente hacia arriba siguiendo el
doblez anterior:

]

4. Nuevamente se desdobla y pl-
iega hacia abajo, siguiendo el
doblez anterior

3. Se desdobla y pliega hacia aba-
jo siguiendo el doblez anterior:

K -

- -
L
E

5. Se desdobla y contintia doblando consecutivamente dos
veces hacia arriba y dos veces hacia abajo
(A% — B?), siempre siguiendo el doblez anterior, te queda

algo como:
. RN . PR r
- ' D Lo L Lo~ 1
- - ~ s
..:"'-F ! =l . - ! =l

6. Posteriormente, se eliminaran los primeros triangulos
(irregulares) de tal forma que se pueda plegar la tira sigu-
iendo diferentes dobleces, ya sea los cortos o los largos.
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a.) ;Qué figura se obtiene si se pliega por los segmentos mas cortos?
b.) ;Qué figura se obtiene si se pliega por los segmentos més largos?

c.) Si se realiza el procedimiento de pliega y tuerce, ;Qué figura se obtiene?

Actividad 3: Plegar y torcer 111

1. Inicialmente, se debe realizar un doblez secundario en la tira anterior (pentdgono),
similar al pliegue del punto 5 de la primera actividad asi:

2.

= ; Cual es la figura que se obtiene si se realiza el procedimiento pliegue y tuerce?.

Con A? — B? ;Qué figura se obtendra?. Si se utiliza el pliegue auxiliar
. Qué figura? Se verificara haciendo pliegues

a.) Si se pliega una tira con el procedimiento A" — B", ;Cuél serd el niumero de
lados que tendra el poligono realizado a partir de dicha tira?

3. Acerca de construccion de conicas

Las siete primeras actividades tenian como finalidad construir y justificar ciertas car-
acteristicas que se cumplen en los tridangulos, y construir poligonos convexos regulares,
justificando con herramientas provenientes del papel plegado los resultados de tales con-
strucciones; la segunda parte de papel plegado, tiene como objetivo construir las conicas

justificando su construccién®.

3Actividades basadas en el articulo Estudio cénicas con papel de Antonio Ledesma publicado en
Revista Educacién Matemaética. 1994.
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Actividad 1: Construccién de una parabola

1. Se toma una hoja rectangu-
lar y a cierta distancia de uno
de los lados menores, se pliega
de tal forma que se marque un
doblez paralelo a éste.

2.Se une los lados largos de la
hoja mediante un pliegue, de
tal forma que se construye la
mediatriz del doblez realizado
en el numeral 1. Se nombra P
al punto de interseccion de es-
tos dos dobleces.

3. Se dobla la hoja de forma
que un punto cualquiera del la-

do senalado pase por el punto
P.

4. Se desdobla y repite el nu-
meral 3 variando el punto de
apoyo sobre el lado de un ex-
tremo a otro.

T

Como se puede observar, la figura que se va delimitando es una parabola:

a. ;Cual es su foco? ;Cudl su
eje? ; Cual su vértice? ; Cual su
directriz?

Utilizando la figura de la casil-
la del lado, se puede mostrar
que efectivamente se obtiene
una parabola
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Actividad 2: Construcciéon de una elipse

1. Se toma una hoja y se dibuja 2. Se dobla el circulo de forma
dentro, una circunferencia de que un punto cualquiera de la
la longitud que se desea. Se circunferencia pase por P y se
recorta el circulo y se marca desdobla.

un punto P un poco més cerca
del borde que del centro O. Se
marca el punto y el centro por
los dos lados del circulo, para
facilitar la visién al doblar.

3. Se repite el numeral 2 varian-
do el doblez de forma que tome
varios puntos de la circunferencia.
Los dobleces que se marcan van
delimitando una elipse.

a.) ;Cudles son los focos de la elipse? ;Cudl es su centro?

b.) Si el radio de la circunferencia es r y la distancia de P a O es d, ;cudl es la distancia
focal?, ; Cuanto mide el semieje mayor?. Con esos datos calcula el semieje menor.

c.) Utilizando la siguiente figura, se puede demostrar que efectivamente se obtiene una
elipse

493



MEMORIAS XVI ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y IV DE ARITMETICA

Actividad 3: Construccién de una hipérbola

1. Se toma una hoja y aprox-
imadamente en el centro de
la misma, se dibuja una cir-
cunferencia. Se separa cortan-
do el circulo y dejando intacto
el resto de la hoja; en este pun-
to se recomienda que se doble
el papel pasando por el centro
de la circunferencia y se recorte
por la linea de semicircunfer-
encia. Se marca un punto de
la hoja agujereada a cierta dis-
tancia de la circunferencia y de
tal forma que queden equidis-
tantes de los lados largos de la

hoja.
-O

2. Se dobla la circunferencia,
de tal manera que un punto de
ella, pase por P.
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3. Se desdobla (tener presente
el doblez) y se repite el nu-
meral 2 variando el doblez de
forma que tome varios pun-
tos de la circunferencia. Los
dobleces que se marcan van
delimitando  una  hipérbola.

a.) ;Cuadles son los focos de la hipérbola? ;Cudl es su centro?

b.) Si el radio de la circunferencia es r y la distancia de P a O es d, ;cudl es la distancia
focal?, ; Cuanto mide el semieje real?. Con esos datos se calcula el semieje imaginario.

c.) Utilizando la siguiente figura, se muestra que efectivamente se obtiene una hipérbola.

4. Banda de Moebius

Las anteriores actividades estaban encaminadas a proponer y justificar conjeturas acerca
de ciertos objetos que surgen a partir de las construcciones plegando papel. Las siguientes
actividades pretenden desvirtuar las conjeturas que se hagan, antes de realizar como tal
dichas actividades®.

4Actividad basada en las propuestas del taller de matemdticas de Ruiz, Blanco y Corchete. Junta de
Extremadura, Mérida. 1998
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Actividad 1: Los cilindros y las bandas

a.) Divida a lo largo una hoja de papel (tamano carta) en partes iguales de 1.5 cm de
ancho y recortelas. Con una tira de papel puede construir un cilindro pegando los
extremos o una cinta de Moebius dando media vuelta (semigiro) a un extremo antes

de pegarlo con el otro.

Conteste las prequntas antes de realizar como tal la actividad

b.) ;Cuéantos colores distintos necesita para colorear las caras del cilindro? ;Cuédntos
para colorear las caras de la banda de Moebius?

c.) El cilindro y la banda de Moebius, jcudntas caras y bordes tienen?

d.) Cortando por la mitad: Dibuje en una cinta de papel (a lo largo) una linea que la
divida en dos partes iguales. Si forma con ella un cilindro y los corta por la linea,
jcuantas superficies obtendra? ;con cuantas caras y bordes?

Repita el proceso con la banda de Moebius y responda las mismas prequntas.

e.) Cortando a un tercio: Dibuje por las dos caras de una cinta de papel, dos lineas que
la divida en tres partes iguales. Forme con ella una banda de Moebius. Cértela por
las lineas hasta que llegue al punto de partida, ;qué obtiene? ;Quiza una banda de
Moebius?

Actividad 2: Un poco de profundizacion

a.) Construya una superficie girando un extremo una vuelta completa, es decir dando
dos semigiros. jcuantos bordes y caras tiene? ;qué pasa cuando corta por la mitad
y a un tercio?

b.) Construya una superficie girando un extremo una vuelta y media (tres semigiros),
jcuantos bordes y caras tiene? ;qué pasa cuando corta por la mitad y a un tercio?

c.) Para obtener alguna generalidad, complete la siguiente tabla:
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N° de Sin cortar Cortando por la mitad | Cortando a un tercio

semigiros| N de N° de N° de N° de N° de N° de
caras bordes caras bordes caras bordes

0

1

2

3

4

5

Actividad 3: Las cruces de Moebius

a.) Los cuatro cruces de Moebius: Realice una cruz (figura de abajo) y trace a lo largo de
una de las caras, lineas que dividan por la mitad cada aspa. Una las aspas opuestas
formando dos cilindros.

= ; Qué caracteristicas topoldgicas tiene la mueva superficie?
= Conjeture acerca de la figura que va a obtener al cortar por las lineas tarazadas.

= ; Qué caracteristicas topoldgicas tiene la mueva superficie?

b.) Tome otra cruz de Moebius, trace a lo largo y por las dos caras, lineas que dividan
cada aspa por la mitad. Una dos aspas opuestas formando un cilindro y las otras
dos bandas formando una banda de Moebius.

= ; Qué caracteristicas topoldgicas tiene la mueva superficie?
= Conjeture acerca de la figura que va a obtener al cortar por las lineas tarazadas.
= ; Qué caracteristicas topoldgicas tiene la mueva superficie?

c.) Tome otra cruz de Moebius, trace lineas a lo largo, por las dos caras que dividan
cada aspa por la mitad. Una las parejas de aspas opuestas formando dos bandas de
Moebius.

= ; Qué caracteristicas topoldgicas tiene la mueva superficie?
= Conjeture acerca de la figura que va a obtener al cortar por las lineas tarazadas.

= ; Qué caracteristicas topoldgicas tiene la mueva superficie?
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m ;Qué hay que hacer para obtener “dos corazones juntos”? ;Y para obtener dos
superficies separadas?

d.) Tome otra cruz de Moebius, trace una linea recta que vaya de una de las aspas y
su opuesta. Dibuje dos lineas rectas que dividan entre partes iguales las otras dos
aspas (estas trazas debe hacerlas por ambas caras del papel). Una las aspas con una
sola traza, formando un cilindro y las que tienen dos, una banda de Moebius.

= ; Qué caracteristicas topoldgicas tiene la mueva superficie?

= Conjeture acerca de la figura que va a obtener al cortar por las lineas trazadas,
empezando por la banda de Moebius.

= ; Qué caracteristicas topolégicas tiene la mueva superficie?

Actividad 4: Lo imposible, posible

a.) Con una hoja y tijeras (sin usar pegamento), construya de una sola pieza las super-
ficies que se muestra.
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Anexo 1

Sugerencias para Solucionar algunas actividades
Actividad 1: Plegar y torcer 1

a.) Considérese la siguiente figura

Bip L By Ll Bt
IH"F':-EHH-'E r'""ii- EuI“E'.’n{:E“n*E:}ﬁllﬁk .-"'I."\l'l .l'llnk\. ll';r
x L] ’ L] L N /4 L I3 N r N A
.f; I‘\ r"l "'1 r'; h\. JJ \'-\. -_-" \II -_I' ""\-\ r"‘ﬁ‘ ﬂ:l+ l:_l:rE
s \ B0E-EJ B 0-EM - LB0-ERZ - " W
) B3 B

c.) La figura que se obtiene es un hexagono, ya que los dngulos internos que se obtienen
son de 120°, 60° de uno de los tridngulos equilateros y dos angulos de 30° al plegar
y torcer.

Actividad 2: Plegar y torcer 11

a.) La figura que se vislumbra al hacer los diferentes pliegues, es un pentdgono regular.

.l.l:‘flkl -l-l:‘flh

JZAN

B, -1u3+':'+1¢

Partimos del hecho de que los angulos externos de un poligono regular de n lados

360° 360° ) ) )
es ——, en este caso, = 72°. Por tanto, los angulos externos de éste poligono

n
miden 72°

mZ1l = 108° + e
mZ2 = 180° — (108° +¢) =72° — e

(72° —¢) e
ms3 = ——==36° — 5
ms4 =ms3
e e
ms/h = (1800 — ml4) = 180° — (360 — 5) = 144° + B
e
mss 140+ S ¢
/6 = = =72°4 —
m 9 9 *1

e e e
msL7T =msl4 +ms6 = <36° — 5) + <72° + Z) = 108° — 1
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<720 N f)

mZ6 4 . €
ms8 = 5 = 5 :<36 +§>
mZ9 = m”L7

mZ10 = m/8

e e
mZ11 = 180° — mZ£10 = 180° — <36° + §> = 144° — 3

1440 — &
mZ11 8
m/12 = _ 70— 2

2 16
mZl13 = mZl12

e e e
/14 =m/1 /13 = ° 4 — 20— — | = 108° + —
m mZ10 +mZ13 <36 +8>+<7 16) 08 +16

En general, a partir de un poligono de n lados y el procedimiento de plegar y torcer,
se puede obtener un poligono de 2n lados.

Actividad 3: Plegar y torcer 111

Considérese la tabla

Valor de m =n Numero de angulos Numero de lados
(procedimiento A™ — B™) que bisecan del poligono
Al — B! 1 3
A? — B? 2 5
A3 — B3 3 9
A" — B" n 2"+ 1
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Actividad 1: Construccién de una parabola
Se debe mostrar que P’M = PM.
Por doblez,

PM=PX y PP 1 MX
Por criterio de congruencia LAL,
AP'MX = APXM

asi
PM=PM
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a.)

Actividad 2: Construcciéon de una elipse
Se debe mostrar que P'O = PM +MO. (Se sabe que P'O = r, r el radio del circulo)
Por doblez,

PQ~PQ y PP L MQ

Por criterio de congruencia LAL,
AP'QM = APQM

asi

PM=PM
es decir
P'M=PM
luego
P'M+ MO =PM+ MO
Asi

PO=PM+ MO

Actividad 3: Construccién de una hipérbola
Se debe mostrar que P'O = PM — MO. (Se sabe que P'O = r, r el radio del circulo)
Por doblez,

PQ~PQ y PP L MQ

Por criterio de congruencia LAL,
AP'QM = ANPQM

asi

PM=PM
es decir
PM=PM
luego
PM—-MO=PM-—MO
Asi

P'O=PM - MO
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