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Resumen

El presente trabajo es una propuesta para introducir la teoria de grafos en la ed-
ucacion basica. Consta de tres actividades, las cuales fueron aplicadas de manera
experimental en un grupo de estudiantes de grado octavo. Contiene una revisién de
los aspectos matematicos de la teoria de grafos incorporados la secuencia de activi-
dades, una revision de los aspectos didacticos en la que se examina la pertinencia del
tema para la educacién bésica, la reflexion acerca de la aplicacién de la propuesta,
y un anexo con las actividades aplicadas.

1. Introduccion

El presente articulo es un resumen del trabajo final presentado en la asignatura “Didactica
de la geometria”en el marco de la especializacién en Educacion Matematica de la Uni-
versidad Pedagdgica Nacional en el segundo semestre de 2004. Es una secuencia de tres
actividades para introducir la Teoria de Grafos, a estudiantes de grado octavo.

. Por qué ensenar Teoria de Grafos en la educacion basica? En primer lugar, el surgimien-
to historico de la misma proporciona un excelente ejemplo de lo que significa la elabo-
racion de un modelo matemético para el andlisis de un problema real (el problema de
los puentes de Konisberg resuelto por Euler) y sugiere un camino muy claro para orga-
nizar una secuencia didactica encaminada a la practica de la modelacién. En segundo
lugar, los contenidos y aplicaciones de la Teoria de Grafos estéan relacionados con muchos
campos de la matemadtica (topologia, combinatoria, mateméatica recreativa) y con otras
disciplinas cientificas (fisica, quimica, arquitectura, sociologia). En tercer lugar, permite
una presentacion de los problemas en el marco de la matematica recreativa, lo que le da
a los mismos una fuerte componente de motivacion para los estudiantes.

A continuacién presentaremos los aspectos matematicos que enmarcan la secuencia de
actividades trabajada, los aspectos didacticos que tomamos de referente, unos comentarios
acerca de los resultados las actividades aplicadas y un anexo con las actividades.

2. Aspectos matematicos
Ore(1963) describe de la siguiente manera un grafo

Esta constituido por ciertos puntos A, B, C', D, E' y F, llamados vértices y
ciertos segmentos que unen pares de vértices, tales como AC, ED, etc., y que
son los lados -o aristas- del grafo (Fig 1)
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Figura 1

Esta es una idea muy general para hacer una primera aproximacién intuitiva. Sin embargo
existen grafos que constan unicamente de vértices aislados (grafo vacio), y grafos en los
cuales las aristas pueden tener una direccién definida a la manera de un vector (grafo
orientado).

Los aspectos caracteristicos que definen un grafo en particular son aquellos que per-
manecen invariantes a los estiramientos y todo tipo de deformaciones elésticas (transfor-
maciones topoldgicas). A manera de ilustracién podriamos decir: Si dibujamos un tridngu-
lo sobre una trozo de hule rectangular y jalamos de alguna de las esquinas de la lamina, el
dibujo podria seguir representando una figura de tres lados, pero no es el mismo triangulo
que presentamos originalmente, pues algunos de sus aspectos caracteristicos en la geo-
metria euclidea como la amplitud de sus angulos o la longitud y rectitud de sus lados han
variado considerablemente. No ocurre asi con los grafos pues en estos no importan los
angulos, ni la longitud o forma de los lados del grafo, en cambio son relevantes aspectos
como: la conectividad entre vértices, la cantidad de lados que convergen en un vértice, la
cantidad de aristas y de vértices, y en un grafo orientado, la direccién de las aristas, y
estos no varfan si se aplican estiramientos o contracciones de la representacion del grafo.
Por ejemplo los grafos de la figura 2 se llaman isomorfos pues sus rasgos caracteristicos
como grafos permanecen invariantes (6 vértices, 9 aristas, y el orden de la conectividad)

En este trabajo nos limitamos un tipo especifico de grafo, grafo conexo no orientado, en el
cual todos sus vértices estan conectados por medio de aristas (no hay vértices aislados). De
esta clase de grafo interesa, para efectos del cumplimiento de los objetivos de la secuencia
de actividades, el criterio para determinar si un grafo es recorrible o no recorrible, es decir,
si partiendo de un punto puede recorrerse cada una de las aristas pasando por todas ellas
una sola vez. En Teoria de Grafos, conviene establecer si un grafo constituye un circuito
euleriano, semieuleriano, o no euleriano, Menendez (1998) presenta la definicién de estos
circuitos de la siguiente manera:
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Figura 2

w “Si todos los vértices del grafo tienen valencia par (...) se puede recorrer el grafo
de una sola pasada y volver al punto de partida. En este caso, la ruta o circuito se
denomina euleriano y el grafo en cuestion se denomina euleriano

m Si el grafo tiene dos vértices con un numero impar de aristas concurrentes, se le
puede recorrer partiendo de uno de esos vértices y llegando al otro. A la ruta sequida
en este caso se le denomina ruta semieuleriana y al grafo correspondiente grafo
semieuleriano

m i el grafo tiene mds de dos vértices con un numero impar de aristas concurrentes.
El problema no tiene solucion. El grafo en cuestion es un grafo no euleriano”

3. Aspectos didacticos

Dos supuestos dan un marco desde el punto de vista de la psicologia cognitiva para in-
troducir la Teoria de Grafos, la cual puede verse como topologia en una dimension, en
el nivel de educacion basica. El primero formulado por Piaget sobre la manera como los
ninos construyen sus nociones espaciales, afirma que las primeras intuiciones espaciales
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son de tipo topoldgico, es decir, intuiciones sobre las propiedades globales del espacio inde-
pendientes de la forma, el color y el tamano. Después, los ninos distinguen las propiedades
proyectivas y euclideas alcanzando un equilibrio por lo general de los nueve a diez anos.

El segundo, previsto en las corrientes constructivistas considera que, el nino adquiere los
conocimientos por un proceso de construccién, producto de sus acciones y no por la recep-
cion pasiva de informacién. La nociones intuitivas de cardcter topoldgico se han formado
gracias a la accion de experiencias vividas en forma espontanea en la vida cotidiana, en
las cuales no hay una intenciéon educativa como aquellas que se han programado en el
curriculo escolar.

Desde el punto de vista de la educaciéon matematica, fundamentamos la propuesta en la
perspectiva de la geometria escolar propuesta por Usiskin, que se cita en los Estandares
curriculares(2003):

“La geometria como estudio del mundo real y fisico, o como la
ciencia del espacto. Dimension, cuyos inicios como herramienta para des-
cribir y medir figuras, ha evolucionado como una teoria de ideas y métodos que
construye y estudia modelos idealizados del mundo fisico y otros fenomenos
1dealizados del mundo real. De acuerdo con diferentes puntos de vista, se
pueden mencionar las geometrias euclidiana, afin, descriptiva y proyectiva;
también la topologia y las geometrias no euclidianas.”

Nos identificamos con esta perspectiva pues, como senalamos en la introduccién, nos
interesa enfatizar la relacién que existe en la Teoria de Grafos entre las situaciones reales
y su representacién matematica.

4. Propuesta
Actividad I (Ver anexo 1)

En esta actividad sabemos que los estudiantes no tienen un conocimiento formal de la
Teoria de Grafos, pero suponemos que estan en capacidad de tratar de representar me-
diante un grafo una situacion que se les plantea. El objetivo de esta actividad era hacer
una introduccién informal a los topicos de la Teoria de Grafos que queriamos desarrollar
con la secuencia de actividades(grafos conexos recorribles y no recorribles) mediante una
adaptacion del problema del cartero chino, un clasico problema en el cual se presenta una
parte de un plano de una ciudad y el cartero debe recorrer calles y carreras entregando
la correspondencia en determinados puntos, haciendo el recorrido mas corto posible.

Al proponer la actividad a un grupo de estudiantes de grado octavo el objetivo solo se
alcanzo parcialmente en la fase de trabajo individual, queriamos que los estudiantes re-
presentaran la ruta optima del cartero mediante un grafo para introducir este tema, varios
de los estudiantes encontraron las rutas optimas, pero al enunciar el punto cuatro falto
claridad respecto a lo que se pedia (que el recorrido del cartero se representard mediante
puntos y lineas-un grafo-) y la mayoria de ellos repitieron el dibujo de los planos. Esto se
puede mejorar formulando mejor la pregunta
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Al preguntarles ;Cuales de los planos parecian més sencillos para encontrar una ruta
optima? la primera asociacion que hicieron de ruta optima y plano del conjunto es con
base en la percepcion de la cantidad de bloques, pero después de experimentar sobre los
planos la busqueda de la ruta y de discutir en grupo sus resultados concluyen que el mejor
criterio para la ruta optima es no repetir bloque ni camino.

Actividad II (Ver anexo 2)

Esta actividad estaba pensada para que los estudiantes reconocieran los elementos cons-
titutivos de los grafos conexos no orientados, trabajaran concretamente sobre su repre-
sentacion particularmente haciendo conteo de recorridos, y encontrando recorridos es-
pecificos en misma. Se les presentaban dos grafos con tres vértices y uno con seis aristas y
el otro con cinco, y se formulaban unas preguntas acerca de la cantidad de caminos para ir
de un punto a otro, y de caminos para ir y volver entre dos puntos, posteriormente debian
encontrar una palabra oculta donde los vértices eran las letras y las aristas las conexiones
entre estas (esta actividad fue tomada con autorizacién de los autores del “Calendario
Matematico”)

Aparece nuevamente un razonamiento basado en la percepcion inmediata de los elementos
del grafo, la mayoria de los estudiantes (cerca de 20) senalan que el nimero de caminos
para ir desde a A hasta B es guiados por el criterio que el grafo presenta 5 aristas. Pero
nuevamente el trabajo concreto sobre la representacion, en este caso la bisqueda de los
caminos en el grafo les permite encontrar otras posibilidades y llegar a la conclusion
correcta que el grafo tiene 6 rutas para este recorrido

Contestar al punto de cuantos caminos de ida y vuelta presenta el grafo requiere de
un razonamiento combinatorio cuidadoso, aqui otra vez guiados por una generalizacién
basada en lo aparente contestaron que eran 12 caminos de ida y vuelta, simplemente
duplicando los caminos de ida de los cuales ya tenian certeza eran 6, pero aun después de
invitarlos a hacer un mejor conteo, algunos encontraron los 36 caminos.

El hecho que los errores al responder por lo que aparenta ser el grafo haya sido extendido

?
y que la contrastacién con forma ordenadas de estudiarlo haga evidente el error permite
el cumplimiento cabal del primer objetivo propuesto realizar enumeraciones y recuentos
de las trayectorias en un grafo”’pues surge como una necesidad para prevenir errores a los
que puede inducir un razonamiento superficial.

El segundo punto capté vivamente el interés en su desarrollo pues se presentaba como un
desafio el encontrar la palabra y su grafo, aqui después de establecer cual era la palabra
identificaban una letra que fuera caracteristica de la misma y la buscaban para encontrar
a cual grafo correspondia, el hacer el recorrido del grafo ya resultaba elemental.

Actividad III (Ver anexo 3)

En esta actividad el objetivo era que los estudiantes establecieran mediante la exploracion
y organizacion de la informacion el criterio para cuando un grafo es recorrible o no reco-
rrible, se les presentaban 7 grafos los cuales tienen circuitos eulerianos, semieulerianos,
o no eulerianos, después de recorrerlos debian de completar una tabla en la cual estaba
discriminada la informacion de la paridad de los vértices y la clasificacién si el grafo era
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recorrible o no recorrible, a partir de esta informaciéon se les pedia formular un criterio
para determinar si un grafo es recorrible o no y hacer una prediccién con este criterio de
esta caracteristica (recorribilidad) en otros 7 grafos, luego someterlo a prueba.

La mayoria llegd a la conclusién que los grafos que presentaban todos sus vértices pares
eran recorribles, pero no plantearon claramente que cuando tiene mas de dos vértices
impares no es recorrible, simplemente asumieron que la presencia de la mayoria de vértices
impares era condicion suficiente para que el grafo no fuese recorrible.

Cuando se les pidio el criterio para que un grafo fuese recorrible, la mayoria lo confun-
di6 con la descripcién de lo que significa ser recorrible (trazar una linea sin levantar el
lapiz), aqui la confusién puede atribuirse a la manera en que fue planteado el punto en la
actividad.

5. Conclusiones

El diseno de esta secuencia de actividades presenta unas deficiencias en la manera en que
formula algunas de las cosas que se pide a los estudiantes que hagan, especificamente en
la actividad uno la elaboracion del grafo de la ruta del cartero y en la actividad tres el
establecer un criterio para saber si el grafo es recorrible o no

Las actividades resultaron retadoras e interesantes para su desarrollo por parte de los
estudiantes, lo cual constituye un principio bésico para el desarrollo de cualquier actividad
de ensenanza-aprendizaje

Los estudiantes aprendieron la terminologia basica de los grafos y lograron establecer un
criterio basico ( el de ruta euleriana) para determinar si un grafo es recorrible

Es posible trabajar contenidos de topologia y grafos a nivel comprensible para estudiantes
de educacion basica, garantizando la comprensién de los contenidos por parte de los
mismos.
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Anexo 1

Actividad 1
Objetivos

= Elaborar representaciones diagramaticas de situaciones reales.

= Representar el grafo de una correspondencia entre conjuntos.

Resumen

Como suponemos que los estudiantes no saben que es un grafo proponemos a los estu-
diantes situaciones las cuales pueden ser representadas mediante grafos para su mejor
comprensién y se sugiere este tipo de representacion

Actividad

A) Los siguientes son los planos de conjuntos residenciales que debe recorrer un men-
sajero para entregar una correspondencia. Ayudale a encontrar una para recorrer
todos los bloques con el menor esfuerzo posible

. N
)

1. Si encontro una ruta que usted considera optima. ; Por qué cree que es la mejor?
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2. (En cuales de los casos es fue mas facil encontrar una ruta optima para el
cartero?

3. Antes de buscar la ruta ;Cuales de los planos parecian mas sencillos para
encontrar una ruta optima?

4. Intenta hacer una grafica de los planos de los conjuntos residenciales utilizando
puntos para representar las entradas y lineas para las calles

B) El problema de los noviazgos.

= Maria conoce a Andrés, Benito y Carlos

= Beatriz conoce a Benito y a Carlos

= Carmen conoce a Carlos, Esteban y German
= Daniela conoce a Andrés y Benito

= Elisa conoce a Andrés, Benito y Carlos.

5. Representa mediante puntos y lineas esta situacion

6. (Es posible buscar un novio para cada mujer entre los hombres que conoce?

Preparen una exposicion de las dos situaciones estudiadas

Anexo 2

Actividad II
Objetivos

= Realizar enumeraciones y recuentos de trayectorias en un grafo.

= Reconocer grafos recorribles y no recorrible

Resumen

En la actividad anterior los estudiantes desarrollaron algunas actividades para aproxi-
marse de manera intuitiva a los grafos, en esta actividad se le presenta a los estudiantes
una definicion de grafo, una caracterizacién de los grafos en recorribles y no recorribles,
y algunas situaciones en las cuales los estudiantes deben encontrar una linea euleriana o
semieuleriana en grafos que representan palabras

Actividad
Definicién geométrica

Geométricamente, un grafo es un conjunto de puntos llamados vértices, y un conjunto de
lineas, llamadas aristas. Cada arista une dos vértices del grafo. Es importante advertir
que un grafo contiene unicamente informacién sobre las conexiones entre los puntos, es
decir, en un grafo, no interesa la medida de los
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angulos o la medida de las aristas, asi, las figuras siguientes representan el mismo grafo:

1. El grafo siguiente se llama unicursal o recorrible, pues se puede recorrer de un solo
trazo, sin levantar el lapiz del papel y sin repetir arista. Un recorrido puede ser
ABCBABC

Observa el grafo y responde:

= ; Cuantos caminos posibles hay para ir de A hasta C?
= ;Y para ir y volver?

= ; Puedes recorrer el grafo de un solo trazo, sin levantar la mano ni repetir arista?

Anexo 3

Actividad III
Objetivos

= Identificar grafos recorribles y no-recorribles.

= Formular un criterio general para identificar grafos recorribles y no recorribles.

Resumen

En esta actividad los estudiantes deben estudiar las lineas de recorrido en algunos grafos,
y con ayuda de una tabla que establece la clasificacién de acuerdo a la cantidad de aristas
que llegan a un vértice deben formular una conjetura acerca del criterio para definir si un
grafo es recorrible o no recorrible
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Actividad

Para realizar esta actividad deben trabajar en grupo de tres estudiantes. Deben entregar
un reporte y preparar una exposicién que recoja sus respuestas y todos los comentarios y
explicaciones que consideren necesarias para justificar sus respuestas.

1. Comprueba si cada uno de los siguientes grafos es recorrible o no- recorrible. Com-
pleta la tabla.

X Xy

. D>

Antes de completar la tabla es necesario tener presente, que se considera un vértice
par si a el llega un nimero par de aristas, y se considera impar si a él confluye un
nimero impar de aristas.

N° grafos | N° de vértices | N° de vértices | Grafo recorri- | Grafo no
pares impares ble recorrible
A
B
C
D
E
F
G

2. Analicen los datos de la tabla y establezcan un criterio para determinar cuando un
grafo es recorrible.

3. Utilizando el criterio que establecieron en el punto anterior, digan cuales de los
siguientes figuras son recorribles. Justifiquen para cada caso su respuesta.
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4.

349



