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Resumen

El objetivo fundamental de este Trabajo es elaborar un algoritmo generador de
cuadrados magicos de orden cinco, mediante aplicacién de resultados obtenidos en
geometria finita.

1. Metodologia

El punto de partida serd el espacio afin A(Z2). Construiremos una geometria sobre el con-
junto Z2, a partir de la estructura de espacio afin; introduciremos nociones bésicas tales
como punto, recta, plano y paralela. Ademds, proporcionaremos un modelo grafico para
ilustrar esta “nueva geometria”. Posteriormente definimos cuadrado magico como una
funcion, con el fin de investigar —en el lenguaje matemaético de las funciones— las causas
de aquella «magia». Estas funciones mdgicas tendran dominio Z2 y, por algunas carac-
teristicas encontradas, en su estudio se infiltrardan resultados obtenidos en la geometria
finita construida. Asi se logra, finalmente, demostrar unos teoremas que fundamentan un
algoritmo que permite construir mas de 10.000 cuadrados magicos de orden cinco.

2. Introduccion

Los cuadrados mdgicos son ordenaciones de los nimeros enteros 1,2, ...n% en un cuadrado
de n casillas de lado, de tal forma que la suma de los elementos de cada una de sus filas,
columnas y diagonales dé el mismo resultado. La siguiente figura muestra un cuadrado
magico de orden tres.

8 1 6
3 ) 7
4 9 2

Figura 1. Cuadrado magico de orden tres.

Construir este cuadrado soélo requiere un poco de habilidad calculista y algo de desocu-
pacién. Pero tratar de elaborar, por ensayo y error, un cuadro de orden cinco es una labor

'Ponencia presentada en el XV encuentro de geometria y III de aritmética.
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mas complicada. Como dato de interés sabemos que existen 880 cuadrados magicos de
orden cuatro.

Por otro lado, la geometria finita es, a grandes rasgos, la disciplina que estudia nociones
geométricas sobre un conjunto finito de puntos.

Este Trabajo mostrard cémo aplicar elementos de una geometria construida sobre un
espacio afin finito para elaborar un algoritmo que permita construir cuadrados magicos
de orden cinco. Contendra los siguientes capitulos: Una Geometria Plana Finita, Estudio
de los Cuadrados Magicos y Algoritmo Generador de Cuadrados Magicos.

En este estudio se introdujo, por comodidad, algunos términos nuevos?; adicionalmente,
se demostraron varios resultados novedosos®, los cuales soportan matematicamente el
algoritmo presentado en el Trabajo.

En este capitulo se proporcionan elementos algebraico-geométricos para abordar el estudio
de los cuadrados magicos. El componente fundamental es el campo Zs. En 1.1 se estudia
el espacio affn A(Z2). En 1.2 se construye el plano afin sobre Z5 y ademés se presenta un
modelo grafico que ilustra la geometria resultante.

3. Espacio afin A(Z?)

En este seccién estudiamos brevemente el espacio vectorial Z2 sobre Zs, el espacio afin
A(Z2) y las transformaciones lineales y afines.

3.1. Espacio vectorial

El conjunto de las clases residuales Z5; = {0,1,2,3,4} con la suma y producto médulo
5 tiene estructura de campo ([3], pdg. 109). Por consiguiente, el conjunto Z2 = Z5 x Zs
dotado con las siguientes operaciones

(21, 22) + (Y1, y2) = (21 + Y1, T2 + o)
a(xy, ) = (axq, ax2), o € Zy

tiene estructura de espacio vectorial ([3], pdg. 124). Evidentemente, los elementos de Z2
se denominan vectores y los de Zs, escalares. En lo sucesivo se omitira el “sobrerrayado”
para los elementos de Zj5.

3.2. Espacio afin

Esta seccién se desarrollé con base en [5], cap. 5.

Definicién 1. Sea A un subconjunto no vacio de un espacio vectorial 0. Se dice que A
es un espacio afin con espacio diferencia U, y se escribe A(%), si para cualquier par de
—

puntos Py () de A esta asociado un vector PQ):

= Para todo P € A y todo V' € U existe un tnico @) € A tal que V = ﬁ);

2Entre ellos, rectas mégicas, funcién mégica y transformacién mégica.
3Teoremas 8, 10, 11, 11.1, 12, 13, 14 y 15.
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—_—  — —
= Dados tres puntos P, @, R € A se cumple PQ) + QR = PR.

La dimension del espacio A(*U) se define como la dimensién de su espacio diferencia.

Un espacio vectorial es, en si mismo, un espacio afin donde P—Cj = @ — P ([5], pdg. 96).

Para los fines de nuestro estudio consideraremos el espacio vectorial Z2 como el espacio
afin A(Z2).

Definicién 2. Se dice que Ay(Uy) es un subespacio afin de A(D) si Ag C Ay Ag(Up) es
espacio afin.

Teorema 1. Si Ay(Uy) es un subespacio afin, entonces By = {P—Cj cPQ e Ay}
Demostracion. Ver [3], pag. 97. ]

Un subespacio afin Ay es la traslacion de un subespacio vectorial ‘U
([3], pdg. 98). En otras palabras, Ag = P+ Uy ={P+ WV | Vo € Vo }.

Definicién 3. Sea X = { X1, Xs,..., X,,} un subconjunto del espacio afin A(L) se llama
combinacion afin de X a toda expresién de la forma ZZ:1 o X, donde ZZ:1 ap = 1.
El conjunto de todas las combinaciones afines de X se llama generado afin de X y se
representa por aff(X).

3.3. Transformaciones

Sean U y 2T espacios vectoriales sobre un mismo campo y 1" : ¥ — 20 una transforma-
cién lineal. La funcién T restringida al dominio A C U se llama restriccion de T en Ay se
escribe T| 4. En el siguiente teorema,

NA(T) ={X € Ajp) | T(X) = O donde Ay = {ﬁ | X,Y € A} el vector XY =Y — X
es la resta en 0.

Teorema 2. T'| 4 es inyectiva si y solo si Na(T) = O
Demostracion. Se debe probar que

I. T'| 4 es inyectiva = N4(T) = O

II. No(T) = O = T| 4 es inyectiva.

I. Por hipétesis, existe un unico X € A tal que T'(X) = O; mientras que por linealidad,
T(O) = O. Luego, NA(T') ={0O}.

II. Sea XY € A. Recuérdese que X —Y € Awy. Si T(X) = T(Y), por linealidad,
T(X —Y) =0 de donde X =Y. Luego, T'| 4 es inyectiva. ]

Teorema 3. Sea {e1,e2} una base para Z2. Dados los elementos arbitrarios Uy y Uz de
Z2, existe una tnica transformacion lineal T : Z2 — Z2 tal que T'(e;) = Us; i=1,2.
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Demostracion. Ver [1], pag. 55. J

Sean B = (e1,e2) y B = (e1/,e2') dos bases ordenadas para Z2. Toda transformacién
lineal T : Z2 — Z2 da origen a una matriz 2 X 2 cuyas filas son los vectores T'(e1) y
T(ez) en base B’ Esta se llama representacion matricial de T respecto a las bases B, B’
y se denota por [T)|pp. Este Trabajo inicamente utilizard la base canénica: B = B’ =
((1,0),(0,1)) y se omitira los subindices en [Tz . Se puede demostrar ([1], pdg 57) que
si [T] = (aj)2x2, entonces la imagen mediante 7" de cualquier punto X = (x1,x2) es

T(z1,22) = (01171 + @01T2, 1271 + Q92%2)

Usualmente esta relacién se escribe como el producto matricial 7'(X) = XA, donde A =
1. Cabe anotar que si T es biyectiva entonces
det[T] = (¥1102 — (1 (X712 7é 0.

Definicién 4. Una transformacidn afin es una funcion M : Z2 — Z2 que preserva
las combinaciones afines

Teorema 4. M es una transformacion afin siy solo si M(X) =T(X)+ H, donde H es
un vector y T es una transformacion lineal.

Demostracion. Ver [5], pag. 72. ]

4. Plano afin sobre Z;

En esta seccién se construye una geometria a partir del espacio afin finito A(Z2).

4.1. Rectas y puntos

Para hacer geometria necesitamos conocer sus elementos fundamentales.

Definicién 5. Los subespacios afines de A(Z2) de dimensién 0, 1 y 2 se llamaran puntos,
rectas y plano, respectivamente.

Naturalmente, el plano es el conjunto Z2 y los puntos, sus elementos. La recta [ que pasa
por los puntos P # @ es ([3], pag. 99) el generado afin de Py @, esto es, [ = aff(P, Q).

Teorema 5. Sil es una recta, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. I =aff(P,Q) (recta afin)
2. I={X=P+tV|tenZs} (recta vectorial)
3. l=A{(z,y) | ax + By + v =0"}. (recta cartesiana)

— —

4Esta ecuacién se puede obtener con det(X, PQ) = det(P, PQ).
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Demostracion. Es consecuencia de la definicién de recta. L]

Dada la recta [ = aff(P, @), el vector PQ se llama direccion de la recta. Nétese que el
— —
conjunto By = L(PQ) es el generado lineal de PQ).

Definicién 6. Dos rectas son paralelas si no tienen puntos en comun.

Definicién 7. Se llamaran horizontales y verticales a las rectas paralelas a aquellas de
direccién (1,0) y (0, 1), respectivamente. Las oblicuas seran aquellas que no sean horizon-
tales ni verticales.

Obsérvese que, por ejemplo, si M estd dada por M(z,y) = (3z + 4y, x + 2y) entonces
MI{(1,3),(1,1),(3,0)}] ={(0,2),(2,3),(4,3)}. En lo sucesivo, para indicar que una fun-
cién f transforma el conjunto A en el conjunto B, escribiremos f(A) = B.

Teorema 6. Las transformaciones afines biyectivas transforman rectas en rectas y para-
lelas en paralelas.

Demostracion. Sea M una transformacién afin biyectiva. Por definiciéon 3,
Mlaff(P, Q)] = aff[M(P), M(Q)]. Luego, M transforma rectas en rectas. Sean [ || m
dos rectas; por biyectividad de M, M(INm) = M(l)NM(m) y como [Nm = &, entonces
M(l)NnM(m) = @. Por lo tanto, M(I) || M(m). [

A manera de motivacién mencionaremos algunos resultados (véase [3], pdg. 107), andlogos
a los de geometria clasica, que son validos en esta geometria afin:

» Dada una recta existe por lo menos un punto que no esta sobre ella.
= Dos puntos distintos determinan una unica recta.
= Por un punto exterior a una recta pasa una tunica paralela.

= Dos rectas no paralelas se intersectan en un tnico punto.

4.2. Modelo grafico

El plano Z2 serd representado por dos segmentos perpendiculares (en sentido
usual) e interceptados en sus extremos iniciales. Cada segmento tendra cinco unidades
de longitud, donde cada unidad identificard un elemento de Z;. Llamaremos eje X al
segmento horizontal y eje Y, al vertical (ver figura 1).

-Graéfica de puntos. Para graficar un punto (z, y) ubicamos sus componentes z e y en los
ejes X e Y, respectivamente; luego, se procede a hallar la interseccién de sus proyecciones
como muestra la figura 2.

-Gréfica de rectas. Motivados por la grafica de las rectas (que evidentemente es la
grafica de sus puntos, ver figura 3) introducimos la siguiente definicién.

Definicién 8. Se llamardan rectas visibles a las horizontales, verticales y a las rectas
aff((0,0), (4,4)) v aff((4,0), (0,4)). Obsérvese que en la gréifica de estas rectas todos sus
puntos estan “conectados” entre si. Las ecuaciones cartesianas de las dos iltimas rectas
de la definicion son y =x y y =4 — x.
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1Y

O = N W

X
0 1 2 3 4

Figura 2. Gréfica del plano Z2.

4 4 1,4
. e e
J R i .
e e .
0] 0]
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Figura 3. Gréafica de puntos.

5. Estudio de los cuadrados magicos

En esta seccign se estudian los cuadrados mégicos de orden cinco en términos de funciones,
con el fin de descubrir misterios presentes en su construccién. En 2.1 presentamos un
“nuevo” concepto matematico de estos cuadrados. En 2.2 se demuestran teoremas que
facilitan la construccién de cuadrados mégicos de orden cinco

6. Cuadrados magicos

Definicién 9. Un cuadrado mdgico de orden n es una distribucion de los niimeros enteros
1,2,...,n? en un cuadrado de n celdas de lado, de tal manera que los elementos de cada
una de sus filas, columnas y diagonales sumen un valor constante.

Teorema 7. El valor constante de la suma de las filas, columnas y diagonales de todo
cuadrado mdgico de orden cinco es 65.

Demostracion. La suma de todos los elementos 1, 2, ..., 25 de un cuadrado magico de
orden cinco es 325. Estos nimeros estan distribuidos en cinco filas (o cinco columnas)
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4 4
3 | y=2 3 |
9 2_ =4
1 |
0| 0|
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
4 4 y=2x+4
3 y=dx 3
2 | 2 |
| |
0| 0|
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Figura 4. Gréaficas de rectas.

y como todas tienen igual suma, entonces para cada fila (o columna) sus componentes
suman 65. Esto indica que la constante del cuadrado magico de orden cinco es 65. (]

Definicién 10. Sea J : Z2 — 7Z? la inyeccién canénica J (T, y) o (z,y) ysea h:Z* —
7Z una funcion cualquiera. Llamaremos funcion entera a la composicién
f =hoJ. La funcién h se llamard generatriz de f. Nétese que ho J : Z2 — Z.

La representacion grafica de una funcién entera consistira en asignar a cada punto (o, yo)
el valor f(xg,yo). Esta grafica es, como podemos ver (figura 2.2), una distribucién de
25 numeros enteros en un casillero de cinco celdas de lado. Esta caracteristica sugiere la
siguiente definicion.

Definicién 11. Se llamara funcion mdgica a toda funcién entera cuya representacion
grafica sea un cuadrado magico de orden cinco.
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4_ 4_

3 3_

2 y=3 2_ y=1

1_ 1

0_ 0
OI1I2I3I4I OI1I2I3I4I

4 4_

3 y=z+4 3_

2_ 2_

i y=x+1

1 1

0_ 0
0 1 2I3I4I 0I1I2I3 4

Figura 5. Gréafica de rectas paralelas.

Teorema 8. La funcion entera f es mdgica si y solo si
w cod(f)={te€Z|1<t<25}
= [ es biyectiva

n Sil es una recta visible, entonces Y f(P) = 65.
Pel

Demostracion. Por la definicion 11, una funcién entera f es funcién magica cuando su
grafica es un cuadrado mégico de orden cinco El codominio de f es {1,2,...,25} = {t €
Z | 1 <t <25} porque éstos nimeros se distribuyen en los cuadrados mégicos; como no
existen casillas con elementos iguales, la funcion debe ser biyectiva.
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4 4_
3 3_
2_ y=3r+4 ) Yy =3+ 2
1_ 1
0_ 0_
| | 1 | | 1
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
4_ 4_
3 y=2r+3 3_ y=2r+1
2 2_
1_ 1
0_ 0
0 1 2 | 3 | 4 | 0 | 1 2 3 | 4 |

Figura 6. Otras rectas paralelas.

Puesto que las filas, columnas y diagonales del cuadrado son rectas visibles entonces, por
el teorema 7, afirmamos que: Las imagenes, mediante f, de los puntos sobre una recta
visible suman 65. Simbélicamente,

Z f(P) = 65,si [ es recta visible.

Pel

Por otro lado, si la funcién f no cumple alguna de las condiciones de este teorema, entonces
su grafica no es un cuadrado maéagico. (]

El teorema anterior «reduce» el problema de construir cuadrados magicos de orden cinco
a la bisqueda de funciones enteras que cumplan las condiciones alli enunciadas.
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Mi(z,y) = (4o +3y,z +y +2)

4 4_
3 3_
2_ 2_
1_ 1
0_ 0
0I1I2I34 OI1I2I3I4I

4_ 4_
3_ 3_
2_ 2
1 1
0 0_
0I123I4I 0I1I2I3I4I

Figura 7. Efectos de algunas transformaciones afines biyectivas sobre rectas

7. Buscando los misterios de la magia

En esta seccién se investigara las propiedades de algunas funciones involucradas en la
construccién de cuadrados magicos de orden cinco. Para empezar se identificard con un
nombre especial a las funciones enteras que cumplen las dos primeras condiciones del
Teorema 8.

Definicién 12. Se llamara funcion semimdgica a toda funcion entera g biyectiva con
codominio {t € Z | 1 <t < 25}. Si g esta dada por un polinomio de grado uno, entonces
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17124 | 1 8 | 15

23| 5 7 |14 ] 16

4 6 [ 13 [ 20 | 22

10112 (1921 ] 3

11 | 18 [ 25 | 2 9

Figura 8. Un cuadrado magico de orden cinco.

Figura 9. Gréfica de la funcién entera f(z,y) = 6z + 3y + 1.

se denominara semimadgica simple.

Naturalmente, las funciones magicas son un subconjunto de las funciones semimaégicas,
y este ultimo tiene 25! elementos (aproximadamente 15 cuatrillones!!!). En el presente
Trabajo sélo se estudiaran las semimagicas simples.

Teorema 9. Sea M una transformacion afin biyectiva. La composicion go M es funcion

semimdgia si y solo st g es funcion semimdgica.

Demostracion. Es consecuencia de las definiciones de composicién e inyectividad (Acla-
racién: Debemos probar que g o M : Z2 — Z es inyectiva si y sélo si g : Z2 — Z es
inyectiva, sabiendo que M : Z2 — Z2 es biyectiva.) O

Ejemplo. Si las funciones Z2 M, 72 2. 7 estan dadas por g(z,y) = Tz + 3y + 6 y
M(z,y) = (x 4+ y,2x + 1) entonces la composicién f = g o M viene dada por f(z,y) =
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7(z +y) + 3(2x 4+ 1) + 6, donde los subrayados identifican el célculo aritmético médulo
cinco: asi, el valor de f(1,4) es 9.

Definicién 13. Sea g una semimagica simple y M una transformacion afin biyectiva. Si
g o M es una funcién magica, la funcién M se denominard transformacion mdgica.

Segun esta definicién, para construir algunas funciones magicas —y, en consecuencia,
cuadrados magicos— es necesario hacer la composicion de semimagicas simples y transfor-
maciones magicas. Las dos siguientes subsecciones estan dedicadas a hallar caracteristicas
de estas funciones.

7.1. Hacia las semimadgicas simples

Teorema 10. La funcion entera f(x,y) = ax + by + ¢ es inyectiva si y solo si
(la/d],|b/d]) ¢ J(Z2), donde d = mcd(a,b) # 0.

Demostracion. Ver [4], pag. 26. J

Teorema 11. La funcion entera f(x,y) = ax + by + ¢ tiene como codominio a
{teZ|1<t<25} siysolo si|2a+2b+ c— 13| <12 —|2a| — |2b].

Demostracion. Ver [4], pag. 26. -

Corolario 11.1. Si f(z,y) = ax + by + ¢ es una funcion entera con codominio
{t e Z|1<t< 25}, entonces |a| + |b| < 6.

Demostracion. Por el teorema anterior tenemos 0 < 12 — |2a| — |2b|, que es equivalente a
|a| + [b] < 6. [

Teorema 12. La funcion entera f(x,y) = ax + by + ¢ es semimdgica simple si y solo si
. }|a| — 3‘ =2
» |a|+ |b] =6
» 2a+2b+c=13.

Demostracion. Ver [4], pag. 27. J

7.2. Hacia las transformaciones mdgicas
Las siguientes rectas deben el nombre a su relacién con la constante magica del cuadrado

de orden cinco (ver teorema 13).

Definiciéon 14. Se llamaran rectas mdgicas a las rectas oblicuas y a las rectas dadas
poraff((2,0),(2,2)) y aff((0,2),(2,2)). Las ecuaciones cartesianas de éstas dos tltimas
son r =2y y = 2, respectivamente.
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Teorema 13. Sea g una semimdgica simple. La recta m es mdgica si y solo si

> 9(Q) =657

QRem

Demostracion. Sea m una recta. Por el teorema 5, m = {(x(¢),y(t)) | t en Zs} donde z,y
son funciones de Zs[t] determinadas por z(t) = p1 + tv1 y y(t) = p2 + tin; asi surge la
identidad

4 4

> 9@ =ad x(t)+b> ylt)+5c (1)

QRem t=0 t=0

Sea g(x,y) = ax+by+c una semimagica simple. Por el teorema 12, tenemos 10a+10b+5¢ =
65. Esta igualdad junto con la identidad (1) aseguran que ZQemg(Q) = 65 siempre y

cuando A

Sty = 3l =10, ®)

t=0 t=0

Luego, la demostracion se reduce a probar que:

I. m es magica = relacién (2)

II. relacién (2) == m es maégica.

[. Sea m una recta mégica. Si m es oblicua, z(t) y y(¢) son biyectivas (porque
11 # 0,15 # 0) forzando la validez de (2). Si m es horizontal ((2,2) € m), entonces
x(t) es biyectiva y y(t) es constante igual a 2, implicando la igualdad (2). Similarmente,
si m es vertical, (2) conserva su validez.

I1. Supdgase m no es recta mégica. Por la definicion 14, m es una horizontal o vertical que
no contiene a (2,2). Si m es horizontal entonces y(t) es constante diferente de 2, porque
(2,2) ¢ m; luego S, y(t) # 10. Similarmente, si m es vertical 3;_, () # 10. Esta
contradiccién indica que la suposicién inicial es falsa, por lo tanto concluimos que m es
recta magica.

Asi queda demostrado el teorema. (]

Teorema 14. Una transformacion afin es transformacion mdgica si y solo si lleva las
rectas visibles en rectas mdgicas.

Demostracion. Ver [4], pag. 29. ]

Teorema 15. La transformacion mdgica M esta dada por M(X) =T(X) + H, donde y
T = (ast as2) y H = (B4, 2), si y solo si

n [T] es no singular con entradas no nulas.

e

n Si la j-ésima columna de A tiene elementos opuestos o iguales, entonces 3; =2 ¢
Bj = a1y + 2, j = 1,2, respectivamente.

5El simbolo ¥ hace referencia a la suma usual en los reales.
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Demostracion. Ver [4], pag. 30. J

El objetivo general del Trabajo se convirtio, segun la definicién 11, en la bisqueda de
funciones magicas. La definicion 13 dice que algunas funciones magicas son composiciones
de semimagicas simples y transformaciones mégicas. Estas ultimas estan completamente
determinadas por los teoremas 12 y 15, respectivamente. En el siguiente capitulo se ela-
borara un algoritmo generador de cuadrados magicos de orden cinco en términos de las
operaciones usuales entre nimeros reales.

8. Algoritmo generador de cuadrados magicos

Este capitulo esta orientado al diseno de un algoritmo generador de cuadrados magicos
de orden cinco. Su soporte matematico esta dado en el capitulo anterior.

Funciones de dominio Z2

Funciones enteras Transformaciones
afines
Semimdgicas Transformaciones
simples magicas

Composicion

Funciones mégicas

Figura 10. Diagrama de funciones relacionadas con la construccion de cuadrados mégicos.

9. Algoritmo de Milton

El siguiente es un procedimiento genera cuadrados magicos de orden cinco. Las operaciones
aritméticas formuladas en el algoritmo son las usuales entre nimeros enteros.

Primer paso. Dibujar un casillero cuadrado de cinco casillas de lado y rotular sus colum-
nas y filas como muestra la siguente figura. Identificamos con (x, y) la casilla ubicada
en la columna x con fila y
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S =N W

0 1 2 3 4

Segundo paso. Construimos las matrices M = (it ms2) v N = (n1 n2) con elementos

de {0,1,2,3,4} que cumplan las siguientes condiciones:
= M no tiene entradas nulas y det M no es miiltiplo de 5.
= Si en la j-ésima columna de M sus elementos suman cinco o son iguales, en-
tonces nj =2 6 n; = mq; + 2, j = 1,2, respectivamente.
Tercer paso. Seleccionar los numeros a, b, ¢ que satisfagan:
m la|=561.
= [0 =6—|al.
m c=13—-2(a+0).

Cuarto paso. Con los valores escogidos en el segundo y tercer paso, construir la funcién
f(x,y) = a(muz + mary + n1) + b(maox + magy + ng) + ¢

Las operaciones subrayadas se calculan en médulo cinco.

Quinto paso. En el casillero del primer paso, ingresamos cada valor f(z,y) en la casilla
(x,y). De esta forma obtenemos un cuadrado mégico de orden cinco.

10. EIl algoritmo en accion

1911516 | 2 |23

713 124(20]11

25116112 8 | 4

1319 (52117

1 122(18]14 (10

Figura 11. Cuadrado mégico generado por f(x,y) = (x + 2y) + 5(4x + 2y) + 1
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91201 |12]23

15121 7118 | 4

161 2 (13124110

2218 1195 |11

3114(25]6 |17

Figura 12. Cuadrado magico generado por f(x,y) = =53z +y+4) + (v + 4y +2) + 21

1317 (1125]19

4 123171110

2001141 82|21

6 |5 (24]18]12

22116 11519 |19

Figura 13. Cuadrado mégico generado por f(z,y) = —(x +y+3) — 5(x + 3y) + 25

12116 (251 4 | 8

911317121 5

1110|1418 |22

231216 [15]19

20024 3| 7 |11

Figura 14. Cuadrado mégico generado por f(z,y) =5(x +y+3)+ (4o +3y+4) + 1

Conclusiones

La geometria construida sobre un espacio afin finito (conjunto finito) definiendo los puntos,
rectas y planos como subespacios afines tiene propiedades andlogas a la geometria vectorial
y cartesiana de R2.

Algunos cuadrados magicos de orden cinco pueden ser estudiados mediante la aplicacion
de resultados obtenidos en éstas geometrias finitas.

La construccion de cuadrados magicos puede ser traducida a la terminologia de las fun-
ciones biyectivas entre conjuntos finitos.
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Anexos
Breve historia de los cuadrados magicos®

El cuadrado magico mas antiguo se conocié en China alrededor del 2200 A.C. La leyenda
dice que el emperador Yu vio a orillas del rio Amarillo un cuadrado magico 3 x 3 grabado
en el caparazon de una tortuga, lo mandd a copiar en una tablilla de barro y se le llamé el
“lo-shu”. Para los chinos, los niimeros pares e impares son, respectivamente, el principio
femenino y masculino del universo. En el cuadrado encontrado se distribuyen armoniosa-
mente ambos principios, por esta razon atribuyeron propiedades misticas a tales objetos.
Aunque éste puede ser el primer expediente, parece probable que en otras culturas, como
la hindd, jugaron con nimeros para tratar de hacer cuadrados méagicos.

En occidente, los cuadrados magicos aparecen por primera vez en el ano 130 D.C. en los
trabajos de un astronomo griego llamado Teodn.

Durante la edad media, en Europa los cuadrados magicos eran patrimonio exclusivo de
los representantes de las pseudo-ciencias, los alquimista y los astrélogos. Los usaban para
predecir el futuro, curar enfermedades y como amuletos para prevenir maleficios. Inclu-
so en algunas cortes europeas se grababan cuadrados magicos en los platos para evitar
posibles maleficios a los comensales. En las obras atribuidas a Paracelso, aparecen re-
comendaciones respecto a algunos cuadrados que podrian ser usados como talismanes. A
comienzos del siglo XVI, Cornelius Agrippa construyé cuadrados magicos de 6rdenes 3 al
9, los cuales asocio a los planetas Saturno, Jupiter, Marte, Sol, Venus, Mercurio y Luna,
respectivamente.

®Recopilacién de [2] y [6].
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En 1514, Durero pinté en su obra “Melancolia” un cuadrado magico 4 x 4. También,
Benjamin Franklin jugé con la construccion de cuadrados mégicos en 1736- 1737. Entre
los matematicos famosos que en los siglos XVI al XVIII se ocuparon de los cuadrados
magicos debemos mencionar a Stieffel, Fermat, Pascal y Euler. En el siglo XIX, impor-
tantes avances fueron obtenidos por Lucas, Tarry y Rouse Ball. Finalmente, en el siglo
XX, la atencién de los matematicos que se ocuparon del tema, se centrd en la estruc-
tura y la contabilizacién de los cuadrados, obteniéndose grandes resultados. El nimero de
cuadrados magicos de un orden dado es, todavia un problema sin solucién. Es importante
resaltar que no se han encontrado métodos generales para construir cuadrados magicos
de cualquier orden. B
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