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Do secondary school students recognise sequences of random results?
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Resumen

El objetivo de este trabajo fue identificar las caracteristicas que los estudiantes de Educacion
Secundaria Obligatoria asignan a las secuencias de resultados aleatorios. Se comparan las
respuestas y argumentos de 159 estudiantes de tres niveles educativos a cuatro tareas que en la
investigacion previa se conocen como tareas de reconocimiento de la aleatoriedad. Manteniendo el
experimento aleatorio consistente en lanzar una moneda y la longitud total de la secuencias, se
varian la frecuencia de resultados y la longitud de las rachas. Los resultados sugieren que los
alumnos reconocen las caracteristicas de las secuencias y tienen buena percepcion de la
estabilidad de la frecuencia relativa, pero esperan rachas mas cortas de las habituales en un
proceso aleatorio. Se observan mejores resultados que en investigaciones previas y mejor
razonamiento en los alumnos mayores.
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Abstract

The aim of this work was to identify the characteristics that secondary school students assign to
sequences of random results. The responses and arguments from 159 students in three different
educational levels to four items, which in previous research are termed as recognition tasks are
compared. With the same random experiment (flipping a coin) and the same total length, the
frequency of results and the length of runs were varied. Results suggest that students recognise the
characteristics of the sequences and perceive the stability of frequencies;, however, they expect
shorter runs than those predicted in a random sequence. We observe better results than in previous
research and more correct reasoning in the older students.

Keywords: randomness, perception, secondary school students
INTRODUCCION

En las ultimas dos décadas diferentes curriculos (ej., CCSSI, 2010; NCTM, 2000) inciden en la
importancia de la probabilidad, y recomiendan que los estudiantes realicen experimentos aleatorios
con material manipulativo o mediante simulacidon, obtengan datos empiricos de los mismos y
comparen los resultados obtenidos con sus predicciones. Estas recomendaciones se siguen en
Espana, donde se adelanto la ensefianza de la probabilidad al Gltimo ciclo de Educacion Primaria en
el anterior curriculo (MEC, 2006); la tendencia contintia en el actual curriculo (MECD, 2014).

El aprendizaje de la probabilidad, desde este enfoque frecuencial, requiere que los estudiantes
adquieran las ideas de aleatoriedad, variabilidad e independencia (Sanchez y Valdés, 2015).
También requiere que comprendan las caracteristicas de las secuencias aleatorias, y perciban
posibles sesgos en la produccion de las mismas. El concepto de aleatoriedad es el punto de partida
de la teoria de probabilidades, pero Batanero y Serrano (1995) sugieren que la diversidad de
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interpretaciones del mismo, favorece la existencia de sesgos subjetivos en el reconocimiento de las
secuencias aleatorias y sus caracteristicas. Por otro lado, Sanchez, Garcia y Medina (2014) indican
que es importante que el estudiante adquiera una correcta percepcion de la aleatoriedad para poder
progresar en el aprendizaje de la probabilidad. El objetivo principal de nuestro trabajo es evaluar las
caracteristicas que los alumnos que han estudiado probabilidad en la educacion primaria asignan a
las secuencias aleatorias y compararla en alumnos de 2°, 3° y 4° cursos de la Educacion Secundaria
Obligatoria. Un segundo objetivo es comparar con los resultados de investigaciones previas,
realizadas en un periodo en que la probabilidad no se incluia en este nivel educativo.

FUNDAMENTOS

Las principales investigaciones sobre comprension de las secuencias de resultados aleatorios, parten
de los trabajos sobre el desarrollo cognitivo de la idea de azar de Piaget e Inhelder (1975) y
Fischbein (1975). Los primeros autores supusieron que la comprension del azar es complementaria
a la idea de causa y efecto y que requiere de razonamiento combinatorio y proporcional, todo lo
cual supone una lenta maduracion. Por el contrario, Fischbein postuld la existencia de intuiciones
parcialmente formadas sobre la aleatoriedad en los nifios y, como consecuencia, indicd la
conveniencia de adelantar la ensefianza del tema, para educar esta intuicion.

Un autor que ha tenido gran influencia en la investigacion sobre comprension de la probabilidad es
Green (1983), quien reprodujo los experimentos de Piaget e Inhelder en version de papel y lapiz,
construyendo un cuestionario que pasé a 2930 estudiantes ingleses de entre 11 y 16 afnos. Uno de
sus items pedia a los nifios decidir cudl entre dos secuencias de 150 lanzamientos de una moneda
equilibrada era aleatoria, justificando la respuesta. El autor indic6 que la mayoria de los nifios
consideraba aleatoria precisamente la secuencia que era inventada, porque esperaban un balance de
caras y cruces muy cercano al 50% y no aceptaron como aleatorias las rachas de mas de dos o tres
resultados.

La investigacion posterior sobre percepcion de la aleatoriedad se ha concentrado especialmente en
sujetos adultos (Bar-Hillel y Wagenaar, 1991; Batanero, 2015; Falk, 1981; Schreiber, 2014;
Wagenaar, 1972). En dichas investigaciones se han utilizado dos tipos generales de tareas: a) En las
tareas de generacion (Engel y Sedlmeier, 2005; Serrano, 1996) se pide a los sujetos inventar una
secuencia de resultados que parezca ser generada por un dispositivo aleatorio (por ejemplo, una
secuencia de lanzamientos de una moneda): b) en las fareas de reconocimiento (e.g., Batanero y
Serrano, 1999; Chernoff, 2011) se pide a los sujetos decidir cudl entre varias secuencias de
resultados aleatorios es mas probable o bien cudl, entre varias secuencias es aleatoria.

Nuestro trabajo se centra en tareas de reconocimiento, adaptadas de otras utilizadas en el trabajo de
Batanero y Serrano (1999), que fue realizado por 277 estudiantes espafioles de 13 y 17 afios. Dichos
autores proponen secuencias de 40 lanzamientos de una moneda equilibrada y varian dos variables
en las secuencias: a) La proporcion de caras, proxima, pero no exacta a 0,5 en tres de las secuencias
e igual a 0,3 en la otra; b) la longitud de la racha mas larga, que llega a cinco resultados idénticos en
una de estas secuencias. Sin embargo, los autores no combinan sistematicamente las dos variables
en su prueba. Los resultados indican los siguientes puntos dificiles en la comprension de las
secuencias aleatorias: a) variabilidad local (ausencia de patrones), b) regularidad global
(convergencia de la frecuencia relativa a la probabilidad tedrica), y c) diferencia entre valores
tedricos y observados. Entre los errores mostrados por estos estudiantes, los autores resaltan la
creencia en que los datos deben ser erroneos, si no corresponden a sus expectativas y la confusion
entre alta probabilidad y certeza.

En nuestro caso tratamos de completar las investigaciones previas, utilizando tareas similares a las
propuestas por Batanero y Serrano (1999), pero combinando sistematicamente la longitud de las
rachas (s6lo rachas cortas o incluye rachas largas) con la frecuencia relativa de caras (exactamente
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igual a 0.5 o menor). Ademas, se reduce la longitud de las secuencias a 20 resultados para facilitar
la tarea y se evaltia la comprension de alumnos que han tenido contacto previo con la probabilidad.

METODO

La muestra consta de 159 alumnos, de un instituto de la provincia de Teruel, de los siguientes
cursos de Educacion Secundaria Obligatoria: 2° (n = 51; 2 grupos), 3° (n = 64; 3 grupos) y 4° (n =
44, 2 grupos). En total han participado 7 grupos de alumnos, practicamente todos los alumnos de
estos cursos en el citado centro. Sus edades estan comprendidas entre 13 y 17 afios y han recibido
ensenanza de contenidos de probabilidad, de acuerdo con las programaciones curriculares emanadas
de la LOE. Nuestra muestra es intencional y el estudio es exploratorio.

Para elegir los items que forman parte del cuestionario se revisaron los utilizados en las
investigaciones sobre reconocimiento de la aleatoriedad. Es decir, se decidid utilizar inicamente
tareas en que se den a los estudiantes algunas secuencias de resultados para pedirles que indiquen si
son o no aleatorias; ademas, se decidid preguntarles por las razones de su respuesta. Ya que
encontramos una gran variedad en estas tareas, para que los items resultaran sencillos a los
estudiantes, se decidio utilizar secuencias de longitud corta (20 resultados). Otra variable que se fijo
fue utilizar experimentos aleatorios con dos resultados equiprobables, donde los estudiantes puedan
aplicar sus conocimientos de probabilidad clésica (regla de Laplace) en la respuesta.

En la Figura 1 mostramos el cuestionario, que presenta 4 secuencias diferentes de resultados de
lanzamientos de una moneda (se supone equilibrada, es decir con probabilidad de cara igual a '%).
En estas secuencias se han variado algunas caracteristicas, para ver si los alumnos las perciben: Las
secuencias de Maria y Daniel tienen exactamente 10 caras y 10 cruces, mientras que las otras dos
tienen menos caras (8 en la secuencia de Martin y 7 en la de Diana). Las secuencias de Daniel y
Martin solo tienen rachas cortas; la longitud mas larga de las rachas es so6lo de dos simbolos iguales.
Las otras dos secuencias contienen algunas rachas mas largas (de hasta 5 elementos la de Maria y
hasta 4 la de Diana). Las diferencias con las tareas de Batanero y Serrano (1999) son las siguientes:
a) la longitud de las secuencias (20 resultados en lugar de 40), b) las frecuencias, pues los autores
no propusieron ninguna secuencia con una frecuencia exacta del 50% de caras.

Items1a4

Se pidi6 a algunos nifios que lanzaran una moneda equilibrada 20 veces y anotaran los resultados
obtenidos. Algunos lo hicieron correctamente, lanzando la moneda y anotando los resultados; otros
hicieron trampas, inventando los resultados sin lanzar la moneda. Indicaron C para la cara y + para
la cruz. Estos son sus resultados:

e Maria:+++C+CC+++C+CCCCC+C+

e Danie: C+C++CC+C+CC++C++CC+

e MartinnC+C+C++C+C++C++C++C+

e Diana:C+++C++C+C+++C++++CC
Item 1: ;Hizo Maria trampas? ;Por qué?
Item 2: ;Hizo Daniel trampas? ;Por qué?
Item 3: ;Hizo Martin trampas? ;Por qué?
Item 4: ;Hizo Diana trampas? ;Por qué?

Figura 1. Cuestionario

Para responder a los items, esperamos que los alumnos usen su conocimiento del experimento
aleatorio planteado (lanzar una moneda) y sus caracteristicas de impredecibilidad local (no se sabe
qué resultado ocurre cada vez), y regularidad global (se puede prever la distribucion del conjunto,
cuando se repite el experimento) (Batanero, Henry y Parzysz, 2005). Para cada experimento
planteado en los enunciados han de reconocer el espacio muestral. Deben comprender las
caracteristicas de las secuencias de resultados aleatorios; por ejemplo, la independencia de cada
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repeticion del experimento y la convergencia de la frecuencia relativa a la probabilidad teorica.
Deben aceptar la variabilidad de los resultados en experimentos aleatorios y reconocer cuando esta
variabilidad es demasiado pequefia para que la secuencia sea aleatoria.

Para evaluar la aleatoriedad de las diferentes secuencias, los estudiantes cuentan las frecuencias de
los diferentes resultados; esto supone el conocimiento de la idea de frecuencia y capacidad de
calculo. Finalmente, también aplican la idea de valor esperado, al compararlo con estas frecuencias.

Método de andlisis: Recogidos los cuestionarios, se procedié a un analisis cualitativo de los datos,
mediante un procedimiento inductivo y ciclico. Para cada item se analizaron dos variables:

* La respuesta del estudiante en cada item (si la secuencia es o no aleatoria la secuencia). Se
calcula la frecuencia de estudiantes que consideran aleatoria o no aleatoria cada secuencia.
No se califica la respuesta como correcta o incorrecta, porque la correccion dependera de la
justificacion dada.

* El argumento (justificacion) dado para considerar cada secuencia como aleatoria; que puede
ser correcto o incorrecto, dependiendo del item. Se han clasificado estos argumentos
dependiendo de si los alumnos responden fijandose en la frecuencia de caras (o de cruces),
en el orden de la secuencia, o en la longitud de las rachas.

RESULTADOS Y DISCUSION
Analisis de respuestas

En la Tabla 1 presentamos la frecuencia y porcentaje de respuestas en cada item, observando que
son pocos los estudiantes que no responden, pues se interesaron por la tarea y la completaron con
seriedad. La mayoria de los estudiantes considera aleatoria todas las secuencias, especialmente la
secuencia presentada en el segundo item, donde las rachas son cortas y el nimero de caras coincide
exactamente con el tedrico.

Tabla 1. Frecuencia y Porcentaje de alumnos que considera aleatorio o no los items 1 a 4.

[tem 1. Maria [tem 2. Daniel [tem 3. Martin ~ Item 4. Diana
10C, Rachas largas 10 C Rachas cortas 8C Rachas largas 7C Rachas cortas
N % N % N % N %
Aleatoria 88 55,3 103 64,8 97 61,0 96 60,4
No aleatoria 67 42,1 52 32,7 59 37,1 60 37,7
No contesta 4 2,5 4 2,5 3 1,9 3 1,9

Batanero y Serrano (1999) en su trabajo con estudiantes de 14 y 18 afios encontraron los siguientes
porcentajes de sujetos que aceptaron la aleatoriedad de secuencias de longitud 40: 60% (frecuencia
similar a la esperada, rachas cortas), 57% (frecuencia similar a la esperada, rachas largas); 36%
(rachas largas, frecuencia diferente a la esperada), siendo dificil en dicha investigacion deducir si el
rechazo de la aleatoriedad se produce por la longitud de las rachas o por la diferencia entre
frecuencia observada y tedrica. En nuestro caso, estas dos variables se separan, pues hemos incluido
rachas largas en secuencias con frecuencia observada igual y diferente a la tedrica. Hay un
porcentaje algo mayor de aceptacion de la aleatoriedad en todos los casos (7,8% mas de estudiantes
si las frecuencias se aproximan a las esperadas y las rachas con cortas; 2,1% mas si las rachas son
largas y las frecuencias se aproximan y 25% mas cuando las frecuencias se apartan un poco de las
esperadas).

En la Figura 2 presentamos el porcentaje de alumnos que en cada uno de los cursos ha respondido
que la secuencia es aleatoria en los diferentes items. Observamos ahora una diferencia por curso. En
segundo curso no parecen influir las variables de la tarea para aceptar la aleatoriedad, pues siempre
alrededor del 60% de estudiantes consideran aleatoria las secuencias. En tercero los alumnos
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parecen diferenciar las rachas largas (items 1 y 4) pues hay menos alumnos que consideran
(errbneamente) aleatorias estas secuencias, en comparacion con los otros dos items. En cuarto curso
los alumnos parecen fijarse mas en la frecuencia, pues menos alumnos consideran aleatorias las
secuencias 3 y 4. En la investigacion de Batanero y Serrano (1999) no hubo diferencias por curso
en la aceptacion de la aleatoriedad de las secuencias que propusieron.
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Figura 2. Porcentaje de estudiantes que consideran aleatoria cada secuencia

Analisis de argumentos

Los argumentos dados por los estudiantes para justificar su respuesta se analizaron con detalle y se
clasificaron, de acuerdo con la propuesta hecha en la investigacion de Batanero y Serrano (1999).
Estos argumentos permiten evaluar las propiedades que los estudiantes asignan a las secuencias
aleatorias y fueron los siguientes:

Frecuencias iguales: Se clasifican en esta categoria los estudiantes que han contado el numero de
caras y cruces en las secuencias y las han comparado con el valor tedrico (10 caras y 10 cruces);
dichos estudiantes muestran buena percepcion del valor esperado en una serie de ensayos
independientes (formalmente, el numero de caras en cada secuencia seguiria una distribucion
binomial). Como parte de su argumento, sefialan que las frecuencias observadas de caras y cruces
en la secuencia son iguales o se aproximan al valor de probabilidad tedrica esperado de cada suceso,
diferenciando ambos conceptos y poniendo en relacion los puntos de vista clasico y frecuencial de
la probabilidad. Cuando argumentan que una secuencia es aleatoria porque el nimero de caras es
10, lo consideramos correcto; también si indican que el nimero de caras es cercano a 10, pero que
la diferencia es admisible en una secuencia aleatoria, pues supone la correcta percepcion del valor
esperado en la distribucién binomial. Algunos ejemplos que implicitamente incluyen esta idea son
los siguientes:

e “No (hizo trampas), porque la proporcion es mas o menos igual” (Alumno 17, 2° curso).
e “No (hizo trampas), porque ha tenido una probabilidad del 50%” (Alumno 38, 4° curso).

Consideramos incorrecto el argumento de algunos alumnos que indican que la secuencia no puede
ser aleatoria por haber una pequena diferencia en la frecuencia observada del nimero de caras
respecto a la probabilidad teorica. Este razonamiento supone la creencia en la ley de los pequefios
nimeros (esperar una convergencia demasiado exacta; Kahneman y Tversky, 1972). También
consideramos incorrecto el razonamiento de los alumnos que indican que no se puede predecir el
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numero de caras esperado; Batanero y Serrano (1995, 1999) indican que esta respuesta implica no
comprender la utilidad de la estadistica para analizar los fendmenos aleatorios.

e “Si (hizo trampas), es muy complicado que salgan 10C y 10X (Alumno 4, 3° curso).

1. “Si (hizo trampas), porque el resultado estd hecho aposta (adrede) 10X y 10C”. (Alumno 50,
2° curso).

Frecuencias diferentes: Al igual que en el razonamiento anterior, los alumnos argumentan en base a
la comparacion de las frecuencias observadas y esperadas, de acuerdo a una distribucion de
probabilidad teorica, por lo que muestran una buena comprension de estos conceptos. Ejemplos de
los razonamientos correctos, en que indican que es aceptable obtener una pequefia variacion de las
frecuencias relativas son los que siguen:

2. No, no tienen por que ser diez y diez, puede ser aproximada, le puede salir 8 y 12
perfectamente (Alumno 2, 4°curso).

3. “No, porque es mas coherente, ya que no sale el mismo numero de cruces que de caras”
(Alumno 44, 2° curso).

El razonamiento seria incorrecto en caso de argumentar que se la secuencia no es aleatoria, por no
obtener una frecuencia relativa idéntica a la probabilidad teorica, razonando, por tanto, de acuerdo a
la ley de los pequefios numeros:

4. “Si, porque no le sale el mismo nimero de veces cara que cruz” (Alumno 28, 4° curso).

Patron regular: Unas de las concepciones modernas de la aleatoriedad, debida a Von Mises es que
en las secuencias aleatorias no es posible encontrar un patron que sirva para predecir sus resultados
(Batanero, 2015). Esta concepcion se muestra en algunos estudiantes, que hacen referencia al orden
de los sucesos en la secuencia, analizando si hay alguna regularidad o patron aparente en la
presentacion de caras y cruces. En general, se supone que en dicho caso, el estudiante ficticio que se
cita en el item ha hecho trampa, pues la existencia de un patrén se percibe como falta de
aleatoriedad, lo que seria un razonamiento correcto. Algunos argumentos que dan los alumnos son:

5. “Si, porque estan ordenadas muy iguales”. (Alumno 1, 2° curso).

6. “Si, porque tiene todo un orden”. (Alumno 12, grupo 2°A).

7. “Si, porque es muy poco probable que le salga todo el rato C++ C++ C++”. (Alumno 14, 2°
curso).

8. “Si, porque sus resultados tienen un patréon”. (Alumno 64, 3° curso).

9. “Si, porque hizo como una progresion (1-1-2-1-2-2-2-2)” (Alumno 14, 3° curso).

Patron irregular: Por el contrario, otros alumnos en su razonamiento indican que no se aprecia
ningun cierto orden o patréon en la secuencia de caras y cruces; en general, este tipo de respuesta
correctamente se asocia a la aleatoriedad:

10. “No, porque es un resultado irregular”. (Alumno 24, 3° curso).
11. “No, porque no sigue un patrén”. (Alumno 53, 3° curso).
12. “No, el patron no es constante”. (Alumno 25, 2° curso).

Rachas: En algunos casos los alumnos observan en las secuencias la longitud de las rachas del
mismo resultado, para argumentar sobre la aleatoriedad de cada secuencia. Consideramos incorrecto
cuando argumenten que las rachas son muy largas para que la secuencia sea aleatoria, porque, de
acuerdo a Batanero (2015), esto implica no reconocer la independencia de los ensayos aleatorios.
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También sera incorrecto el argumento consistente en indicar que todas las rachas han de ser cortas
para ser aleatorio:

13. “Si (hace trampas), porque le han salido muchas veces seguidas caras”. (Alumno 36, 2°
curso).

14. “Creo que si (hace trampas) porque hay demasiadas cruces y las que hay estan juntas”.
(Alumno 13, 3° curso).

Sera correcto cuando indiquen que hay que esperar alguna racha larga en una secuencia para que
sea aleatoria:

15. “No (hace trampas) porque cambia mas”. (Alumno 51, 2° curso).
16. “No porque le estan saliendo los resultados alternamente”. (Alumno 42, 3° curso).

Impredecible: Los alumnos consideran el experimento aleatorio en base a la impredecibilidad de los
resultados. Este argumento incluye una vision primitiva de la aleatoriedad, pues, aunque cada
resultado aislado es impredecible, si se puede predecir la distribucion de todos los resultados en la
secuencia dada:

17. “No, porque es azar”. (Alumno 4, 2° curso).
18. “No los resultados son impredecibles”. (Alumno 9, 3° curso).
19. “No todos los resultados son validos”. (Alumno 9, 4° curso).

En la Tabla 2 presentamos la frecuencia con que se consideraron los diferentes argumentos en cada
item y curso. Se observa, en primer lugar, un alto porcentaje de no argumento en todos los items; es
decir, aunque la mayoria de los alumnos responde a la pregunta de si considera o no aleatoria la
secuencia, no todos saben explicar la razon. Esto puede implicar que algunos alumnos no tienen
suficiente capacidad argumentativa, pues, como hemos visto, si parecen reconocer las
caracteristicas del item.

Tabla 2. Porcentajes de argumentos en los items 1 a 4.

Argumentos Item 1. Maria [tem 2. Daniel Item 3. Martin  Item 4. Diana
10C, Rachas 10 C Rachas 8C Rachas 7C Rachas
largas cortas largas cortas

2° 3° 4° 2° 3° 4° 2° 3% 40 20 3% 4°

Patron regular 2 18 19 14 22 13 14 2 6

Patrén irregular 4 3 2 5

Frecuencias iguales 16 17 33 20 21 33 4 5

Frecuencias diferentes 2 2 8 6 26 16 11 26

Rachas 21 31 17 12 16 7 8 11 7 12 26 22

Impredecibles/suerte 21 30 31 18 28 32 18 37 24 26 27 38

Sin argumentos 36 20 19 30 16 14 40 30 24 42 25 14

Fue también muy frecuente en todos los items el argumento de impredecibilidad, es decir,
considerar que cualquier resultado es posible en un experimento aleatorio. Estos alumnos
entenderian que al ser un experimento aleatorio impredecible, no pueden dar una razon para
considerar una secuencia aleatoria o no. Esta fue también una respuesta muy frecuente en Green
(1991) y en la investigacion de Batanero y Serrano (1999) oscil6 entre el 28% y el 35% en todos los
items; en nuestra investigacion ha sido menor en algunos cursos e items.

No hubo mucha diferencia por curso en los argumentos, aunque en tercero predomina mas el
argumento de imprevisibilidad (que implica una concepcion mas primitiva de la aleatoriedad) y en
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cuarto desaparece la asociacion con el patron regular o irregular (concepcion mas avanzada). Hay
también en cuarto mayor proporcion de chicos que asocian el hecho de que las frecuencias
observadas sean proximas a las esperadas con la aleatoriedad; esto implicaria una mejor
comprension del significado frecuencial de la probabilidad. Al comparar con el estudio de Batanero
y Serrano (1999) hubo algo mayor variacion con la edad en los nuestros, ya que dichos autores
encontraron respuestas muy similares en los chicos de 14 y 17 afios.

En la Figura 3 se presentan los argumentos en cada item en el total de la muestra, dependiendo de si
se considera o no aleatoria la secuencia. Como se ha dicho hubo un alto porcentaje de no argumento
en todos los items; se produce ademas tanto si se considera aleatoria la secuencia, como si no se
considera. Podemos observar que muchos alumnos detectan las caracteristicas de las secuencias y lo
indican explicitamente. Asi, el patron irregular apenas aparece y ligado solo a los items 3 y 4 donde
todas las rachas son cortas. Este argumento fue mucho menos frecuente que en el trabajo de
Batanero y Serrano (1999) cuyos alumnos lo usaron en todos los items. El patron regular se usa
para rechazar la aleatoriedad en los primeros items, mientras en Batanero y Serrano se usa tanto
para aceptarla como para rechazarla; en consecuencia, en nuestro estudio se obtiene mejor resultado
en este argumento.

Item 1. Maria: 10 caras, rachas largas Item 2. Daniel: 10 caras, rachas cortas .
. B Patron regular
M Patron regular
60 60
M Patrén irregular ¥ Patrén irregular
50 50
m Frecuencias 40 = Frecuencias
40 ioual iguales
iguales .
30 m Frecuencias 30 M Frecuencias
diferentes dlfer:entes
20 M Rachas 20 ¥ Rachas
10 ® Impredecibles/su| | | 10 B Impredecibles/su
erte e.rte
] M Sin argumentos 0 [ Sin argumentos
Aleatoria No aleatoria Aleatoria No aleatoria
Item 3. Martin: 8 caras, rachas cortas  mPatrén regular Item 4. Diana 7 caras, rachaslargas m Patrén regular
60 o 60
M Patron irregular ® Patrén irregular
50 50
M Frecuencias M Frecuencias
40 iguales 40 iguales
W Frecuencias m Frecuencias
30 diferentes 30 diferentes
m Rachas
20 20 M Rachas
10 m Impredecibles/su 10 ¥ Impredecibles/su
erte erte
0 [ Sin argumentos o] ™ Sin argumentos
Aleatoria No aleatoria Aleatoria No aleatoria

Figura 3. Porcentaje de diferentes argumentos en cada item en funcidn de si se considera o no
aleatoria la secuencia

Las frecuencias iguales se argumentan solo en los dos items con exactamente 10 caras y 10 cruces,
y las frecuencias diferentes en lo que tienen menos caras, aunque tanto para aceptar, como para
rechazar la secuencia como aleatoria, como ocurrid en Batanero y Serrano (1999). Las rachas se
argumentan sobre todo cuando son largas y se asocia a la no aleatoriedad, un error presente en
Batanero y Serrano con mayor frecuencia que en nuestro caso. Fue también muy frecuente en todos
los items el argumento de impredecibilidad; casi siempre ligado a la aleatoriedad; en Batanero y
Serrano oscil6 entre el 28% y el 35% en todos los items; esta vez ha sido mayor.
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REFLEXIONES FINALES

Los resultados permiten evaluar la percepcion de las secuencias aleatorias en alumnos de 2° a 4°
curso de la ESO y compararla con la informacion proporcionada por las investigaciones previas.
Por un lado se observa que los estudiantes que han participado en nuestra investigacion
proporcionan los mismos argumentos que los participantes en el estudio de Batanero y Serrano
(1999), aunque se les pide juzgar la aleatoriedad de secuencias de menor longitud (20 resultados en
lugar de 40).

Ademas, tanto el reconocimiento de la aleatoriedad, como los argumentos proporcionados por
nuestros estudiantes mejoran con el curso, mientras que Batanero y Serrano no encontraron
diferencia en las respuestas de estudiantes de diferente edad. Puesto que los autores realizaron su
trabajo en un momento en que no era habitual el enfoque frecuencial, y la ensefianza de la
probabilidad se atrasaba hacia los 15 anos, interpretamos que las diferencias encontradas en nuestro
trabajo podrian deberse a la ensefianza recibida. No obstante, se necesita profundizar en la
investigacion para poder mostrar claramente esta influencia.

Nuestros resultados apoyan la hipotesis de que los estudiantes han reconocido las caracteristicas de
las secuencias presentadas; muchos de ellos las hacen explicitas en sus argumentos. La principal
dificultad observada es una expectativa demasiado alta en la variabilidad local de la secuencia y en
consecuencia, un rechazo de las rachas largas. Como punto mas positivo resaltamos la comprension
de la convergencia de la frecuencia relativa de caras a la probabilidad tedrica y la aceptacion de
pequenias diferencias entre las mismas en las secuencias aleatorias. Igualmente, los estudiantes
esperan que no haya patrones en el orden de resultados en las secuencias aleatorias. Sin embargo,
algunos de ellos hacen demasiado énfasis en la impredecibilidad de los resultados aleatorios, que se
extiende indebidamente, suponiendo que también la distribucidon es impredecible. Estos estudiantes
no comprenden la utilidad del anélisis estadistico para estudiar fendémenos aleatorios.

El contacto previo con la probabilidad de estos alumnos podria haber influido en las mejores
respuestas de los mismos, respecto al estudio de Batanero y Serrano (1999) y en los mejores
resultados de los alumnos segin avanzan de curso. No obstante, creemos que es necesario
proporcionar a los estudiantes un conocimiento mas preciso de las propiedades de las secuencias
aleatorias. Ello podria lograrse a partir de la experimentacion y simulacién y utilizando una
metodologia activa, tal como se establece en los nuevos disefios curriculares.

En nuestro estudio, la evaluacion se utilizé también como punto de partida para plantear actividades
didacticas. El cuestionario resultd interesante para los estudiantes, sirviendo la discusion posterior
de las respuestas como una actividad de aula. Dada la importancia de la comprension de la
aleatoriedad para el aprendizaje de la probabilidad, es importante partir de los resultados de
investigaciones como la actual, donde se proporciona informacidn sobre las concepciones previas y
sesgos subjetivos del alumnado. La discusion en clase de items parecidos a los nuestros seria un
buen medio de hacer florecer sus argumentaciones y llevarlos a reconocer las que son incorrectas.
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