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Resumen

Presentamos una descomposicion genética del concepto de recta tangente vista como una
trayectoria hipotética de aprendizaje. Para generar esta descomposicion genética se ha realizado
un andalisis historico de la génesis del concepto, un andlisis de libros de texto de Bachillerato, una
sintesis de los resultados de las investigaciones sobre la comprension de la recta tangente y hemos
tenido en cuenta los resultados de un cuestionario respondido por alumnos de Bachillerato. La
descomposicion genética integra las perspectivas analitica local y geométrica como medio para
favorecer la tematizacion del esquema de recta tangente.
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Abstract

We present a genetic decomposition of the concept of tangent line view as a hypothetical learning
trajectory. To generate this genetic decomposition we performed a historical analysis of the genesis
of the concept, analyzed different high school mathematics textbooks, conducted a synthesis of the
findings of research on understanding the tangent line, and designed a questionnaire that was
completed by high school students in a pilot study. The genetic decomposition generated considers
the analytical and geometrical perspectives as a means to promote the thematization of the schema
of tangent line.

Keywords: mathematical understanding, tangent line, genetic decomposition.
INTRODUCCION

La recta tangente es un concepto que permite interpretar geométricamente la derivada de una
funcién en un punto y ser considerada como la recta que mejor aproxima localmente una funcion.
Desde esta perspectiva, en el desarrollo del concepto de recta tangente interviene el concepto de
limite, derivada, monotonia o curvatura de una funcion y los procesos de aproximacion a una curva
(Robles, Del Castillo y Font, 2010). EI concepto de recta tangente a una grafica de una funcion
puede ser representado en varios sistemas de representacion que en cierta medida favorecen su
comprension compartimentalizada. Artigue (1991) sefala que una recta tangente en un punto puede
ser concebida como una linea que pasa por el punto pero no corta la curva alrededor de ese punto,
como una linea que tiene una doble interseccion con la curva en dicho punto, como una linea que
pasa por dos puntos infinitamente cercanos al punto de la curva, etc. Estas perspectivas pueden
coexistir en la mente de un matematico, pero no resulta igual para un estudiante. Las
investigaciones indican la existencia de perfiles de estudiantes que pueden usar significados mas
proximos a la idea de recta tangente procedente del analisis o desde sus propiedades geométricas
(Biza, Zacharides, 2010; Vivier, 2013). En la comprension del concepto de recta tangente, las
investigaciones indican que el conocimiento previo de los estudiantes sobre la tangente a un circulo
influye en el desarrollo de una comprension mas general de recta tangente a una curva. Este hecho
hace que resulte desafiante para los estudiantes considerar la idea de recta tangente a una curva en
un punto de inflexion, la recta tangente que coincide con la gréafica de la funcion y la recta tangente
en un punto cuspide (Biza, Christou, y Zachariades, 2008; Castela, 1995).
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Esta situacion plantea la necesidad de comprender mejor la manera en la que los estudiantes
construyen el significado de recta tangente teniendo en cuenta los aspectos que las investigaciones
previas han mostrado como desafiantes, asi como estudiar como determinadas secuencias de
actividades pueden ayudarles a complementar los significados desde las perspectivas analiticas y
geométricas. Se pretende analizar como los estudiantes pueden lograr una compresion que vaya mas
alla de la mera manipulacion algoritmica ya que a veces, los estudiantes son capaces de obtener la
ecuacion de la recta tangente a una curva pero sin evidencias de estar entendiendo lo que es la recta
tangente. La investigacion planteada tiene como objetivo describir trayectorias de aprendizaje de la
recta tangente a una curva generadas en un experimento de ensefianza disefiado ad hoc. Desde la
teoria APOS (Arnon et al., 2014), el disefio de un experimento de ensefanza debe estar articulado
alrededor de una hipdtesis sobre el proceso de construccion de los significados que adopta la forma
de una Descomposicion Genética del Concepto (DGC) recta tangente. Se trata del conjunto de
construcciones mentales que un estudiante deberia desarrollar para alcanzar la comprension de un
concepto matematico. Esta descomposicion no tiene porqué ser Unica sino que es una forma en la
que un estudiante puede aprender dicho concepto. Los resultados de la primera fase de la
investigacion que ha permitido generar una DGC del concepto de recta tangente a una curva son lo
que se presentan aqui.

MARCO TEORICO

Dubinsky (1991) extiende la abstraccion reflexiva de Piaget al pensamiento matematico avanzado.
La abstraccion reflexiva permite la construccion de objetos cognitivos denominados acciones,
procesos, objetos y esquemas. Son considerados formas de conocer junto a mecanismos
constructivos (interiorizacién, encapsulacion, tematizacion) mediante los cuales los estudiantes
realizan las construcciones mentales. Asi, una accion seria cualquier manipulacion fisica o mental
que realiza un individuo sobre elementos matematicos. En la medida en que una accion se repite y
se reflexiona sobre ella se tiende a interiorizar la accion, en un proceso que ya es concebido como
algo interno al sujeto en contraposicion a la accion que es considerada externa a ¢l. El individuo
puede realizar otras acciones con los procesos y actuar con una cierta tendencia a considerarlo
globalmente y, por tanto, a ser consciente de esas transformaciones sobre los procesos. En este caso,
decimos que el individuo ha encapsulado el proceso en un objeto. Con una concepcion a nivel de
objeto, el individuo debe ser capaz de volver al proceso que ha originado el objeto (desencapsular)
y realizar las transformaciones apropiadas. Por ultimo, los procesos y objetos pueden organizarse de
una manera estructurada para formar un esquema. Cuando un estudiante se enfrenta a un problema
matematico evoca un esquema o parte de ¢l para resolverlo (Arnon et al, 2014, Garcia, Llinares, y
Sanchez-Matamoros, 2011). En este proceso de construccion de los significados, algunas veces es
posible identificar obstaculos epistemoldgicos y cuyo origen lo podemos encontrar en la historia de
las ideas matematicas (Brousseau, 1983). La nocion de obstaculo ayuda a identificar las dificultades
en el proceso de aprendizaje y permite, por tanto, el disefio de estrategias que mejoren dicho
proceso.

METODO

Metodoldgicamente, para la generacion de una descomposicion genética de la recta tangente desde
la perspectiva APOS (Arnon et al, 2014) debemos considerar:

e los resultados de las investigaciones previas,
e clanalisis epistemologico del concepto,

e andlisis de los libros de texto, y

e los resultados de un estudio piloto.

Una sintesis de las investigaciones previas
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Algunas investigaciones destacan la influencia negativa que ejerce la idea de tangente a una
circunferencia. Biza y colaboradores (Biza, Christou y Zachariades, 2008; Biza, Nardi y Zacharides,
2009; Biza y Zacharides, 2010) identifican tres grupos de estudiantes: los que consideran que la
recta tangente toca pero no corta (geométrico global); los que aplican propiedades geométricas de
forma local (intermedio local), y los que consideran la recta tangente como limite de las rectas
secantes (analitico local). Por otra parte, Vivier (2010) sefiala que los estudiantes inicialmente
construyen dos concepciones geométricas: recta que toca en un punto la circunferencia (C1) y recta
perpendicular al radio de la circunferencia (C2). Posteriormente construyen los significados
analiticos: limite de rectas secantes en un punto de la curva (C3) y recta que pasa por el punto de
tangencia con pendiente la derivada (C4). Este autor indica que parece existir una desconexion entre
las concepciones geométricas y analiticas. Ademas, el uso del término secante parece que genera
problemas en los estudiantes. Finalmente, se ha subrayado que el transito entre la concepcion global
(euclidea) a la concepcion local (leibniziana) se realiza a través de la convencidn matematica
(Canul, Dolores y Martinez-Sierra, 2011). En este sentido, los resultados de estas investigaciones
aportan caracteristicas de la manera en la que los estudiantes llegan a comprender el concepto de
recta tangente, las transiciones necesarias y los obstaculos que deben superar.

Analisis epistemologico del concepto

La Historia de las Matematicas (Ausejo, 1992; Collette, 1991; Rey Pastor y Babini, 1997) senala
dos grandes corrientes en la forma de tratar la recta tangente. Una que arranca en Arquimedes y a
través de Roberval o Torricelli llega a Newton, en la que Arquimedes utiliza la direccion
instantanea del movimiento para definir la recta tangente. La segunda, que partiendo de Euclides y
Apolonio, llega a Descartes y Fermat y desemboca en Leibniz, en la que Descartes presenta la recta
tangente como limite de las rectas secantes. En la primera etapa hacen sus aportaciones Euclides,
Arquimedes y Apolonio siendo sus concepciones radicalmente diferentes marcando las dos
tendencias que se van a seguir posteriormente. Arquimedes piensa en la recta tangente como la
direccion instantanea del movimiento. En cambio, Euclides y Apolonio tienen una concepcion mas
estatica, como recta de minimo contacto con una conica (toca pero no corta). Esta vertiente
desembocaria en la concepcion geométrica de autores como Descartes, Fermat, Barrow y Leibniz,
como limite de rectas secantes, mientras que la caracterizacion iniciada por Arquimedes podemos
reconocerla también en los trabajos de Torricelli, Roberval y Newton. Por otra parte, identificamos
una tercera concepcion vinculada a la manera que tiene Leibniz de concebir una curva como
formada por infinitos segmentos. Al prolongar el segmento en el que se encuentra el punto
obtenemos la recta tangente.

Analisis de libros de texto

Se ha llevado a cabo un andlisis de libros de texto de Bachillerato usados en la actualidad en las
asignaturas de Matematicas I y II y Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales I y II de cuatro
editoriales espafiolas: Anaya, SM, Santillana y Brufo. El andlisis se ha centrado en cuatro
dimensiones:

1) el contexto general o descripcion de los libros;

2) un analisis de contenido, entendido como el modo de organizar el concepto a lo largo del texto.
Ademas de la estructura en que se presentan las ideas, se consideran los siguientes aspectos
relativos al analisis conceptual: el tipo de definicion que se utiliza (formal o intuitiva), el tipo de
registro semidtico usado y el tipo de ejercicios y problemas resueltos y propuestos. Junto a este
analisis conceptual se incluye también un analisis fenomenoldgico (referido a los fendmenos que
dan origen a la introduccion del concepto, en concreto, si se mueven en un campo especifico de las
matematicas o tienen que ver con otras ciencias) y un analisis estructural (relacién con otros
contenidos);
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3) un andlisis didactico, en el que nos preguntamos si se busca crear un objeto de conocimiento o
solo dotar al alumno de una herramienta de calculo y

4) el significado institucional histérico, que se refiere a la concepcion dominante a la que hace
referencia.

Analisis de las respuestas a un cuestionario

Para identificar los elementos cognitivos que los estudiantes movilizaban en la resolucion de
problemas relacionados con la recta tangente, se diseiid un cuestionario formado por 8 items. Los
items (Figura 1) incidian en

e aspectos graficos: identificar la recta tangente a una curva en un punto extremo o en un
punto de inflexién o en un punto anguloso o identificar la recta tangente a otra recta,

e aspectos analitico-algebraicos: hallar la recta tangente de funciones concretas en puntos
determinados, y

e aspectos analitico-numéricos: obtener una aproximacion del valor de una funcién en un
punto a partir de la recta tangente a dicha funcidén en un punto cercano

Q.5 La funcién » que presentamos es una recta que tiene por ecuacion = x/2+1,
:Cuadl seria su recta tangente en x=47
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Justificacion:

Q.7 Una determinada funcion flx) pasa por el punto (1.2). Ademas se sabe que su
derivada en x=1 vale 3, es decir, f(1)=3, obtén de manera aproximada el valor de
A1°027). Esboza un grifico que explique tu respuesta.

Solucidn justificada:

Grado de Seguridad en Ia 012

respuesta:

Figura 1. Ejemplos de items usados en el cuestionario

Para su disefio se revisaron diferentes cuestionarios de estudios previos (Tall, 1987; Tall y Vinner,
1981). Ademas, tuvimos en cuenta la dificultad de los estudiantes en proporcionar una definicion de
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recta tangente al recurrir a descripciones basadas en la tangente a un circulo, en generar rectas
tangentes en puntos angulosos, y en puntos de inflexion o en curvas que se confunden localmente
con su tangente (Castela, 1995). Consideramos las tres concepciones identificadas en el andlisis
epistemolégico: (i) Concepcion euclidea (valida solo para las conicas): la recta tangente toca la
curva sin cortarla, la roza sin atravesarla; (ii) la Concepcion cartesiana: la recta tangente como
limite de las rectas secantes; y (iii) la Concepcion leibniziana: la curva estd formada por infinitos
segmentos. Prolongando el segmento en el que se encuentra el punto considerado obtenemos la
recta tangente.

El cuestionario fue contestado por 24 alumnos de Bachillerato de 1° y 2° después de la introduccion
del concepto. Los estudiantes de 1° habian recibido instruccion previa si bien era la primera vez que
estudiaban la recta tangente. En cambio, los estudiantes de 2° ya habian estudiado este concepto en
los dos cursos.

El curriculo introduce el concepto de recta tangente como la recta que toca a la circunferencia en un
punto desde una perspectiva geométrica en 1° de ESO, en contraposicion a la cuerda que une dos
puntos de ella o a la recta exterior a la circunferencia, es decir, la concepcion euclidea. En
Bachillerato y tras introducir el concepto de derivada se estudia la recta tangente a una funcion
desde el punto de vista del Andlisis Matematico (aqui es donde aparecen los problemas al querer
extender el concepto de recta tangente a una circunferencia a cualquier curva).

RESULTADOS
Sobre el analisis de los libros de texto

El tratamiento de la nocion de recta tangente realizado en los diferentes textos actuales es similar.
Los textos usan la concepcion cartesiana para introducir el concepto de recta tangente a un arco de
conica (Figura 2). Siguen de manera especial el texto del grupo Cero de 1982 donde se introducia el
concepto de recta tangente a una curva, tanto numéricamente como graficamente, a partir de la tasa
de variacion media y de las pendientes de las rectas secantes. Solo en los textos de segundo curso de
la editorial SM aparece una aplicacion de la recta tangente como mejor aproximacion lineal a una
funcién en un punto.
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Figura 2. Modelo canénico (Ed. Brufio: Matematicas I, pag. 51)

Globalmente los textos no proporcionan una definicion clara de recta tangente a una funcidén en un
punto considerandola como limite de las secantes y no plantean la extension a recta tangente a
cualquier curva. La introduccion utilizada en estos textos no permite superar esta dificultad pues
plantean un modelo candnico en el que la funcidon empleada es muy similar a un arco de conica.
Esta situacion tiene raices historicas. Esto es, se reproduce el problema al que tuvieron que
enfrentarse Descartes y Fermat: la concepcion euclidea inicamente es valida para las conicas pero
no para el creciente nimero de curvas que se iban conociendo en el siglo XVII. En este sentido,
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solamente la editorial SM propone funciones como f{x)= x’ en la que se remarca explicitamente que
la recta tangente en el punto x=0 puede cortar a la grafica de la funcion, e incluyendo funciones
como f(x)= [x| en la que no existe recta tangente en el punto de abscisa x=0.

Ademads, como sefialan Ortega y Sierra (1998, p. 98), en el proceso de aproximacion de la recta
tangente por las rectas secantes, "parece que [...] la Comunidad Matematica sabe hallar la tangente a
cualquier curva y distingue tangente de secante. Esto no es asi, ya que salvo en las cdnicas, no se
dispone de ningln criterio para decidir si una recta es tangente a la curva o no. Entonces, ;como
interpretar que la derivada en el punto x=p es la pendiente de la recta tangente a la curva y=f{x) en
el punto (p, f(p))? (no debiéramos definir, previamente, el concepto de recta tangente a la curva en
dicho punto?". Sierpinska (1985) sefiala también las dificultades respecto a la aproximacion de las
rectas secantes a la tangente, pues cuando los estudiantes llegan al punto de tangencia, encuentran
que no hay mas que un solo punto, pero por un punto pueden pasar muchas rectas. Siguiendo a
Vivier (2010), no se puede usar un concepto, como el de recta tangente, que no ha sido previamente
construido; se trabaja con la nocién de tangente pero dicha nociéon aun no tiene su definicion
matematica.

Es por ello, que en nuestra propuesta de descomposicion genética introducimos la recta tangente a
partir de la concepcion leibniziana (Elemento E1, tabla 1), definicion, por otro lado, utilizada ya por
el marqués de I'Hopital, para posteriormente relacionar dicha concepcion con la cartesiana, pues
parece obvio que los estudiantes tienen muchas dificultades para entender el concepto de recta
tangente a partir de la concepcion cartesiana. Cuando se caracteriza la recta tangente como aquella
recta hacia la que tienden las rectas secantes (Elemento E2, tabla 1), la recta limite es ya un objeto
conocido. Ahora es posible interpretar geométricamente la derivada como la pendiente de la recta
tangente pues esta ya ha sido definida y estudiada con anterioridad (Elemento E1RE2, EO3R04,
tabla 1). Llegados a este punto, introducimos la ecuacion de la recta tangente a una funciéon en un
punto (Elemento E3, tabla 1).

Sobre el cuestionario

Una mayoria de estudiantes reflejan una concepcion euclidea de la recta tangente que supuso un
obstaculo para construir la concepcion cartesiana. En este sentido, si bien son capaces de calcular la
recta tangente a una curva en un punto de forma algoritmica, tienen dificultades para identificar la
recta tangente a una curva en un punto de inflexion, en un punto anguloso o la recta tangente a una
recta, ademas de las dificultades en usar la idea de recta tangente como la mejor aproximacion
lineal a una funcién en un punto en un contexto de resolucion de problemas.

Generacion de una DGC Recta Tangente

Como consecuencia del andlisis epistemologico, el andlisis de los libros de texto y los resultados del
cuestionario piloto, generamos una descomposicion genética (Tabla 1) entendida como una
trayectoria hipotética de aprendizaje como hipdtesis previa para el disefio de un experimento de
ensefianza. La propuesta de descomposicion genética se inicia con el concepto de recta tangente a
partir de la concepcion leibniziana (recta tangente como mejor aproximacion lineal a la curva) para
posteriormente estudiar la concepcidn cartesiana (recta tangente como limite de recta secantes)
estableciendo la relacion entre ambas como un medio para introducir la ecuacion de la recta
tangente a una funcién en un punto, en vez de introducir directamente la recta tangente a partir de la
concepcion cartesiana que es la aproximacion habitual en los libros de texto.
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Tabla 1. Descomposicion genética de recta tangente

Pre-requisitos

EO

EO1 Reconocimiento como accion de puntos de una recta y de una funcion a partir de su
abscisa a nivel grafico y analitico
E02 Conocer como accion el concepto de pendiente de una recta a partir de dos puntos
(X(), Y()), (Xl, y1) (CélCUlO)Z
m = MY
X1~ Xo
E03 Conocer como proceso el concepto de pendiente de una recta como medida de la
razon de crecimiento de dicha recta
E04 Conocer como proceso la idea de recta (forma analitica): Identificar y hallar puntos
de una recta
EO05 Conocer como objeto la idea de recta: Ecuacion punto-pendiente de una recta:
Y-yo= m(x-x)
E06 Conocer como proceso el limite como tendencia
EO07 Conocer como proceso el concepto de derivada de una funcidén en un punto:
£1(xg) = limf(xﬂ +h) — fxg)
=0 h
EO08 Conocer como objeto el concepto funcion derivada
El Linealidad local de una funcidon en un punto
E11 Accidn de aplicar varios zoom sobre una funcion en un determinado punto
E12 Interiorizacion de la accién E11 en un proceso
E13 El objeto de concebir, localmente, la funcion como un segmento cuya prolongacion
se definiria como recta tangente (mejor aproximacion lineal)
E2 Sucesion de rectas secantes
E21 Accidn de crear rectas secantes manteniendo un punto fijo y acercando otro punto al
fijo
E22 Interiorizacion de la accion de crear rectas secantes (E21) en un proceso
E23 Encapsulacion como objeto de la idea de recta secante
EIRE2 Conocer como proceso la identificacion de la recta tangente (E1) con la tendencia
limite de E2
EO3RE04 Conocer como proceso la identificacion de la tendencia de las pendientes de las
rectas secantes con la derivada de la funcion en el punto tangencia (pendiente de la
recta tangente):
im 21 -Y0 _ g flag) —fxo) . flxog+h)—flxg)
im —— = lim = lim =" (xq)
xyg—xpXy — Xp  xiown X — X =0 h
E3 Recta tangente como objeto: y-yp= f"(xy) (x-x0)
E31 Accion de hallar la ecuacion de la recta tangente
E32 Interiorizar la accion de determinar la ecuacion de la recta tangente
E33 Encapsular como objeto la idea de recta tangente, relacion modo grafico y analitico
(ecuacion)
E4 Tematizacion del esquema de Recta tangente

E;= Elementos matematicos; E; R E; = Relaciones entre elementos
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CONCLUSIONES

La descomposicion genética de la recta tangente se apoya en unos pre-requisitos y considera tres
componentes y su relacion como medio para construir la tematizaciéon del concepto: la linealidad
local de una funcion, sucesion de rectas tangentes, y recta tangente. Las relaciones entre los modos
de representacion analitica y grafica son los medios conjeturados para que los estudiantes
interioricen los procesos para generar formas de conocer la recta tangente como objeto. El uso de la
recta tangente (reconocimiento grafico y cédlculo de la ecuacidon) en condiciones especiales como
puntos angulosos y en curvas en las que se confundan parcialmente con la grafica de la funcion,
permite estar en condiciones de favorecer la tematizacion del esquema de recta tangente. Esta
descomposicion genética permite fundamentar la toma de decisiones en el disefio de experimentos
de ensefianza que nos permitan describir diferentes trayectorias de aprendizaje. Ademas la
descomposicion genética que hemos detallado puede ser de utilidad para disefiar laboratorios
virtuales que permitan la experimentacion. En este contexto, programas como Geogebra pueden
implementar herramientas tales como el zoom o crear una sucesion de rectas tangentes que
ayudarian a realizar acciones y facilitar que los alumnos construyan los elementos cognitivos del
esquema de recta tangente.
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