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Knowledge about straight line of a third grade primary teacher
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Resumen

En el contexto de una investigacion doctoral, presentamos el andlisis de tres episodios en la
observacion de una maestra de tercer ciclo de educacion primaria cuando enseiia geometria.
Basandonos en el modelo analitico de conocimiento especializado del profesor de matematicas
(MTSK), analizamos el conocimiento de los contenidos no explicitos en los conceptos recta,
semirrecta y segmento que muestra la maestra y las consecuencias que estos tienen en el aula.
Mostramos como el sustento epistemologico del conocimiento sobre estas nociones, pese a ser
implicito, genera en el conocimiento explicito de la maestra dificultades y faltas de precision que
transmite a sus alumnos.

Palabras clave: MTSK, Conocimiento Profesional, Geometria, Recta, Semirrecta, Segmento,
Infinito.

Abstract

In a PhD research context, we present the analysis of the three episodes in the observation of a
teacher in third cycle of primary education when teaching geometry. Based on the analytical model
about mathematics teachers’ specialised knowledge (MTSK) knowledge, we analyse the knowledge
of non-explicit content in the concepts of straight line, ray and segment shown by the teacher and
the consequences it has in the classroom. We show how epistemological foundations of the
knowledge about these concepts, despite being implicit, generates in the teacher’s explicit
knowledge obstacles and inaccuracies that she transmits to her students.

Keywords: MTSK, Professional Knowledge, Geometry, Straigth Line, Ray, Segment, Infinite.

INTRODUCCION

Nuestro sistema educativo no ha conseguido aun enfocar la ensefianza desde un punto de vista
globalizador, generando compartimentos estancos de conocimiento con dificultad para ser
relacionados entre si. Esto es especialmente relevante en matematicas, donde los conceptos estan
imbricados profundamente unos con otros, directamente o a través de relaciones conceptuales
complejas.

En el desarrollo de una tesis doctoral sobre el conocimiento especializado en geometria, las
observaciones en el aula nos han permitido constatar como la informante lidia con un constructo
que emerge al comenzar la geometria con sus alumnos: el concepto de infinito, al tratar las nociones
de recta, semirrecta y segmento. Esto nos ha llevado a reflexionar sobre cudl ha de ser el
conocimiento matematico que debe tener un maestro sobre los temas a ensefiar y cual seria el efecto
que produciria una insuficiente construccion de un concepto que podria parecer irrelevante en el
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desarrollo de los otros, pero que tiene profundas relaciones, asi como los errores futuros que su
ensenanza podria generar en sus estudiantes.

Siguiendo a Ma (1999), consideramos que los maestros deben tener un conocimiento profundo de la
matematica fundamental, pero no tenemos respuesta desde la investigacion en educacion
matematica sobre la delimitacion de ese conocimiento; este limite guia nuestra reflexion.

MARCO TEORICO

Partiendo del Conocimiento Matemdtico para la Enseiianza (Ball, Thames y Phelps, 2008), el
grupo SIDM' de la Universidad de Huelva (Carrillo, Climent, Contreras, y Mufioz-Catalan, 2013)
ha propuesto un modelo analitico del Conocimiento Especializado del Profesor de Matemadticas
(MTSK), basado en la especializacion como eje del conocimiento del profesor de matematicas.

El modelo MTSK conserva la dicotomia propuesta por Shulman (1986), y posteriormente refinada
por Ball y cols. entre conocimiento didactico del contenido —PCK— y conocimiento del contenido
—SMK—, este ultimo renombrado como Conocimiento Matematico —MK—. En el modelo
desarrollado se proponen seis subdominios, tres de ellos referentes al MK:

e (Conocimiento de los Temas (KoT), que contempla un conocimiento profundo y razonado de
cada tema propio de la matematica escolar, integrando no solo el conocimiento escolar, sino
sus fundamentos, propiedades, definiciones o su fenomenologia (Montes et al., 2015, Lifian
y Contreras, 2013).

e (Conocimiento de la Estructura Matematica (KSM), que abarca el conocimiento matematico
desde la perspectiva que permite al profesor conectar unos conceptos con otros,
integrandolos en un sistema de conexiones. Esto permitird comprender ciertos conceptos
avanzados desde una perspectiva elemental y desarrollar conceptos elementales mediante el
tratamiento a través de herramientas avanzadas.

e (Conocimiento de la practica matematica (KPM), que incluye el conocimiento sintactico
(Schwab, 1978) de las matematicas, relativo a diferentes formas de definir, argumentar,
demostrar y pensar en matematicas, asi como diferentes tipos de razonamientos heuristicos.

Los otros tres subdominios estan referidos al PCK:

e (Conocimiento de las Caracteristicas del Aprendizaje de las Matematicas (KFLM), que
incluye el conocimiento de como aprenden los alumnos el contenido matematico, asi como
el conocimiento de las caracteristicas de ese proceso o de los errores, dificultades, y
obstaculos asociados a cada concepto.

e (Conocimiento de la Ensenianza de las Matematicas (KMT), que supone conocer distintas
estrategias de ensefianza que permitan el desarrollo de las capacidades, conocer recursos que
ayuden a los alumnos a construir conceptos matematicos, o ejemplos que consigan despertar
su intuicion respecto de algunos conceptos, es decir, el conocimiento de como producir
aprendizaje.

e Conocimiento de los Estandares de Aprendizaje de las Matematicas (KMLS), que ademas
del conocimiento del curriculo institucional, supone conocer producciones de las distintas
investigaciones en educacion matematica respecto a los logros de aprendizaje esperados en
cada etapa, o referentes estandarizados de distinta indole que indiquen qué y coémo debe
aprenderse el contenido.

Puesto que el interés de esta investigacion se centra en el conocimiento sobre geometria que
muestra una maestra de 5° de primaria, tomamos como referencia de conocimiento minimo que
esperamos encontrar en un maestro el que figura en el curriculum vigente para primaria.



Conocimiento sobre la recta de una maestra de tercer ciclo de primaria 337

METODO

Al igual que otros modelos que exploran el conocimiento del profesor, la observacion de la practica
y su andlisis compartido son los elementos basicos con los que accedemos a la informacion desde
MTSK. Nos situamos en un paradigma interpretativo (Bassey, 1995), y planteamos el estudio de
caso de tipo instrumental como disefio metodolégico. Mostraremos el analisis de un episodio de
clase en la observacion directa de una maestra cuando ensefia geometria en 5° de primaria, apoyada
con entrevistas semi-estructuradas cuya finalidad es aclarar algunas de las observaciones. La clase
esta ubicada en un colegio publico de Sevilla y la maestra atesora mas de 30 afios de experiencia en
educacion primaria, y toma como apoyo fundamental el libro de texto para disefiar sus clases,
utilizando lecturas de divulgacion matematica para provocar reflexion en el aula.

El episodio analizado se registr6 en video, con el consentimiento todos los implicados.
Posteriormente se realizo una transcripcion literal del mismo y se utiliz6 un instrumento de analisis
basado en el modelo analitico MTSK, que nos permiti6 identificar los subdominios y categorias de
conocimiento puestas en juego, ademas de reconocer posibilidades de analisis (Flores, Escudero y
Aguilar, 2013) que son planteadas a la maestra posteriormente, cuando no quedan claros en la
propia transcripcion, en la entrevista semi-estructurada.

ANALISIS Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS

Los episodios tratados corresponden a la primera clase de 5° curso de primaria sobre el primer tema
de geometria: sobre rectas y angulos. Nos centramos en las definiciones de recta, semirrecta y
segmento, pues de ellas han emergido otros conocimientos que en si mismos no estan incluidos en
el curriculum de primaria.

Al comenzar la clase, la maestra presenta el primer concepto que aparece en el libro de texto: la
recta, para lo que utiliza un dibujo en la pizarra. Plantea un ejemplo que le parece que permite
distinguir entre linea recta y curva, afiadiendo después la observacion planteada por un alumno para
clarificar e intentar mejorar su propio ejemplo.

Define después la semirrecta, partiendo del mismo dibujo de la recta que aparece en la pizarra,
sefialando un punto en ella. Para afianzar el hecho de que puede tratarse de cualquier punto el que
defina las dos semirrectas, dibuja otra recta en la pizarra con un punto ubicado en un lugar diferente
al primero, lo que provoca una reaccion en el alumnado sobre la igualdad o no de las dos
semirrectas generadas. Emerge el concepto de infinitud de la recta, apareciendo asi la primera
conexion importante con este contenido.

Finalmente, en el ultimo episodio aparece la definicion de segmento, para lo que utiliza las rectas de
la pizarra sefalando dos puntos. Emerge aqui la densidad de la recta, es decir, dados dos puntos
cualesquiera, siempre hay infinitos puntos entre ellos; se muestra asi la segunda conexidn entre
elementos matematicos.

En todos los casos comienza con una representacion, pasando después a la ejemplificacion y
terminando con la definicién dada por el libro (M: Maestra; A: alumnos).
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1. M: (dibuja un segmento rectilineo paralelo a la horizontal con inicio y fin, marcando los
puntos) Esto no es (borra los puntos marcados) No tiene principio ni fin (amplia el
segmento hasta los extremos de la pizarra y hace un gesto con las manos indicando que
continuaria por ambos lados de la pizarra). No sabemos ni donde empieza ni donde acaba,
no tiene curvas ni angulos. Es como cuando vamos por la carretera y vemos los cables de
la luz, no los que estan asi (hace un gesto curvo con la mano) sino los que estin mas
tensos. Los vemos y es una recta que no sabemos donde empieza ni donde acaba.

2. Al: La carretera también.

3. M: Bueno las carreteras tienen curvas. Si tienen curvas ya no es una recta. Bueno, pues vamos
a poner en el cuaderno: recta, y ponemos las caracteristicas: es una linea de puntos que no
tiene ni principio ni fin y que no tiene lineas curvas ni angulos.

Observamos como la profesora usa su KMT al proponer un ejemplo sobre cuya adecuacion podria
no haber reflexionado: los cables de la luz. En el momento que lo plantea parece darse cuenta del
equivoco que puede generar en sus alumnos (KFLM) y rectifica (1): “no los que estan asi (hace un
gesto curvo con la mano) sino los que estan mas tensos”.

Refiriéndonos al MK de la profesora, vemos que usa la representacion grafica de la recta, siendo
consciente de que no puede tener limites, asi que lo hace de extremo a extremo de la pizarra,
considerando que, con su lenguaje no verbal, muestra la ausencia de inicio y fin, apareciendo de
forma implicita la idea de infinitud. La maestra define recta como lo hace el libro de texto, usando
dos conceptos que no han tratado previamente: linea y punto (nocién a la que, en el curriculum
vigente, no se hace referencia, ni si quiera de forma intuitiva). Podemos observar también un
indicio de KPM, ya que la profesora establece condiciones para dar significado y definir la idea de
recta como una construccidon sin principio ni fin, pese a no dar elementos, mas alla de los
meramente visuales, que permitan diferenciar una linea recta de una curva.

4. M: Ahora vamos a ver lo que es una semirrecta. Tenemos una recta y la cortamos. Como una
recta es infinita, la cortamos y tenemos dos semirrectas. Segun esto, ;qué sera una semirrecta?

5. Al: Un punto que divide a la recta en dos partes iguales.

6. M: Entonces, si tengo otra recta y le hacemos un punto aqui (dibuja una recta en la pizarra y un
punto, que borra y luego vuelve a pintar en otro lugar). Como es infinita, pues una semirrecta
estaria aqui (sefala) y la otra desde el punto hasta el infinito, las dos semirrectas. Definiriamos
un punto y las dos semirrectas, que son infinitas.

(Nota: el libro dice, en la definicion de semirrecta: “un punto divide a una recta en dos partes
iguales, llamadas semirrectas, con principio pero sin fin”, y la maestra la lee y la escribe.
Obvia, al volver a dibujarla en la pizarra la afirmacion “dos partes iguales™.)

7. M: Pues asi, aqui empieza esta semirrecta y aqui la otra.
8. A2: Perouna es mas larga que la otra, ;jno?

9. M: Bueno, es que son infinitas, y el infinito....Por eso he puesto yo distintos puntos, me da igual
donde esté el punto, son infinitas. ..

La maestra define la semirrecta partiendo del concepto anterior establecido sobre la recta y de una
de sus caracteristicas o propiedades, aunque existe una cuestion subyacente a su argumentacion: la
recta infinita se divide en dos semirrectas desde el punto sefialado hasta el infinito. Podriamos tener
aqui una conexion transversal (KSM). Otra posible conexion se presenta al hablar de dos elementos,
recta y semirrecta, que son infinitos en ambos casos, con la diferencia de estar acotada la semirrecta
en uno de los sentidos. Creemos interesante profundizar en como la maestra articula estos conceptos
relacionados unos con otros, mostrando una conexion ligada a la complejizacion de contenidos
(Montes, Aguilar, Carrillo y Munoz-Catalan, 2014).



Conocimiento sobre la recta de una maestra de tercer ciclo de primaria 339

Cuando la maestra decide dibujar una nueva recta, sefialar un primer punto aproximadamente en la
mitad de la pizarra para luego borrarlo y marcar otro claramente alejado del centro, se muestra un
posible conocimiento de las fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje (KFLM), pues parece
forzar la pregunta del alumno (8), ademas de generar un posible debate sobre la definicion que
muestra el libro (KPM). Vemos también una dificultad en la practica ligada a la Matematica en
general, pues la forma en la que estd expresada la primera definicion genera una incongruencia (5)
de la que nadie parece hacerse consciente; idéntico comentario cabria en la definicion que aparece
en el libro y que todos dan como valida ( “...dos partes iguales™).

10. M:  Tenemos la recta, semirrecta y ahora vamos a ver el segmento. F., ;qué es el segmento?

11. A3: Es el trozo de recta limitado por dos puntos.

12. M:  Pues ahora tenemos el segmento, igual que antes tenemos la recta (dibuja en la pizarra una
recta y sefiala dos puntos de la misma) y esto es el segmento. ;Qué dice el libro, P., por favor?

13. A4: Es la parte de la recta delimitada por dos puntos.

14. M:  Pero los dos puntos no son contiguos, no estan juntitos, tiene que haber punto, punto, punto,
porque si no, no tenemos segmento. Los puntos se llaman extremos.

15. M: Los extremos (escribe la palabra “extremo” en cada uno de los puntos que ha dibujado en la
recta y que delimitan el segmento) Estos extremos delimitan la recta infinita, cortada dos
veces, entonces sale un segmento.

Nuevamente observamos KoT, pues la maestra parte de la representacion de la recta y construye la
definicion de segmento partiendo de sus propiedades. Al pedirle al alumno que lea la definicion del
libro, la maestra incluye un comentario que evidencia una debilidad en su conocimiento acerca de la
densidad de la recta, apareciendo ademas una conexion de complejizacion (KSM) en la relacion con
los niameros reales, emergiendo el concepto de infinito en un conjunto acotado.

Observando transversalmente los tres episodios aparece, subyacente al conocimiento de la maestra,
la idea de que la recta y la semirrecta son infinitas, aunque el segmento no. Emerge, de nuevo,
conocimiento relacionado con el infinito entendido como cardinal y los diferentes cardinales de
conjuntos infinitos numerables y no numerables.

Para profundizar en la explicitacion de esta idea, se planted, en una sesion de entrevista a la
maestra, una pregunta relacionada (E: entrevistador; M: maestra):

E: (Habéis trabajado alguna vez el concepto de infinito?

M: Cuando hemos dado los numeros... los nimeros son infinitos, ahi si que puede ser que
hayamos trabajado la cantidad como infinitas cosas. Para ellos es algo que es muy grande
muy grande o muy largo muy largo, que no lo pueden abarcar con el pensamiento, ni con la
vista ni con las manos... No lo han vivido como un problema, no sé si porque tienen el
concepto de nimero... porque hemos intentado ver numeros y hemos escrito en la pizarra,
que hemos intentado verlos, agruparlos, que seguiamos y seguiamos y no tenia fin, no
terminabamos nunca... o el espacio, que ellos saben que es infinito, que se escapa de
nuestro conocimiento. Yo creo que no les cuesta, el aproximado a lo que creemos los
adultos que es infinito, no creo que les cueste a ellos. De hecho nunca han planteado
dificultad cuando se trata el infinito.

La maestra da a los nimeros la propiedad de infinitud, sin reflexionar sobre qué conjunto numérico
es infinito, o de qué forma lo es (acotacion o cardinal). Asimismo, defiende que sus estudiantes
generen el significado de ‘muy grande’ asociado al infinito pero, en su propia descripcion de ese
significado, incluye la imposibilidad de abarcarlo y el hecho de que escape del conocimiento,
relacionado con un modelo de indefinicién al pensar sobre el infinito (Belmonte, 2009). Esta
reflexion nos muestra que la profesora posee conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje,
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KFLM, relacionado con el infinito, si bien coincidimos con Montes (2015) en que gran parte de este
conocimiento se basa en cierto nivel de reflexion sobre su propio proceso de aprendizaje del
concepto, ya que ella misma se incluye como parte de las reflexiones sobre sus estudiantes.

EL CONOCIMIENTO DEL INFINITO SUBYACENTE A LA REFLEXION DE LA
MAESTRA

En los episodios analizados aparece tanto el concepto actual como potencial del infinito (Moreno y
Waldegg, 1991), pues la maestra reconoce, en las entrevistas mantenidas posteriormente, que nunca
se ha tratado el concepto infinito mas alla de la generacion de numeros (Montes, 2015), donde ella
misma parece confundir lo muy grande con lo infinito.

Cuando la maestra presenta en modo grafico la recta es consciente de que no puede simbolizar ese
“sin principio ni fin” (3), asi que hace un gesto para remarcar esa falta, que asume como infinitud
de la recta. Emerge, mas alla de la aparicion del concepto infinito, un aspecto de un conocimiento
profundo de la matematica: ;jen qué sentido es infinita la recta?, ;en longitud?, ;cantidad de puntos?

En el primer caso, infinita en longitud, concepto subyacente tanto en los libros de texto como en
este episodio, genera un error conceptual. Una cantidad de magnitud no puede ser infinita por las
propias definiciones de magnitud y de medida, una magnitud es un atributo susceptible de aumentar
o disminuir, sobre el que se puede definir la igualdad y la suma sobre los nimeros reales positivos
(Fiol y Fortuny, 1990), por lo que “infinito” no puede ser una cantidad de una magnitud (Gardiner,
1985); por otro lado, la funcion medida esta definida en el intervalo [ ).

(Estéa entonces esa infinitud de la recta (linea de puntos sin curvas ni dngulos que no tiene principio
ni fin) referida a su cantidad de puntos? En caso afirmativo, podriamos colocar en idéntica situacion
a la semirrecta y al segmento; es decir, la profesora usa objetos matematicos en los que aparece el
infinito en conjuntos acotados, aunque parece que sin consciencia de ello.

El uso de este concepto de forma errdnea se repite en la respuesta a la cuestion que plantea la
alumna “Pero una es mas larga que la otra, ;no?” (8) cuando la maestra define semirrecta y sefiala
dos puntos diferentes para mostrar lo que supone distintas semirrectas. Su respuesta incluye
nuevamente la referencia al infinito (9), asi como en la propia definicion del libro (6), subyaciendo
la idea de que, sabiendo que cualquier conjunto infinito I tiene la propiedad de poder definir una
aplicacion inyectiva de I sobre un subconjunto de I, esto puede contradecir el principio holistico “el/
todo es mayor que la parte”.

El nombre “semirrecta” puede evocar “mitad” en el sentido matematico de partes iguales, lo que
implica la pregunta ;en qué sentido se da dicha igualdad? Por otro lado, se presenta un nuevo
problema didactico y de concepto con la definicion: en la recta aparece la expresion “sin principio
ni fin” (3) y en la semirrecta “con principio pero sin fin” (6). Asi, un conjunto infinito puede no
tener inicio ni fin o solo no tener fin, pero ;podria tener fin y no inicio? La imprecision en el uso del
lenguaje matematico, tanto del libro como de la maestra, genera obstaculos didacticos que impiden
una correcta comprension de ciertos conceptos que han de construirse por no ser evidentes.

CONCLUSIONES

Autores como Gardiner (1985) plantean que los procesos infinitos son cuestiones que no se tratan
explicitamente en la escuela primaria y cuyos fundamentos se dan por hechos al tratar el concepto
posteriormente en la educacidn secundaria. Surgen conexiones estructurales (KSM) entre la
geometria y los procesos infinitos que no son abordados, por lo que pueden aparecer problemas
entre el infinito matematico (actual o potencial) y el infinito psicologico. Este mismo autor
identifica distintos procesos infinitos que surgen de forma natural y que no son tratados como
contenido.
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(Qué deberia conocer la maestra sobre el infinito? Emerge la necesidad de establecer una conexion
entre la recta real y la recta, semirrecta y segmento para identificar esa infinitud con la cantidad de
puntos y no con su longitud y, lo que es igualmente importante, la concepcion de la densidad de los
numeros reales genera la conexion que permite decir que no existen puntos contiguos en una recta,
que es localmente medible pero no globalmente.

Es destacable el conjunto de errores, tanto conceptuales (KoT), como de conexiones (KSM) y
procedimiento matematico (KPM), que transmite el libro de texto, y sobre los que la maestra no se
cuestiona: “un punto divide a la recta en dos partes iguales —aqui emerge la posibilidad de
preguntarse por la naturaleza de esta igualdad (KPM)— llamadas semirrectas con principio pero sin
fin”— en esta expresion, el significado y sentido del principio y fin, podria ser objeto de reflexion a
un nivel epistemologico (KoT)—; “una recta es una linea de puntos, sin curvas ni angulos,[...]”
—aqui cabe cuestionar la naturaleza de los elementos que se usan para definir, y su presencia en
cursos anteriores (KFLM), ya que contiene definiciones basadas en otros conceptos que nunca se
han tratado antes—; “un segmento es un trozo de recta limitado por dos puntos”— esta definicion
muestra un lenguaje lejano al lenguaje matematico, por lo que cabria preguntarse como expresarlo
de forma mas precisa (KoT, KPM), o si el tipo de lenguaje usado tiene la intencionalidad de
fomentar el aprendizaje de los alumnos (KMT, KFLM).

Para terminar, destacamos que MTSK nos ha permitido obtener una vision precisa y detallada de las
distintas tipologias de conocimiento emergentes en la discusion de la maestra con sus alumnos en el
tratamiento de conceptos como la recta, semirrecta y segmento, consiguiendo una vision mas
amplia del conocimiento especializado implicado. Mas alld de detectar el conocimiento matematico
o didactico, hemos podido identificar elementos que nos hacen pensar en la necesidad de un
conocimiento profundo de la matematica escolar, no s6lo en términos de conocer “mas”, sino de
conocer “mejor” los contenidos geométricos. Es en este sentido donde observamos ciertas
relaciones entre los distintos tipos de conocimiento. Un conocimiento de los temas (KoT)
superficial sobre geometria puede bastar para seguir el libro de texto sin cuestionamientos
profundos. Sin embargo, para plantear dichos cuestionamientos, entran en juego el conocimiento de
la estructura matematica (KSM), para establecer la coherencia de las construcciones matematicas
realizadas, o el conocimiento de la practica matematica (KPM), al reflexionar sobre la consistencia
de definir ciertos conceptos como la recta, sin haber definido previamente los elementos usados en
la definicion.
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