-

View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk brought to you by‘ﬁ CORE

provided by Funes

MODELOS Y MARCOS TEORICOS EN LA INVESTIGACION EN
PENSAMIENTO NUMERICO EN ESPANA

Models and theoretical frameworks in research on numerical thinking in Spain

Gonzalez Mari, J. L.
Universidad de Mélaga

Resumen

Se presenta una breve revision de los principales modelos y marcos teoricos que se emplean en la
actualidad en la investigacion en Pensamiento Numérico en Esparnia. Se adopta para ello una
clasificacion que no pretende ser exhaustiva, tampoco se mencionan todas las aportaciones que se
pueden incluir en cada una de las categorias, de las que solo se incluye una breve descripcion
junto a algunas referencias recientes. Después de analizar las relaciones que se pueden apreciar
entre algunos marcos, se examina la situacion actual y futura de la investigacion en el campo de
estudio y se hace una apuesta por una mayor atencion a la investigacion para la innovacion en el
aula ordinaria de Matemadaticas.

Palabras clave: pensamiento numérico, didactica de la matematica, métodos de investigacion,
educacion matemadtica

Abstract

In this paper I present a brief review of the main models and theoretical frameworks that are
currently used in research in numerical thinking in Spain. A classification which does not intend to
be exhaustive is adopted and not all the potential contributions to be included in each category are
mentioned; only a brief description is included along with some recent references. After analyzing
the relationships between some frameworks, present and future research is examined in the field of
study and a greater attention to research for innovation in regular mathematics classrooms is
recommended.
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INTRODUCCION

Los modelos y marcos tedricos de las investigaciones en un campo cientifico son referencias
privilegiadas para conocer mejor los problemas propios del campo, el enfoque desde el que se
abordan y el estado general del conocimiento sobre dichos problemas. Mas alin, un marco teorico:

- “...cumple el papel fundamental de participar en la produccion de nuevo conocimiento...

- permite orientar la investigacion, el enfoque epistemologico, la formulacion de preguntas y sefialar
los hechos significativos que deben indagarse...

- hace posible el enunciado de afirmaciones que posteriormente se habran de someter a comprobacion
empirica...

- brinda un marco de referencia para interpretar los resultados y establecer nuevas lineas y areas de
investigacion...

- constituye una guia para mantener el enfoque, centrar el problema e impedir la desviacion del
planteamiento original.” (Schanzer, 2015)

Hasta ahora, tal y como indican Gomez, Cafadas, Bracho, Restrepo y Aristizabal (2011), las
investigaciones en educacidon matematica se han analizado desde el punto de vista de su visibilidad
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internacional (Llinares, 2008), la producciéon de tesis doctorales (Vallejo, Fernandez-Cano,
Torralbo, Maz y Rico, 2008) y la publicacion de articulos cientificos en revistas espafiolas (Bracho,
2010). Recientemente se han analizado también las metodologias utilizadas (Godino y otros, 2011),
las lineas de estudio (Palarea y Hernandez, 2014), los contenidos (Gomez y otros, op.cit) y las
aportaciones a los Simposios de la SEIEM (Maz-Machado, Bracho, Torralbo y Gutiérrez, 2011). En
este trabajo se presentan los resultados de un breve analisis de los modelos y marcos tedricos de las
investigaciones nacionales en pensamiento numérico, para lo que hemos tenido en cuenta las
aportaciones que tienen que ver con la iniciacién al Algebra, con las relaciones entre el
Pensamiento Algebraico, Geométrico o Matematico Avanzado y el Pensamiento Numérico, con los
estudios sobre Pensamiento y Creencias del Profesor de Matematicas, las que se abordan en el
campo de la Cienciometria, entre otras publicadas en reuniones y documentos de los quince
ultimos afos; del mismo modo, hemos aprovechado la oportunidad para realizar una seleccion de
estudios de las distintas tendencias analizadas.

PENSAMIENTO NUMERICO: LINEAS Y GRUPOS DE INVESTIGACION

Bajo la denominacion “Pensamiento Numérico” se identifica una linea o marco general que estudia
las estructuras numéricas y los sistemas de representacion con los que se expresan conceptos y
relaciones en el sistema escolar. En otras palabras, “los modos con que los escolares interpretan vy,
en su caso, responden a una variedad de fendémenos, cuestiones y problemas cuando los abordan
mediante los conceptos y procedimientos que forman parte de una estructura numérica” (Rico,
2015).

“La investigacion en Pensamiento Numérico aborda problemas derivados de la ensefianza y el
aprendizaje de los conocimientos numéricos empleando bases tedricas y metodologicas bien
delimitadas y abarcando tanto estudios empiricos (observacional, etnografico, experimental, cuasi-
experimental y estudios de caso) como ensayos teoricos, historicos o epistemologicos” (Rico,
2015). El grupo Didactica de la Matematica - Pensamiento Numérico de la Universidad de Granada
concibe la actividad investigadora en el campo como: “un modo de priorizar y caracterizar
determinadas ramas de la matematica mediante uso prioritario de las estructuras numéricas como
herramientas conceptuales” (Grupo fqm193, 2015). A partir de esta idea el trabajo se centra en:

* La organizacion conceptual de sistemas simbolicos de codificacion, validos para la
expresion y comunicacion de los conceptos y relaciones de una estructura matematica, y las
interrelaciones entre tales sistemas.

 La elaboracion y construccion de sistemas simbolicos, asi como la organizacion,
sistematizacion y desarrollo de diferentes capacidades y competencias basadas en los
campos conceptuales mencionados.

* Los modos de abordar, interpretar y, en su caso, responder a una variedad de fenémenos,
cuestiones y problemas que admiten ser analizados mediante conceptos y procedimientos
que forman parte de una estructura numérica o algebraica.

Varias son las lineas de investigacion y diversos los trabajos de investigacion que se han
desarrollado en los ultimos afios (Palarea y Herndndez, 2014) empleando una diversidad de
métodos (Godino et al, 2011). También son diversos los grupos de profesores que desarrollan su
labor investigadora en este campo, destacando los siguientes grupos y Universidades:

e Un grupo interuniversitario en las Universidades de Almeria, Cordoba, Granada y Malaga.
En particular, en la Universidad de Almeria se vienen desarrollando, entre otros, estudios
sobre formacion de profesores; en la Universidad de Cordoba se apuesta por el uso de
materiales didacticos, por la investigacion histérica y por el desarrollo del sentido
numérico; en la Universidad de Granada se atiende a la historia de las matematicas, las
concepciones sobre el limite finito de una funcion, la resolucion de problemas, los sistemas



Modelos y marcos teoricos en la investigacion en Pensamiento Numérico en Espaiia 23

de representacion, y la formacion de maestros y profesores de matematicas, entre otros
temas de interés, siendo el grupo mayoritario en la Comunidad Auténoma Andaluza. Por su
parte, en la Universidad de Malaga se viene trabajando sobre la comprension del
conocimiento numérico y aritmético, la formacion de maestros de Educacion Primaria, la
cognicidon matematica en la edad infantil mediante el uso de metodologia multimedia y
otras TIC y el concepto de limite de sucesiones y funciones.

e Un grupo en la Universidad de Valencia, dedicado a la configuracion historica de la
aritmética y el algebra escolar y su interrelacion con el desarrollo numérico al amparo de
los modelos teoricos locales. Algunas de las principales actividades llevadas a cabo en este
marco son el analisis historico de la ensefianza en los libros de texto (;qué se ha ensefiado?,
(como se ha ensefiado?) y el andlisis del desarrollo conceptual o como construyen el
conocimiento los estudiantes de los diversos niveles. Asimismo se ha prestado atencion a la
fundamentacion de sugerencias para el curriculum y a la elaboracion de propuestas
didacticas que puedan ser contrastadas mediante el estudio de la comprension de los
estudiantes.

e Un grupo en la Universidad de La Laguna, trabajando sobre distintos aspectos en
Pensamiento Numérico y Algebraico, en particular sobre resolucion de problemas verbales
aritméticos en base a un modelo de competencias siguiendo un enfoque denominado ELOS.
Los estudios dentro de este enfoque se centran, como se explica con mas detalle mas
adelante, en errores y dificultades y la utilizacion de sistemas de representacion
yuxtapuestos. Del mismo modo, son de destacar los estudios realizados sobre los niimeros
enteros y la resolucion de problemas con dichos numeros.

e En otras Universidades se encuentran trabajando profesores y grupos de profesores sobre
temas relacionados con la investigacion en el campo del Pensamiento Numérico.

EL PROBLEMA DE INVESTIGACION; CRITERIOS, CATEGORIAS Y
PROCEDIMIENTOS UTILIZADOS

El estudio realizado pretende identificar y delimitar los modelos y marcos tedricos que sustentan
las investigaciones en Pensamiento Numérico en Espafa y establecer una categorizacion que
permita situar convenientemente, en unas pocas clases, la mayoria de los estudios tanto especificos
como relacionados con dicho campo.

Hemos elegido una terminologia especial para realizar la clasificacion y unos criterios que
responden a una manera de ver las investigaciones en Educacion Matematica, en general, y en
Pensamiento Numérico, en particular. En cuanto a la terminologia se ha tenido en cuenta lo
siguiente:

e identificar el nlicleo de la investigacion, el elemento central y determinante del estudio,
valorando seguidamente el papel y la contribucion de los demds aspectos relevantes y
definitorios del trabajo al resultado final y a la linea de estudio en su conjunto;

e analizar la evolucion y la situacion actual de las investigaciones asi como de los modelos y
marcos tedricos;

e suprimir cualquier consideracion sobre la capacidad productiva, la evolucion previsible o las
perspectivas futuras de los estudios.

La denominacion de cada bloque de estudios, modelo, tendencia o marco tedrico hace alusion,
por tanto, a la denominacién conocida en tendencias consolidadas y, en caso de duda, al elemento
central del ntcleo de la investigacion.
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En cuanto a la clasificacion, las categorias utilizadas no han resultado ser exhaustivas ni
mutuamente excluyentes, aunque el sistema de categorias se ha establecido inicialmente con la
intencion de organizar el mayor numero posible de estudios. Dicho esto, puede ocurrir que algunos
tipos de investigaciones queden fuera de la clasificacion y que haya estudios que se puedan situar
en varios marcos y modelos. Por otra parte, la inclusion de los estudios en alguna de las categorias
no siempre ha sido inmediata, en unos casos por la multiplicidad de aspectos involucrados y en
otros por las dudas surgidas en cuanto al propdsito central del estudio del que la publicacion
constituye un fragmento.

Por otra parte, junto a las caracteristicas de los fundamentos teéricos de cada tipo de estudio, se han
analizado los marcos teoricos definidos para comprobar si las investigaciones realizadas
contribuyen en mayor o menor medida a satisfacer las demandas del Sistema Educativo enumeradas
por Font (2011). En este sentido se relacionan los fundamentos tedricos de las investigaciones con
su capacidad de dar respuestas a los problemas reales del Sistema Educativo. Font enuncia dichas
demandas en los siguientes términos:

Primera demanda: herramientas para analizar las diferentes maneras de organizar el contenido
matematico;

Segunda demanda: ;como se produce la emergencia de los objetos matematicos a partir de contextos
extra matematicos?;

Tercera demanda: conocimiento de las dificultades de comprension de los contenidos matematicos;
Cuarta demanda: incorporacién de las TIC;

Quinta demanda: atencion a la diversidad;

Sexta demanda: transicion entre etapas;

Séptima demanda: desarrollo y evaluacidon de procesos y competencias;

Octava demanda: desarrollo de competencias profesionales; (pp. 169-192)

En el presente trabajo se analizan los marcos y fundamentos tedricos de las investigaciones en
Pensamiento Numérico, segtin su capacidad para dar respuestas a los problemas antes enunciados.

MODELOS Y MARCOS TEORICOS EN LA INVESTIGACION EN PENSAMIENTO
NUMERICO

En lo que sigue se agrupan bajo diferentes categorias y denominaciones las investigaciones y
lineas de estudio que presentan, a nuestro entender, caracteristicas comunes en cuanto a
fundamentos, modelos, enfoques y/o tipos de trabajos. Los modelos y marcos tedricos que
hemos identificado son los que se mencionan a continuacion agrupados en bloques de
caracteristicas similares. En cada caso se hace una breve descripcion de las principales
caracteristicas, se menciona la contribucion a los problemas educativos generales y se detallan
referencias que, a modo de ejemplos, se ajustan al modelo o marco analizado.

De caracter fundamental / basico

Una de las primeras referencias de la investigacion en Educacidon Matematica se centra en el
conocimiento matematico, su historia, epistemologia y fenomenologia. La informacion en estos
campos se suele considerar basica para el estudio de los fendémenos de la Educacion Matematica,
y es en este sentido en el que se realizan las indagaciones en estos campos, mas alld del mero
interés historico, matematico, epistemologico o fenomenoldégico de los resultados; para nosotros
es evidente que toda incursion en dichos campos desde el ambito de la investigacion educativa
en matematicas se realiza con la mirada puesta en la Educacidon Matemadtica.

En todos los casos se trata de estudios que atienden a la primera demanda del Sistema Educativo:
historia, textos clasicos, andlisis del contenido y analisis didactico (Font, 2011).

Dentro de este gran grupo podemos distinguir varios subgrupos, de entre los que destacamos por
su importancia los siguientes:
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Matematicas, Historia y Epistemologia

Marco tedrico general en el que hemos situado las investigaciones que consideran la Historia y la
Epistemologia como fuentes privilegiadas, directa o indirectamente, necesarias aunque no
siempre suficientes, del conocimiento didactico en matematicas. Algunos de dichos estudios se
centran exclusivamente en la indagacion histérica y/o epistemoldgica, mientras que otros se
extienden algo mas para tratar algunas consecuencias de los analisis realizados. Tanto en esta
categoria como en la siguiente, hemos incluido el término Matematicas porque entendemos,
como asi ocurre en algunos de los estudios, que el conocimiento matematico formal estd presente
y es necesario realizar incursiones en las definiciones y teorias matematicas relacionadas con el
conocimiento matematico involucrado.

Los estudios referenciados en Goémez y Sanz (2014) y Maz-Machado, Torralbo y Rico (2006) se
han ocupado de indagar en la historia y analizar sus contenidos manteniendo algin hilo
conductor con el campo y los problemas propios de la Educacion Matematica en general y del
Pensamiento Numérico en particular.

Matematicas, Epistemologia y Fenomenologia

El conocimiento en profundidad de las caracteristicas epistemologicas y fenomenoldgicas del
conocimiento matematico relacionado con un problema didéactico puede contribuir de manera
significativa a la resolucion del problema, a plantear otros problemas relacionados o a analizar el
problema desde puntos de vista diferentes. Los siguientes estudios se centran, aunque no de
forma exclusiva, en los aspectos epistemoldgicos y fenomenologicos de conocimientos
numéricos: Maz-Machado, Lopez y Sierra (2013) y Gonzalez (1995).

Por su parte, los estudios de Sanchez, Claros y Coriat (2011) y Claros, Sanchez y Coriat (2014)
abordan la fenomenologia del concepto de limite desde una perspectiva novedosa que involucra
aspectos de lo que se conoce como sentido numérico y establecen los fundamentos de un marco
tedrico y metodologico para el estudio del limite.

De caracter instrumental (Analisis Didactico)

Los modelos instrumentales se aglutinan bajo la denominacion genérica “Analisis Didactico”
(Rico, Lupianez y Molina, 2013), que adquiere una utilidad diversa en funcion del campo de
estudio al que se aplica y de la finalidad del trabajo. En todos los casos se trata de estudios que
atienden a la primera demanda del Sistema Educativo: historia, textos clasicos, analisis del
contenido, analisis didactico (Font, 2011), pero, ademas, en cada uno de los casos que se
presentan a continuacion, los estudios responden también a otras necesidades y dan respuesta a
problemas relevantes para la mejora de la educacion matematica.

Andlisis Diddactico como Instrumento para organizar y fundamentar investigaciones (un
verdadero estudio tedrico de la informacion y no solo un tratamiento especial de los
antecedentes)

Me¢étodo cualitativo que proporciona referencias precisas, especificas y operativas para afrontar
con eficacia la fase de seleccion y tratamiento de los antecedentes bibliograficos en la
investigacion en Educacion Matemdatica mediante un procedimiento metodoléogico no-empirico
que analiza, relaciona e integra, a través de un proceso secuenciado y de acuerdo con los criterios
del meta-analisis cualitativo, informacion procedente de diversas dareas de investigacion
interrelacionadas por su objeto de estudio (Gonzalez, 1995, 1998a, 1998b). Su necesidad se basa,
por un lado, en la naturaleza compleja de los fendmenos, incluidas la multidisciplinariedad y la
interdisciplinariedad del campo y la situacion incipiente de numerosos conocimientos, y, por
otro, en las caracteristicas de la informacion y las fuentes disponibles, cuya dispersion y amplitud
son notables y aconsejan un tratamiento meta-analitico que no se puede limitar a la mera revision
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tradicional. El Analisis Didactico bajo este enfoque se ha aplicado a campos conceptuales y
conocimientos matematicos concretos, tales como los nimeros enteros y los numeros naturales
relativos (Gonzalez, 1995, 1998a), la secuencia numérica (Fernandez, 2001), la integral de linea
(Padilla, 2003), la induccién matematica (Ortiz, 1997), la comprension del conocimiento
matematico (Gallardo, 2004) o la atencion a la diversidad sordos-oyentes (Larrubia, 2006).
Igualmente, los estudios que se abordan en Gonzalez (1995, 1998b) y Gonzalez, Ortiz y Gallardo
(2014) han realizado un andlisis de los antecedentes siguiendo las directrices del Analisis
Didactico bajo este enfoque.

Analisis Didactico como Instrumento Curricular para el disenio, desarrollo y evaluacion de
procesos educativos

En el contexto curricular se describe una propuesta practica que viene siendo utilizada para
fundamentar, organizar y completar el disefio, desarrollo y evaluacion de unidades didacticas de
matematicas y/o de procesos educativos puntuales. La aportacion de Gonzélez y Gallardo (2013)
proporciona informacion sobre este tipo de estudios. Por su parte, Real, Segovia y Ruiz (2012)
utilizan el Analisis Didactico como herramienta para el estudio de libros de texto escolares.

Analisis Diddctico como Instrumento para la formacion de profesores

Para facilitar el proceso formativo de los futuros docentes, en estrecha relacion con el enfoque
anterior, se ha desarrollado en el grupo “Didéctica de la Matematica. Pensamiento Numérico” de la
Universidad de Granada una parte importante del proceso de analisis didactico orientada a
proporcionar instrumentos de analisis para la formacién de los docentes. Gomez, Lupiafiez, Rico y
Marin (2007) sehalan que:

El analisis didactico es un procedimiento que permite explorar, profundizar y trabajar diferentes y
multiples significados del contenido matematico escolar, para efectos de disefiar, llevar a la practica
y evaluar actividades de ensenanza y aprendizaje (pp. 18-19).

Este procedimiento permite al profesor organizar el saber desde dos ambitos, desde las matematicas
y desde la ensefianza, mediante cuatro subanalisis: de contenido, cognitivo, de instruccion y de
actuacion. El andlisis didactico bajo este enfoque, aunque tiene un origen tedrico, se muestra como
un procedimiento eminentemente practico, al facilitar al profesor el proceso sistematico de disefio
de unidades didacticas (Rico, 1997).

Ademas de responder a la primera demanda ya mencionada, los estudios de Ramos-Rodriguez,
Flores y Ponte (2014), en torno a la reflexion de profesores sobre modelizacion en algebra;
Lupiafiez y Rico (2008), en relacion con la formacion inicial de profesores sobre competencias y
capacidades en el aprendizaje de los escolares; y Lupiafiez y Rico (2010), en torno al aprendizaje
de los futuros docentes sobre enunciado de objetivos especificos para las matematicas escolares,
contribuyen también a la octava de dichas demandas (desarrollo de las competencias
profesionales) (Font, 2011). En todos ellos, situados en el corazon de este marco teodrico, se
aplican los principios e instrumentos mencionados en Rico et al. (2013).

Centrados en la cognicion (matematica y numérica y aritmética)

Los estudios interesados en los aspectos cognitivos de la Educacion Matemaética se fundamentan en
teorias de aprendizaje, comprension y construccion de conocimientos o en modelos explicativos
sobre capacidades, destrezas, estrategias y razonamientos. Se incluyen aqui, los estudios que se
limitan a observar y analizar respuestas de los sujetos a tareas, cuestionarios y entrevistas.

En este bloque situamos modelos y marcos tedricos que siguen la tradicion del grupo PME y
responden a la segunda demanda del Sistema Educativo: construccion del conocimiento
matematico, construccion mediante situaciones funcionales o de mateméticas realistas y en
contextos extramatematicos; asi como a la tercera demanda: dificultades, errores y comprension.



Modelos y marcos teoricos en la investigacion en Pensamiento Numérico en Espafia 27

Se trata de un bloque amplio en el que podemos distinguir los siguientes marcos tedricos generales.
Aprendizaje, conocimientos, habilidades y destrezas

Las investigaciones en este campo tratan de indagar en la cognicion de alumnos y profesores. En los
estudios realizados por Ortiz y Fernandez (2007), sobre razonamiento inductivo numérico y las
competencias ordinales en Educacion Infantil, y Hernandez y Gonzélez (2011) sobre la utilizacion
de la tecnologia multimedia para indagar en las capacidades y competencias ordinales de sujetos
de edades comprendidas entre 3 y 7 afios, se construye un modelo evolutivo de competencias
ordinales y se somete a prueba mediante entrevistas individuales.

En el segundo estudio se utiliza la tecnologia multimedia para la recogida y el tratamiento de las
respuestas de los sujetos. Igualmente, se realiza en el mismo un andlisis historico y epistemoldgico
de la estructura de orden como instrumento para fundamentar la investigacion, de manera que
también se puede situar entre las investigaciones que utilizan el Andlisis Didactico como
instrumento de fundamentacion. Sin embargo, lo que caracteriza este tipo de estudios, el verdadero
motor del trabajo y la idea impulsora original, es el aspecto meramente cognitivo.

Dentro de este amplio conjunto de estudios, Pons, Valls y Llinares (2012) analizan los significados
que utilizan los alumnos para el concepto de limite de una funcién en un punto a partir de la
aproximacion a un numero y qué papel desempenan en ello los modos de representacion. Del
mismo modo, se pueden situar también en esta tendencia los estudios de Molina, Castro y Castro
(2009), sobre el signo igual en las ecuaciones numéricas, y los trabajos que se mencionan en
Segovia y De Castro (2007) sobre estimacion en calculo, aunque comparten aspectos de otros
marcos teoricos.

Competencias

La evaluacion de capacidades y competencias es un problema didactico importante y siempre de
actualidad en Educacion Matematica. El estudio de las competencias matematicas, su desarrollo y
evaluacion responde a la séptima demanda sobre desarrollo y evaluacion de procesos y
competencias.

Aunque las producciones en este campo han sido numerosas en los ultimos afios, citamos por su
interés las referenciadas en Rico (2004, 2007) sobre evaluacion de competencias matematicas
dentro del Proyecto PISA/OCDE. Este tipo de estudios también pueden ser considerados a
proposito de la interpretacion y la evaluacion asi como de los estudios curriculares.

Resolucion de problemas

La linea de investigacion sobre resolucion de problemas aritméticos de enunciado verbal, trata de
dilucidar aspectos relacionados con el razonamiento, habilidades y estrategias puestas en juego en
la elaboracion de determinado tipo de problemas. Los estudios sobre resolucion de problemas de
matematicas se desarrollan en numerosas universidades espafnolas, pero hemos de destacar los
trabajos que se vienen realizando en la Universidad de Granada y en la Universidad de Valencia, de
los cuales resultan significativas la aportacion de Puig (1996) asi como las aportaciones que se
mencionan en Cafiadas y Castro (2002) a propdsito de un estudio sobre problemas de caracter
inductivo.

Formacion de Profesores

Se comparte finalidad con los estudios sobre comprension del conocimiento matematico en relacion
con la formacion de maestros y profesores, aunque sin utilizar la fundamentaciéon del modelo
operativo de dicha tendencia. Los estudios de Menino, Tavares, Quaresma y Rodrigues (2011),
sobre el sentido del nimero en los futuros profesores de primer ciclo, y de Lopez y Cafiadas (2013),
sobre la utilizacion del teorema fundamental de la aritmética por maestros en formacion en tareas de
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divisibilidad, se caracterizan por el interés en los aspectos cognitivos de la formacion de docentes.
Errores y dificultades

Se trata de un enfoque que responde a la tercera demanda del Sistema Educativo: conocer los
errores y dificultades relacionados con la actividad y el aprendizaje en Educacién Matematica.
Comparte una de las finalidades con el enfoque logico semidtico (ELOS) que analizaremos mas
adelante. Los trabajos incluidos en Socas, Hernandez y Palarea (2014) y Buhlea y Gémez (2008)
se refieren a investigaciones centradas en errores y dificultades de caracter cognitivo relacionados
con el aprendizaje en procesos matematicos.

Ansiedad y actitudes

Se trata de una linea de investigacidon prometedora dentro de este bloque de tendencias. Las
aportaciones de Rodriguez, Hidalgo y Palacios (2012), sobre la ansiedad matematica, constituyen
un ejemplo entre otros para indagar en este marco teorico.

Modelos y marcos tedricos centrados en la interpretacion y la evaluacion
Hemos realizado la siguiente clasificacion con diferentes enfoques y modelos.
Comprension del conocimiento matematico. Enfoque general

Modelo que incluye las facetas epistemoldgica, cognitiva, semidtica y hermenéutica en relacion con
un conocimiento matematico concreto. El modelo se viene perfilando con la intencion de disponer
de un constructo operativo para la interpretacion de la comprension de conocimientos matematicos.
Se han desarrollado y se vienen desarrollando en la actualidad trabajos en distintas vertientes, de los
que podemos citar, entre otros, los de Gallardo y colaboradores (Gallardo y Gonzélez, 2006a,
2006b, 2007a, 2007b, 2011; Gallardo, Gonzalez y Quintanilla, 2013; Gallardo, Gonzalez y Quispe,
2007, 2008).

El marco general se sustenta en tres orientaciones basicas para la interpretacion de la comprension,
cognitiva, semidtica y hermenéutica, y en un modelo general asociado basado en:

(a) Una concepcion operativa sobre la comprension del conocimiento matematico y su valoracion.

(b) Una concepcion relativa y no acumulativa de la comprension que evoluciona en funcion de la
situacion, las condiciones y los factores que intervienen.

(c) Una concepcion analitica del conocimiento matematico basada en las dos estructuras basicas
(epistemologica y fenomenolédgica) y en los diferentes tipos de categorias del conocimiento.

(d) Un método o proceso secuenciado en torno a dos dimensiones:

(d1) Dimension fenomeno-epistemologica, en la que se inicia el estudio con el siguiente
procedimiento operativo (Gallardo y Gonzalez, 2006a):

1. Anélisis Didactico (Gonzalez, 1998a; Gallardo y Gonzélez, 2006b);

2. Delimitacion del conjunto genérico de situaciones;

3. Estructuracion fendmeno-epistemoldgica del conjunto de situaciones. Modelo local;
4. Seleccion de tareas y construccion de instrumentos;

5. Andlisis de resultados y primeras conclusiones.

(d2) Dimension hermenéutica, en la que se analiza la informacion y se completan los
resultados y conclusiones mediante lo que denominamos circulo interpretativo o método
hermenéutico (Gallardo y Gonzalez, 2011).

La aportacion mas reciente es la de Gallardo y Quintanilla (2015), en la que se tiene en cuenta el
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consentimiento con el otro en la interpretacion de la comprension en matematicas. Asimismo, se
viene trabajando en la consideracion de los aspectos afectivos en los procesos de ensehanza y
aprendizaje de conocimientos matematicos y en la interpretacion de la comprension de
conocimientos matematicos elementales.

Comprension de conocimientos numéricos y aritméticos

La aplicacion del marco teorico general descrito anteriormente a los conocimientos numéricos y
aritméticos proporciona un tipo de estudio especifico que anade las caracteristicas propias del
campo que hemos denominado Pensamiento Numérico. Los estudios de Gallardo (2004) y Gallardo
y Gonzalez (2007), sobre el algoritmo para la multiplicacion de nimeros naturales, y Gallardo et al.
(2007), sobre la comprension del concepto de fraccion, constituyen ejemplos de este marco tedrico.

También se pueden incluir aqui los estudios sobre comprension del Sistema de Numeracion
Decimal que se mencionan a continuacion.

Formacion de Maestros y Profesores

La investigacion referenciada en Gonzalez, Ortiz y Gallardo (2014), sobre la comprension de los
futuros maestros de Primaria acerca de los Sistemas de Numeracion, responde a la octava demanda
del sistema educativo recogida por Font y constituye un ejemplo de los estudios preocupados por el
problema de la interpretacion de respuestas y comportamientos.

Evaluacion de Programas y evaluacion comparada

La evaluacion constituye un elemento esencial del proceso educativo. Los estudios sobre
competencias y los estudios curriculares se pueden considerar también en este apartado, del que
incluimos como ejemplo la aportacion de Gutiérrez, Rico y Goémez (2014) sobre la evaluacion en
TEDS-M.

Modelos y marcos tedricos de componentes integradas

Se trata de modelos y marcos de tipo holistico en el que se pueden distinguir distintas componentes
integradas en un todo. Se aprecia ademas un interés en establecer las relaciones entre las distintas
partes y realizar investigaciones separadas en funcion de las diferentes componentes.

Modelos Teoricos Locales

El marco tedrico y metodoldgico de los Modelos Teodricos Locales (MTL) fue elaborado
inicialmente por Eugenio Filloy (Kieran y Filloy, 1989), cuya exposicion mas detallada y completa
se puede encontrar en Filloy, Puig y Rojano (2008). Desde esta perspectiva, las situaciones de
enseflanza y aprendizaje en los sistemas escolares pueden concebirse como situaciones de
comunicacién y de produccion de sentido, en las cuales estan implicados la materia objeto de
ensefianza y aprendizaje, la ensefianza, que organiza el profesor, y los alumnos, en cuyas
actuaciones se muestra lo que han aprendido.

Filloy (1999) argumenta que para poder observar experimentalmente los fendémenos que
aparecen alrededor de la ensefianza y el aprendizaje, hemos de tener un marco tedrico y
metodolégico (MTL) que nos permita interpretar y organizar tales fendémenos y proponer nuevas
observaciones que pongan en evidencia las relaciones que hay entre los cuatro componentes que
entran en juego. Dicho marco se compone, segin el autor, de las siguientes componentes:

1) Componente de ensefianza del MTL o abreviado Modelo de ensefianza.
2) Componente de cognicion del MTL o Modelo para los procesos cognitivos.
3) Componente de competencia formal del MTL o Modelo de competencia formal.

4) Componente de comunicacién del MTL o Modelo de comunicacion.
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La nocion de Modelo Tedrico Local conlleva una manera de organizar la investigacion, en la que
se distinguen dos partes principales relacionadas: una teodrica y otra empirica. El desarrollo de la
parte tedrica, con la cual se constituye el modelo tedrico local inicial, se configura a lo largo de
varios ejes que se caracterizan por utilizar, por separado o en combinacion, metodologias que
tienen que ver con:

e El analisis historico y epistemologico, a fin de identificar las principales concepciones y
dificultades que ha entrafado la construccion de un determinado objeto matematico hasta
llegar a su formulacion actual.

e El andlisis de libros de texto, como registro que son de la evolucion cientifica, curricular y
pedagobgica en los diversos momentos de la historia.

La parte empirica o segunda etapa del trabajo toma como metodologia el analisis de tareas para
informar acerca de las realizaciones individuales de los estudiantes al responder a tareas
especificas propias de los temas de los curricula de ensefianza.

Algunas aportaciones destacadas dentro de esta tendencia son las de Puig (2008) sobre el
componente de competencia de los modelos tedricos locales, las de Filloy et al. (2008) sobre
algebra educativa, y las de Ortega y Puig (2014) y Gomez (2005) sobre las componentes de la
investigacion en Pensamiento Numérico y Algebraico.

Los dos modelos siguientes se centran en el analisis epistemologico y semidtico, aunque con
incursiones en aspectos cognitivos y estableciendo relaciones con otras componentes.

Enfoque Ontosemiotico (EOS)

El EOS se propone articular las aproximaciones epistemologica y cognitiva, al establecer como
hipotesis basica que los hechos y fenomenos didacticos tienen una doble dimension personal-
institucional. Las nociones tedricas se clasifican en cinco grupos (Godino, 2012):

(1) Sistema de practicas (operativas, discursivas y normativas), que asume una concepcion
pragmatista — antropoldgica de las matemadticas, tanto desde el punto de vista institucional
(sociocultural) como personal (psicologico). La actividad de resolucion de problemas se adopta
como elemento central en la construccion del conocimiento matematico.

(2) Configuracion de objetos y procesos matematicos, emergentes e intervinientes en las
practicas matematicas. Los diversos medios de expresion (lenguajes) desempefian el doble papel
de instrumentos del trabajo matematico y de representacion de los restantes objetos matematicos.

(3) Configuracion didactica, como sistema para el analisis de la instruccidon matematica. Las
configuraciones didacticas y su secuencia en trayectorias didacticas tienen en cuenta las facetas
epistémica (conocimientos institucionales), cognitiva (conocimientos personales), afectiva,
mediacional (recursos tecnologicos y temporales), interaccional y ecolégica que caracterizan los
procesos de estudio matematico.

(4) Dimension normativa, sistema de reglas, habitos, normas que restringen y soportan las
practicas matematicas y didacticas, generaliza la nociéon de contrato diddctico y normas socio-
matematicas.

(5) Idoneidad didactica, como criterio general de adecuacion y pertinencia de las acciones de los
agentes educativos, de los conocimientos puestos en juego y de los recursos usados en un
proceso de estudio matematico.

Enfoque Logico Semiotico (ELOS)

El Fnfoque Logico Semidtico es una propuesta teorico-practica que aporta instrumentos para el
analisis, la descripcion y la gestion de situaciones problematicas en el microsistema educativo y
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centra su estudio en uno de los grandes problemas de la Educaciéon Matematica, las dificultades y
errores de los alumnos en el aprendizaje de las Matematicas (Socas, 2001, 2007, 2012).

En este enfoque se parte del Modelo de Competencia Matematica Formal (CMF), que permite
describir el campo conceptual del objeto matematico con sus funciones y su fenomenologia en
términos operacionales, estructurales y procesuales y sus relaciones (Socas, 2010).

De manera resumida, cualquier actividad matematica puede ser descrita en relacién a las tres
componentes: operaciones, estructuras y procesos. Cada una de ellas queda determinada, a su vez,
por tres elementos: la componente Operaciones queda determinada por las operaciones, los
algoritmos y las técnicas; la componente Estructuras queda determinada por los conceptos, las
propiedades y las estructuras; y la componente Procesos queda determinada por las sustituciones
formales, la generalizacion y la modelizacion (Socas, 2012). Ademas, las actividades matematicas
estan siempre situadas en un contexto que debemos analizar, y que viene descrito por las tres
componentes: Situaciones problematicas, Representaciones y Argumentos. En las Situaciones
problematicas, se consideran las tres fases de la resolucion de un problema: identificacion,
planteamiento y resolucion, ademds de los contenidos matematicos implicados en ellas; en las
Representaciones (lenguajes): su reconocimiento, transformacion y elaboracion; y en los
Argumentos (razonamientos): la descripcion, justificacion y razonamientos implicados (Socas,
2012).

Centrados en el desarrollo didactico en el aula ordinaria de matematicas
Experimentos de enserianza

Constituye una tradicion basada en la investigacion en el aula y que debe tomar un mayor
protagonismo en la escena de la investigacion en Pensamiento Numérico en Espafa. Asi, en el
estudio de Bracho, Adamuz, Jiménez y Gallego (2014) se trata de potenciar el desarrollo del
sentido numérico de manera eficaz e integradora a través de una metodologia basada en dos
pilares fundamentales:

e FEl aprendizaje significativo del sistema de numeracion decimal y el conocimiento y
aplicacion de las propiedades de los nimeros y de las operaciones.

e FElabordaje de las operaciones aritméticas basicas a través de los algoritmos

Otros estudios dentro de este marco teorico son los que describen Maz-Machado y Adrian (2014),
sobre el uso de materiales didacticos y desarrollo del sentido numérico en primaria, Molina, Castro,
Molina y Castro (2011) o las investigaciones colaborativas en desarrollo sobre la implementacion
del método de calculo ABN en Centros de Educacion Primaria de Andalucia.

Modelo Investigacion para la Innovacion Curricular en la accion en el aula de
Matematicas

Se trata de un modelo que procede de la tradicion italiana de la investigacion para la innovacion
(Gonzalez, 1999) y que apela al hecho constatado de que gran parte de la investigacion en
Educacion Matematica estudia los fendmenos en situaciones de laboratorio y tiene dificultades para
influir de manera significativa en la practica docente en el aula ordinaria. Se observan carencias en
lo que se refiere a los resultados mas cercanos a la realidad del aula que se pueden paliar mediante
la utilizacion de un modelo de investigacion para la innovacion, con la participacion de los
profesores responsables y manteniendo la integridad de los fendmenos analizados alli donde se
producen y tal y como se producen (Gonzalez, 2015). Ademas de incidir en la innovacion curricular
y en la mejora de la practica educativa, los estudios aportan informacion cientifica y contribuyen a
mejorar la formacion de los profesores que intervienen.

El modelo se construye a partir del andlisis de las principales tendencias y se utilizan métodos
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mixtos de investigacion para analizar los efectos de nuevos tratamientos didacticos sobre el
rendimiento y la actitud de los alumnos. Cada profesor responsable dirige el estudio en su grupo y
colabora en los demds grupos como observador y ayudante. Se emplean protocolos de ensefanza en
grupos experimental y control, protocolos de observacion, pruebas objetivas y entrevistas.

Otros modelos y marcos teoricos relacionados
Conocimiento, creencias, pensamiento del profesor y formacion de profesores

Desde un punto de vista general, Gil y Rico (2003) abordan las concepciones y creencias del
Profesorado de Secundaria sobre ensefianza y aprendizaje de las Matematicas. Igualmente, son de
destacar los numerosos estudios que se mencionan en Llinares (2009) asi como otros trabajos que
pueden tener relacion con conocimientos numeéricos, como es el caso de Montoro y Gil (2012), en el
que se trata un instrumento para medir experiencias de flujo en situaciones que provocan
concentracion profunda, pérdida de la nocion del tiempo, disfrute e interés en el aula.

Estudios cienciométricos

Relacionados indirectamente con los estudios en Pensamiento Numérico, se pueden encontrar
referencias e informaciones complementarias en Maz-Machado et al. (2011) asi como en otras
publicaciones de Torralbo y colaboradores.

Estudios curriculares

Un ejemplo de estudios de este tipo, en estrecha relacion con las investigaciones durante el
desarrollo didactico en el aula ordinaria, lo constituyen los estudios curriculares sobre el método
ABN, de los que se pueden encontrar referencias en Bracho et al. (2014).

CONCLUSIONES

La clasificacion que se propone no pretende ser definitiva. Esta abierta a modificacion y a nuevas
reorganizaciones de las categorias. De entrada, se puede reconocer una cierta convergencia entre los
modelos y marcos teoricos en aquellos aspectos que hemos considerado basicos y/o instrumentales;
la mayoria de los modelos comparten un niicleo comin que podemos categorizar como fundamental
para la investigacion en Pensamiento Numérico. Igualmente, se aprecian diferencias entre los
modelos que hemos llamado de componentes integradas, que tratan de incluir a priori todos los
factores y relaciones que pueden intervenir, y aquellos otros que se van construyendo
paulatinamente en funcion de los datos que proporcionan los estudios empiricos.

Quedan abiertos al analisis y discusion los siguientes aspectos, entre otros: a) la relacion entre las
construcciones teoricas, los modelos y fundamentos y la informacién empirica; b) la existencia de
marcos teoricos no contemplados en la clasificacion realizada; c) caracteristicas y tipos de estudios
de dificil o imposible ubicacion en las categorias utilizadas; d) caracteristicas y tipos de estudios
que comparten varios marcos tedricos; €) caracteristicas y tipos de estudios especificos de un solo
marco tedrico; ) la capacidad de cada tipo de estudios y de cada modelo para incidir en la mejora
real de la practica educativa; g) investigacion basica y aplicada en Pensamiento Numérico y su
relacion con los modelos y marcos tedricos relacionados en el trabajo.

Para terminar, sugerimos la necesidad de: 1) profundizar en los andlisis iniciados en el presente
estudio; 2) realizar meta analisis de distintos tipos de estudios en base a su fundamentacion tedrica,
la metodologia e instrumentos utilizados y los resultados obtenidos; 3) comparar modelos y marcos
tedricos en relacion con un problema especifico; 4) la realizacion de investigaciones durante el
propio desarrollo curricular ordinario en el aula de matematicas de cualquier nivel educativo,
incluida el aula de didactica de la matematica en los centros de formacion de docentes, con la
implicacion de los propios docentes.
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