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Introduction

De nos jours, de nombreuses taches, auparavant fastidieuses, ont vu leur complexité largement
diminuée grace a la mise en place d’outils informatiques permettant leur traitement. Ces outils sont
constamment améliorés et ’augmentation des performances des ordinateurs les rendent de plus en
plus efficaces. Cependant, nombre de ces outils reposent sur la résolution de probléemes complexes
demandant un grand nombre d’opérations. Dans le cas ou la variante décisionnelle du probleme est
NP-complete, ce nombre d’opérations est exponentiel en fonction de la taille du probleme. Dans ce

cas, la résolution de tels problémes peut prendre plusieurs centaines d’années.

La mise en place de techniques dédiées permettant de prendre en considération les propriétés
intrinseques du probléme est donc un axe de recherche majeur dans le domaine de 'informatique.
Parmi les classes de problemes les plus étudiés, on retrouve les probléemes d’ordonnancement, les

problemes de tournées de véhicules ou les problemes d’affectation.

Dans cette theése, nous nous sommes intéressé aux problemes d’ordonnancement et, plus particulie-
rement, aux problémes d’ordonnancement avec contraintes de ressource. Parmi les problémes les plus
étudiés dans la littérature, nous retrouvons le probléeme d’ordonnancement de projet avec contraintes

de ressource et le probleme cumulatif.

Dans le probléme d’ordonnancement de projet avec contraintes de ressource, nous devons ordonnan-
cer un ensemble d’activités, chacune d’entre elles consommant une partie d’une ou plusieurs ressources
(de capacité limitée) et étant liées par des relations de précédence. Le plus souvent, ces activités doivent
étre ordonnancées de maniére a minimiser la date de fin du projet mais de nombreux autres objectifs,

tels que la minimisation du cotlit ou des retards peuvent étre rencontrés dans la littérature.

Dans le probléeme cumulatif, les activités consomment une quantité d’'une et une seule ressource.
Il s’agit de la méme ressource pour toutes les activités. Dans ce probleme, il n’y a pas de relation
de précédence entre les activités mais chaque activité dispose d’une fenétre de temps dans laquelle
elle doit s’exécuter. Ce probleme correspond a une relaxation de la variante décisionnelle du probléeme

d’ordonnancement de projet avec contraintes de ressource.

La plus grande limite des problémes ci-dessus est que les activités sont supposées de durée fixe
et consommant une quantité de ressource constante au cours du temps. Cependant, il existe de nom-
breuses applications pratiques dans lesquelles ces hypotheses ne sont pas respectées [ALH13, BEP01,
Weg80]. En effet, la possibilité, pour une activité, de consommer plus de ressource (respectivement
moins) afin de finir plus rapidement (resp. lentement) n’est pas modélisée dans ces probléemes. Les
activités satisfaisant cette propriété sont dites malléables dans le sens ou leur forme, définie par leur

durée et consommation de ressource pendant leur exécution, doit étre décidée pendant le processus
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INTRODUCTION

de résolution. Des exemples de telles activités sont variés lorsque les activités doivent consommer, par
exemple, une ressource de nature énergétique comme 1’électricité. La quantité de ressource allouée a
une activité peut alors étre modulée a tout instant pour accélérer 'activité ou au contraire la ralentir
et diminuer sa consommation (souvent pour réduire les cotits énergétiques). Un autre exemple inter-
vient dans 'ordonnancement de projet ou la durée d’une activité dépend de la quantité de ressource

qui lui est attribuée (p.e. personnel).

Cette these étudie une nouvelle modélisation des activités malléables représentée par un probléeme
appelé le probleme d’ordonnancement continu avec contraintes énergétiques. Dans ce probléme, un
ensemble d’activités, utilisant une ressource continue et cumulative de capacité limitée, doit étre
ordonnancé. La quantité de ressource nécessaire a I’exécution d’une activité n’est pas fixée mais doit
étre déterminée a chaque instant. Une fois la tdche commencée et jusqu’a sa date de fin, la quantité
de ressource consommée par 'activité doit étre comprise entre une valeur maximale et une valeur
minimale. De telles bornes dans des problemes pratiques peuvent représenter, par exemple, la quantité
d’énergie minimale requise pour qu’une réaction chimique ou thermodynamique puisse se faire dans les
conditions prescrites ou encore le nombre minimum et maximum d’employés pouvant étre affectés a une
activité. De plus, la consommation, & un instant donné, d’une partie de la ressource permet a l'activité
de recevoir une certaine quantité d’énergie, calculée par le biais d’une fonction de rendement. Ces
fonctions de rendement peuvent, par exemple, représenter les pertes dues a la conversion de la ressource
en énergie (p.e. AC/DC) ou les coiits de communication dans des architectures multiprocesseurs. La
connaissance de I’énergie regue par une activité nous permet de savoir quand 'activité est terminée,

i.e. quand elle a re¢u une quantité suffisante d’énergie.

Pour le probléeme cumulatif et le probleme d’ordonnancement de projet avec contraintes de res-
source, différentes techniques permettant de trouver des solutions ont été mises en place dans la
littérature. Ces techniques utilisent des concepts et théories pouvant étre tres variés. Cependant, deux
de celles figurant parmi les plus utilisées demeurent les techniques issues de la programmation par
contraintes et de la programmation linéaire mixte (ou en nombres entiers). En effet, ces techniques se
sont révélées tres efficaces dans le processus de résolution de ces deux problemes. Ce sont quelques-unes

de ces méthodes que nous nous proposons d’étendre au probleme considéré dans cette these.

Le plan de la these est le suivant :

— le chapitre 1 commence par détailler les principales caractéristiques des probléemes d’ordonnan-
cement (sous-section 1.1.1). Ensuite, une définition formelle des problémes d’ordonnancement
cumulatif et de projet avec contraintes de ressource ainsi qu’une description des principales
limitations de ces problémes en termes de modélisation de certaines ressources sont données
(sous-section 1.1.2). Enfin, la section 1.2 décrit le probléme étudié dans ce manuscrit : le pro-
bleme d’ordonnancement continu avec contraintes énergétiques. De plus, cette section décrit
les modélisations préexistantes des activités malléables tout en expliquant en quoi ces modé-
lisations ne suffisaient pas a la modélisation de certains problemes réels. La derniére partie
du chapitre est consacrée a la présentation d’un certain nombre de propriétés remarquables
satisfaites par ce probléme.

— les chapitres 2 et 3 sont dédiés aux méthodes de programmation par contraintes. Apres une
bréve introduction a la programmation par contraintes (section 2.1) et & I'ordonnancement en

programmation par contraintes, nous présentons les principaux algorithmes de filtrage mis en
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place pour le probléme cumulatif (section 2.2). Dans le chapitre 3, nous adaptons une partie de
ces algorithmes au probleme d’ordonnancement continu avec contraintes énergétiques. Dans un
premier temps, nous montrons qu'une partie de ces algorithmes peut facilement étre adaptée
en considérant 'ordonnancement des activités dans le pire des cas en termes de durée ou de
consommation de ressource (voir section 3.1). La section 3.2 est consacrée a 'adaptation du rai-
sonnement énergétique. Pour ce raisonnement, nous présentons plusieurs méthodes permettant
de caractériser les intervalles sur lesquels appliquer ce raisonnement. Nous attirons ici ’atten-
tion du lecteur sur l'utilisation du terme énergie. En effet, dans ce manuscrit nous utiliserons
a la fois ce terme pour le raisonnement énergétique (algorithme de filtrage pour la contrainte
cumulative) mais aussi dans un probléme qui modélise des ressources énergétiques telles que
I’électricité.

les chapitres 4 et 5 présentent les techniques de résolution issues de la programmation linéaire
mixte. Dans un premier temps, nous décrivons les concepts généraux de la programmation li-
néaire mixte (section 4.1). Nous présentons ensuite trois modeles mis en place pour résoudre le
probléme d’ordonnancement de projet avec contraintes de ressource (section 4.2). Le premier
est un modele indexé par le temps et les deux autres utilisent des formulations basées sur les
événements. Ces modeles sont ensuite adaptés au probleme d’ordonnancement continu avec
contraintes énergétiques (section 5.1). La section 5.2 présente plusieurs ensembles d’inégalités
permettant de renforcer les modeéles présentés. Pour le modeéle indexé par le temps, des in-
égalités directement déduites du raisonnement énergétique sont exhibées. Pour les modeles a
événements, cing jeux d’inégalités sont présentés et I'un d’entre eux est utilisé pour donner
une description minimale de I’enveloppe convexe du polyedre formé par toutes les affectations
possibles des variables binaires correspondant a une seule activité.

le chapitre 6 présente les résultats expérimentaux conduits pour valider les notions théoriques
décrites dans les chapitres précédents. Dans un premier temps, nous présentons les instances
sur lesquelles les algorithmes ont été appliqués (voir section 6.1). La section 6.2 présente les
performances des différents modeles de programmation linéaire mixte définis pour le probleme
d’ordonnancement continu a contrainte énergétique. De plus, I'influence des inégalités définies
pour renforcer les modeles est évaluée. La section suivante (6.3) présente les résultats obtenus
lors des expérimentations portant sur la programmation par contraintes. Les raisonnements
présentés dans le manuscrit sont intégrés dans une méthode de branchement hybride utilisant
un modele de programmation linéaire.

les annexes A et B présentent des travaux réalisés pendant la thése mais pas assez aboutis
ou trop éloignés du sujet de ce manuscrit pour y figurer & part entiere. L’annexe A présente
I’étude du cas discret du probléme (article publié aux Journées Francophones de Programma-
tion par Contraintes [NAL16]). L’annexe B porte sur la mise en place d’'une matheuristique
pour un probleme industriel d’ordonnancement avec contraintes et objectifs énergétiques. Ce
travail s’inscrit dans le cadre d’une collaboration pour un projet franco-chilien et a été pu-
blié dans la conférence IESM (International Conference on Industrial Engineering and Systems
Management [NALT15¢]).
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La premiére partie de cette thése est consacrée a la présentation de la problématique et de son contexte
général. Nous commengons donc, dans un premier temps, par définir les principales caractéristiques
d’un probléeme d’ordonnancement et plus précisément des probléemes d’ordonnancement a contraintes
de ressource. Pour ces derniers, deux exemples de tels probléemes sont présentés : le probléme d’ordon-
nancement de projet a contraintes de ressource et une de ses relaxations, le probléme cumulatif. En
effet, plusieurs techniques de résolution adaptées de celles définies pour ces problémes seront présentées
dans cette these.

La suite du manuscrit discute des limitations de ces problémes et présente une nouvelle modélisation
permettant de pallier ces derniéres : le probléme d’ordonnancement continu d contraintes énergé-
tiques [AL15, NALR16, NAL15b]. Ce probléme est ensuite comparé auz modélisations préezistantes
afin de montrer la pertinence de celui-ci et de souligner que ['application directe des techniques de
résolution de ces modélisations a ce probléme n’est pas possible.

Enfin, la fin de cette partie est dédiée a la présentation des principales propriétés du probleme d’ordon-
nancement continu a contraintes énergétiques. Aprés avoir prouvé la NP-complétude de ce probléme
dans le cas général, nous montrons que, méme dans le cas ot tous les parametres du probléme sont en-
tiers, l’ensemble des solutions peut ne comporter que des valeurs fractionnaires. Nous prouvons ensuite
que, dans certains cas particuliers, [’ensemble des instants pour lesquels la ressource doit étre réallouée
peut étre restreint auxr dates de début et de fin des activités. Ceci nous permettra, dans un premier
temps, de décrire des cas particuliers de ce probléme solvable en temps polynomial. Cette propriété
sera ensuite utilisée pour définir des méthodes de résolution dans les parties suivantes de cette these.
Les propriétés définies dans la sous-section 1.2.3 ont été publiées dans [NALR16, NAL15b, NAL15a].




Chapitre 1

Ordonnancement, ressources cumulatives et énergie

Dans ce chapitre, nous commencons par définir ce qu’est un probléme d’ordonnancement et quelles
sont les principales caractéristiques d’un tel probléme. Ensuite, nous présenterons deux exemples de
problémes d’ordonnancement cumulatif que nous utiliserons tout au long de ce manuscrit, le probléme
d’ordonnancement de projet a contraintes de ressources (RCPSP) et le probleme cumulatif (CuSP).
Nous montrerons ensuite les limites de ces probléemes en termes de modélisation des modalités d’uti-
lisation de certaines ressources et nous introduirons une nouvelle extension du CuSP, le probleme
d’ordonnancement continu & contraintes énergétiques (CECSP), pour pallier ces limites. Cette nou-
velle extension sera ensuite comparée aux extensions existantes du RCPSP et du CuSP. Enfin, plusieurs

propriétés du CECSP, qui seront utilisées dans la suite de ce manuscrit, seront présentées.

1.1 Ordonnancement et contraintes de ressources
1.1.1 L’ordonnancement

La théorie de 'ordonnancement s’intéresse au calcul de dates d’exécution d’un ensemble d’activités.
Dans cette optique, 'utilisation d’une ou plusieurs ressources peut étre nécessaire et I’exécution d’une
activité implique souvent une telle consommation. Un probléeme d’ordonnancement peut alors étre vu
comme l'organisation dans le temps de la réalisation d’activités soumises a des contraintes de temps et
de ressource. Dans la plupart des cas, un ou plusieurs objectifs sont définis et une solution au probléme

d’ordonnancement vise a optimiser ces objectifs.

Les activités

Une activité peut étre définie par une date de début st; et une date de fin et; et une durée p;
vérifiant et; = st; + p;. Cette date de début (respectivement fin) doit étre comprise entre sa date de
début (resp. fin) au plus tot, est; (resp. eet;) et sa date de début (resp. fin) au plus tard, Ist; (resp.
leti).

Si I'activité utilise une ou plusieurs ressources durant son exécution, il est nécessaire d’ajouter
a cette définition une fonction permettant de modéliser 'allocation de chaque ressource k a chaque
activité i. Si cette fonction est donnée dans les parameétres du probléme, on la note r;(t). Si, au
contraire, elle fait partie des variables de décision du probléme, on la note b;;(t). Enfin, si cette

fonction ne dépend pas du temps, i.e. est constante, le parametre ¢t pourra étre omis.
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CHAPITRE 1. ORDONNANCEMENT, RESSOURCES CUMULATIVES ET ENERGIE

Selon les problemes, une activité peut étre contrainte a s’exécuter en un seul morceau. On parle
alors d’activité non préemptive et dans le cas contraire, i.e. les activités peuvent étre exécutées en

plusieurs morceaux, on parle d’activité préemptive.

Une activité peut étre utilisée pour représenter, par exemple, une opération dans un processus de

production, le décollage/atterrissage d’un avion ou encore une étape d’un projet de construction.

Les ressources

Une ressource k est un moyen technique ou humain requis pour la réalisation d’une activité et est
disponible en quantité limitée. Cette quantité, appelée disponibilité de la ressource ou capacité, peut
étre soit constante ou varier au cours du temps. Dans ce manuscrit, nous considérons des ressources
a capacité constante et cette capacité est notée Rj. Les ressources utilisées par les activités peuvent
étre de nature diverse. Parmi elles, on peut distinguer :

— les ressources renouvelables : ces ressources peuvent étre réutilisées des lors qu’elles sont libérées.

Il s’agit, en fait, de ressources qui, apres avoir été utilisées par une ou plusieurs activités, sont
de nouveau disponible en méme quantité. Ces ressources peuvent, par exemple, représenter la
main d’ceuvre d’une entreprise, des machines, de I’électricité ou des équipements.

— a l'inverse, les ressources consommables sont des ressources dont la consommation globale est

limitée au cours du temps. Il peut s’agir, par exemple, de matieres premieres ou d’un budget.

Parmi les ressources renouvelables, on distingue par ailleurs, les ressources disjonctives qui ne
peuvent exécuter qu'une activité a la fois — e.g. pistes de décollage, salles — et les ressources cumulatives
qui peuvent, elles, étre utilisées par plusieurs activités en parallele mais sont disponibles en quantité

limitée — e.g. main d’ceuvre, processeurs.

Du point de vue de leur divisibilité, les ressources peuvent aussi étre divisées selon deux catégories :

— les ressources continues, i.e. divisibles en temps ou en quantité continu : dans le premier cas,
il s’agit de ressources pouvant étre ré-allouées a tout instant ¢ € [0,7], ou T est une borne
supérieure sur la date de fin de 'ordonnancement ; dans le second cas, il s’agit de ressources
pouvant étre allouées en quantité continue, i.e. non discréte. Ce type de ressource permet, par
exemple, de modéliser 1’électricité, 1’essence, I’énergie hydraulique...

— les ressources discréetes, i.e. divisibles en temps ou en quantité discret : a 'inverse, le premier cas
décrit une ressource ou la ré-allocation de cette derniére ne peut étre exécutée qu’a des temps
discrets t € {0,...,T}. Ce cas correspond généralement au cas ou I’horizon de temps a été
discrétisé, soit pour faciliter le probleme, soit sans perte de génralité. Le second cas correspond
aux ressources ne pouvant étre attribuées aux activités qu’en quantité discrete, e.g. employés,

machines...

Les contraintes

Une contrainte permet d’exprimer des restrictions sur les valeurs que peuvent prendre une ou
plusieurs variables du probleme. Parmi les principales, on distingue :

— les contraintes de temps : elles integrent les contraintes de temps alloué, issues généralement

d’impératifs de gestion et relatives aux dates limites des activités (e.g. dates de livraison)

ou a la durée totale d’'un projet mais aussi les contraintes d’enchainement qui décrivent des
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1.1. ORDONNANCEMENT ET CONTRAINTES DE RESSOURCES

positionnements relatifs devant étre respectés entre les activités. Ces contraintes peuvent, par
exemple, modéliser des contraintes de précédence entre les activités, i.e. une activité ne peut
commencer avant qu’une autre n’ait été achevée, ou des temps de transition a respecter entre
les activités.

Etant donné une activité i, la date & partir de laquelle Pactivité ¢ peut étre exécutée est appelée
date de début au plus tot et est notée est; (earliest start time en anglais). De méme, la date
avant laquelle 'activité 4 doit avoir été complétement exécutée sera appelée date de fin au plus
tard et notée let; (latest end time en anglais).

les contraintes de ressources : ce sont des contraintes d’utilisation des ressources qui expriment
la nature et la quantité de moyens utilisés par les activités, ainsi que les caractéristiques d’utili-
sation de ces moyens. Ces contraintes peuvent aussi représenter des contraintes de disponibilité

des ressources qui précisent la nature et la quantité de moyens disponibles au cours du temps.

Les objectifs

Lors de la résolution d’un probléme d’ordonnancement, deux buts différents peuvent étre poursui-

vis. Le premier vise & trouver une solution réalisable pour le probléme tandis que le second cherche a

trouver une solution réalisable optimisant un ou plusieurs critéres ou objectifs.

Ces objectifs peuvent étre liés a différents aspects de la solution. On distingue par exemple :

les objectifs liés au temps : le temps total d’exécution ou le temps moyen d’achevement d’un en-
semble d’activités peuvent étre minimisés, mais aussi les retards (maximum, moyen, somme...)
par rapport aux dates de fin au plus tard fixées par le probleme.

les objectifs liés aux ressources : la quantité (maximale, moyenne, pondérée...) de ressources
nécessaires pour réaliser un ensemble d’activités peut, par exemple, étre minimisée.

les objectifs liés aux cofits de lancement, de production, de transport, de stockage ou liés aux
revenus, aux retours d’investissements...

les objectifs liés a une énergie, un débit...

Deux exemples de problemes d’ordonnancement sont présentés dans la sous-section suivante : le

RCPSP et le CuSP.

1.1.2

Contraintes de ressources

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons principalement aux problémes d’ordonnancement cu-

mulatif. Parmi ces derniers, deux des plus étudiés sont le probléeme d’ordonnancement de projet a

contraintes de ressource (RCPSP) et le probleme cumulatif (CuSP). Nous allons donc commencer par

présenter ces deux problemes. En effet, beaucoup des travaux décrits dans ce manuscrit s’appuient sur

des résultats mis en évidence pour eux.

Dans un second temps, nous montrerons les limites de ces modélisations pour exprimer certains

problemes cumulatifs réels et les modeles alternatifs mis en place dans la littérature pour pallier ces

limitations.

21
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Le probléme d’ordonnancement de projet a contraintes de ressources

Le probléme d’ordonnancement de projet a contraintes de ressources (RCPSP) est un probléeme
d’ordonnancement tres général, utilisé pour modéliser certains problemes pratiques. Le but est d’or-
donnancer un ensemble d’activités de telle sorte que les capacités des ressources ne soient pas excédées
et qu’un certain critiere, ou fonction objectif, soit minimisé. Parmi les ressources modélisées, on trouve
des ressources telles que des machines, des personnes, des salles, de ’argent ou encore de ’énergie.
Pour les fonctions objectif, des quantités telles que la durée totale du projet, le retard ou les cotits

peuvent étre minimisées.

Formellement, le RCPSP est défini de la maniére suivante : nous considérons un ensemble d’activités
non préemptives A = {1,...,n} a ordonnancer et un ensemble R = {1, ..., m} de ressources discretes,
cumulatives et renouvelables. Chacune de ces ressources k € R est disponible tout au long du projet en
quantité Ry et, durant son exécution, une activité consomme une quantité constante r;; (pouvant étre
nulle) de cette ressource. Dans ce probleme, une activité i € A a une durée fixe p; et des relations de
précédence lient les activités entre elles. Ces relations sont modélisées a 1’aide d’un graphe G = (V, E),
appelé graphe de précédence, dans lequel I'ensemble des arcs (i,j) € E représente les relations de
précédence, i.e. (i,j) € E < i doit étre ordonnancée avant j dans toute solution. Dans ce graphe,
I’ensemble des sommets, noté V = {0,...,n+1}, correspond aux n activités auxquelles on ajoute deux
activités fictives 0 et n + 1 qui représentent respectivement le début et la fin du projet. Ces activités
fictives ne consomment pas de ressource et ont une durée d’exécution nulle. De plus, E contient les
arcs suivants :

— (0,14), Vi € A,

— (i,n+1), Vie A

Pour ce probleme, la fonction objectif la plus rencontrée dans la littérature étant la minimisation
de la date de fin du projet, i.e. Cpuqz, nous considérons principalement cet objectif dans la suite de ce

manuscrit. Si un objectif différent est considéré, nous le précisons.

L’objectif du probléme est donc de déterminer la date de début st; de chaque activité ¢ € A de
telle sorte que :
— a chaque instant ¢, la somme, pour chaque activité, des consommations d’une méme ressource

k € R ne doit pas dépasser la capacité R de cette derniere, i.e.

VteH,VkEeR, >, rau <Ry (1.1)
i€A
t€(sti,sti+pi[
avec H = {0, ..., T} définissant 1’horizon de temps du projet. T' est donc une borne supérieure

sur la date de fin du projet.

— les contraintes de précédence sont satisfaites, i.e.
V(i,j) € E, st; +p; < p; (1.2)

— la date de fin du projet Cirae = max;ec 4 st; + p; soit minimale.

Exemple 1.1.1. Considérons l’instance d quatre activités et deux ressources suivante :

— Ri=5¢etRy=7
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— «¢f. figure 1.1
¢ Pi i1 732
1 4 2 3
2 3 1 5 e
3 5 2 2
4 8 2 4 (4)
(a) Durée et consommation de chaque ac- (b) Graphe de précédence des activités.

tivité.

F1GURE 1.1 — Exemple d’instance pour le RCPSP.

La figure 1.2a présente un ordonnancement réalisable avec Cpar = 15. Cet ordonnancement n’est
pas optimal puisque si lactivité 1 est décalée a droite de maniére a commencer au tempst = 8, on
peut décaler les trois autres activités vers la gauche et on obtient un ordonnancement ayant une date
de fin inférieure a celle de l’ordonnancement précédent, i.e. Cpar = 12 (cf. figure 1.2b) dont on peut

prouver ’optimalité.

R1 = 5 ******************************* R1 = 5 *************************

4 4

1 D) 3 5 3 1

0 4 7 12 15 ¢ 0 3 8 12t
Ro=Tt------mmmmmmm e Ro=7+---- ---

4

4
2 2
0 4 7 12 15 ¢ 0 3 8 12t
(a) Une solution réalisable (b) Une solution optimale

Fi1GuURE 1.2 — Exemple de solutions réalisables pour le RCPSP.

Le RCPSP a été prouvé NP-complet au sens fort [BLK83]. Ce probléme a donc été tres étudié dans
la littérature, notamment pour trouver des méthodes efficaces pour sa résolution. Dans la section 4.2,
nous présentons des modeles de programmation linéaire permettant de trouver une solution optimale
a ce probleme. Ces modéles seront alors adaptés dans le cadre d’un autre probléme d’ordonnancement

décrit dans le paragraphe 1.2.
Le probléme cumulatif

Le probléme d’ordonnancement cumulatif (CuSP) permet de caractériser le fait que le projet

implique une ressource (ou un sous-ensemble de ressources) de nature cumulative. Le CuSP peut
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1 3 4 5 g t 1 3 4 5 8 3

FIGURE 1.3 — Exemple de solutions réalisables pour le CuSP.

étre vu comme un cas particulier de la variante décisionnelle du RCPSP ou I'on ne considere qu’une

ressource et ot ’on remplace les contraintes de précédence par les fenétres de temps qu’elles induisent.

Formellement, le CuSP prend en entrée un ensemble A = {1,...,n} d’activités non préemptives a
ordonnancer. Pour s’exécuter, une activité doit consommer une partie de la ressource r; et ce jusqu’a
I’arrét de ’activité, i.e. aprés un temps p; correspondant a la durée de 'activité i. Cette ressource est

de type cumulatif, discréte et renouvelable, disponible en quantité R.

De plus, chaque activité dispose d'une fenétre de temps [est;, let;] dans laquelle lactivité doit
obligatoirement s’exécuter. Nous rappelons que est; correspond a la date de début au plus tot de i et

let; a sa date de fin au plus tard.
L’objectif du CuSP est donc de déterminer la date de début st; de chaque activité i € A telle que :

— la capacité de la ressource n’est excédée a aucun moment du projet, i.e.

Vt e H, Z ri <R (1.3)
€A
t€[sty,sti+pi|

— la fenétre de temps de chaque activité est respectée, i.e.

Vie A, est; < st; < st; +p; < let; (14)

Trouver une solution réalisable pour ce probleme — étant une généralisation de la variante de
décision du probléeme & une machine (R = 1 et r; = 1) et du probléme a m machines (R = m et
ri = 1) — est NP-complet au sens fort [GJ79]. De ce fait, dans la littérature, ce probleme est souvent

étudié sans fonction objectif. Sauf indication contraire, nous ferons de méme dans la suite du manuscrit.

Exemple 1.1.2. Considérons l’instance d quatre activités suivante :

— R=14

— cf. table 1.1
1 ;i est; let; T
1 2 1 5 2
2 1 3 5 2
3 1 3 5 3
4 4 1 10 1

TABLE 1.1 — Exemple d’une instance du CuSP.

La figure 1.3 présente plusieurs solutions réalisables pour cette instance.
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Dans la section 2.2, nous présenterons des méthodes de résolution pour ce probléeme utilisant la

programmation par contraintes.

Limites des problémes cumulatifs en termes de modélisation

Une des principales limitations du RCPSP et donc du CuSP (qui en est un cas particulier) en termes
de modélisation est que, dans ces problemes, chaque activité consomme une quantité de ressource fixe,
connue a ’avance, durant toute sa durée d’exécution. De plus, cette durée est aussi supposée fixe.
Cependant, pour de nombreux problémes pratiques, ces suppositions reviennent a sur-contraindre
le probleme. En effet, considérons l’exemple suivant, décrit dans [FT10] pour lequel une activité
représentant la peinture d’un bateau est considérée. Pour cette activité, la durée est remplacée par
une quantité de travail, ou énergie, représentant le travail de 3 personnes sur une journée. Cette activité
peut, au choix, étre exécutée en 3 jours par 1 personne, ou en 2 jours par 2 personnes le premier jour
et 1 personne le second, ou encore par 3 personnes en seulement un jour. Si 'on avait supposé une

consommation et une durée fixe, I’espace des solutions aurait été réduit.

L’exemple décrit ci-dessus peut facilement étre généralisé & de nombreux cas pratiques. Un autre
exemple venant d’un probléme industriel est présenté dans [ALH13]. Dans cet article, une application
dans une fonderie ou du métal est fondu dans des fours a induction est détaillé. La puissance de chaque
four utilisée pour faire fondre le métal peut étre réglée, a tout moment, afin d’éviter un dépassement
d’un certain niveau de ressource (généralement di a une limite suggérée par le fournisseur). De ce
fait, si chaque opération de fonte est vue comme une activité, nous avons besoin de pouvoir moduler
la quantité de ressource donnée a cette activité a chaque instant et la durée de 'activité dépend de

cette quantité de ressource.

Pour représenter ces variations dans le profil de consommation des activités, nous avons choisi de
modéliser la ressource comme une ressource continue. En effet, de nombreux exemples de ressource
continue existent. C’est le cas de I’électricité, des sources d’énergie hydrauliques, du carburant ou
encore de la mémoire d’un ordinateur. D’autres ressources telles que des employés ou des machines,
qui sont normalement modélisées a ’aide de ressources discretes, peuvent étre modélisées par des
ressources continues si ’on suppose qu'un employé ou une machine peut exécuter plusieurs activités
en parallele [Weg80, NK14].

De plus, les problemes a ressources continues peuvent aussi servir de relaxation pour les probléemes
avec des ressources discretes. En effet, le caractére discret du probléme peut parfois amener & consi-
dérer de nombreuses possibilités d’affectations de la ressource. Dans certains cas, ce grand nombre
d’affectation peut grandement complexifier le probléme. Donc, considérer des ressources continues

peut permettre ’agrégation des raisonnements dédiés a ces problemes.

Une autre particularité du probleme de la fonderie décrit dans [ALH13] vient du fait que la quantité
de ressource allouée & un four doit étre comprise dans un certain intervalle pendant toute la durée
d’exécution de l'activité. En effet, pour des raisons opérationnelles et/ou physiques, la puissance des
fours permettant la fonte du métal ne peut étre ni trop élevée, ni trop basse et, de ce fait, ne peut ni

dépasser un certain seuil dit maximum, ni descendre en dessous d’un seuil minimum.

Enfin, la quantité d’énergie fournie peut ne pas étre proportionnelle a la quantité de ressource
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consommée. Le probléme considéré dans cette thése et décrit dans la section suivante permet de
modéliser ces contraintes particulieres. Cette modélisation sera ensuite comparée aux extensions du
CuSP et du RCPSP, déja existantes dans la littérature.

1.2 L’ordonnancement sous contraintes énergétiques

La modélisation présentée dans cette section repose sur le probleme d’ordonnancement continu a
contraintes énergétiques [AL15], le CECSP.

1.2.1 Définition du probléme

Dans ce probléeme, un ensemble d’activités non préemptives A = {1,...,n} utilisant une ressource
continue, cumulative et renouvelable, de capacité R doit étre ordonnancé. Durant son exécution, une
activité consomme une quantité variable b;(t) de la ressource qui doit étre comprise entre une valeur
minimale, ™" € [0, R], et une valeur maximale, 7% € [r7" R]. De plus, la fin d'une activité corres-
pond au moment ol cette derniére a regu une certaine quantité d’énergie W;. Cette énergie est regue
via la ressource et calculée a 'aide d’une fonction f; : {0} U [r7" ¢0%] —s {0} U [f(r™"), f(rme)]
(fi(0) = 0 est imposé). Ces fonctions, appelées fonctions de rendement, font partie de la donnée du
probleme et sont supposées continues et strictement croissantes. La quantité d’énergie recue par i a
Pinstant ¢ est donc fot fi(bi(s))ds. La derniére contrainte du probléme précise que chaque activité doit

étre exécutée dans sa fenétre de temps [est;, let;].

L’objectif du CECSP est donc de déterminer la date de début st; et de fin et; de chaque activité
i € A, ainsi que la fonction d’allocation de ressource, b;(t), associée a cette activité telle que :

— la fenétre de temps de chaque activité est respectée, i.e.
Vie A, est; < st; < et; <let; (1.5)

Les activités de durée nulle ne sont pas considérées.

— la capacité de la ressource n’est excédée a aucun moment du projet, i.e.

VieH, > bi(t)<R (1.6)
€A
te[sti,eti[

ou H ={0,...,T} est I'horizon de temps du projet et T' = max;c 4 let;.
— si une activité est en cours & l'instant ¢ alors les contraintes de consommation minimale et

maximale doivent étre respectées, i.e.
Vi € A, Vt € [sty,et;[, v < bi(t) < rOT (1.7)
— si l'activité n’est pas en cours, alors elle ne consomme pas de ressource, i.e.

Vie A, Vit € [sti,eti[, bz(t) =0 (1.8)
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— D’énergie requise doit étre apportée a chaque activité, i.e.

et;
Vi€ A, fi(bi(t))dt = W;

st;

Dans certains cas, nous pourrons remplacer cette contrainte par la contrainte suivante :

et;
vie A [ b= w
Sti

(1.9)

(A.4a)

C’est par exemple le cas quand b;(t) ou st; et et; sont contraints a prendre des valeurs entiéres.

Dans ce manuscrit, nous considérons les cas ou les fonctions f; sont continues, croissantes et :

— égales a la fonction identité, Vi € A,
— affines, Vi € A,

— concaves et affines par morceaux, Vi € A.

L’intérét de considérer de telles fonctions de rendement est double. Premiérement, un certain

nombre de fonctions de rendement réelles ont une forme concave [MHMO05, Lew08] due au fait, qu’a

partir d’un certain seuil, il n’est plus aussi “rentable” d’allouer plus de ressource a une activité.

Deuxiemement, les fonctions affines et concaves affines par morceaux nous permettent d’approcher

un grand nombre de fonctions de rendement réelles non linéaires. Un exemple présentant de telles

approximations sera présenté (cf. exemple 1.2.1).

Soit P; le nombre d’intervalles de définition de la fonction f;, i.e. le nombre d’intervalles ou la

fonction f; a une expression différente, et P; = {1,..., P;} 'ensemble des indices de ces intervalles.

Les points de cassures de la fonctions f; sont notés x%, V¢ € P;. La fonction f; peut alors s’écrire de la

maniére suivante :

0 sib=20
£i(b) = aip *b+ciy  sirm=0et belr™n zl]
Z ap *b+cip  sirMm£0et be [P ol

aip x b+ cip si be]xé,xéﬂ],ﬁepi\{l}

De plus, nous considérons que la fonction f; satisfait les propriétés suivantes :

— aj1 > ajp > - > a;p, > 0 et ¢ <cjp <--- < ¢p, pour assurer la croissance et la concavité de

la fonction ;

— —ai ¥ rzmm > ¢;1 afin de s’assurer que f;(b) >0, Vb € [7“?””, pmar] .

— Qg * b+ cig = aj+1 * b+ i1 pour assurer la continuité de la fonction.

Dans le cas ou f;(b) est une fonction affine, on pourra noter : f; :

0 ifb=0
filb) =4 aixb+¢ if rzmm =0andbd E]szm, pmaz]
Qg * b+ C; if ’r‘,}nin 7& 0Oand b e [rlmin,,r.;nax]

Exemple 1.2.1. Considérons l’instance d quatre activités suivante :
— B=2
— est =(0,2,0,5)
— let = (6,10,9,13)
— Mt =(0,0.25,2,1)

27



CHAPITRE 1. ORDONNANCEMENT, RESSOURCES CUMULATIVES ET ENERGIE

— rmer =(1,1,2,1.5)

— W =(1,5,7,8)

— f(b) = (b,Vb,b,Vb)
Le but de cet exemple étant d’illustrer ['approximation d’une fonction non affine ou concave affine par
morceaur par une fonction vérifiant cette propriété, aucune fonction objectif n’est définie pour cette

instance.

Nous devons approcher les fonctions fa(b) et fy(b). Commengons par approcher activité 2 par

une fonction affine. Pour cela, nous calculons le coefficient directeur de la tangente en r]™" + (r]*** —

riny 12 = 0.625. Ce coefficient directeur est égal d 2\/016?, et donc, f(b) = 2\/016W x b+ V0'2625 (cf.
figure 1.4a).
fi(b) fi(b)
]. 7 .= /// 1 4 ////

v/0.25 1 2 v0.25 1

0.25 0.25

(a) Approximation par une fonction affine (b) Approximation par une fonction concave, affine par
morceaux

FIGURE 1.4 — Exemple d’approximation d’une fonction de rendement non linéaire par une fonction
affine et par une fonction concave et affine par morceaux.

De méme, pour lactivité 4, nous avons f;(b) = 2\/}% *xb4 ¥ 12‘25.

Approchons maintenant la fonction fa(b) par une fonction concave et affine par morceauz. Dans
un premier temps, nous devons choisir le pas d’approximation €, i.e. la taille des intervalles pour
lesquels la fonction f; a une expression différente. Dans cet exemple, nous choisissons ¢ = 1/4. Le
nombre d’intervalles de définition de la fonction fy est alors (ri"® — ") /e = 3. Pour chacun de ces

intervalles, nous appliquons la procédure utilisée pour Uapproximation de fo par une fonction affine.

Nous obtenons donc lapproxzimation suivante (cf. figure 1.4b) :

1 v3/8 .
2\/378*b+ 5 si b € [0.25,0.5]

f s VOIS sibe[0.5,0.75)

1 \7/8 .
2\/778*b+ 5 si b e [0.75,1]

Avec une telle approche, il peut arriver que la fonction de rendement f; ne vérifie pas r™" = 0 =
fi(rmin) = 0. Dans ce cas, la valeur de f;(0) est mise & 0. La fonction n’est donc plus continue sur
tout son intervalle de définition. La contrainte (A.4) est donc remplacée par :

et;

Inz(8) fi(bi(t))dt = W (A.4b)

st;
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1 site NZ:= {t|b(t) £ 0}

0 sinon

est la fonction caractéristique de I’ensemble R™.

ou lNz(t) = {

La difficulté du CECSP repose, entre autres choses, sur le fait que la fonction d’allocation de
ressource b;(t) peut n’étre ni constante, ni constante par morceaux. De ce fait, la représentation

temps/ressource d’une activité peut prendre n’importe quelle forme (cf. figure 1.5).

bi(t) bi(t)
,,,.;f’n(lfl' ,,,.ZTTLCLQT
,,,Zmin T;nin
t t
est; let; est; let;
(a) bi(t) constante (b) b;i(t) constante par morceaux
bi(t) bi(t)
,r,maz T,mCLIE
7 (2
7,.,7'€'I’LZ'I’L T,?L’I’L'ZTL
t t
est; let; est; let;

(c) bi(t) quelconque

FicURrE 1.5 — Différentes formes de fonction d’allocation de ressource pour le CECSP.

Nous allons maintenant décrire un exemple d’instance et de solution pour le CECSP. Cependant,
par souci de clarté, nous présentons un exemple ou il existe une solution dans laquelle toutes les

fonctions b;(t) sont constantes par morceaux.

Exemple 1.2.2. Considérons l’instance a trois activités du CECSP suivante :
— R=5
— ¢f. figure 1.6

— la fonction fo(b) est définie par 'expression suivante :

f2(b) =

20 be[3,4]
b+4  be 4,5

La figure 1.7 présente une solution réalisable pour le CECSP. Dans cette figure, nous pouvons voir
que l’énergie recue par une activité n’est, a priori, pas égale d la quantité de ressource consommeée
par cette derniére. En effet, regardons Uactivité 2. Sa consommation de ressource sur l'intervalle [2, 3]
est de 3. Sur cet intervalle, l’énergie recue par lactivité est alors de fo(3) = 6. Sur les intervalles
[3,4] et [4,5], lactivité consomme 4 unités de ressource et recoit une énergie de fa(4) = 8. Au total,

Uactivité 2 consomme 3 + 4 + 4 = 11 unités de ressource et recoit une quantité d’énergie égale a

f2(3) + fo(4) + f2(4) = 6+ 8 +8 = 22.
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f2(b)
9 .
8 ) T d; W, o et fi(b)
1 0 2 6 3 3 b

6 2 1 5 22 3 4 fig. 1.6a

| 3 0 6 39 1 5 3b

3 4 5 b
(a) Fonction fa(b) (b) Données de 'instance

FIGURE 1.6 — Exemple d’une instance pour le CECSP.

b(t)
5
1 2
2
Joos L
2 3 5 t

FIGURE 1.7 — Exemple de solution pour le CECSP.

La sous-section suivante présente les différentes modélisations des activités a profil variable pré-

sentes dans la littérature.
1.2.2 Autres modélisations des activités a profil variable

Dans un premier temps, nous nous intéressons aux extensions du RCPSP. Une des extensions les
plus célebres est le probléme d’ordonnancement de projet multimode (MRCPSP). Dans ce probléme,
un choix de différents modes est disponible pour chaque activité et une activité doit étre exécutée selon
un de ces modes. Un mode correspond & une combinaison formée d’un temps d’exécution constant et
d’une consommation de ressource qui permet d’apporter a I'activité au moins la quantité d’énergie
requise. Méme si de nombreux problémes basés sur ce concept de mode existent [DRDH98, RK07,
RRK09, DDrHO00] et que des méthodes de résolution efficaces ont été mises en place pour résoudre le

MRCPSP [PV10], cette modélisation peut amener & une mauvaise allocation de la ressource.

Si nous reprenons l’exemple de la peinture d’un bateau, décrit a la sous-section 1.1.2, I'activité
avait besoin de 3 unités d’énergie pour s’exécuter. Dans le contexte du MRCPSP, seulement 3 modes
seraient décrits : (3,1), (2,2) et (1,3). Or, dans le second cas, on donne une unité de trop a l'activité
et la possibilité d’allouer 2 unités de ressource pendant une période de temps et 1 unité pendant la

seconde n’est pas représentée ici.

La principale limitation du MRCPSP est donc que les activités sont contraintes a étre rectangu-

laires, i.e. avec une consommation de ressource constante.

D’autres extensions du RCPSP existent. C’est le cas par exemple des problemes d’ordonnancement
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de projet avec une ressource de type work-content [FT10] ou du probléme d’ordonnancement de projet
avec des profils de ressource flexibles (FRCPSP) [NK14]. Dans ces problemes, plusieurs types de
ressources sont considérées :

— principale (ou work-content dans [FT10]) : il s’agit de la ressource via laquelle la quantité

d’énergie requise est donnée a lactivité. C’est elle qui sert a déterminer la durée de lactivité.

— les ressources dépendantes : 'utilisation de ces ressources dépendent de 1'utilisation de la res-

source principale.

— les ressources indépendantes : la consommation de ces ressources est indépendante des consom-

mations des autres ressources mais ces utilisations doivent étre synchrones.

Bien que plusieurs différences existent entre ces problemes et le CECSP- 'utilisation de plusieurs
ressources, ressource/temps discret pour [FT10]... — les principales sont les suivantes : la longueur
minimale des blocs et les fonctions de rendement. La premiere correspond au temps minimal qu’il
faut attendre entre deux ré-allocations de la ressource, que les auteurs de [FT10] appellent longueur
minimale de bloc et qui est absente dans notre probléme. La seconde fait référence a 1’absence de

fonctions de rendement dans [FT10].

Enfin, la derniere extension du RCPSP présentée est celle ou les activités ont une intensité va-
riable [Kis05]. Ici, chaque activité requiert une certaine quantité d’énergie durant toute son exécution.
Pour apporter cette énergie a l'activité, il faut décider, dans chaque période de temps, 'intensité a
laquelle est exécutée 'activité. L’énergie apportée a l'activité est alors proportionnelle a cette inten-
sité. Dans ce cas, on peut introduire des fonctions de rendement mais ces fonctions seraient alors
contraintes a étre linéaires, i.e. b — a x b. De plus, aucune borne inférieure sur la consommation d’une

activité n’est considérée.

Dans le cadre du CuSP, d’autre variantes ainsi que des algorithmes de filtrages dédiés ont été
proposés. Parmi ceux-ci, on retrouve le cas des activités complétement/partiellement élastiques de
Baptiste et al. [BLPN99]. Dans le premier cas, les activités ont une demande en énergie constante
mais la quantité de ressource consommée par une activité a chaque instant (discret) peut varier entre
0 et la capacité de la ressource. Dans le second cas, les mémes conditions sont présentes mais les auteurs
définissent des contraintes permettant de limiter les variations dans 'utilisation de la ressource. Aucun

de ces deux problémes ne considere de fonctions de rendement.

Dans [BPO07], les auteurs définissent une activité comme une séquence de sous-activités trapézoi-
dales ayant des durées et hauteurs (consommations) variables. Enfin, Vilim [Vil09b] considére des
activités pour lesquelles la durée et la hauteur sont définies par des intervalles. Pour ces deux pro-
bléemes, aucune demande en énergie n’est définie pour les activités. De plus, dans le second, 1’énergie

manquante peut étre achetée moyennant un certain cofit.

Enfin, le CECSP est aussi lié a d’autres problémes & contraintes d’énergie avec ressources conti-
nues [BEP101, Walll]. Dans [BEP'01], plusieurs modeéles représentant le temps d’exécution d’une
activité en fonction de la ressource qui lui est allouée sont présentés. En particulier, les auteurs consi-
dérent un probléme ot un ensemble de processeurs identiques et paralléles jouent le role de la ressource.
De plus, des fonctions représentant le temps d’exécution d’une activité en fonction du nombre de pro-
cesseurs qui lui est allouée sont définies. Ce nombre de processeurs peut varier continuellement au

cours du temps et donc ces fonctions sont équivalentes aux fonctions de rendement définies dans le
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cadre du CECSP. De plus, dans [BEPT01, Wall1], I’énergie est calculée en intégrant une fonction de
rendement sur tout 'horizon de temps. Cependant, aucune contrainte de consommation maximum et
minimum n’est considérée dans ces problémes. Dans [Walll], une partie des ressources est continue et

une partie est discrete.

Le tableau 1.2 récapitule les principales différences entre tous ces problemes et le CECSP.

N min maz | fonction de | activités | énergie res. autre
Probleme T T sy
rend. (f;) | non rect. (W) cont. différence

MRCPSP
[DRDH9S] v v v v

FRCPSP [NK14] Vv
Work-content

\/
[FT10] v v
\/

v long. de bloc

long. de bloc

Intensité variable
[Kis05]
Partiellement
élastique [BLPNO1]
Complétement
élastique [BLPNO1] v

Activités
trapézoidales
[BP07]
Représentation par achat
intervalles [Vil09b] v v d’énergie
Modele processeurs

[BEP+01] \/ \/ \/ \/

Continu/discret res. discretes

[Walll] v v v v et continues

> U NG NG U N U

#trapezes fixe

TABLE 1.2 — Principales différences entre les extensions des problémes cumulatifs et le CECSP.

Le CECSP est donc un nouveau probléeme et les différences avec les problemes existants ne nous
permettent pas d’appliquer directement des techniques déja définies pour d’autres problemes. Cepen-
dant, certaines techniques existantes peuvent étre adaptées dans le cadre du CECSP. Ces techniques

seront présentées plus tard dans le manuscrit.

La section suivante présente des propriétés du CECSP qui seront utilisées dans le cadre de sa

résolution.
1.2.3 Propriétés du CECSP

Dans cette section, nous allons commencer par présenter la preuve de NP-complétude du CECSP.
Ce probleme pouvant étre vu comme une généralisation du CuSP, nous utilisons ce probléeme pour
montrer la difficulté du CECSP.

Théoréme 1.1 ([NAL15b]). Le CECSP est NP-complet.

Démonstration. Nous réduisons donc le CuSP vers le CECSP. Soit IT une instance du CuSP. Nous
réduisons II en une instance du CECSP, I, de la maniére suivante, Vi € A :

min __ ,.max
=

— fi(b) =0

:’)",L-
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— Wi =pir;

— R, est; and let; restent inchangés.

On peut facilement vérifier que IT est une instance positive du CuSP si et seulement si IT' est une
instance positive du CECSP. Le CECSP est donc NP-complet. O

Le probleme de décision associé au CECSP est donc NP-complet. Dans ce manuscrit, nous avons

donc considérer ce probleme sans fonction objectif mais aussi avec la fonction objectif suivante :

et;
minimiser Z / lbi(t)dt

ic A st
Cette fonction consiste en la minimisation de la consommation totale de ressource. L’intérét de cette
fonction objectif dans le cas ou les fonctions de rendement sont égales a la fonction identité est
discuté dans le chapitre 5. Dans le cas ou les fonctions de rendement sont affines ou concaves et
affines par morceaux, cet objectif est pertinent puisque, méme si la quantité d’énergie apportée a
une activité est fixée, la quantité de ressource que 'activité doit consommer ne ’est pas et plusieurs
profil de consommation peuvent conduire a la méme quantité d’énergie apportée. Trouver le profil
qui consomme le moins de ressource possible tout en apportant 1’énergie requise est donc un vrai
probleme. Dans la suite, si rien n’est précisé, cela veut dire que nous considérons le CECSP sans

fonction objectif.

Nous présentons un exemple d’instance ne comprenant que des données entieres et ne possédant

que des solutions non entieres. Ceci permet de justifier I'utilisation de modeles a temps continu.

Exemple 1.2.3. Dans cet exemple, nous constdérons une instance a deux activités et une ressource

de capacité 2. Le tableau ci-dessous décrit les données de l’instance :

i est; let; W; pmin riar fi(bi(t))
0 2 18 2 2 3b;(t) + 6
2 1 3 3 1 2 bi(t)

L’unique solution est décrite par la figure 1.8.

0 1.5 3 !

FIGURE 1.8 — Exemple de solution non-entiére pour une instance du CECSP a données entiéres.

Dans cette solution, la premiére activité doit finir au temps t = 1.5 pour que la seconde activité
puisse finir avant sa date échue leto = 3. En effet, 'activité 2 doit commencer avant sa date de début
au plus tard, ici lsty = leto — W;/ fi(r"**) = 3—3/2 = 1.5, et lactivité 1 ne peut finir avant sa date de
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fin au plus tot, eety = esty +W;/ fi(r"**) = 0+ 18/12 = 1.5. De plus, l'activité 1 consomme forcément

2 unités de ressource durant son exécution (r]"" = ri"%*

; = 2). Pour apporter exactement [’énergie

requise a ['activité 1, il faut obligatoirement ’ordonnancer comme sur la figure 1.8.

De ce fait, I’espace des solutions peut étre réduit par I'utilisation du modele a temps discret mais

ceci peut conduire a des infaisabilités ou a des résultats sous-optimaux.

Une solution pour pallier ce probléme est de mettre a I’échelle les instances, i.e. multiplier les don-
nées par un certain coefficient o afin de s’assurer de ’existence d’une solution optimale entiere, avant
de les résoudre. Cependant, I'utilisation d’un coefficient trop grand peut conduire & une augmentation

de la taille des modeles trop importante pour permettre leur résolution.

Le théoreme suivant présente une des propriétés majeures du CECSP. En effet, il stipule que quelle
que soit 'instance considérée, il existe toujours une solution de cette instance ou les fonctions b;(t)

sont constantes par morceaux, sous certaines conditions sur les fonctions de rendement.

Théoréme 1.2 ([NAL15a]). Soit IT une instance réalisable du CECSP telle que : ¥i € A, f;(0) =0
et f; est croissante, continue, concave et affine par morceaux. Une solution ayant la propriété que,

Vi € A, bi(t) soit constante par morceauz, existe.

Afin de prouver le théoreme 1.2, nous commengons par prouver laffirmation suivante. Soit un
intervalle [t1, t2] et une fonction d’allocation de ressource b;(t) non constante dans cet intervalle, alors il
existe une constante b;, pour laquelle exécuter ¢ & bjy dans Uintervalle [t1, to], i.e. b;(t) = biq, Vt € [t1, 2],
apporte au moins autant d’énergie tout en consommant la méme quantité de ressource qu’exécuter %

a b;(t) durant I'intervalle [t1,?2]. C’est ce qu’affirme le lemme suivant :

2
[72 bi(t)dt
Lemme 1.1. Soit bj; = “wftl Alors, nous avons :

to to
/t1 bith = /tl bl(t)dt (11())
/ " bt > [ p (b)) (1.11)
t1 t1

Démonstration. L’équation (1.10) est trivialement vérifiée en remplagant b;, par sa valeur. En effet,

t2 ta [ [12b;(t)dt
bigdt = / = |dt
t t) to — 11

:(t2 _ tl) (tfbl(t)dt>

to — 11

nous avons :

to
= | bi(t)dt

t1
Pour prouver que ’équation (1.11) est satisfaite, nous utilisons le théoréme suivant :
Théoréme 1.3 ([Jen06]). Soit a(t) et g(t) deux fonctions intégrables sur [t1,t2] C R telles que a(t) >
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0, Vt € [t1,t2]. Alors, nous avons la propriété suivante :

5 ( a(t)g(t)dt) i a®lg(t)dt

22 a(t)dt 22 at)dt

(1.12)

ot ¢ est une fonction continue, concave sur [minyep, 4,1 9(t), max;cp, 1, 9(t)].

Si nous remplacons ¢(t) par fi(t), g(t) par b;i(t) et a(t) par la fonction constante égale a 1, nous

obtenons :
PYELICLAN g (CIONL
! to — 1 - to — 1
to
& (ta —t1) fi (big) > t fi(bi(t))dt
to t21
t1 t1
Et donc, ’équation (1.11) est satisfaite. O

Nous pouvons maintenant prouver le théoreme 1.2. Pour cela, nous allons montrer que, soit S une
solution d’une instance II, alors nous pouvons transformer S en une solution S’ ayant la propriété que

chaque fonction bj(t) est constante par morceaux.

Preuve du théoréme 1.2. Soit S une solution réalisable de II et soit (¢;),=1.¢ la suite des différentes

dates de début et de fin d’activité triées par ordre croissant. Clairement, nous avons ) < 2n.

Par souci de clarté, nous définissons la fonction intermédiaire b;(t), Vi € A, de la facon suivante :

bio site [to,tl]
bi(t) = :
bi(Q—I) siteltg-1,tQ]

Sl bty
avec by, = ﬁ
La solution S’ est alors construite de la maniére suivante :
— st = st;
— et = min(7| fsth fl-(l;i(t))dt =W;)
= { bi(t) s? t € [st;, etl]
0 sinon
Il est facile de voir que S’ satisfait les contraintes de fenétres de temps (A.1), puisque, par le

Lemme 1.1, et} < et;. De plus, S’ vérifie la contrainte d’énergie (A.4) puisqu’elle est définie de cette fa-

con. Enfin, S’ vérifie aussi la contrainte de capacité de la ressource (A.5). En effet, comme S est une so-
. T t

lution réalisable, nous avons Vg € {1,...,Q} et Vt € [t tg1] : Xieabi(t) < R = Y i1 bilt)dt <

R(tg41 —tq)-
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Donc,

> bi(t) < 3 bilt)

icA icA
= Z big
icA
S+ bt dt
<R

Nous pouvons montrer que S’ vérifie les contraintes de consommation minimale et maximale de la

ressource d’une fagon similaire. O

Une remarque intéressante peut étre faite a partir de la preuve du théoréme précédent. En effet,
la nouvelle solution S’ posséde la propriété suivante : ’ensemble des points ¢t € H coincidant avec une
variation de la consommation de ressource d’une activité i, i.e. {t € H | Ve > 0, b;(t) # b;i(t +¢€)}, est
contenue dans I’ensemble formé de toutes les dates de début et de fin des activités. C’est ce qu’affirme

le corollaire suivant :

Corollaire 1.3.1 ([NAL15al). {t € H | Ve > 0, b;(t) # bi(t +€)} C {sti,et; | i € A}.

De plus, nous pouvons en déduire que le CECSP a dates de début et de fin fixées peut étre résolu

en temps polynomial.

Proposition 1.1 ([NAL15b]). Soit II une instance du CECSP avec des dates de début, st;, et des
dates de fin, et;, fixées. On peut vérifier que 11 est réalisable en temps polynomial en la taille de

l’instance.

En effet, dans ce cas-la, il suffit de décider pour chaque intervalle composé de deux dates de
début/fin consécutives, i.e. de la forme [st;, st;], [st;, et;], [ets, et;] ou [et;, st;], la quantité de ressource
consommée par chaque activité a I'intérieur de cet intervalle. Ce probléme peut facilement étre modélisé

par un programme linéaire.

Soit (tq)q=1..¢ la suite définie dans la preuve du théoreme 1.2 et b;, (respectivement w;,), V(7,q) €
Ax{1l,...,Q — 1}, la quantité de ressource consommée par (resp. la quantité d’énergie apportée a)
lactivité ¢ dans Uintervalle [t4, t,+1]. Rappelons que @ < 2n. Le programme linéaire s’écrit alors de la
maniere suivante :

> big < Rltgs1 —tg) Vg€ {1.Q — 1} (1.13)
BeA
biq < T‘;nam(tq_;,_l — tq) Vi € .A, Vq € {IQ — 1}| tq € [sti,eti[ (114)
big > T (tyr1 — tg) Vie A, Vg€ {1.Q —1}| t, € [st;, et (1.15)
big =0 Vie A, Vg e {1.Q —1}| t, & [st;, et;] (1.16)
Q-1
> wig =W, Vie A (1.17)
q=1
Wig < aipbig + Cip Vie A, Vpe P, Vge{1..Q —1} (1.18)
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wiq < Mby, Vie A, Vge{1.Q—1} (1.19)

pour M une constante suffisamment grande et P; = {1,..., P;} le nombre d’intervalles de définition
de la fonction f;. La contrainte (1.13) modélise la contrainte de capacité de la ressource. Les con-
traintes (1.14) et (1.15) assurent que les contraintes de consommation minimale et maximale de la
ressource sont respectées tandis que la contrainte (1.16) fixe la consommation de la ressource a 0 si
l’activité n’est pas en cours. La contrainte (1.17) stipule que chaque activité doit recevoir la quantité
d’énergie requise. Enfin, les contraintes (1.18) et (1.19) assurent la conversion ressource/énergie. De

plus la contrainte (1.19) fixe wiq & 0 si bjy = 0, i.e. modélise f;(0) = 0.

On peut remarquer que si Vi € A, rzmm = 0, alors le CECSP devient polynomial. En effet, il suffit
de prendre (t4)q=1.¢ la suite des différentes dates de début (resp. fin) au plus t6t (resp. tard). Alors,

le programme linéaire précédent nous donne une solution réalisable.

Théoréme 1.4 ([NALR16]). Le CECSP préemptif (Vi € A, r™" = 0) peut étre résolu en temps

polynomial.

De ce fait, dans la suite, nous considérerons que 3 € A tel que rlmm #0.
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Conclusion

Dans cette partie, nous avons introduit les principales caractéristiques des probléemes d’ordonnan-
cement avant de nous intéresser en particulier aux problemes cumulatifs. Nous avons ensuite présenté
deux des principaux problemes étudiés en ordonnancement sous contraintes de ressource : le RCPSP et
le CuSP. Les limitations de ces probléemes en termes de modélisation d’activités a profils variables ont
ensuite été démontrées et une nouvelle modélisation de la consommation de ressource nous a permis

de présenter un nouveau probleme : le CECSP.

Dans un premier temps, nous avons comparé ce probleme avec les problemes existant dans la
littérature. Cette comparaison nous a permis de montrer que les techniques de résolution existantes
ne pouvaient pas s’appliquer directement dans le cadre du CECSP. De plus, le profil variable de
consommation de la ressource rend la résolution de ce probleme a priori délicate. En effet, dans le cas
général, la quantité de ressource allouée a une activité peut varier a tout moment ce qui accroit la

difficulté de résolution puisque l'inconnue est une fonction de R dans R.

Nous avons pu définir un ensemble de propriétés permettant de faciliter le résolution du CECSP.
Dans le cas général, ce probléeme est NP-complet mais il existe des cas particuliers pour lequel ce
probleme est polynomial. C’est le cas, par exemple, de la version préemptive du CECSP. De plus,
nous avons montré que, dans le cas ou 1’on considére des fonctions de rendement concaves, la fonc-
tion d’allocation de ressource est une fonction constante par morceaux et que ses points de rupture
correspondent aux dates de début et de fin des activités. Cette propriété nous permet de définir des
méthodes de résolution pour le CECSP et aussi d’adapter plusieurs méthodes existantes définies pour
d’autres problemes. Ces méthodes peuvent étre classées en deux catégories :

— les techniques adaptées du CuSP et issues de la programmation par contraintes. Ces techniques

seront détaillées dans la partie II.
— les techniques adaptées du RCPSP et issues de la programmation linéaire. Ces techniques seront

détaillées dans la partie III.
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Deuxieme partie
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2 Programmation par contraintes et ordonnancement cumulatif

2.1 La programmation par contraintes . . . . . . .. ... ... ...
2.1.1 Probléeme de satisfaction de contraintes . . . . . ... ... ... .. ...
2.1.2  Exploration de I'espace de recherche . . . . . . . ... ... ... .....
2.1.3 Détection d’'incohérence et Filtrage . . . . . . . . .. .. ...

2.2 DL’ordonnancement cumulatif . . . . .. .. .. 0 00 0oL
2.2.1 L’ordonnancement en programmation par contraintes . . . .. ... ...
2.2.2 La contrainte cumulative . . . . . .. ... L0000

2.2.3 Les filtrages de la contrainte cumulative . . . . . .. ... ... L.

Propagation de contraintes pour le CECSP

3.1 Algorithmes de filtrage basés sur le Time-Table . . . . . ... ... . ... ....
3.1.1 Le Time-Table . . . . . . .. . .
3.1.2 Le Time-Table disjonctif . . . . . . ... ... ... ... ..
3.1.3 Le Time-Table basé sur lesflots . . . . . .. ... ... ... ... ....

3.2 Algorithme de filtrage du raisonnement énergétique . . . . . . . . . . . ... ...
3.2.1 Algorithme de vérification . . . . . . .. ... ... ... L.
3.2.2 Les ajustements de bornes . . . . . ... ... L.

3.2.3 Caractérisation des intervalles d’intérét . . . . . . . . . . . .. ... ...




Dans cette partie consacrée a l'adaptation des techniques de résolution issues de la programmation
par contraintes (PPC), nous commengons par présenter les concepts générauz de ce paradigme. Cette
introduction non exhaustive d la programmation par contraintes est suivie d’une description de la
modélisation des problémes d’ordonnancement en PPC.

La fin du chapitre 2 présente la contrainte cumulative et quelques-uns des principauz algorithmes de fil-
trage décrits pour cette contrainte. Pour ces algorithmes de filtrage, nous distinguons trois grands types
de raisonnements : les raisonnements simples, ceux utilisant le concept d’énergie et ceux combinant
plusieurs raisonnements simples que nous appellerons raisonnements étendus.

Enfin, nous montrons comment nous avons adapté plusieurs de ces raisonnements dans le cadre du
CECSP dans le chapitre 3. Dans un premier temps, nous présentons l’adaptation de deuzx raison-
nements simples : le Time-Table et le raisonnement disjonctif. Ces deux raisonnements s’adaptent
naturellement au cas du CECSP en considérant les activités rectangulaires de durée ou de consom-
mation mazximale. Sur le méme principe, nous adaptons un des raisonnements étendus récemment
proposé pour la contrainte cumulative : le Time-Table disjonctif [GHS15]. Un nouveau raisonnement
basé sur le Time-Table et couplé avec un modéle de flots est aussi présenté [NAL15a).

La derniére section du chapitre 3 est consacrée a l'adaptation d’un des raisonnements les plus forts
définis pour la contrainte cumulative : le raisonnement énergétique. Pour ce raisonnement, nous mon-
trons comment adapter les calculs de consommation minimale dans le cadre du CECSP et qu’il existe
un nombre polynomial d’intervalles suffisants pour appliquer le raisonnement de maniére compléte.
De plus, trois méthodes permettant de calculer ces intervalles pour les algorithmes de vérification et
d’ajustement sont présentées.

Les résultats sur le raisonnement énergétique ont été publiés dans [NAL15a, NAL15b, NALR16].
Afin d’assurer la cohérence du manuscrit, certains travaux préliminaires ne sont pas présentés dans
ce manuscrit. C’est le cas, par exemple, du modéle de PPC pour le CECSP a temps discret présenté

dans [NAL16]. Pour plus de précisions, nous invitons le lecteur a se référer a l'annexe A.




Chapitre 2

Programmation par contraintes et ordonnancement cu-

mulatif

2.1 La programmation par contraintes

Cette section s’intéresse a la présentation des concepts de base de la programmation par con-
traintes (PPC). La programmation par contraintes vise a résoudre des problémes de satisfaction de
contraintes (CSP) mais aussi des problémes d’optimisation (ce dernier cas ne sera pas traité dans ce
manuscrit). Pour cela, un probléme est modélisé a I’aide d’un réseau de contraintes et la recherche
d’une solution tend a trouver une affectation des variables satisfaisant toutes les contraintes de ce
réseau. Une présentation formelle des problemes de satisfaction de contraintes ainsi qu’un apercu de

quelques méthodes permettant leur résolution sont présentés dans les sous-sections suivantes.

2.1.1 Probléme de satisfaction de contraintes

Une instance d’un probléme de satisfaction de contraintes, ou CSP! est la donnée d’un triplet
(X,D,C) ou :

— X ={z1,22,...,2,} est 'ensemble des variables du probléme;
— D ={D1,Ds,...,D,} est 'ensemble des domaines de ces variables, i.e. ; € D;, i =1,...,n;
— C ={ci1,¢2,...,¢m} est ensemble des contraintes du probleme ot chaque ¢; définit un sous-

ensemble du produit cartésien des domaines des variables sur lesquelles elle porte :
cj(zj1, x5, ..., xjk) € Dj1 X Djog x -+ x Djg,

La notion de domaine désigne I’ensemble des valeurs que peut prendre une variable. La nature de

ces domaines peut potentiellement étre tres différente. Par exemple :

— un ou plusieurs intervalle d’entiers;

— un ou plusieurs intervalle de réels;

— un ensemble d’entiers non contigus : il est possible d’utiliser un ensemble d’entiers quelconque,
e.g. D =1{4,9,26};

— un ensemble de valeurs symboliques : on peut vouloir représenter des couleurs, ou encore des

jours de la semaine...

1. en anglais, Constraint Satisfaction Problem.
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Une fois les variables définies, nous pouvons ajouter des contraintes les liant entre elles. Formelle-
ment, une contrainte peut étre définie comme une relation portant sur un ensemble de variables. Ici

aussi, plusieurs types de contraintes existent. Nous détaillons trois d’entre elles.

Les premieres contraintes présentées sont les contraintes en extension. Pour ces contraintes, étant
donné un sous-ensemble de variables, on définit explicitement la liste des tuples autorisés. Suivant
les cas, ces contraintes peuvent aussi étre définies comme une liste de tuples interdits. Les deuxiémes
contraintes détaillées sont les contraintes en intention. Dans ce cas, chaque contrainte est décrite sous
la forme d’une expression arithmétique définissant une relation entre les variables. Enfin, les dernieres
contraintes décrites sont les contraintes globales. Ces contraintes sont des relations prédéfinies, ayant
une signification précise. Des exemples de telles contraintes sont décrits dans 'exemple 2.1.1. Notons
que si les variables sont a valeurs dans R alors une définition en extension de la contraintes peut

comprendre un nombre infini de tuples.

Exemple 2.1.1. Soient trois variables xo, x1 et xo de domaines respectifs Dy = [0,2], D1 = [0,2] et
Dy = [1,2]. Nous considérons les contraintes cg, c¢1 et cy suivantes :
— ¢q porte sur les variables xqy et x1 et est décrite en intention : xg < 1 ;
— ¢y porte sur x1 et x2 et est décrite en extension : {(0,1),(0,2),(1,2),(2,2)};
— ¢y est une contrainte globale portant sur les variable xg,x1 et xo : allDifferent(xg, z1,z2). Cette
contrainte stipule que les valeurs affectées a chaque variable sont différentes les unes des autres.
Les domaines des variables étant continus, un nombre infini de tuples aurait été nécessaire pour écrire

co en extension.

Pour trouver une solution a un CSP, il faut instancier toutes les variables du probléme de telle
sorte que toutes les contraintes soient satisfaites. Une variable est dite instanciée quand on lui assigne
une valeur de son domaine. Pour trouver une telle instanciation, un certain nombre de techniques ont
été mises en place. Ces techniques reposent principalement sur deux éléments centraux : le filtrage
des domaines et I’exploration de I’espace de recherche. Ces deux concepts sont donc décrits dans les

sous-sections suivantes.
2.1.2 Exploration de I’espace de recherche

Etant donné un CSP, différentes techniques d’exploration de 'espace de recherche peuvent étre
employées pour trouver des solutions. Cette exploration se fait en général par séparation et évaluation,
i.e. on sépare le probleme difficile a résoudre en deux sous-problémes, plus petits, jusqu’a obtenir un

probléme que ’on sera capable de résoudre en temps raisonnable.

Une représentation usuelle du processus de recherche d’une solution est ’arbre de recherche. La
racine de cet arbre représente le probleme que ’on cherche a résoudre et les sommets sont des problemes
réduits, obtenus en décomposant le domaine d’une des variables du probleme peére. Les feuilles de cet

arbre correspondent donc a des instanciations de toutes les variables du probleme.

Une premiere approche consiste alors a générer tous les tuples de valeurs possibles et de tester s’ils
sont solution du probléme, i.e. si cette instanciation satisfait bien toutes les contraintes du probleme.
Cela revient a considérer toutes les affectations possibles des variables et ce nombre, qui peut ne pas

étre fini dans le cas des variables continues, est égal au produit cartésien des cardinaux des domaines
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des variables impliquées dans le CSP pour des variables dans Z.

Classiquement, une méthode de séparation, ou de branchement, consiste a fixer une variable a
une valeur pour le premier sous-probleme et de retirer cette valeur du domaine de la variable dans
le second sous-probleme. On va alors, a ’aide d’un parcours en profondeur, créer un premier tuple,
i.e. une solution candidate, qui pourra ainsi étre évalué. Si le tuple satisfait toutes les contraintes du
probleme, alors c’est une solution et 'algorithme peut s’arréter. Dans le cas contraire, on évaluera le

second sous-probléme créé lors de la derniere séparation. Un tel parcours est décrit dans ’exemple 2.1.2.

Dans le cas de CSP comprenant des variables continues, ’énumération de tous les domaines des
variables n’est pas possible. Une premiere approche serait de considérer qu'une variable est instanciée
quand son domaine est réduit a un intervalle de taille suffisamment petite. Mais méme avec cette
restriction supplémentaire, il est tres coliteux d’énumérer chacun de ces intervalles. L’idée est alors la
suivante : au lieu, a chaque étape de 'algorithme de séparation, d’instancier une variable a une valeur

de son domaine, nous séparons le domaine de cette variable en deux (ou plusieurs) sous-domaines.

Exemple 2.1.2. Soient 3 variables, xg, x1 et xo, de domaines respectifs : {1,2}, {1,2}, {1,2,3}.

Nous considérons les contraintes suivantes : co: xg < x1 et ¢1 : 11 < X2.

/ \
%

AT TR TN

FIGURE 2.1 — Exemple de parcours d’'un arbre de recherche.

La figure 2.1 montre un parcours complet de l’espace de recherche. Les noeuds internes de l’arbre
(en gris) sont les noeuds pour lesquels toutes les variables ne sont pas instanciées. Les feuilles de l’arbre
correspondent bien a des instanciations complétes des variables. Parmi celles-ci, celles marquées d’une
croix sont celles qui me satisfont pas la contrainte, tandis que celle représentée par un noeud carré

correspond a une solution réalisable du probléme.

Ces combinaisons peuvent étre générées de différentes manieres et donc testées dans des ordres dif-
férents. Cet ordre peut avoir une influence déterminante dans le processus de résolution d’un probleme.
Pour définir cet ordre, on utilise des heuristiques de choix de variable et de valeur. Une heuristique

de choixz de variable détermine la variable que ’on va instancier prioritairement. Une heuristique de
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choiz de valeur détermine la ou les valeurs a affecter en priorité a cette variable.

Nous donnons ci-aprés des exemples de telles heuristiques.

Heuristiques de choix de variable

— instanciation des variables dans l'ordre lexicographique, c’est ’heuristique utilisée dans la
figure 2.1;
— instanciation des variables suivant un ordre aléatoire ;

— instanciation de la variable de plus petit domaine [HES0)]...

Heuristiques de choix de valeur

— sélectionner la valeur minimale (resp. maximale) du domaine de la variable courante, c’est
I’heuristique utilisée dans la figure 2.1;

— sélectionner une valeur aléatoire dans le domaine de la variable courante ;

— dans le cas de variables continues, on peut choisir de séparer l'intervalle en deux ou plus de

morceaux et le séparer au milieu, au tiers...

Dans la suite du manuscrit, nous présenterons d’autres heuristiques que nous appliquerons dans notre

processus de recherche.

Méme si plusieurs heuristiques efficaces existent, on ne peut étre sir de ne pas devoir explorer
tout ’espace de recherche pour trouver une solution. Comme il n’est pas concevable, en pratique, de
devoir explorer un tel espace, des techniques permettant de réduire I’arbre de recherche ont donc été
mises en place. Les techniques les plus célebres permettant une telle réduction sont les algorithmes de

filtrage. Ces algorithmes sont décrits dans la sous-section suivante.
2.1.3 Détection d’incohérence et Filtrage

Afin de réduire I'espace de recherche en programmation par contraintes, il est indispensable de
mettre en place des techniques permettant de vérifier la validité d’une solution afin de ne pas considérer
un tuple comme étant cohérent s’il ne l'est pas. Ces algorithmes de détection d’incohérences, aussi
appelés checkers, permettent de refuser une instanciation des variables si cette derniére n’est pas
cohérente, i.e. si elle viole un des contraintes. Un algorithme de vérification est donc associé a chaque

contrainte.

De plus, ces algorithmes peuvent aussi étre étendus de maniere a détecter une incohérence en cours

de recherche si aucune solution n’est contenue dans le sous-arbre courant.

Exemple 2.1.3. Soit linstance définie dans ’exemple 2.1.2.

La figure 2.2 montre un parcours de [’espace de recherche si l'algorithme utilisé est muni d’un
algorithme de détection d’incohérence. Les noeuds noirs correspondent a des noeuds pour lesquels
aucune solution ne peut exister dans les sous-arbres ayant un de ces moeuds pour racine. En effet,
linstanciation partielle des variables faites a ce niveau est déja incohérente avec les contraintes cgy

(xo < x1) et c1 (1 < x2).

Une deuxiéme technique permettant la réduction de I'espace de recherche est 1'utilisation d’algo-

rithme de filtrage. Un algorithme de filtrage est aussi défini pour chaque contrainte et cet algorithme
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FIGURE 2.2 — Exemple de parcours d’un arbre de recherche avec détection d’incohérences.

consiste a détecter et a retirer des domaines des variables, des valeurs qui ne sont pas cohérentes avec

la contrainte.

La mise en place de techniques de filtrage performantes, i.e. qui retirent un maximum de valeurs
du domaine des variables, jouent un réle important dans la résolution de probléme en programmation

par contraintes. Un exemple simple de filtrage est présenté dans I'exemple 2.1.4.

Exemple 2.1.4. Soit linstance définie dans l'exemple 2.1.2.

la valeur 1 N 2 les valeurs
o = 0
est supprimée 0 2 1 et 2 sont
des domaines supprimées du
de z1 et x9 domaine de
2
{
2

=]
W

W\
3
v

FIGURE 2.3 — Exemple de parcours d’un arbre de recherche avec fitrage des domaines.

La figure 2.8 montre un parcours de l’espace de recherche si l'algorithme wutilisé est muni d’un
algorithme de filtrage des domaines. Les contraintes sont considérées une par une. A la racine, on ne

peut rien déduire, mais une fois que xg est instanciée a 1, alors nous pouvons retirer cette valeur du
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domaine des autres variables car, pour satisfaire les contraintes cq et c1, les variables x1 et xo doivent
étre strictement supérieures & 1. Puis, on instancie x1 a 2 et on supprime cette valeur du domaine de

9. La seule valeur possible pour xo est alors 3 et on obtient une solution.

L’autre cas correspond a linstanciation de xqg a 2. Dans ce cas-ld, les valeurs 1 et 2 sont rétirées

du domaines de x1 qui devient vide. Donc il n’existe pas de solution avec xy = 2.

Dans 'exemple 2.1.4, nous pouvons remarquer que si on avait considéré simultanément les 2 con-

traintes, on aurait pu déduire la solution au noeud racine.

Quand les contraintes sont binaires, i.e. elles ne concernent que deux variables & la fois, on peut
représenter schématiquement le CSP par un graphe. Dans ce graphe, chaque noeud correspond a une
variable et chaque arc a une contrainte. Si on vérifie la cohérence des contraintes une par une, on parle
alors de cohérence d’arcs. Cette notion peut étre généralisée a la considération simultanée de plusieurs

contraintes mais aussi a des contraintes contenant plus de deux variables.

Enfin, pour certains problémes, il n’est pas possible de retirer toutes les valeurs incohérentes du
domaines des variables en temps raisonnables. En effet, il peut arriver que les problemes sous-jacents
des contraintes que l'on est amené a résoudre soient NP-complets. Dans ce cas-la, assurer de retirer les
valeurs incohérentes signifie que les valeurs restantes sont cohérentes, donc qu’il existe une solution,
ce qui ne peut étre fait en temps raisonnable puisque le probleme est NP-complet. Dans ce cas, il
devient crucial de mettre en place des algorithmes qui s’exécutent en temps raisonnable mais qui
n’assure pas un filtrage complet du domaine des variables. De tels algorithmes seront présentés dans
la sous-section 2.2.3 dans le but de résoudre le CuSP. La section suivante est quant a elle dédiée a la

modélisation des problémes d’ordonnancement en PPC.
2.2 L’ordonnancement cumulatif
2.2.1 L’ordonnancement en programmation par contraintes

Les probléemes d’ordonnancement étudiés en programmation par contraintes sont majoritairement
regroupés en trois catégories : les problemes préemptifs, les probléemes non préemptifs et les problemes
élastiques. Les problemes préemptifs (respectivement non préemptifs) sont des problemes pour lesquels
I'interruption des activités est autorisée (resp. non autorisée). Les problémes d’ordonnancement élas-
tiques correspondent aux problémes ou la quantité de ressource attribuée a une activité peut varier, a
tout instant ¢ de I'horizon de temps, avec la contrainte que la quantité totale de ressource consommée
par l'activité durant son exécution soit égale a une certaine valeur appelée énergie. Cette derniere
notion peut aisément étre étendue dans le cas ou l’énergie recue par une activité n’est pas égale a
la quantité de ressource consommée mais ou des fonctions de rendement modélisent cette conversion.
Clairement, le CECSP est un exemple typique d’un tel probléme. Dans la suite de ce chapitre, nous
considérons la notion d’énergie au sens de la quantité totale de ressource consommeée. L’extension de

cette notion pour prendre en considération les fonctions de rendement sera détaillée dans le chapitre 3.

La majorité des problemes d’ordonnancement non préemptifs classiques peuvent étre modélisés a
I’aide d’un probléme de satisfaction de contraintes. En général, trois variables représentant respecti-

vement la date de début d’une activité, notée st;, sa date de fin, notée et; et sa durée, notée p;, sont
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définies. Les domaines de chacune de ces variables sont définis par les données du probleme. En effet,
pour chaque activité, nous pouvons calculer une date de début au plus tot, est;, et au plus tard, Ist; ;
ainsi, le domaine de la variable st; est [est;, [st;]. De méme, le domaine de la variable et; est [eet;, let;],
avec eet; la date de fin au plus tot de i et let; sa date de fin au plus tard. La durée d’une activité est

quant a elle définie comme la différence entre sa date de fin et sa date de début, i.e. p; = et; — st;.

Les problemes préemptifs sont plus difficiles & modéliser. En effet, dans ce cas-la, un ordonnan-
cement valide ne peut étre uniquement représenté par une date de début, de fin et une durée pour
chaque activité. Pour ces problemes, au moins deux modélisations différentes existent. La premiere
consiste a associer a chaque activité une variable d’ensemble, i.e. une variable dont la valeur sera un
ensemble. Cette variable représente I’ensemble des instants ¢ ou l'activité est en cours, défini comme
un ensemble d’intervalles ou de temps ¢ discret. Une seconde possibilité est de définir une variable
binaire, pour chaque activité et chaque instant ¢, qui prendra la valeur 1 si l'activité est en cours a
I'instant . Notons que, dans le cas d’'un probléme d’ordonnancement continu, une telle solution ne

peut étre envisageable car cela conduirait a un nombre infini de telles variables.

Les problemes élastiques sont, quant a eux, modélisés a travers les contraintes de ressources. Il
existe deux principaux types de contraintes de ressource en PPC. Le premier permet de modéliser
les ressources disjonctives, i.e. qui ne peuvent exécuter qu’une seule activité a un instant donné, et
le second sert a la modélisation des ressources cumulatives. Dans ce manuscrit, nous nous intéressons

seulement au second cas.

Etant donné une activité et une ressource de capacité R, une variable b; sert généralement a
modéliser la consommation de l'activité sur cette ressource. Dans le cas des taches élastiques, cette
variable est remplacée par une variable W; représentant I’énergie requise par I’activité. Pour représenter
un ordonnancement, un ensemble de variables représentant la quantité de ressource utilisée par une
activité a l'instant ¢t est introduit. Ces variables sont ensuite liées entre elles par un ensemble de

contraintes modélisant le fait que chaque activité doit recevoir une énergie W;.

Ces différents concepts peuvent étre étendus pour modéliser d’autre types de contraintes telles que
des contraintes de ressources alternatives, des temps de préparation entre les activités, des activités

optionnelles ou des contraintes de réservoirs.

Dans la suite de ce manuscrit, nous nous intéressons aux problemes d’ordonnancement non pré-
emptifs avec ressource cumulative et aux problémes d’ordonnancement élastiques. Le premier cas cor-
respond au CuSP, décrit dans la sous-section 1.1.2. En PPC, le probleme est modélisé a 1’aide d’une
contrainte globale appelée contrainte cumulative. Cette contrainte ainsi que différents algorithmes de

filtrage mis en place pour cette derniere sont présentés dans les deux sous-sections suivantes.

Les probléemes d’ordonnancement élastiques seront représentés par le CECSP (voir section 1.2),
pour lequel 'adaptation de certains algorithmes de filtrage pour la contrainte cumulative est présentée

dans le chapitre 3.

2.2.2 La contrainte cumulative

En PPC, le CuSP est modélisé par la contrainte cumulative. Dans ce contexte, une activité est

souvent représentée par 4 variables : st;, et;, p; et b; correspondant respectivement a la date de
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début de l'activité, sa date de fin, sa durée et sa consommation de ressource. En regle générale, les
domaines des variables p; et b; sont restreints a un seul élément, i.e. la durée de l'activité est fixe et
sa consommation de ressource est constante durant toute son exécution. Les domaines des variables

st; et et; sont quant & eux considérés finis.

La contrainte cumulative vise donc a déterminer seulement les dates de début et de fin des activités
— liés par la condition d’intégrité et; = st; + p;. Cette contrainte prend donc en parametres ’ensemble
d’activités A a ordonnancer et la capacité R de la ressource utilisée pour exécuter les activités. Avec
ces notations la contrainte s’écrit cumulative(A, R) et cette contrainte est satisfaite si et seulement

Si:

Vie A, st;+p; =et; (2.1)
VteH, Y b <R (1.3)
€A
te[sty,et;|

La seconde contrainte ainsi qu’un exemple de solution sont détaillés dans la sous-section 1.1.2.

L’existence d’une solution au probléeme cumulatif étant un probleme NP-complet, un algorithme
effectuant un filtrage complet des domaines des variables, i.e. retirant toutes les valeurs incohérentes
des domaines des variables, ne peut s’exécuter en temps polynomial. De plus, assurer seulement la
cohérence des bornes des domaines étant aussi NP-complet, les algorithmes utilisés permettent seule-
ment d’ajuster certaines bornes des domaines en fonction des données et contraintes du probleme
sans s’assurer de la cohérence de toutes les bornes. Ces algorithmes de filtrage se présentent le plus
souvent sous la forme de regles, appelées régles d’ajustement, et sont appliqués sur des relaxations de
la contraintes cumulative et des regles pouvant étre appliquées en temps polynomial ont été mises en

place pour des relaxations.

Dans ce manuscrit, nous présentons quelques une de ces techniques. Pour une description plus dé-
taillée des différentes techniques de relaxation existantes pour la contrainte cumulative, nous renvoyons
le lecteur a [BLPNO1, DHP99]. Baptiste et al. [BLPNO1] présentent un panorama de ces différentes
relaxations ainsi que les principales techniques issues de la programmation par contraintes mises en
place pour résoudre la contrainte cumulative. Dans un contexte plus général, Dorndoff et al. [DHP99]
exhibent des regles de cohérence basées sur la capacité des intervalles, i.e. la quantité de ressource

disponible dans un intervalle.

La sous-section suivante présente plusieurs de ces régles d’ajustement définies pour la contrainte

cumulative.
2.2.3 Les filtrages de la contrainte cumulative

Le probleme cumulatif étant un probléme symétrique, les régles d’ajustement sont souvent définies
pour une seule des deux variables st; et et;. En effet, une fois ces régles définies pour une de ces
deux variables, les regles symétriques peuvent étre déduites pour 'autre variable. Les raisonnements
et algorithmes décrits dans cette sous-section ne présentent que le filtrage des dates de début au plus
tot.

Dans un premier temps, nous présentons des régles simples permettant I’ajustement des bornes des
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variables. Ensuite, une partie sera consacrée aux regles d’ajustement basées sur le concept d’énergie.
Enfin, ces regles seront combinées afin de créer des algorithmes permettant un filtrage plus fort des

domaines des variables.

Plusieurs des regles présentées dans cette sous-section seront ensuite adaptées au cas du CECSP dans

le chapitre 3.
Reégles de filtrages simples

Parmi les raisonnements les plus simples appliqués dans le cadre de la contrainte cumulative, on
retrouve le raisonnement basé sur I’échéancier (on utilise le terme anglais de Time-Table) [Lah82] et
le raisonnement disjonctif [BLPNO1].

Time-Table Le premier algorithme de filtrage de la contrainte cumulative présenté est basé sur la
notion de partie obligatoire d’'une activité. Cette partie obligatoire correspond a 'intervalle de temps
maximal pendant lequel on est siir que l'activité devra étre exécutée. Cet intervalle est vide dans le
cas ol [st; > eet;, et est égal a [lst;, eet;[ dans le cas contraire. Notons que dans le cas de la contrainte
cumulative, une borne supérieure sur la date de début d’une activité peut aisément étre calculée. En

effet, il suffit de prendre lst; = let; — p;.
Définition 2.1. La partie obligatoire d’une activité i est définie par lintervalle [lst;, eet;]|.

Exemple 2.2.1. Considérons l’activité suivante :

esti { eti Pi bl
1 13 8 2

Nous pouvons calculer sa date de début au plus tard, lst; = let; — p; = 13 — 8 = 5, ainsi que sa
date de fin au plus tot, eet; = est; + p; = 1+ 8 = 9. Comme eet; > lst;, lactivité posséde une partie

obligatoire qui est l'intervalle [5,9[ (voir figure 2.4).

. . . ) bz partie
bZ I ¢ t I bZ :[ ‘ oblig. ‘

r T T T [ . 1 [ e T T T

est; lst; eet; let; est; lst; eet; let; Ist; eet;
(a) Ordonnancement au plus tot (b) Ordonnancement au plus tard (c) Partie obligatoire

FIGURE 2.4 — Partie obligatoire d’une activité ¢ pour le CuSP.

Les parties obligatoires des activités peuvent ensuite étre agrégées de maniere a obtenir une fonction

en escalier, appelée profil obligatoire de la ressource.

Définition 2.2. Le profil obligatoire 17T 4 d’une ressource est défini par la fonction suivante :

TTA(t) =) ica by, Yt € H. Le probléme n’admet pas de solution si It € H : TT,(t) > R.
Ist;<t<eet;

Exemple 2.2.2. Dans ['exemple décrit par la figure 2.5, nous remarquons que, au tempst = 1, le
profil obligatoire de la ressource vaut 2. Comme la ressource est de capacité 5, aucune incohérence

nest détectée. A Uinverse, au temps t = 5, le profil obligatoire de la ressource a une valeur de 6, ce
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012 3 456 7 8 91'01'1121'3t
FIGURE 2.5 — Exemple de profil obligatoire d’une ressource cumulative.

qui est supérieur d la capacité de la ressource. Une incohérence est donc détectée et il n’existe pas de

solution réalisable pour cette instance.

Pour réaliser un filtrage des bornes, nous devons fournir des régles permettant d’identifier si débuter
lactivité i & est; (ou lst;) ne viole pas les contraintes du probléme. Cette reégle peut étre formalisée

de la fagon suivante :

Regle 2.1. Soit une activité i € A. S’il existe t € [est;, Ist;[ tel que t < eet; et que bi+TT g ;3 (t) > R

alors la date de début au plus tot de i peut étre ajustée et on a : est; > t.

Exemple 2.2.3. Soit lactivité définie ci-dessous.

esti l €tz’ Pi bi
1 14 8 2

La figure 2.6 présente le profil obligatoire de la ressource ainst que l'ajustement déduit de la régle 2.1.

Dans cet exemple, on voit bien que 'activité ne peut pas commencer d tout temps t € [est;,6[. En effet,

0 2 4 6 8 10 12 ¢

!
est; — est;

FIGURE 2.6 — Regle d’ajustement du Time-Table pour le CuSP.

le profil obligatoire de la ressource montre que la quantité de ressource disponible dans l'intervalle [3, 6]
ne permet pas d’exécuter l’activité pendant cet intervalle. La date de début au plus tot peut donc étre

mise d jour (est; = 6).

Beldiceanu et al. [BC02] ont introduit un algorithme de balayage permettant d’appliquer les ajus-
tements décrits ci-dessus en O(n?). D’autres algorithmes ont aussi été mis en place pour ce raisonne-

ment [OQ13, LBC12, GHS15a]. Ces algorithmes possédent des complexités théoriques moins élevées
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ou équivalentes a celle de 'algorithme de balayage de Beldiceanu et al. en proposant des filtrages

moins importants.

Raisonnement disjonctif Une deuxiéme regle permettant d’ajuster les bornes des variables re-
pose sur un raisonnement appelé le raisonnement disjonctif. Ce raisonnement est brievement décrit
dans [BLPNO1] et présenté plus en détail dans [GHS15].

Ce raisonnement repose sur le concept d’ensembles disjonctifs. Ces ensembles correspondent aux
ensembles d’activités qui ne peuvent s’exécuter en parallele. Son application la plus basique s’intéresse

seulement aux ensembles de taille 2, c’est-a-dire aux paires d’activités disjonctives.

Si nous considérons deux activités (i, j) € A? telles que b; +b; > R alors une des deux affirmations
suivantes doit étre vérifiée :

— Tactivité ¢ doit commencer apres la fin de 'activité j;

— Dactivité ¢ doit finir avant le début de I'activité j.
En effet, comme les activités ¢ et j ne peuvent étre exécutées en paralléle, I'une doit forcément finir

avant que ’autre ne puisse s’exécuter.

Cette propriété nous permet d’améliorer les bornes des variables de début d’activité selon la regle

suivante :

Regle 2.2. Soient i, j € A, i # j telles que b; +b; > R et Ist; < eet;. Alors la date de début au plus

tot de lactivité peut étre ajustée et on a : est; > eet;.

Exemple 2.2.4. Soient i et j les deuz activités suivantes :

act est; let; i b;
i 2 11
j 1 20

est; est; eet;
j : j
R=3 - R=3
i i
0 est; 5 Ist; 10 let; 1 0 est; 5 Ist; 10 let; 1
eet; eet;

FIGURE 2.7 — Raisonnement disjonctif pour le CuSP.

Dans l'exemple ci-dessus, nous avons b;+b; =4 > 3. Donc i et j ne peuvent s’exécuter en paralléle.
Comme eet; = 8 > T = Ist;, i doit étre exécutée avant j. En effet, i doit forcément démarrer avant
Ist; =7 et ,si j est ordonnancée au plus tot, i.e. st; = est; = 1, j ne peut finir avant eet; = 8. Donc,
dans ce cas, i et j se chevauchent. L’activité j ne peut commencer a est; et doit commencer apres

eet; = 6. Donc est; est ajustée a cette valeur.
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L’exemple 2.2.4 montre que, dans certains cas, le raisonnement disjonctif est plus fort que le
Time-Table. En effet, dans cet exemple, aucune des activités ne posséde de partie obligatoire. Aucun

ajustement n’est donc détecté par la regle 2.1.

A Dinverse, dans certains cas, le raisonnement Time-Table va procéder & plus d’ajustements que
le raisonnement disjonctif. En effet, le raisonnement disjonctif présenté ici ne raisonne que sur des
paires d’activités tandis que le Time-Table est capable de détecter des ajustements déduits de n-uplets
d’activités. Il faut cependant que les activités posseédent une partie obligatoire. Cependant, le Time-
Table est souvent plus utilisé en pratique car il peut amener les mémes déductions que les paires de

disjonction tout en ayant une plus faible complexité.

Dans la sous-section 2.2.3, nous montrerons comme il est possible de coupler ces deux raisonnements

pour en obtenir un nouveau, le Time-Table disjonctif [GHS15].

Le paragraphe suivant est dédié aux regles de filtrage utilisant le concept d’énergie.

Reégles de filtrage énergétiques

Parmi les régles de filtrage utilisant le concept d’énergie on trouve le Edge-Finding [Vil09a, Nui94],
le raisonnement énergétique [JE89] ou encore les activités élastiques [BLPNO1]. Nous présenterons en
détail le second cas, tandis que les autres cas seront brievement discutés. La raison principale étant

que nous adapterons le raisonnement énergétique dans le cas du CECSP.

L’idée principale des raisonnements énergétique est de comparer la quantité de ressource disponible
dans un intervalle avec I'énergie que doit consommer un ensemble de taches a l'intérieur de ce méme
intervalle. Les raisonnements different principalement sur la maniere de calculer cette énergie et sur

les intervalles considérés.

Le raisonnement Edge-Finding s’applique sur un sous-ensemble d’activités €2 C A, le but étant de
décider si une activité j doit obligatoirement commencer avant {2 dans toute solution réalisable. Dans
ce cas, ’énergie d’une activité ¢ représente sa charge de travail W; et est simplement exprimée comme
W; = p; x b;. L’énergie nécessaire pour un ensemble d’activités €2 est alors ) ;- W;. Les intervalles
considérés dans ce raisonnement correspondent aux fenétres de temps des activités [est;, let;[. Cette
notion est étendue a Q de la fagon suivante : [esto,leto] = [minjeq est;, max;cq let;[. L'idée du
raisonnement est alors de vérifier que la ressource disponible permet de faire débuter 'activité i dans
la fenétre de temps correspondant a 2. Pour cela, Iénergie requise par Q U {i} est comparée a la
quantité de ressource disponible dans I'intervalle [estq, letg ;. Si la quantité de ressource n’est pas

suffisante, alors 'activité ¢ doit commencer avant estq et un ajustement peut étre effectué.

Dans le cas des activités partiellement et totalement élastiques, les contraintes de consommation
de ressource sont relachées et une activité n’est plus contrainte de consommer une quantité constante
de la ressource au cours du temps. Selon que l'activité est totalement ou partiellement élastique, ces
contraintes sont plus ou moins relachées et la consommation de ressource des activités peut subir des
variations plus ou moins grandes au cours du temps. L’avantage de ces relaxations est que I'existence
d’une solution peut étre décidée en temps polynomial. La facon dont les ajustements sont calculés
étant tres similaire a celle dont ils sont calculés dans le cadre du raisonnement énergétique, ils ne sont

pas détaillés dans ce manuscrit. Une description de ces ajustements peut étre trouvé dans [BLPN99].
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Le raisonnement énergétique, introduit par [JE89], est un des raisonnements les plus forts existant
pour la contrainte cumulative. Le principe est de considérer un intervalle [t1, t2[ et de calculer 1’énergie
requise par une activité a l'intérieur de cet intervalle. Dans ce cas, ’énergie requise par une activité
dans un intervalle [t1, ta] équivaut a la quantité minimale de ressource qu’elle doit utiliser a 'intérieur
de cet intervalle. Cette quantité, notée b(i, t1, t2), est ensuite utilisée pour calculer la fonction de marge
SL(t1,ta) correspondant a la différence entre la quantité de ressource requise par toutes les activités
a l'intérieur de [t1,t2] et la quantité de ressource disponible dans ce méme intervalle, R(ty — t1). Si
cette quantité est négative pour un intervalle [t1,t2], alors une incohérence est détectée. En effet, si
c’est le cas, alors cela signifie que la quantité de ressource disponible dans [t1, o[ n’est pas suffisante

pour ordonnancer les consommations minimales de toutes les activités.

Définition 2.3. La fonction de marge SL(t1,ta) est définie de la fagcon suivante :

SL(t1,ts) = R* (ta —t1) — > b(i,t1,t2)
€A

Avec cette définition, nous pouvons maintenant énoncer le théoréme central du raisonnement éner-

gétique :

Théoréme 2.1. Soit T une instance de la contrainte cumulative. Alors, nous avons la propriété
sutvante :
Jty,te € Nyty < to, SL(t1,t2) < 0 =7 ne posséde pas de solution (2.2)

Pour calculer cette fonction de marge, il faut pouvoir calculer la quantité de ressource requise par
une activité dans Vintervalle [ty, to[, b(i, 1, 2). Etant donné une activité i, cette quantité correspond &
I’aire minimale, parmi tous les ordonnancements possibles de i, occupée par cette derniere a I'intérieur
de lintervalle [t1,t2[. Pour atteindre ce minimum, seules trois configurations sont possibles et sont
décrites ci-dessous :

— lactivité est calée d gauche : activité démarre a est; ;

— Dactivité est calée a droite : I'activité finit a let; ;

— Tactivité est centrée : elle occupe tout 'intervalle [¢1, to].

Parmi ces trois cas, celui conduisant a la consommation minimale de ressource est celui dont I’inter-

section avec l'intervalle [¢;,t2] est minimale.

Pour donner l'expression mathématique de ces quantités, nous introduisons trois notations. by,g(, t1, t2)
(respectivement bpg(i,t1,t2) et bog(i,t1,t2)) correspond a la quantité de ressource requise par 'ac-
tivité ¢ dans lintervalle [t1,%2] quand l'activité est calée a gauche (respectivement calée a droite et

centrée). Formellement, ces trois quantités peuvent étre exprimées de la maniére suivante :

brs(i,t1,t2) = b; * max(0, p; — max(0,t; — est;)) (2.3)
brs(i, t1,t2) = b; * max(0, p; — max(0, let; — t2)) (2.4)
bos(ist1,t2) = bi x (t2 — t1) (2.5)

Alors, I'expression de la quantité minimale de ressource est le minimum de ces trois quantités, i.e.
b(i> l1, t2) = min (bLS(ia t1, t2) ) QRS(iﬁ t1, t2) > bC’S(iv i1, t2) ) (2'6)
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Exemple 2.2.5. Considérons une ressource de capacité R =4 et les 4 activités suivantes :

act est; let; i b;
1 0 6 3 1
2 1 6 5 2
3 2 8 4 2
4 2 8 5 1

Nous montrons comment appliquer le raisonnement énergétique sur l'intervalle [3,6[. Nous com-

mengons par présenter le calcul de la consommation minimale de chaque activité. Dans la figure 2.10,

nous représentons graphiquement les activités calées a gauche (LS), a droite (RS) et centrées (CS).

ty to ty to t1 to ty to
cs Cs
cs cs
RS RS
RS RS
LS LS
LS LS
esty lety ¢ esto lety ¢ ests letg esty leta

(a) activité 1 (b) activité 2 (c) activité 3 (d) activité 4

FIGURE 2.8 — Calcul de I’énergie minimale dans un intervalle [t1,¢2] pour le CuSP.

Le tableau suivant présente le calcul de l’énergie minimale de chaque activité. Ces valeurs sont

calculées a partir des équations (2.3), (2.4) et (2.5).

act brs(i,3,6) brs(i, 3, 6) bes(i,3,6) b(i, 3, 6)
1 1%(3—(3-0)=0 «(3-(6-3))=3 1%(6—3)=3 0
2 2x(5—(3-1))=6 «(5—(6—6)) =10 2% (6—3) = 6
3 2% (4—(3-2)=6 2% (4— (8—6)) =4 2% (6—3) =6 4
4 1x(5—(3-2) =3 1x(4—(8—6)) =3 1%(6—3)=3 3

La valeur de la fonction de marge SL(3,6) est donc :

(4(6-3)) = (04+6+4+3) =12-13=-1<0
L’instance n’est donc pas réalisable et une incohérence est détectée.

La reégle de détection d’incohérence décrite par le Théoreme 2.1 impose le calcul de la fonction
de marge pour tout intervalle [t1,t2[€ N2, ce qui, en pratique, n’est pas envisageable. Cependant,

Baptiste et al. ont proposé une caractérisation des intervalles sur lesquels il est suffisant d’appliquer
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le raisonnement énergétique. Par suffisant, nous entendons que, si une incohérence n’est pas détectée
sur cet ensemble d’intervalles, alors aucun autre intervalle ne permettra de conclure a ’'insatisfiabilité
de l'instance. La taille de cet ensemble d’intervalles d’intérét est de I'ordre de O(n?). Le calcul de la
fonction de marge pouvant s’effectuer de maniere incrémentale, la complexité du checker énergétique
est donc de O(n?).

Récemment, Derrien et al. [DP14] ont proposé une caractérisation plus fine de l’ensemble des
intervalles d’intérét pour le raisonnement énergétique. L’ordre de grandeur de la taille de cet ensemble
d’intervalles n’est pas modifié et est toujours de I'ordre de n? mais le nombre d’intervalles considérés
est divisé par 7. En effet, la caractérisation de Baptiste et al. considere, pour chaque paire d’activités,

15 intervalles tandis que la caractérisation de Derrien et al. n’en considere que 2.

Ces caractérisations se basent toutes les deux sur I'idée suivante : pour décider de I'existence d’un
point (t1,t2) pour lequel la fonction de marge évaluée en ce point SL(t1,t2) est négative, il suffit
d’évaluer la fonction en ses minima locaux. La principale différence entre ces deux caractérisations est

la caractérisation plus ou moins fine de ces minima.

Nous allons briévement détailler la caractérisation de Derrien et al. que nous adapterons dans le
cadre du CECSP dans le chapitre 3.

Pour étudier les minima locaux de la fonction de marge, les auteurs de [DP14] étudient les variations
de cette derniere. L’expression de la fonction de marge dépendant de Rx* (t2 —t1) et de > ;¢ 4 b(i,t1,12),
ses variations dépendent des variations de la fonction (t1,t2) — > ;c40(4,t1,t2). En particulier, ils
remarquent que tous les changements de variation de cette fonction ne peuvent impliquer un minimum
local. Pour une fonction quelconque, une variation implique un tel minimum seulement si la dérivée a
gauche de la fonction est négative, sa dérivée a droite est positive et au moins 'une d’entre elles est

non nulle.

Cette propriété, induite par le test de la dérivée seconde et appliquée au cas du probleme cumulatif,
leur permet de décrire des conditions sur les consommations individuelles des activités, b(i, t1, t2), sous
lesquelles le point (t1,t2) peut étre un minimum local de la fonction de marge. Ces conditions sont

exprimées dans le lemme 2.1.

Lemme 2.1. Si le point (t1,t2) est un minimum local de la fonction de marge SL(t1,t2), alors il

existe deux activités © et j telles que les conditions ci-dessous sont satisfaites.

0 b(istrta) 6F (i, th, t2)

2.7
5t bty (2.7)
67 b(j, t1,t2) _ 6Tb(j,t1,t2) (2.8)
Oto Oto ’
avec %’?’tz) (resp. %’ZLQ)) la dérivée a droite (resp. gauche) de to — b(j,t1,1t2).

Démonstration. Soit (t1,t2) € N? tel qu'il n’existe aucune activité i vérifiant la condition (2.7). Alors,
> icab(i, ti,t2) a sa dérivée a gauche inférieure ou égale a sa dérivée a droite. Par le test de la dérivée
seconde, un minimum local d’une fonction ne peut exister que si la dérivée a gauche est plus grande

que la dérivée a droite. Donc le point (¢, t2) ne peut pas étre un minimum local.
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CHAPITRE 2. L’ORDONNANCEMENT CUMULATIF EN PPC

De la méme fagon, on peut prouver que si la condition (2.8) n’est pas vérifiée, alors (¢, t2) ne peut

pas étre un minimum local. O

Le lemme 2.1 peut ensuite étre utilisé pour établir les conditions nécessaires permettant de dé-
terminer un ensemble des intervalles d’intérét. Pour cela, une étude des fonctions t; — b(i,t1,t2) et
to — b(i,t1,t2) est nécessaire. Nous montrons comment obtenir une caractérisation des différentes
dates de début possibles pour un intervalle, la caractérisation des dates de fin pouvant s’obtenir de

maniére similaire.

Lemme 2.2. Pour chaque activité i et pour tout début d’intervalle ty il existe au plus un intervalle
I7b(iststa) o 6Fb(itsta)
Ota Oto :

[t1,ta] tel que
1. sity < est; alors seulement l'intervalle [t1,let;]| doit étre considéré.
2. sit1 > lst; Nt1 > eet; alors aucun intervalle ne doit étre considéré.

3. sity > lst; Nt < eety Nty < lst; alors seulement lintervalle [ty,est; + let; — t1[ doit étre

considéré.

4. sty > lst; Nty < eet; Nty > Lst; alors seulement intervalle [t1, eet;| doit étre considéré.

Démonstration. Pour prouver ce lemme, nous étudions les variations de la fonction ty — b(i,t1,t2), &
t1 fixé. Les variations de cette fonction dépendent de la position relative de t; par rapport a est;, Ist; et
eet;. Le cas ou t1 < est; est étudié ci-dessous et illustré pour une activité ¢ possédant les caractéristiques

suivantes : est; = 2, let; =8, p; =4 et b; = 1.

let; pi

si to < lst; alors b(i,t1,t2) =0

si lst; < tg < let; alors
b(i,t1,t2) = bi(ta — lst;) 1

¢
si let; < to alors b(i,t1,t2) = p;

FIGURE 2.9 — Evolution de la fonction de consommation

minimale en fonction de to pour le CuSP.

Le seul point to pour lequel 679(;;;1’t2) > 6+Q(§;’;1’t2) est [1,8[= [t1,let;].
Les trois autres cas peuvent étre prouvés de fagon tres similaire. ]

Un raisonnement symétrique permet de caractériser I’ensemble des points t; vérifiant la condi-
tion (2.7). Une fois que ces dates potentielles de début et de fin d’intervalle d’intérét sont caractérisées,
elles sont rassemblées pour créer ’ensemble des intervalles d’intérét pour le raisonnement énergétique.

La caractérisation complete de ces intervalles est décrite dans le lemme suivant.

Lemme 2.3. Si le point (t1,t2) est un minimum local de la fonction de marge SL(t1,t2), alors il

existe deuzx activités i et j telles que [t1,ta[= Oc(i,j) avec :
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2.2. I’ORDONNANCEMENT CUMULATIF

lest;, let;] si est; <est; N let; > let;
lest, estj + let; — est;] si est; >est; A est; > eetj A

est; + let; — est; > let;

lest;, eet| si est; >estj A est; <eet; N est;>lst; A
eet; > let;

Lst;, let] si sty <est; N lety <let; N let; > lst; A
let; < eet;

[Isti, estj + let; — lst;] st Ilst; >est; A let; <eet; N lst; <lst; A

Oc(i,j) =
Ist; < estj+let; —lst; A estj+let; — Ist; <let;

[Lst;, eet;] si lst; > est; N sty <eet; N lst; > lst; A
eet; <let; N eet; > lst; N eet; < eet;

lest; + let; — let;, let;| st lety <let; A let; > lst; A let; > eet; N
est; + let; — let; < lst;

lest; + let; — eet;, eet;] si eet; <let; N eetj > lst; N eet; > eet; N

Ist; < est; +let; — eetj; < eet; N

Ist; < est; + let; — eet;

Une démonstration de ce lemme ainsi que la preuve que ces intervalles sont suffisants pour détecter

toute incohérence due au raisonnement énergétique peuvent étre trouvées dans [Derl5].

Gréce a cette caractérisation, I’algorithme de détection d’incohérence de Baptiste et al. peut étre
amélioré. Pour cela, nous considérons l'ensemble O1 = U;ea{(i, est;), (i,lst;)} des dates de début
possibles d'un intervalle et I'ensemble Oy = U;c 4{(7, eet;), (i, let;)} correspondant aux dates de fin.
De plus, nous définissons 'ensemble O; = U;c 4{(i,est; + let; — t)}. Ceci nous permet de décrire
I'algorithme (cf. 1) de détection d’incohérence en O(n?) de Derrien [Derl5].

Algorithme 1 : Algorithme de détection d’incohérence énergétique pour le CuSP.

pour tous les (i, t1) € O faire

pente =37, b(j, t1,t1 + 1)

SLpr =0, tgld =1

pour tous les (j,t2) € O U Oy, par ordre croissant faire
SLgr = SLggr + pente * (tQ — tgld)

si SLgr > R x (ta — t1) alors
| Le probleme est incohérent.
pente = pente + b(j, t1,t2 — 1) = 2b(j, t1, t2) + b(j, t1, 2 + 1)

| 8 =1

Cette caractérisation peut aussi étre étendue pour déterminer les intervalles (¢, t2) sur lesquels
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CHAPITRE 2. L’ORDONNANCEMENT CUMULATIF EN PPC

appliquer les ajustements du raisonnement énergétique. Ces ajustements sont décrits par les regles 2.3
et 2.4. Dans la regle 2.3, nous imposons a une activité ¢+ de commencer apres t; et si la quantité de
ressource disponible n’est pas suffisante pour ordonnancer les consommations minimales de toutes les
activités — excepté celle de lactivité ¢ qui est remplacée par brg(i,t1, t2) — alors, nous pouvons déduire

que l'activité doit commencer avant t1.

Regle 2.3. S’il existe un intervalle [t1,t2] avec t1 > est; et une activité i pour lesquels :

> b(j, t1,t2) + bps(i, t1,t2) > Rtz — t1)
jeEA
J#i

alors

1 . .
lsti <t — > b, t1,t2) + brs(istr, t2) — R(ta — t1)
t\ jed
ii

Exemple 2.2.6. Considérons une ressource de capacité R =3 et les 4 activités suivantes :

act est; let; i b;
1 0 6 5 2
2 2 6 1 3
3 2 5 3 1
4 0 4 2 1

Pour pouvoir ajuster la date de début au plus tard de l'activité 4, nous allons appliquer la régle 2.3
sur Uintervalle [2,4]. Pour cela, nous commengons par calculer la quantité de ressource requise par les

activités dans cet intervalle.

Pour Uactivité 1, cette quantité est b(1,2,4) = 4. Elle est atteinte en calant lactivité a gauche ou
a droite (I’énergie est la méme dans les deux cas). Pour Uactivité 2, en calant lactivité a droite, nous

obtenons b(2,2,4) = 0. Enfin, pour Uactivité 3, la quantité de ressource requise vaut b(3,2,4) = 2.

La quantité de ressource obtenue en calant lactivité 4 a droite est de brg(4,2,4) = 2. Nous devons
ensuite comparer la somme de toutes ces consommations, i.e. 4 + 0+ 2+ 2 = 8, a la quantité de
ressource disponible dans lintervalle [2,4[, i.e. R(ta —t1) = 3% (4—2) = 6. Comme nous avons 6 < 8,
nous pouvons appliquer la régle 2.3 et nous obtenons sty <2 — (6+2—6)/1 = 0. Le domaine de la
date de début de 'activité 4 est donc réduit a {0}.

t1 to ty ta
1 1
2 2
E E
début de 4 t début de 4 t
(a) Pactivité 4 ne peut commencer apres t; = 2 (b) le domaine de 'activité 4 peut étre ajusté

FIGURE 2.10 — Ajustement de borne du raisonnement énergétique pour le CuSP.
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2.2. I’ORDONNANCEMENT CUMULATIF

Le méme raisonnement que pour 'algorithme de détection d’incohérence nous permet de caracté-
riser ’ensemble des intervalles permettant de réaliser des ajustements. Les conditions sous lesquelles
un intervalle peut conduire a un ajustement sont décrites dans le lemme 2.4. Comment obtenir cette
caractérisation a partir de ce lemme sera aussi adapté dans le cadre du CECSP. De ce fait, elle n’est

pas décrite ici.

Lemme 2.4. Si le point (t1,t2) est un minimum local de la fonction R(ta —t1) — Y jeab(j,t1,t2) —
JF
brs(i,t1,t2), alors une des conditions ci-dessous est satisfaite.

6_Q(jat1at2) N 5+b(j7t17t2) A 5_b(k’,t1,t2) > 5+b(katlat2)

34, k 2.

G, k), 5t1 5ty 5t 5t (2:9)
. 07b(j,t1,t2) 6% (4, t1,t2) 6 brs(ista, t2) 0 bps(i 1, ta)

S 07Dt ta) 0700t t2) 9 brs(ity,ta) 9 2rsWtLT2) g g
h ST 5t ~ 3ty (2:10)
o, taslitite) | Sbes(istite) o 0Tb(tt)  OYB(Rytt)

’ oty o1 Oto dto '
0brslinti b)) Tbrs(htita) )\ O bps(hlte) 0Tbps(itile) )

5t1 5t1 3t 5t

L’ordre de grandeur de I’ensemble des intervalles d’intérét pour les ajustements est aussi de n? et
I'algorithme permettant de procéder & tous les ajustements possibles a une complexité en O(n?). Ceci
fait du raisonnement énergétique un des algorithmes de filtrage le moins utilisé en pratique, méme si

ce raisonnement est un des plus forts pour la contrainte cumulative.

De maniere similaire a la regle 2.3, une autre regle permettant d’ajuster la date de début au plus

tot d’une activité peut étre déduite.

Regle 2.4. Sil existe un intervalle [t1,ta] avec t; > est; et une activité i pour lesquels :

> b(j.t1, t2) + min(bog (i, t1, t2), brs (i, t1, t2)) > R(t2 — t1)
jEA
J#

alors

1 .
est; >ty — o R(ty —t1) — > b(j, t1,t2)
' JeEA
J#i

Le lemme 2.4 peut aussi étre appliqué dans ce cas, en considérant la fonction suivante au lieu de
brg(i, t1,t2) : b; * max (0, min( let; , to ) — max(lst;, t1) )

D’autres algorithmes ont été mis en place pour améliorer le raisonnement énergétique. Ces derniers
possédent souvent une complexité théorique moins élevée que celle de ’algorithme de Derrien et al.

mais les ajustements appliqués par ces derniers sont souvent incomplets [Tes16, BHS11, Bonl6].

Les différentes regles de filtrages présentées dans les paragraphes précédents ont parfois été étendues
ou couplées afin de définir de nouvelles régles plus fortes que considérées indépendamment. Certaines

d’entre elles sont décrites dans le paragraphe suivant.
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Regles de filtrage étendues

Parmi les regles de filtrage étendues ou couplées on trouve le Edge-Finding étendu [MVHO0S], le
Time-Table-Edge-Finding [Villl] ou encore le Time-Table disjonctif [GHS15]. Dans ce paragraphe,
nous montrerons comment coupler deux raisonnements en présentant, en premier lieu, 'idée de la
méthode utilisée pour le Time-Table-Edge-Finding et, dans un second temps, en détaillant celle utilisée
pour le Time-Table disjonctif. En effet, une adaptation sera présentée dans le chapitre 3 dans le cadre
du CECSP.

L’idée du Time-Table-Edge-Finding est de renforcer le raisonnement existant du Edge-Finding en
prenant en considération le profil obligatoire de la ressource. L’algorithme proposé par Vilim est en

O(n?) et est un des plus performants en pratique pour résoudre les problémes cumulatifs.

Afin d’ajouter I’énergie déduite du raisonnement Time-Table & celle du raisonnement Edge-Finding,
les activités sont séparées en deux parties, la partie obligatoire et la partie libre. Ceci permet d’éviter
de comptabiliser ’énergie deux fois lors du calcul de cette derniere. L’énergie consommée par un
ensemble d’activités dans un intervalle est alors égale a la somme des énergies des parties libres de ces

dernieres et de la fonction de profil obligatoire de la ressource a l'intérieur de cet intervalle.

Dans le méme esprit, Gay [GHS15] propose de combiner le raisonnement disjonctif et le raison-
nement Time-Table. Pour ce faire, 'auteur définit la notion d’intervalle minimum de superposition.
Cette notion va permettre de définir une nouvelle regle de filtrage dans le cas ou faire débuter une
activité j a sa date de début au plus tot est; implique que cette activité chevauchera forcément une
activité ¢ vérifiant b; +b; > R dans tout ordonnancement réalisable. Ceci est di au fait que la fenétre
de temps de j ne peut contenir un point que l'activité ¢ devra forcément chevaucher. Quand I'activité

i n’a pas de partie obligatoire, I'intervalle que j ne peut intersecter peut étre caractérisé.

Définition 2.4. L’intervalle minimal de superposition d’une activité i, noté mot;, est lintervalle
de temps le plus petit tel que i s’exécute au moins durant un point de temps de cet intervalle, et ce

indépendamment du moment auquel lactivité 1 est exécutée.

Formellement, l'intervalle minimal de superposition est défini par [eet; — 1,1st;].

Quand une activité possede une partie obligatoire, elle ne possede pas d’intervalle minimum de

superposition.

Exemple 2.2.7. La figure 2.11 illustre lintervalle minimum de superposition d’une activité i ne

possédant pas de partie obligatoire.

i
moi |
| |
| |
I . .
| e
¥
1

r T T T T T T T T T T T T T 1

est; eet; lst; let;

FI1GURE 2.11 — Intervalle minimum de superposition d’une activité pour le CuSP.
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Cette notion permet de définir une premiere regle d’ajustement. Cette regle sera améliorée dans

un second temps.

Reégle 2.5. Soient deux activités i et j telles que i ne possede pas de partie obligatoire et b;+b; > R. Si
ordonnancer l'activité j d sa date de début au plus tot la fait se superposer complétement da lintervalle

minimal de superposition de i (moi; C [est;, eet;]), alors est; > eet;.

Exemple 2.2.8. La régle 2.5 est illustrée par la figure 2.12. Dans la partie gauche de la figure, on
peut constater que les activités i et j ne peuvent étre exécutées en paralléle a cause de la capacité de
la ressource. Si Uactivité j commence a estj, alors elle intersecterait complétement moi; et il serait
impossible d’ordonnancer i. Sur la partie droite de la figure, est; a été ajusté et lactivité j ne peut

commencer avant min{t € H|t € moi;} (H étant U’horizon de temps du probléme).

est; eet; est; eet;
R=3 J — R=3 J
— IO BN 101 .
0 5 10 t 0 5 10 t
eet; lst; eet; lst;

FIGURE 2.12 — Illustration de la regle 2.5 pour le CuSP.

Nous montrons maintenant comment les auteurs de [GHS15] intégrent les informations déduites
du Time-Table pour proposer une regle de filtrage plus forte que celle décrite ci-dessus. Cette regle
sera décrite seulement dans le cas ou les activités ¢ et j ne posseédent pas de partie obligatoire. Le cas
inverse est décrit dans [GHS15] et repose sur la séparation des activités en une partie obligatoire et

une partie libre.

La regle 2.5 compare seulement les consommations de ¢ et de j avec la capacité de la ressource
R. Cependant, les consommations obligatoires des autres activités peuvent ne pas laisser R unités de
ressource durant l'intersection de i et de j. La régle suivante prend donc en considération le profil

obligatoire de la ressource.

Regle 2.6. Soient i et j deux activités qui ne possédent pas de partie obligatoire et telles que b; 4 bj +
Miltemoi; TTA(t) > R. Si ordonnancer Uactivité j da sa date de début au plus tot la fait se superposer

complétement a l'intervalle minimal de superposition de i (moi; C [estj, eet;]), alors est; > eet;.

Exemple 2.2.9. Considérons les activités suivantes :

act est; let; i b;
2 11 2

20 9 1

2 11 1

Les activités 1 et 2 ne possédent pas de partie obligatoire tandis que Uactivité 3 est forcément en

cours d’exécution durant lintervalle [2,11].
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1
- 9
R=3
TT 4
01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011121314151617181920t
esty — eety lst1  eets

FIGURE 2.13 — Illustration du Time-Table disjonctif dans le cadre du CuSP.

L’intervalle moiy = [4,9] est complétement inclus dans lintervalle formé par esty et eets, i.e.
[1,10[. De plus, le minimum du profil de consommation de la ressource dans moiy est de 1. Donc, les
activités 1 et 2, consommant respectivement 2 et 1 unités de ressource, ne peuvent se chevaucher sur

Uintervalle [4,9]. Donc esty peut étre ajusté a 5.

On peut remarquer qu’aucun des autres raisonnements présentés dans ce chapitre n’aurait filtré
de valeurs du domaine de sty. En particulier, le raisonnement énergétique ne détecte pas d’ajustement
dans ce cas. Le raisonnement Time-Table disjonctif n’est donc dominé par aucun autre raisonnement

existant.
Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons d’abord présenté les bases de la programmation par contraintes.
En particulier, nous avons vu que les problemes d’ordonnancement se traduisent naturellement en

probléeme de satisfaction de contraintes.

Ce paradigme est ensuite appliqué au CuSP, un des plus célébres problemes d’ordonnancement
traité en PPC. De ce fait, nous avons pu présenter de nombreux algorithmes de filtrage, i.e. des algo-
rithmes filtrant les valeurs incohérentes des domaines des variables, pour ce probleme. Ces algorithmes,
issus de la littérature, sont classés en trois classes : les algorithmes de filtrage simples, ceux basés sur
le concept d’énergie et les algorithmes de filtrage étendus. Pour chacune de ces trois classes, au moins

un algorithme de propagation est présenté en détail et de nombreux autres exemples sont cités.

Dans le paragraphe concernant les régles de filtrages simples, nous avons présenté le raisonne-
ment Time-Table et le raisonnement disjonctif. Ces raisonnements sont parmi les moins forts pour
le CuSP mais leur facilité d’implémentation et leur rapidité en font des algorithmes tres utilisés en

pratique.

Le paragraphe suivant a présenté les regles de filtrage énergétiques. Parmi elles, sont mentionnés
le raisonnement Edge-Finding, les activités élastiques et le raisonnement énergétique qui est présenté
en détail. Ce dernier est, a ce jour, un des raisonnements les plus forts pour le CuSP. Cependant, sa

complexité élevée fait de lui un des algorithmes les moins utilisés en pratique.

Enfin, le dernier paragraphe explique comment certains auteurs ont étendu ou couplé des regles de

filtrage existantes pour définir de nouvelles régles de filtrage plus fortes que prises individuellement.
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2.2. I’ORDONNANCEMENT CUMULATIF

Parmi celles citées, on trouve le raisonnement Edge-Fiding étendu, le Time-Table-Edge-Finding et le
Time-Table disjonctif. A 'inverse du raisonnement énergétique, ces régles sont treés utilisées en pratique

car leur complexité est relativement faible.

Dans le prochain chapitre, nous présenterons ’adaptation de plusieurs de ces raisonnements dans

le cadre du CECSP. Un nouveau raisonnement, basé sur le Time-Table, sera aussi présenté.
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Chapitre 3

Propagation de contraintes pour le CECSP

Dans ce chapitre, nous décrivons des algorithmes et modeles issus de la programmation par con-
traintes. Les deux sections suivantes sont dédiées a la présentation d’algorithmes de filtrage pour le
probleme de décision du CECSP. En effet, comme dans le cas du CuSP, la NP-complétude de ce
probléme implique qu’un algorithme assurant la cohérence des bornes de chaque variable — garan-
tissant 'existence d’une solution ou les valeurs de chaque variable sont comprises dans I’'intervalles
défini par ces bornes — ne peut s’exécuter en temps polynomial. Par conséquent, plusieurs relaxations
sont proposées afin de supprimer les valeurs possibles de début et fin de tdches incohérentes en temps

polynomial.

La section 3.1 est dédiée aux extensions pour le CECSP des raisonnements pour le CuSP basés
sur le Time-Table (voir chapitre précédent). Dans un premier temps, nous montrons qu’une partie des
raisonnements pour le CuSP s’adapte directement au cas du CECSP. En effet, dans le CECSP, une
activité peut étre vue comme deux sous-activités :

— l’'une correspondant & une activité rectangulaire, appelée partie fixe, dont les dates de début et

de fin doivent étre déterminées et consommant une quantité r™" de la ressource;

— la seconde, appelée partie malléable, correspondant a une activité interruptible de méme date

de début que la partie minimale et dont chaque partie consomme une quantité de ressource

comprise entre 0 et r"** — r:m”
La présence d’activités rectangulaires permet alors ’adaptation directe de certains raisonnements
existants pour le CuSP. Ici, nous présenterons les adaptations des raisonnements Time-Table (3.1.1),

disjonctif et Time-Table disjonctif (3.1.2).

Dans un second temps (3.1.3), nous présenterons un nouveau raisonnement étendu, couplant Time-
Table et probleme de flots.

Enfin, une adaptation compléte du raisonnement énergétique est décrite dans la section 3.2.

3.1 Algorithmes de filtrage basés sur le Time-Table

La section suivante présente plusieurs algorithmes de filtrage pour le CECSP. Tous ces algorithmes
utilisant une adaptation du Time-Table pour le CuSP, nous commencgons donc par présenter briévement
comment ce raisonnement est modifié pour étre adapté dans le cadre du CECSP. Puis, nous présentons
deux autres algorithmes permettant de réduire I’ensemble des valeurs possibles pouvant étre prises par

chaque variable. Le premier est adapté du Time-Table disjonctif pour le CuSP [GHS15] et le dernier
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utilise une combinaison entre probleme de flots et profil obligatoire.
3.1.1 Le Time-Table

Comme pour le CuSP, le Time-Table pour le CECSP se base sur la notion de partie obligatoire des
activités, i.e. 'intervalle pendant lequel une activité est en cours d’exécution dans tous les ordonnance-
ments réalisables. Cependant, comme dans le cas du CECSP nous ne connaissons pas la durée exacte
d’une activité, nous utilisons une borne inférieure sur sa durée pour calculer la date de début au plus
tard, Ist;, et la date de fin au plus tot, eet;. Pour calculer cette borne, remarquons que la configuration
permettant de finir une activité le plus rapidement possible, est celle ou I'activité est exécutée a son

max )

rendement maximal r"%*. De ce fait, une borne inférieure sur la durée de 'activité vaut W;/ fi(r}

Nous pouvons donc calculer la date de début au plus tard de l'activité, ist; = let; — W;/ fi(ri***), et
sa date de fin au plus tot, eet; = est; + W/ fi(r***). La partie obligatoire d’une activité i est alors
définie de la méme maniére que pour le CuSP, i.e la partie obligatoire de i est U'intervalle [Ist;, eet;]

(cf. figure 3.1).

Cependant, dans le cas ou lst; < eet;, i.e. ou I'activité possede une partie obligatoire, nous pouvons
seulement déduire que 'activité ¢ va consommer au moins une quantité rimm de la ressource durant
toute sa partie obligatoire, et ce, quel que soit le moment ot 'activité est ordonnancée. La notion
de profil obligatoire de la ressource est donc légerement différente de celle définie pour le CuSP (cf.
définition 2.2, page 51).

Définition 3.1. Le profil obligatoire d’une ressource TT' 4 dans le cas du CECSP est défini de la fagon
sutvante :
TTa(t)y= >, " VteH

€A
Ist;<t<eet;

Le probléme est donc insatisfiable dans le cas ou It € H : TT(t) > R

Exemple 3.1.1. Considérons l’activité suivante :

est; let; W; pmin i fi (bl (t) )

2 7

1 14 72 2 5 bi(t) + 3

Nous pouvons calculer sa date de début au plus tard, lst; = let; — W;/fi(ri"**) = 14 — 72/8 = 5,
ainsi que sa date de fin au plus tot, eet; = est; + W,/ fi(ri"**) = 1+ 72/8 = 10. Comme eet; > lst;,
Uactivité posséde une partie obligatoire qui est l'intervalle [5,10] (voir figure 3.1a, 3.1b). Cependant,
nous pouvons seulement en déduire que ['activité sera en cours dans cet intervalle et, grice a la
borne inférieure sur la quantité de ressource que peut consommer l'activité durant son exécution, nous
pouvons déduire que, sur Uintervalle [Ist;,eet;[ = [5,10[, l'activité est au moins exécutée a r™™ (voir
figure 3.1c).

Comme pour la contrainte cumulative, le profil obligatoire peut aussi étre calculé en O(n) a l'aide
d’un algorithme de balayage en triant au préalable les activités par date de début au plus tard et date

de fin au plus tot.

Nous détaillons maintenant ’adaptation du Time-Table disjonctif au CECSP.
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| partie
oblig. !

max . max . :){7
r; 7 T 7

T T L e e e e e e e T T T

est; eet; lst; let; lst; eet;

(a) Ordonnancement au plus t6t (b) Ordonnancement au plus tard (c) Ordonnancement réalisable a
ri™ dans [Ist;, eet;]

FI1GURE 3.1 — Partie obligatoire d’une activité i pour le CECSP.

3.1.2 Le Time-Table disjonctif

Le second algorithme de filtrage proposé repose sur un raisonnement appelé Time-Table disjonctif
et utilisé, en premier lieu, pour le CuSP (cf. sous-section 2.2.3). Ce dernier repose sur le raisonnement

Time-Table décrit précédemment et sur le raisonnement disjonctif.

Le raisonnement disjonctif dans le cadre du CECSP est tres similaire a celui défini pour le CuSP.
La différence repose sur la construction des ensembles disjonctifs. Dans le cas du CECSP, un couple
d’activités (i, ) sera dit disjonctif si 77" + r;-”m > R. Dans ce cas, nous savons que :

— lactivité ¢ doit commencer apres 'activité j, ou

— Tactivité ¢ doit finir avant activité j.

Cette propriété permet notamment d’ajuster la date de début au plus t6t de d’une des deux
activités. Considérons par exemple le cas ol est; < eet; et [st; < eet;; ces relations impliquent que j
doit commencer apres la fin de lactivité i (voir figure 3.3). De ce fait, le début de j ne peut arriver
avant la date de fin au plus tot de 4, et donc : est; > eet;. La régle de filtrage est ensuite similaire a

celle mise en place pour le CuSP.

Regle 3.1. Soienti,j € A,i # j telles que r™™ + ?”;”m > R et lst; < eetj. Alors la date de début au

plus tot de l'activité peut étre ajustée et on a : est; > eet;.

Exemple 3.1.2. Considérons l'instance d deux activités et avec une ressource de capacité 3 suivante :

act esty lety W, ppin. - pmaz Fe(be(t))
i 2 11 28 2 3 2xb(t)+1
J 1 20 49 2 4 voir fig. 3.2

La fonction fj(bj(t)) est définie par l'expression suivante :

2b; (1) b;(t) € [2,3]

fi(b;(t)) = { bi(t)+3  bi(t) €[3,4]

et décrite dans la figure 3.2

Dans cet ezemple, comme "

i"—i-r;m” =4 > 3, i et j ne peuvent s’exécuter en paralléle. Si activité
i finit au temps let; = 11 alors, elle chevauche forcément l'activité j (voir figure 3.3a et 3.3b). Dans
tout ordonnancement réalisable, i est donc exécutée avant j et la date de début au plus tot de j peut

donc étre ajustée, i.e. j ne peut commencer avant eet; = 6 (voir figure 3.3c).
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[i(b;(t))
7
6

b;(t)

FIGURE 3.2 — Fonction f;(b;(t)).

est; eet; est; eet;
J J
R=3 R=3
Tlm ax i rlmar
0 est; 5 Ist; 10 let; ¢ 0 est; 5 lst; 10 let; ¢
eet; eet;
(a) Si ¢ finit au temps 11... (b) ...alors i chevauche forcément l'activité j
est; eet;
j ymaT
J
R=3
i ymaz
1
0 est; 5 Ist; 10 let; 1

eet;
(c) est; peut étre ajusté

FI1GURE 3.3 — Raisonnement disjonctif pour le CECSP.

Nous pouvons maintenant présenter ’adaptation du Time-Table disjonctif au cas du CECSP. Pour
ce faire, nous commencons par adapter la définition d’intervalle minimum de superposition, puis nous
présenterons les modifications apportées aux régles d’ajustement du CuSP afin que ces derniéres soient
applicables dans le cas du CECSP.

La notion d’intervalle minimum de superposition est 1légérement plus difficile a définir que dans
le cas du CuSP. En effet, cet intervalle représente ’ensemble minimal de points de temps tel qu’une

activité ¢ est forcément en cours durant un de ces points et, comme au point eet;, 'activité n’est pas
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forcément en cours, il faut inclure le point “juste & gauche” de eet; dans moi;. La définition peut donc

s’écrire de la maniére suivante.

Définition 3.2. Soit eet; le point le plus proche de eet; > 0, i.e. Y6 > 0, |eet; —eet;| < 0. L’intervalle
minimum de superposition d’une activité i,noté moi;, est alors défini par moi; = [eet; ,lst;] si i ne

posséde pas de partie obligatoire et moi; = () sinon.

Exemple 3.1.3. La figure 3.4 illustre l’intervalle minimum de superposition d’une activité i ne pos-
sédant pas de partie obligatoire. En effet, quelle que soit la position de lactivité i, elle intersecte

forcément mot;.

FIGURE 3.4 — Intervalle minimum de superposition d’une activité dans le cadre du CECSP.

Cependant, pour s’abstraire du point eet; et faciliter les notations, nous n’utiliserons pas cet
intervalle pour définir les regles d’ajustement mais, a la place, nous les écrirons a l'aide d’inégalité
stricte. Ces intervalles apparaitront cependant sur les figures illustrant ces regles afin de faciliter leur

compréhension et de les rapprocher de celles définies pour le CuSP.

Pour améliorer le raisonnement disjonctif, nous utilisons 1’idée suivante : si deux activités i et j ne
peuvent étre exécutées en parallele, alors la fenétre de temps de j ne peut contenir un point de temps

que ¢ devra forcément chevaucher. Ceci nous permet de définir la régle d’ajustement suivante :

Regle 3.2. Soient deuz activités i et j telles que i ne posséde pas de partie obligatoire et r?i"—l—?“}”m >
R. Siest; < eet; et eetj > lst; alors est; > eet;.

Exemple 3.1.4. Considérons l'instance d deux activités et avec une ressource de capacité 3 suivante :

act esty lety W, ppin. - pmaz Fe(be(t))
i 0 13 35 2 3 24b(t) + 1
J 2 20 49 2 4 voir fig. 3.2

La régle 3.2 est illustrée par la figure 3.5. Dans les figures 3.5a et 3.5b, on peut constater que
si lactivité j commence a est;, alors elle intersecterait complétement moi; et il serait impossible

d’ordonnancer i. Sur la figure 3.5¢c, est; a été ajusté et Uactivité j ne peut commencer avant eet;.

La regle 3.2 compare seulement les consommations de ¢ et de j avec la capacité de la ressource
R. Cependant, les consommations obligatoires des autres activités peuvent ne pas laisser R unités de
ressource durant l'intersection de ¢ et de j. La regle suivante prend donc en considération le profil

obligatoire de la ressource.
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estj eetj CStj eetj
j e j ;
S 11101; | | 1MOl; |
. r;rnax 7 ,r.;naaz
2
t t
est; eet; lst; let; est; eet; lst; let;
(a) Si j commence au temps 2... (b) ...alors j chevauche forcément moi;
est; eet;
max
J j
I 11101; |
R=3
7 T,ZTLCLCL’
est; Ist; let;
eet;

(c) est; peut étre ajusté

FIGURE 3.5 — Raisonnement disjonctif restreint pour le CECSP.

Regle 3.3. Soient i et j deux activités qui ne possédent pas de partie obligatoire et telles que r™" +

;-m'" + mineet, <t<ist; TTA(t) > R. Siest; < eet; et eet; > lst; alors est; > eet;.

Exemple 3.1.5. Considérons l'instance d deux activités et avec une ressource de capacité 3 suivante :

act est; let; W; pmin. pmaz fi(bi(t))
i 2 11 21 1 2 2xbi(t) + 1
j 1 20 14 1 2 bi(t)
2 11 18 2 $xbi(t)+ 3

Les activités 1 et 2 ne possédent pas de partie obligatoire tandis que activité 3 est forcément en

cours d’exécution durant l'intervalle [2,11].

L’intervalle moi; = [4,8] est complétement inclus dans Uintervalle formé par est; et eetj, i.e
[1,10[. De plus, le minimum du profil de consommation de la ressource dans moi; est de 2. Donc,
les activités i et j, consommant au minimum 1 unité de ressource, ne peuvent se chevaucher dans

Uintervalle [4,8]. Donc est; peut étre ajustée a 5.

Certains raisonnements mis en place dans le cadre du CuSP peuvent donc étre facilement adaptés
au cas du CECSP en considérant des activités rectangulaires de durée ou de consommation minimale.

Cependant, ces régles ne prenant en considération que des cas “extrémes”, elles demeurent moins
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?

B o

01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011121314151617181920t
est; — eet; Ist;  eet;

FIGURE 3.6 — Illustration du Time-Table disjonctif pour le CECSP.

efficaces que dans le cas du CuSP. C’est pourquoi, dans la section 3.2, nous avons choisi d’adapter un

des raisonnements les plus forts pour le CuSP dans le cadre du CECSP : le raisonnement énergétique.

La prochaine sous-section présente quant a elle un raisonnement couplant modélisation de probléme
de flots et Time-Table.

3.1.3 Le Time-Table basé sur les flots

Le raisonnement décrit dans cette sous-section propose d’intégrer le raisonnement Time-Table dans
un programme linéaire basé sur un probléme de flots. Ce programme linéaire peut ensuite étre utilisé
comme algorithme de vérification, ou checker, pour s’assurer que les valeurs des domaines des variables
ne vont pas amener a une incohérence. Il peut aussi étre couplé avec des algorithmes de propagation

tels que ceux décrits dans la sous-section précédente pour décrire un raisonnement complet.

L’idée de l'algorithme de vérification est donc de s’assurer qu’une fois les parties obligatoires des
activités fixées, ’aire disponible est suffisante pour ordonnancer le reste des activités en tenant compte
des fenétres de temps de chaque activité. Pour ce faire, nous allons, dans un premier temps, contraindre
chaque activité a consommer une quantité de ressource supérieure a TZW'" dans lintervalle [Ist;, eet;] et
ensuite, nous relachons la contrainte de consommation minimale en autorisant ’activité a consommer
une quantité de ressource comprise entre 0 et r;"** durant le reste de l'intervalle [est;, let;]. Ceci
peut étre vu comme une variante de la relaxation préemptive du CECSP, décrite dans la section 1.2.
Clairement, comme il s’agit d’une relaxation du CECSP, si aucune solution n’existe alors 'instance

du CECSP correspondante ne possede pas de solutions.

Pour modéliser cette relaxation, nous introduisons (t4)qc0, |Q| < 4 * n, la suite croissante des
bornes des domaines des variables, i.e. (t;) est composée des dates de début au plus t6t et au plus tard
ainsi que des dates de fin correspondantes. Pour simplifier les notations, nous notons Q* I’ensemble
Q \ max{q € Q}. Nous définissons ensuite deux ensembles de variables. Le premier correspond a la
quantité de ressource consommeée par une activité ¢ dans la période [ty, to+1[ et est noté by, i € A, q €
Q*. Le second permet de modéliser la quantité d’énergie apportée a une activité dans cette méme

période et est noté w;q, i € A, ¢ € Q*. Le probleme de CECSP relaché peut alors se formuler par le
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programme linéaire suivant :

Z big < R(tg+1 — tq) Vg e Q" (3.1)
icA
big > T (g1 — tg) Vie A, Vge Q| Ist; <ty < eet; (3.2)
big < 1" (tg41 — tq) Vie A, Vge Q° (3.3)
big =0 Vie A, Vg e Q| t, & [est;, let;] (3.4)
Wig < Aipbiq + Cip(tg+1 — tg) Vie A, Vge QF, VpeP; (3.5)
wig < Mbj, Vie A|rn£0, Vg e QF (3.6)
> wig=W; Viec A (3.7)
qeQ*

Dans cette formulation, la contrainte (3.1) permet d’assurer que la capacité de la ressource n’est

pas excédée.

La contrainte (3.2) modélise la partie obligatoire d’une activité. En effet, la contrainte affirme que

l'activité doit consommer une quantité de ressource supérieure a r;"*" durant 'intervalle [Ist;, eet;].

La contrainte (3.3) garantit que l’activité ne consomme pas plus de r7"** de la ressource durant

son exécution.
La contrainte (3.4) fixe la consommation de la ressource a zéro en dehors de Uintervalle [est;, let;].

Les contraintes (3.5) et (3.6) permettent de modéliser I’énergie apportée a 'activité i en fonction
de la quantité de ressource consommée par cette méme activité dans lintervalle [t,t;11]. Notons
d’abord l'utilisation d’une inégalité dans la contrainte (3.5) et non d’une égalité. La justification de la
validité de cette contrainte est faite dans la section 5.1. La contrainte (3.6) stipule quant a elle que,
pour une constante M suffisament grande, si 'activité ne consomme pas de ressource, i.e. bj; = 0,
alors elle ne recoit pas d’énergie, i.e. w;q = 0. Notons que cette contrainte ne peut étre définie dans le
cas ol rlmi" = 0 car une telle constante M ne peut étre trouvée. Dans ce cas-1a, nous ommetons cette
contrainte et ceci ne contredit pas la véracité de la formulation. Cependant, 1’algorithme de vérification

sera moins fort dans le cas ou de nombreuses activités vérifient r]"*" = 0.
La contrainte (3.7) assure que la quantité d’énergie requise est bien apportée a l'activité.

Notons que le modele posséde 2 x (n x (4n — 1)) = 8n? — 2n variables continues et au plus
4n?(4 + P) +n(1 — P) — 1 contraintes, avec P = max;c 4 |Pi].

Exemple 3.1.6. Considérons l’instance a 3 activités et avec une ressource de capacité R = 3 suivante :

act. est; let; W; pmin. - pmaz lst; eet; fi(bi(2))
0 4 0 2 bit)
4 bi(t)
10 bi(t)

Considérons maintenant le programme linéaire défini ci-dessus associé a cette instance. La suite t, est

formée des six éléments suivants : tg =0, t1 =1, to =2, t3 =4, t4, =5, t5 = 6. Notons que, comme
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les fonctions de rendement correspondent a la fonction identité, la variable w;q n'a pas besoin d’étre

définie ici. Le programme linéaire est donc le suivant :

b3 +2<3 qF#2 (3.1a)
b3z <6 (3.1b)
bip =bn =2 (3.2a)
bog = bog = 2 (3.2b)
b3z > 2 (3.2¢)
byg > 1 ¢=1,3 (3.2d)
b3g <2 q=0,4 (3.3a)
bag < 2 =13 (3.3b)
bz <4 (3.3¢)
big =0 g=2.4 (3.4a)
bog = 0 g=0.2 (3.4b)
b3o + b31 + b3a + b3z + bza = 10 (3.7a)

Comme la contrainte (3.1a) borne bs, supérieurement par 1 pour ¢ = 0,1,3,4, la contrainte (3.7a)
implique que bsy = 6 ce qui est en contradiction avec la contrainte (3.3c). Le programme linéaire détecte
donc Uinfaisabilité de l'instance. Notons aussi que le raisonnement Time-Table disjonctif n’aurait pas

détecté l'incohérence.

Dans cette section, nous avons montré que certaines extensions des relaxations du CuSP était
directement adaptable au cas du CECSP. En effet, nous avons décrit 'extension des raisonnements
Time-Table, disjonctif et Time-Table disjonctif. D’autres raisonnements existants font aussi partie
de cette catégorie par exemple le Edge-Finding et ses extensions. Nous avons aussi montré que la
programmation linéaire pouvait étre utilisée pour décrire un algorithme de vérification qui pouvait

étre couplée a des algorithmes d’ajustements existants.

Dans la section suivante nous décrivons une extension non triviale du raisonnement énergétique,

un des raisonnements les plus forts pour le CuSP.

3.2 Algorithme de filtrage du raisonnement énergétique

La section ci-dessous décrit 'adaptation du raisonnement énergétique, introduit dans [JE89] pour
la contrainte cumulative, et décrit dans la sous-section 2.2.3. Nous commencons, dans un premier
temps, par décrire l'algorithme de vérification de ce raisonnement, puis nous présenterons les regles
d’ajustements qui peuvent étre mises en place pour filtrer les domaines des variables. Enfin, la derniere
partie de cette section sera consacrée a la caractérisation des intervalles d’intérét pour ’algorithme de

vérification et pour les regles d’ajustement.
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3.2.1 Algorithme de vérification
Condition nécessaire d’existence de solution

Pour décrire I’algorithme de vérification, nous rappelons d’abord 1’idée principale sur laquelle
repose le raisonnement énergétique. Le principe est donc, étant donné un intervalle [¢1, t2[, de calculer
les consommations minimales de ressource des activités dans cet intervalle et de les comparer a la
quantité de ressource disponible dans ce méme intervalle. Si la ressource disponible n’est pas suffisante

pour ordonnancer les consommations minimales de toutes les activités, une incohérence est détectée.

Dans le cas du CuSP, la quantité de ressource requise par une activité pouvait étre calculée de
maniere directe. Ici, ce calcul sera fait en deux fois : nous calculons d’abord la quantité d’énergie
requise par une activité a l'intérieur de Uintervalle [¢1, t2[, notée w(i, ¢, t2), puis nous traduisons cette
énergie en une quantité de ressource, notée b(i,t1,t2). Ceci nous permettra ensuite de la comparer

avec la ressource disponible dans [t1, t2].

Formellement, ces quantités sont représentées par les expressions suivantes :

w(i, t1,t2) = min ttg Fibs(t))dt sous (A.1)-(A.4) (3.8)
b(i,t1,t2) = min /j2 bi(t)dt sous (A.1)-(A.4) (3.9)

Comme pour le cas du CuSP, la fonction de marge, notée SL(t1,t2), permet de mesurer I’écart
entre la quantité de ressource disponible et les consommations minimales de toutes les tadches dans

I'intervalle [¢1,t2]. Cette fonction est définie de la maniére suivante :

SL(t1,tz) = R(ty — t1) — > _ b(i, t1,12)
€A

Ceci nous permet d’énoncer la condition nécessaire d’existence d’une solution qui est a la base de

I’algorithme de vérification du raisonnement énergétique :

Théoréme 3.1. Soit T une instance du CECSP. S’il existe t; < to € R? tel que SL(t1,t2) < 0 alors

T ne peut pas avoir de solution.

Démonstration. Par I’absurde, supposons qu'il existe t; < to € R? tel que SL(t1,t2) < 0 et que
I'instance Z soit satisfiable. Par définition, b(i,t1,t2) est la quantité de ressource minimale que doit

consommer 'activité ¢ dans Uintervalle [t1, ta].

Donc, dans toute solution réalisable, nous avons :

t
“bit)dt > bt 1)
t1

to
=Y [ bi(t)dt > bli,t1,t2) > R(ta — t1)
icA’h €A

Et ceci contredit le fait que } ;¢ 4 bi(t) < R(ta — t1). O
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Dans un premier temps, nous allons nous intéresser au calcul de w(i,t1,t2), le calcul de b(i, t1,t2)

sera détaillé dans un second temps.
Energie minimale dans un intervalle

Pour calculer w(i, ¢y, t2), nous analysons les différentes configurations de la consommation minimale
d’une activité. Remarquons que les configurations conduisant a une consommation minimale dans

T a lextérieur de cet intervalle. Ces

I'intervalle [t1,t2] sont celles ou l'activité est ordonnancée a r/*®
configurations, décrites dans la figure 3.7, peuvent étre regroupées en trois catégories :
— Dactivité est calée a gauche (figure 3.7a, 3.7d et 3.7g) : 'activité démarre & est; et est ordon-
nancée a " pendant 'intervalle [est;, t1];
— Dactivité est calée a droite (figure 3.7c, 3.7f et 3.71) : activité finit & let; et est ordonnancée a
ri"* pendant l'intervalle [ta, let;[;
— Dactivité est centrée (figure 3.7b, 3.7e et 3.7h) : 'activité occupe tout l'intervalle [t1, 2], soit en
étant ordonnancée a " pendant I'intervalle [est;, t1[ U [t2, let;[, soit en étant ordonnancée a

7™ durant tout l'intervalle [t1, a].

En effet, lorsque I'activité est ordonnancée a r;"** pendant 'intervalle [est;, t1[U[t2, let;[, il peut
arriver que la quantité d’énergie restant a apporter a lactivité durant l'intervalle [¢1, t2] ne soit
pas suffisante pour assurer la satisfaction de la contrainte de consommation minimale (1.7). Le

cas ou 'activité est ordonnancée a r/™" durant tout 'intervalle [t1,¢2] doit donc étre considéré.

pmazT t1t2 rlmax i

rmavty to

let;t est; let;t

FIGURE 3.7 — Les différentes configurations menant & une consommation minimale & Iintérieur de
[t1, t2] pour le CECSP.

11 est facile de calculer ’expression de la consommation minimale d’énergie dans un intervalle pour
une fonction f; croissante. En effet, les différentes configurations possibles étant toujours celles ou

lactivité est exécutée & son rendement maximum en dehors de Uintervalle [t1, t5], il suffit de retrancher
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a W; I'énergie produite par I'exécution de l'activité a r/*** en dehors de [t1, t2]. Il existe une exception
a cette regle, produite par la contrainte de consommation minimale, mais ce cas est facilement traité
puisque I’énergie minimale correspond alors a la configuration ou la tache est exécutée a son rendement

minimal durant [t1, ta].

Pour donner l’expression mathématique de w(i, t1, t2), nous introduisons trois notations. wy g (4, t1, t2)
(respectivement wpg(i,1t1,t2) et wog(i, t1,t2)) correspond a la quantité d’énergie apportée a l'activité
i dans l'intervalle [t1, ta] quand activité est calée a gauche (respectivement calée & droite et centrée).

Formellement, ces trois quantités peuvent étre exprimées de la maniére suivante :

wrg(i,t1,ta) = max (0, W; — fi(ri***) max(0,t; — est;)) (3.10)
wrs(7,t1,t2) = max (0, W; — fi(ri"*) max(0, let; — t2)) (3.11)
MCS(ia tl, tg) = Imax (fz(r;nm) * (tQ — tl) 5 Wi — f,'(?“?w‘r)’[esti, leti] \ [tl, tg“) (3.12)

Alors, 'expression de I’énergie minimale est le minimum de ces trois quantités, i.e.

w(i, t1,t2) = min (wyg(i,t1,t2), wre(i, ti,t2), wes(i, t1,t2)) (3.13)

Nous allons maintenant utiliser I’expression de w(i, t1,t2) et la fonction f; pour calculer b(i, ¢y, t2).
Consommation minimale de la ressource

Pour calculer l'expression de b(i,t1,t2), nous allons utiliser les propriétés de la fonction f;. En
effet, une fois que nous avons calculé w(i, t1,t2), nous voulons savoir quelle est la quantité minimale
de ressource que nous devons fournir a la tdche pour obtenir cette quantité d’énergie dans 'intervalle
[t1,t2[. Dans le cas ou la fonction f; est I'identité, nous avons que : b(i, t1,t2) = w(i,t1,t2). Dans les
deux autres cas, i.e. f; est affine et f; est concave et affine par morceaux, soit I = [t, ta[N[est;, let;],

alors trouver b(i, t1,t2) revient a résoudre le programme suivant :

minimiser /bi(t)dt (3.14)
I

sous / Fiba(0)dt > w(i, tr, t2) (3.15)
1

i < bi(t) < v (3.16)

En effet, 'objectif de ce programme est de minimiser la quantité de ressource consommée dans 'inter-
valle [t1,t2] (équation (3.14)), tout en s’assurant que 1’énergie requise, i.e. w(i, t1,t2), est bien apportée

a lactivité (équation (3.15)).

Nous utilisons ensuite le lemme 1.1 pour simplifier ce programme. En effet, le lemme affirme
que, si f; est affine ou concave et affine par morceaux, alors si une solution optimale b;(t) pour

le programme ci-dessus existe, cette solution peut étre transformée en une autre solution optimale
J; bi(t)dt
|

vérifiant la propriété que b;(t) soit constante et inférieure ou égale a 7

. Nous noterons b; cette

constante. Le programme simplifié s’écrit de la maniere suivante :
minimiser b;|I| (3.17)
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sous fi(bi)|1] = wi, by, t2) (3.18)
P < by < e (3.19)

Ce programme peut étre réécrit de la fagcon suivante :

b= min (b e e | 1) = 2 )

Nous pouvons remarquer que, si l’on suppose que f;(r"**)(let; —est;) > W;, nous sommes slrs que

la solution optimale vérifie b; < r["**. En effet, ceci est dii au fait qu’exécuter I'activité a une faible
consommation de ressource a un meilleur rendement que son exécution a un rendement plus élevé, i.e.

la fonction %Et()t)) est décroissante.

De ce fait, seule la borne inférieure sur b;, 77", doit étre considérée. Or, pour apporter 1’énergie
w(i,t1,t9) & lactivité dans l'intervalle I, sa consommation b; doit vérifier f;(b;) > W

- j b1yt . . . ..
bi > f; ! (%) En couplant cette contrainte avec la contrainte de consommation minimale, nous

obtenons, si 7" =£ () :
b = max <T,min f—l (w(iatht?)) )
e T

et donc

et si r™" = 0, nous avons :

bi=f! (W)

Nous allons maintenant donner I’expression de b(i,t1,t2) en fonction des coefficients a;, et ¢;, de la

fonction f;. Pour simplifier la compréhension, nous commencons par détailler cette expression dans le

cas ou f; est affine puis nous la généraliserons dans le cas ou f; est concave et affine par morceaux.

Fonctions affines Dans ce paragraphe, nous allons décrire 'expression de b(i,t1,t2) dans le cas ou

la fonction f; est affine, i.e. de la forme a;b;(t) + ¢;. Dans ce cas-1a, nous avons :

1 (w(i,t1,f2)> _ w(i, t1,t2) — c|I|
‘ 1] ai|l|

et donc, si rj"" #0 :

minw(i7 t1, tQ) 1

Q(i, t1, tg) = Imax (Ti fz<7"mm) s 07 (Q(Z, t1, tQ) - ’I|Cz)>> (3.20)

et si ™" =0:

. 1 )

bi,t1,t2) = - (i, 12) — [T]e)
(2

Notons que le premier cas correspond au cas ou I'intervalle I est suffisamment grand pour ordonnancer

min

Vactivité i a r™" et lui apporter I'énergie requise, i.e. w(i,t1,%2). En effet, comme ordonnancer i

n

a ™" a le meilleur rendement, si cela est possible, on exécutera ¢ a b; = r*"*. Si, au contraire,

Dintervalle n’est pas suffisamment grand, c’est f; ' (w(i, t1,t2)/|I|) que I'on va choisir. Ceci est illustré

dans I'exemple 3.2.1.

Exemple 3.2.1. Considérons les deux activités suivantes (voir figure 3.8) :
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act. est; let; W; pmin. - pmaz fi(bi(t))
i 2 8 21 2 5 bi(t
j 0 8 22 2 5

Si nous calculons w(i, t1,t2) et b(i,t1,t2) sur l'intervalle [1,6[, nous obtenons :
T M(Za 176) = MRS(L 176) =0 et
— b(i,1,6) = max(rmin w&}b;?) L(w(i,1,6) — e;|1]) = max(22, (5 — 3 x 4) = max(2, —7) = 2
(]71 6) - wC’S(]71 6) =10 6t
— b(j,1,6) = max(rPn 2ELO L5 1,6)—¢;|I]) = max(2X2,2x (10— 1 x5) = max(2L,15) = 15
2

7 f (Tmzn) I a;

tl tQ tl t2

est; let;
(a) Activité 4 (b) Activité j

FIGURE 3.8 — Consommation de ressource dans [t1,ts] pour le CECSP avec fonction de rendement
affine.

Ce raisonnement peut étre étendu dans le cas ou f; est concave et affine par morceaux.

Fonctions concave et affine par morceaux Dans le cas des fonctions concaves et affines par
morceaux, le raisonnement décrit au paragraphe précédent peut étre généralisé. En effet, comme dans
le cas des fonctions affines, la fonction de rendement, f;(b;(t))/bi(t), est décroissante. Donc, il est
toujours préférable d’exécuter I'activité avec une consommation de ressource aussi basse que possible.
La condition selon laquelle on peut ou non exécuter ’activité 7 avec une consommation b; dépend donc
de la taille de l'intervalle I.

Sir™" #£ 0 et si I'intervalle est suffisamment grand, on va donc exécuter I'activité a r]**". Sinon,
et si U'intervalle est suffisamment grand, nous essayons d’exécuter 'activité avec une consommation
b; €]r™i" 28], etc. Nous rappelons que les points xy correspondent aux points de rupture de la fonction

fi- Dans le cas ou rlmm # 0, expression de b(i,t1,t2) est formalisée ci-dessous :

. .61,

s

i\

w(i, t1,t2) — cin|I] < w(i, t1,t2) 751,152) > > w(i, ty,t2)
. air| 1] fi(rm) fi(xs)

f;l <w(2at17t2)) _ Q(i,tl,h) — CiQ’I’ s 7(Z,t1',t2) > |I| S Q(i,tl?tQ)
1] aio|I| filxy) fi(xy)

w(i, t1,t2) — ¢ip,|1] g w(i,t;,tz) > 11 > w(i, t1,t2)

a;p, 1| fil@p) fi(re®)
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Et ceci nous donne l'expression de b(i,t1,t2) suivante :

wii 1
b(i, t1, £2) = max {b;mn“’(z’tl’t?) max ((w(i, t1, 1) — uycip)> } (3.21)
Aip

fi (b;n’m') ’ PEP;

Dans le cas ou r"" = 0, nous avons :

1
b(i, tl, tg) = max ((w(z, tl, tQ) — |I|Clp)>

PEPi \ Qip

Un exemple du calcul de b(i,t1,t2) dans le cas d’une fonction f; concave et linéaire par morceaux est

décrit dans 'exemple 3.2.2.

Exemple 3.2.2. Considérons lactivité suivante (voir figure 3.9) :

act. est; let; W; pmin. - pmaz fi(b)
i 2 8 70 2 5 3b+1sibel[23
2b+ 4 si b €]3,4]
b+8 sib€]d,5)

Si nous calculons w(i, t1,t2) et b(i,t1,t2) sur Uintervalle [2, 6], nous obtenons :

— w(i,2,6) = wrg(i,2,6) = 44 et
w(i,2,6)

< 1
— 0(7,2,6) = max(r""—-"—2, max —(w(7,2,6) — cip|l
7(2 ) m X(TZ fz(rlm,zn) pEI?l,Q}fi%} aip (M(Z ) CZP| |))
44 1 1 1
= max (2, max {(44 —4),=(44 -4 x4), ~(44 — 8 X 4)})
7 3 2 1
88 40
= max(—, max{—, 14,12})
7 3
=14
Dans ce cas, c’est la seconde partie de la fonction f; qui est utilisée, i.e. fi;(b) =2b+ 4 si b €]3,4].

Si maintenant nous calculons w(i,ty,t2) et b(i,t1,ta) sur lintervalle [4,6[, nous obtenons :

— w(i,4,6) = weg(4,4,6) =18 et

. nw(i,4,6) 1 .
— 0(i,4,6) = max(r;]"——-—, max —(w(i,4,6) — cip|l
b, 4,6) = max(r S, (i 4,6) — ¢l 1)

1 1 1 1
= max <278,max {(18 —2), 5(18 —4x2), 1(18 —8x 2)})

3
1
= max(g—f,max{g,5,2})
_16
3

Et dans ce cas, c’est la premiére partie de la fonction f; qui est utilisée, i.e. f;(b) =3b+1 si b €]2,3].

3.2.2 Les ajustements de bornes

Dans cette sous-section, nous décrivons les ajustements qui peuvent étre faits sur les fenétres de
temps des activités. Tout d’abord, nous introduisons les notations suivantes : by g(i,1,t2) (respecti-

vement bpg(i,t1,t2) et bog(i,t1,t2)) correspond a la quantité de ressource consommée par l'activité
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31 l2 t1 2
max max
A ] t ]
min | _ _ _ __ _ | _ _ _ ______ _____|-____ man | - _ _ | o ____|-____
est; let; est; let;
(a) Consommation minimale sur [2, 6] (b) Consommation minimale sur [4, 6]

FIGURE 3.9 — Consommation de ressource dans [t1,ts] pour le CECSP avec fonction de rendement
concave et affine par morceaux.

dans lintervalle [t1,?2] quand l'activité est calée & gauche (respectivement calée a droite et centrée).

Formellement, ces trois quantités peuvent étre exprimées de la maniére suivante :

. mznwLS(Z t17t2) 1
b t1,t2) = prtn — -~ 2 t1,t I|c; 22
brs(i, 1, t2) maX{ Fprny p(st(Z 1,t2) = [I]cip) (3.22)
t t) 1
bre(i, ti1,t2) = ma bmmM ma, ty,t Ilc; 3.23
7RS(Z 1 2) X { fz(bmzn) pG'P}f aip (wRS(Z 1 2) ‘ ‘C P) ( )
. mzan’S(Z tlatQ) 1
b t1,t9) = prtn—=2 =2 t1,t I|c; 3.24
705(27 1 2) max { fl(bmm) pe%?}f ay (wCS(Z 1, 2) | |C p) ( )

Nous allons décrire deux regles d’ajustements pour les fenétres de temps du CECSP. La premiere

permet d’ajuster [st; et la seconde est; ;nous avons des ajustements symétriques pour eet; et let;.

Pour les premiers ajustements décrits, nous allons essayer de faire démarrer 'activité apres 1 et si
la quantité de ressource disponible n’est pas suffisante pour ordonnancer les consommations minimales
de toutes les activités -— excepté celle de Pactivité i qui est remplacée par brg(i,t1,t2) — alors, nous

pouvons déduire que 'activité doit commencer avant t;.

Regle 3.4. S’il existe un intervalle [t1,t2] avec t1 > est; et une activité i pour lesquels :

Z b(]? t1, tZ) + QRS(ia t1, t2) > R(tQ - tl)
jeA
J#i

alors, on a :

1 . .
Ist; <ty — —— | 3 b(j,t1,t2) + brs(i,t1,ta) — R(t2 — t1)
Ti jeA
J#1
Démonstration. Soient i et [t1,te[ vérifiant la condition de la reégle 3.4. Supposons que activité 4

démarre apres t1.

La consommation minimale de ¢ dans [t1, t2[ est donc brg(i, t1,t2). On a donc que Y jc 4 b(4, t1,t2)+
J#i
brs(i, t1,t2) est la consommation minimale de toutes les activités dans [¢1, to] quand l'activité ¢ com-

mence apres t1. Donc, si cette quantité est plus grande que la quantité de ressource disponible dans
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I'intervalle [t1,t2], i.e. R(t2 —t1), on obtient une contradiction avec le fait que l'instance soit réalisable

et ¢ doit commencer avant t7.

Pour calculer la nouvelle date de début au plus tard de ¢, remarquons que la quantité de ressource

devant étre consommée avant ¢; est d’au moins > jc 4 b(J, t1,t2) + brg(i, t1,t2) — R(ta —t1), i.e. ce qui

JF
ne “rentrait” pas dans [t1, t2]. L’objectif étant d’obtenir une borne supérieure sur la date de début de

1, nous cherchons donc a exécuter cette partie de 'activité le plus rapidement possible.

Le temps minimal requis pour réaliser cette consommation étant obtenu en exécutant l’acti-

vité a r"* nous obtenons comme borne supérieure sur la date de début de i : t; — 1/r/"** x
(ZjeAb(j, t1,t2) + bps(i t1,t2) — R(ty — tl)) H
JF

De maniere similaire, nous avons les ajustements suivants sur la date de début au plus t6t d’une

activité.

Regle 3.5. Sl existe un intervalle [t1,ta] avec ta > let; et une activité i telle que ™" # 0 pour

lesquels :
> b(j. 1, t2) + min(bog (i, t1, t2), brs (i, t1,t2)) > R(t2 — t1)
jeA
J#i

alors

1 .
est; >ty — —— | R(ty —t1) — »_ b(j, t1,t2)
i jeA
J#i
Démonstration. Soient i et [t1,to[ vérifiant la condition de la régle 3.4. Nous allons décider si i peut
commencer avant ti. Les configurations ou l'activité ¢ démarre avant ¢; et consomme le moins de

ressource possible dans [t1, o[ sont les configurations ol i est soit calée a gauche, soit centrée.

La consommation minimale de i dans l'intervalle [t1,%2] quand i commence avant ¢; est donc

min(by s(7,t1,t2),bcs(i,t1,t2)). On a donc que Y jc 4 b(j, t1,t2) + min(byg(7,t1,t2), bog(i, t1,t2)) est la
J#i
consommation minimale de toutes les activités dans [¢1, t2[ quand Pactivité i commence avant ¢1. Donc,

si cette quantité est plus grande que la quantité de ressource disponible dans Uintervalle [t1, t2], i.e.
R(ta — t1), on obtient une contradiction avec le fait que 'instance soit réalisable et ¢ doit commencer

apres tq.

Pour calculer la nouvelle date de début au plus tard de 4, remarquons que la quantité de ressource

disponible dans [t1,t2[ pour exécuter ¢ est de R(ta —t1) — > jea b(J,t1,t2). L'objectif étant d’obtenir

JF
une borne inférieure sur la date de début de ¢, nous cherchons donc a ordonnancer cette partie de

I’activité le moins rapidement possible.

Le temps maximal requis pour réaliser cette consommation étant obtenu en exécutant 'activité

a rzmm, et, comme rlmm # 0, lactivité ne peut étre interrompue, nous savons que l'activité doit

étre en cours a tg9. Nous obtenons alors comme borne inférieure sur la date de début de 7 : t5 —

1/rpn (R(tz —t1) — ZjeAb(jytlat2)> O
J#i
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Exemple 3.2.3. Considérons l’instance a 3 activités et avec R = 5 suivante :

act. est; let; W; prmin. - pmaz fi(bi(t))
28 1 5 2b;(t) + 1
32 2 5 bi(t
6 2 2 b;

Une solution réalisable est décrite par la figure 3.10.

R=5

I I I I
estq esto lets let t
ests lets

F1GURE 3.10 — Une solution réalisable du CECSP.

Nous allons ajuster la fenétre de temps de l'activité 1. Pour cela, considérons l'intervalle [t1,ta[=
[2,5]. On a :

— b(2,2,5) =7

— 0(3,2,5) =6

— bps(1,2,5) =7 et bog(1,2,5) =3
Nous avons donc : 37 ;e 4. j2;0(4,2,5) + brg(1,2,5) =7+ 7+6 =20 > 5(5 — 2) = 15. Donc lsty peut
étre ajustée a 2 — %(20 —15) =1 . En effet, la quantité de ressource disponible dans l'intervalle [2,5]
pour ordonnancer lactivité 1 est de 15—T7—6 = 2. Donc, si l'activité 1 commence apres t1, elle ne peut
consommer que 2 unités de ressource dans [2,5[. Or, il faudrait brg(1,2,5) = 7 unités de ressource
disponibles dans [2,5] pour que 1 puisse démarrer avant t1. Donc activité 1 ne peut commencer aprés
t1 et, au moins b = 7 — 2 unités de ressource doivent étre exécutées avant t1. Donc lsty peut étre
ajustée a 2 — £(20 — 15) = 1.

De plus, lety peut étre ajusté at+1/rmx (R(ta—t1) =2 e, j2ib(d,t1,t2)) = 2+(15-13) = 4. En
effet, si Uactivité 1 finit aprés to, alors elle doit consommer au moins min(brs(1,2,5),bcg(1,2,5)) =
min(11,6) = 6 unités de ressource dans l'intervalle [2,5]. Or, seulement 2 unités sont disponibles.

L’activité 1 ne peut donc pas finir aprés to et nous pouvons ajuster lety a 4.

L’algorithme 2 présente les ajustements pour le CECSP.

Nous avons montré qu’il était possible de calculer, étant donné un intervalle et une activité, sa

consommation minimale et les ajustements pouvant étre faits sur ses fenétres de temps en O(1). Etant
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Algorithme 2 : Ajustement des fenétres de temps pour le CECSP.

pour tous les intervalles d’intérét [ty,ts] faire
W<+ 0

B < 0 pour tous les i € A faire
L W W+ min(MLS(i’ t1, t2)7 MCS(L t1, t2)7MRS(i7 11, t2))

B < B+ max(rn W LW —¢|I|))

i fi(riny ag
si B > R(ty —t1) alors
L L’instance est infaisable.
sinon
pour tous les i € A faire
W« min(wLS(i7 l1, t2)7 wCS(iﬂ l1, t2)7 MRS(iv l1, tQ))
slack < R(ty —t1) — B + max(r"—W LW — ¢;|1|)) si slack < byg(i,t1,t2)

SN ACEDIT

alors
L e« max (e, ty 4+ —max (b (i, tr, t2) — slack))
si slack < min(byg(i,%1,t2),bog(i,t1,t2)) alors

t est; < max(est;, tg — SlaCk)

Tml"
k3

si slack < brg(i,t1,t2) alors
L s <— min(s"* t; — W%(bRs(i,tl,tg) — slack))

si slack < min(brg(7,t1,t2), bos(i,t1,12)) alors
t let; < min(let;, t; + Slack)

,,.:nzn

donné un intervalle, la fonction de marge ainsi que tous les ajustements peuvent donc étre calculés en
O(n). Dans la sous-section suivante, nous montrons qu’il suffit d’exécuter I’algorithme de vérification,

ainsi que les ajustements sur un nombre polynomial d’intervalles [t1, to].
3.2.3 Caractérisation des intervalles d’intérét

Dans un premier temps, nous prouvons que nous pouvons seulement considérer un nombre polyno-
mial d’intervalles pour détecter une incohérence. En effet, & cause de la nature continue du probleme,

on aurait pu étre amené a considérer un nombre potentiellement infini d’intervalles.

Théoréme 3.2. L’algorithme de vérification du raisonnement énergétique a seulement besoin d’étre

appliqué sur un nombre polynomial d’intervalles [tq,ts].

Démonstration. La fonction de marge étant la différence entre une fonction affine, R(t2 — t1), et la
somme de fonction affine par morceaux, b(i, t1, t2), ¢’est aussi une fonction affine par morceaux a deux
dimensions. Le minimum de cette fonction est donc atteint en un point extréme d’un des polygones

convexes dans lequel elle est affine.

Les segments de définitions, i.e. les segments ou ’expression de la fonction est la méme, de la fonc-
tion de marge sont les mémes que ceux de la somme des consommations individuelles de chaque activité.
Donc, d'un point de vue géométrique, un point extréme de la fonction de marge est I'intersection de
deux segments chacun correspondant a un segment de définition de la fonction de consommation d’une

activité.
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Pour calculer la fonction de marge, il suffit donc d’énumeérer tous ces points d’intersections et, pour
chacun d’entre eux, d’appliquer le test de satisfiabilité décrit par le théoreme 3.1. Comme, pour chaque
activité, il existe un nombre constant de segments de définition, le nombre de points d’intersection est
de I'ordre de O(n?). O

De la méme maniére, nous pouvons prouver que les ajustements peuvent étre appliqués sur un
nombre polynomial d’intervalles. Pour cela, il suffit de considérer, a la place de la fonction de marge,
la fonction R(ta —t1) —> jea b(J, t1,t2) —brs(i,t1,t2) pour la régle 3.4 et R(ta—t1) — > jea b(j,t1,t2) —

J#i J#i
min(bog(4,t1,t2), brg(i,t1,t2)) pour la régle 3.5. Dans la suite, nous appellerons ces fonctions fonction

d’ajustement de lst; et est; respectivement.

Théoréme 3.3. L’algorithme de filtrage du raisonnement énergétique a seulement besoin d’étre ap-

pliqué sur un nombre polynomial d’intervalles [t,to].

Dans les paragraphes suivants, nous allons présenter trois méthodes permettant de calculer les
intervalles d’intérét du raisonnement énergétique. Les deux premieéres méthodes s’appuient sur une
analyse des segments de définition des fonctions de consommation individuelle des activités tandis que
la seconde est une adaptation du travail de [DP14] pour la contrainte cumulative et se base sur une

analyse des variations des fonctions de marge et d’ajustements.
Analyse des segments de définition des fonctions de consommation individuelle

Dans ce paragraphe, nous allons donc étudier les segments de définitions des fonctions de consom-
mation individuelle en fonctions des caractéristiques des activités. Plus précisément, nous devons
considérer trois cas :

— " =0

- WZ' S fz(rf””)(letl — esti)

— Wi > fi(r™m)(let; — est;)

Ces trois cas devront étre considérés séparément dans chacune des méthodes proposées pour calculer les
intervalles d’'intérét du raisonnement énergétique (pour l’algorithme de vérification et les ajustements).
Cependant, seul le troisieme cas sera détaillé dans le manuscrit, les deux autres cas étant traités de

maniére similaire.

Ce raisonnement peut aussi s’appliquer pour calculer les intervalles d’intérét pour les ajustements
mais ceci ne sera pas détaillé dans ce manuscrit, cette méthode n’étant pas la plus efficace. De méme,
nous allons seulement présenter cette technique dans le cas des fonctions affines mais elle peut étre
étendues facilement au cas des fonctions concaves et affines par morceaux. La caractérisation des
intervalles d’intérét dans ces deux cas sera présentée dans le paragraphe suivant et calculée a 'aide de

I’analyse de la fonction de marge et des fonctions d’ajustements.

Pour analyser les segments de définition des fonctions de consommation individuelle, nous allons,
dans un premier temps, montrer que si nous analysons seulement les segments de définition de b(i, t1, t2)

pour t1 > est;, to < let; et t1+to < est;+let;, alors le reste des segments peut étre déduit par symétrie.

Lemme 3.1.
b(i,t1,t2) = b(i, esti, ta), Vii,ta € R, t; < est;
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3.2. ALGORITHME DE FILTRAGE DU RAISONNEMENT ENERGETIQUE

Q(IivtlatQ) = b(i7t17 leti)a thatQ € R? lo > letz
Démonstration. Pour tout intervalle [t1,to] tel que t; < est;, nous avons :

to est; to
bi(£)dt — / bi(t)dt + [ bi(t)dt
t .

t1 1 est;

Or, b;(t) = 0,Vt < est;. Nous avons donc que :

est; to to
/ bt + [ bit)dt = [ bi(t)dt
t . .

1 est; est;

De plus, d’apres I'expression de la consommation minimale (3.9), nous avons aussi que :

to
b(’i, tl, tz) = min bi(t)dt
t1

est; to
= min/ bi(t)dt + min bi(t)dt
t .

1 est;

= b(zy eStia t2)

Nous pouvons montrer de la méme maniere la seconde égalité et ceci achéve la démonstration. O

Lemme 3.2. Pour tout t; > 0, to > t1, b(i,t1,t2) = b(i,let; + est; — to, let; + est; — t1).

Démonstration. Pour montrer le lemme, on peut montrer que w(i,t1,t2) = w(i, let; + est; — ta, let; +
est; — t1). En effet, pour une méme quantité d’énergie, la conversion de w(i,t1,t2) en b(i,t1,t2) ne
dépend que de la taille de I'intervalle et let; 4+ est; — t1 — let; — est; +to = t9 — t1. Nous montrons donc

le lemme pour w(i, t1,t2).

— wrg(i,t],th) = max(0, W; — f;(r"**)(max(0, let; + est; — to — est;))) = wpg(i, t1,t2)

)

— wprg (i, th,th) = max(0, W; — fi(fi(r®*))(max(0, let; — let; — est; + t1))) = wrg(i, t1,t2)
fi(rminy(let; + est; — t1 — est; — let; +to),

weg(i,th,th) = max | W; — fi(r®) (max(0, let; — let; — est; +t1+
let; + est; — ty — est;)

_ < fi(rP™) (b — t), >
= max
Wi — fi(r®)(max(0, let; — to + t1 — est;))

(2

= wCS’(L 1, t2)

Et donc :
w(i, t/17 t/2) = min(wpg(7, tllv tl2)7 weg (i, tllv t/2)7 Wrs (4, tllv t/Q))
= min(wRS(ia l1, t2)7 MCS(i’ i1, t2>vaS(i’ t1, t2))
= w(i,t1,t2)
avec th = let; + est; — to et th = let; +est; — t1, Vi1 <0 et Vig > ¢. O
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Donc, grace aux lemmes 3.1 et 3.2, nous avons seulement besoin d’établir I'expression de b(i, t1, t2)
a lintérieur du polygone (triangle) délimité par les inégalités t; > est;, to < let;, t1 +to < est; + let;
et to > t1. Ce triangle est défini par les points :

A = (est;, let;) B= (ES“;Z@“, “t";let") C = (est;, est;)

Les différentes expressions de w(i,t1,t2) en fonction de t1,t2 et des parametres de activité ¢
sont décrits dans [AL15]. Nous commengons donc par briévement présenter ces résultats, puis nous

expliquerons comment les étendre pour obtenir les différentes expressions de b(i, t1,t2).

max

Pour ce faire et pour simplifier les calculs, nous introduisons les deux notations suivantes : s}

est la borne supérieure let; — W;/fi(r™®®) sur la date de début de i et e/ la borne inférieure
est; + Wi/ fi(r*®*) sur la date de fin de i.

Afin de décrire les zones ou l'expression de w(i,t1,t2) est identique, il faut analyser les conditions
sur t1 et to selon lesquelles une expression est choisie plutot qu’une autre. Pour cela, les auteurs
de [AL15] se proposent d’étudier les segments correspondant au cas ou deux expressions ont la méme
valeur, e.g. f;(rm)(ty —t1) = Wi — fi(r™®®)(t; — est;). Ces segments permettent de délimiter des
zones dans lesquelles on doit décider 'expression de w(i,t1,t2), i.e. quelle expression est minimale a

l'intérieur de cette zone.

Par exemple, dans le cas ou W; > fi(r™™)(let; — est;) 'unique point pour lequel Pénergie requise
est maximale est le point A. Donc, w(i, est;, let;) = W; et, dans la zone délimitée par les lignes t; < est;

et to > let; (en rouge sur la figure 3.11), expression de w(i, t1,t2) est W.

Notons aussi que le cas W; > fi(r™")(let; — est;) correspond au cas ou l'activité ne peut étre
ordonnancée a r’-"m durant toute sa durée d’exécution. C’est-a-dire que 1’énergie requise par l'activité
i dans lintervalle [t1, t2[ peut dépasser f;(r™m")(ty —t1) et le cas ott w(i, t1,t2) = Wi — f;(r™@)(let; —
ty + t1 — est;) doit étre considéré. De plus, le cas W; > f;(r™")(let; — est;) est séparé en deux sous
cas : e < gINAT ef MIN > gMAT T premier cas correspond au cas ol le point d’intersection des
lignes t1 < egnm et tg > s vérifie to > t1 et donc le point est a l'intérieur du triangle (A, B, C). Le
second cas correspond au cas ou ce point se trouve a 'extérieur du triangle. Dans ces deux cas, les

segments de définition a considérer ne sont pas les mémes.

Placons nous dans le premier cas, i.e. le cas ou em"" < s Dans ce cas, le segment DD’ sépare les
cas ott w(i, ty,ta) = f;(rMm)(ta —t1) et w(i, t1,ta) = Wi — fi(rma®)(let; —ta +t1 — est;), le segment DG
délimite quant & lui les zones ot w(i, t1,t2) = fi(r™™)(ta —t1) et w(i, t1,t2) = Wi — fi(r™®)(let; —t2).
Les autres zones peuvent étre définies de maniére similaire. Pour une analyse complete des différents

expressions de w(i,t1,t2), nous renvoyouns le lecteur & [AL15].

La figure 3.11 présente ces différentes expressions avec les expressions de w(i, t1,t2) suivantes :
— la zone rouge correspond a w(i, t1,t2) = W;;

— la zone verte a w(i, t1,t2) = W; — (let; — ta) fi(r"**) ;

— la zone bleue a w(i,t1,t2) = W; — (t1 — est;) fi(r"**) ;

— la zone jaune a w(i, t1,t2) — (let; — tg + t1 — esty) f;(rT9));

— et la blanche a w(i, t1,t2) = (t2 —t1) fi(r mm)

Les autres zones correspondent & w(i, t1,ts) =
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3.2. ALGORITHME DE FILTRAGE DU RAISONNEMENT ENERGETIQUE

De plus, les coordonnées de chaque point sont :

— A= (esty,let;), B= (e, sm%), C = (s, s7) and C' = (el"™, e™™)
o _ . letifi(rlm‘”)—estifi(r{'”")—Wi ! estifi(r{”a“:)—letifi(r;”m)—l-wi .
D = (€Stz; fl(rznaz)_fl(,r.;nzn) . )7 D' = ( fz(rznaz)_fz('f';mn) v, letz)
- G _ (esti(fi(rraz)—fi(r;mln))—let.ifi(r;(nln)—i-wi leti(fi(r;{naz)—fi(r;fnln))—est.ifi(rgnln)—Wi)
fi (T.;nax)izfi (szzn) ; fi (,r.;_maa:)72fi (T;(mn)

to

ETrLaJ}
let; GRS — — — = — — — — -

t1
Ema,z

(a) Cas ™" =0

Cas W; < f;(r™im)(let; — est;)

)

to to
E77LLZ(L' A- Ema,z A- ®
let; ¢ - EEEEEEES - let; ¢ S EEEEE -
1 1
1 1
gmaw 1 ! G
i t Y — — — — = ]
I 1 B |
o S S— L.
I I C !
I I I I
I I I I
I I I I
] I ! I
{ I { I
| | | |
l l h l l 2}
Smin est; e;’nin Emaa: szn est; eznin Emaz
(b) e < sy () erin > s
Cas W; > fi(ri™™)(let; — est;)
to to
leti L (-------- - leti 8 -1----- -
p €
g DU . 4
: > gmoz| D ‘
I | i [l B
I I C !
I I I I
I I I I
I I I I
] I ! I
{ I { I
| | | |
l l h Smin l l a2}
Smin est; e';n'm, Emaa: szn est; 6;”’”7’ Emaz
(d) 6;nin S S;maac (e) eznin Z s;(naz

FIGURE 3.11 — Les différentes expressions de w(i,t1,t2) en fonction des parametres du probléme
CECSP.
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Nous avons donc défini les différentes zones correspondant chacune a une expression de w(i, t1, t2).
Dans le cas ou f; est la fonction identité, cela suffit pour définir les segments & considérer, i.e. les
segments pour lesquels on va tester 'intersection. La méthode générale pour calculer les intervalles

d’intérét en fonction de ces segments sera détaillée un peu plus loin dans le paragraphe.

Les segments a considérer sont les segments délimitant deux zones avec une expression de w(i, t1, t2)
différentes, i.e. reliant deux points représentés par une boule noire sur la figure 3.11. Par exemple, dans
le cas ot W; > f;(r™")(let; — est;) les segments & considérer sont donc :

— dans le cas ol ™" < s : (est;, Emaz)A, (Smin,let))A, (Smin, s7%)B, B(e™™, Emaz),

AD, AD', DD', DG, D'G et GB.
— dans le cas ot €™ > s : (est;, Epaz) A, (Smin, leti)) A, (Smin, sT9)C, C'(€™", Epnaz), AD,

AD', DD', DC et D'C.

avec Dy, (resp. Dy,) la projection sur 'axe = (resp. sur 'axe y) du point D.

Nous allons maintenant calculer, a partir de la figure 3.11, les zones correspondant & des expressions
différentes de b(i,t1,t2).

Pour ce faire, nous considérons, a l'intérieur de chaque zone définie pour w(i,t;,t2), 'inégalité

suivante : (i ot
w(i,
) <1
filri™™)
avec I = [tq,ta[N[est;, let;]. Si cette condition est vérifiée, alors 'activité peut étre ordonnancée a 7"
w(i,t1,t2)

et lexpression de b(i,t1,t2) sera alors x ™" Dans le cas inverse, nous avons b(i,t1,t2) =

- (w(i by, t2) — cill)).

a;

Dans le cas ou rj™" = 0, I'inégalité n’a pas besoin d’étre considérée et nous avons directement

b(i,t1,t2) = = (w(i, t1,t2) — ¢;|I|) dans chaque zone.

i \—

Dans le cas ou W; < f;(r™™)(let; — est;), |I| peut valoir to — t1, to — est;, let; — t1 ou let; — est;.

miny(ty — t1). Or, ce cas correspond au

cas ou [tl,tz[c [esti,leti] et donc, M(i,tl,tg) = Inll’l(Wl - fi(Tmax)(leti — tg),Wi - fi(rmax)(tl —

(2 (2

Dans le premier cas, I'inégalité donne w(i,t1,t2) < fi(r

est;), fi(r™m)(ta — t1)). Donc, dans ce cas, I'inégalité est toujours vérifiée et nous avons b(i,t1,ts) =

erm X w(i7t17t2)/fi(rgnin)'

min

T (tg — est;). Or, ce cas

Dans le second cas, i.e. |I| = ty — est;, I'inégalité donne w(i,t1,t2) < fi(r
max

correspond au cas ot w(i, t1,ta) = W;— fi(r"**)(let; —t2) , i.e. la zone verte. En remplacant w(i, t1,%2)

par son expression, nous obtenons l'inégalité suivante :

fi(rma®)let; — fi(rm™)est; — W;

)

& i) — fi(rmm)

IN

on et < M
Les cas ou |I| = let; — est; et |I| = let; — t1 sont traités de la méme fagon. Donc, dans le cas ou

Wi < fi(rmn)(let; — est;), b(i, t1,t2) = ™" x w(i, t1,t2)/ f;(r™™) et les zones ol b(i, t1,t) a la méme

W; o opz e . . .
*. Donc, I'inégalité est vérifiée si to < d; et ceci est vrai dans ce cas.

expression sont les mémes que pour w(i,t1,t2) dans ce cas.
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3.2. ALGORITHME DE FILTRAGE DU RAISONNEMENT ENERGETIQUE

Dans le cas ou W; > fi(r"*)(let; — est;), si |I| vaut ta — t1, U'inégalité donne w(i,t1,t2) <

fi (™) (tg —t1). Donc, si weg (i, t1,t2) = fi(r)(ta — t1) alors w(i, t1, ta) = min(W; — fi(r™®)(let; —

K3 3 K3

to), Wi — f;(r™®)(t; — est;), f;(r™™)(ta — t1)) et I'inégalité est vérifie. A l'inverse, si weog(i, t1,t2) =

7 K3

Wi — fi(rie®)(let; — to + t1 — est;) et comme [t1,ta[C [est;, let;], on a forcément w(i,t1,t2) = W; —

7
fi(rma®)(let; — to +t1 — est;). Donc I'inégalité n’est jamais vérifiée et b(i, t1,t0) = = (w(i, t1,t2) — | I|).

3 a;

Le cas ou |I| vaut ty — est; correspond au cas ou w(i,t1,t2) = Wy — fi(ri"**)(let; — t2). Dans ce

cas, 'inégalité donne : _
letifi(rg”“x) - 68751]2(7‘?”1) — Wz <t
2

fi(re®) = fi(rim) B

La partie gauche de cette inégalité correspond exactement a ’ordonnée du point D et donc la zone

verte est divisée en deux parties :
— la partie claire ott b(4,t1,t2) = r™" X w(i, t1,to)/ fi(r™m)
— et la partie plus foncée ou b(i, t1,t2) = a%(w(i,tl,tz) —¢|I]).

Les cas ou |I| = let; — est; et |I| = let; — t; sont traités de la méme fagon.

La figure 3.12 présente ces résultats avec les expressions de b(i, t1, t2) suivantes :

— la zone rouge claire correspond & b(i, t1,te) = r™" x W,/ f;(riin);

— la zone rouge foncée correspond a b(i,t1,t2) = G%(Wl —ci(let; — est;));

— la zone verte claire & b(i, t1,ta) = ri™" x {W; — (let; — t2) f;(ra®)} / fi(rmin);

— la zone verte foncée a b(i,t1,t2) = CL%(Wl — (let; — to) fi(r™*) — ¢;|I]) ou I vaut [tq,t2[ ou
[esti, ta];

— la zone bleue claire & b(i, t1,t2) = ™" x {W; — (t1 — est;) fi(r™%)} [ fi(rmin) ;

— la zone bleue foncée a b(i,t1,t2) = a%(WZ — (t1 — esty) fi(r"*) — ¢|I]) ou I vaut [t1,t2] ou
[tl, leti[ 5

— la zone jaune a b(i,t1,t2) = a%(WZ — (let; — to + t1 — esty) fi(ri"®®) — ¢;(t2 — t1));

— et la blanche & b(i, 1, t2) = (t2 — t1)r™".

Les autres zones correspondent a b(i,t1,t2) = 0.

Les segments a considérer sont aussi décrits par la figure 3.12 et sont, par exemple, dans le cas ou
W; > fi(rm™m)(let; — est;) :

— si e < sM : (esty, Epmaz) A, (Smin, leti) A, (Smin, sT9%) B,
B(e", Bpnaz), AD, AD', D(0,Dy,), D'( ts Emaz), DD', DG, D'G et GB.
— si e > s (esty, Emaz) A, (Smin, leti) A, (Smin, s74)C,
C'(e"™, Emaz), AD, AD', D(0,Dy,), D'(Dj,, Emas), DD', DC et D'C.
avec Fpar = max;ea{let;} et Spin = min;e 4{est;}.
Pour calculer les intervalles d’intérét pour I’algorithme de vérification du raisonnement énergétique,
il faut, pour chaque paire de segments de définition, calculer leur point d’intersection, s’il existe. Les

coordonnées de ce point d’intersection correspondent a un intervalle d’intérét.

Pour calculer ces points d’intersection, deux méthodes existent. La premiere est la plus naive et
consiste a considérer toutes les paires de segments et calculer leur intersection. La seconde méthode
utilise lalgorithme de balayage de Bentley-Ottmann [BO79]. L’idée principale sur laquelle repose
I’algorithme de balayage est que deux segments ne peuvent s’intersecter si leurs projections sur l'axe

des ordonnées et sur I’axe des abscisses ne se chevauchent pas. Une ligne horizontale fictive est utilisée
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to
Emaa:
let; ¢

Cas W; < fi(r™m)(let; — est;)

)

t2 2
Enmaz A- Emaax A- -
let; ¢ N - let; ¢ i R -
| |
1 1
speng L A NG
N s S fe
I I i i B
| | C !
I I I I
I | I |
I | I |
| | | |
| | { |
I I I I
— b | | i
Smin est; e;nzn Emax Smin est; 6:’”" Emaac
(b) 6?“” S S:n(n: (C) e;nin > Smaz
Cas W; > fi(ri™™)(let; — est;)
to to
Emaz ¢ Emaz o—@
A D A D’
let; I === -- - let; I i Bl -
G
smar D ‘ S 4
| 1 smaz] D, ‘
I I i i Bl
| | C !
I I I I
I | I |
I | I |
| | | |
| | { |
I I I I
. t Sminl/__ 1 g
Smin est; 6;7”" Emam Smin est; e;'”" Emaac
(d) egnzn S S:nar (e) e;nin > Smar

FIGURE 3.12 — Les différentes expressions de b(i, t1, t2) en fonction des parametres du probleme CECSP.

pour balayer I’axe des abscisses et a certains “événements”, on teste I'intersection entre deux segments

s’ils intersectent tous les deux cette ligne fictive et s’ils sont consécutifs dans l'ordre vertical. Avec cet

algorithme, le nombre de tests d’intersection peut grandement décroitre par rapport a l'algorithme

nalif.
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Dans le cas de l'algorithme naif, la complexité totale de I’algorithme de vérification est de O(n?)
tandis que, pour I’algorithme de balayage la complexité est de O((n? 4 nk)logn), avec k le nombre de
points d’intersection. En théorie, la complexité du second algorithme peut étre plus élevée (k peut étre
de l'ordre de O(n?)), mais en pratique, cette complexité peut devenir trés faible si le nombre de points

d’intersection est petit. Une comparaison de ces deux algorithmes sera effectuée dans le chapitre 6.
Analyses des variations de la fonction de marge et des fonctions d’ajustements

Nous allons décrire ici une troisieme méthode permettant le calcul des intervalles d’intérét du
raisonnement énergétique. Cette méthode est 'adaptation des travaux de [DP14] dans le cadre du
CuSP. Dans un premier temps, nous décrivons la méthode permettant de calculer ces intervalles pour
I’algorithme de vérification, puis nous présenterons ce méme résultat dans le cadre des ajustements de

fenétres de temps.

La méthode décrite dans ce paragraphe repose sur le fait que, pour chercher un intervalle [tq, to[
vérifiant SL(t1,t2) < 0, il suffit de s’intéresser au point (t1,t2) pour lesquels la fonction de marge est
minimale. Comme, en pratique, il est difficile de trouver le minimum global d’une telle fonction, nous
nous intéressons a ces minima locaux. Grace au test de la dérivée seconde (voir sous-section 2.2.3),

nous pouvons dériver des conditions selon lesquels SL est localement minimale.

Lemme 3.3 ([DP14]). La fonction de marge SL(t1,t2) est localement minimale seulement s’il existe

deuz activités i et j telles que les conditions ci-dessous sont satisfaites :

67 b(i, 1, t2) - 67b(i,t1,t2)

2
otq oty (3.25)
5_b(j7 tla t2) 6+b(.]a tla t2)
5t > 5t (3.26)

Le preuve est identique a celle du lemme 2.1. Le lemme 3.3 peut étre utilisé pour déterminer les
conditions nécessaires permettant de déterminer I’ensemble des intervalles d’intérét. Pour cela, une
étude des fonctions t; — b(i,t1,ta) et ta — b(i,t1,t2) est nécessaire.

Théoréme 3.4. Pour chaque activité © et pour tout début d’intervalle t1 il existe au plus deuz in-
0~ b(ist1,t2) 3V b(i,t1,t2)
Stz © ot

tervalles [t1,ta] tels que . De méme, pour chaque activité i et pour toute fin

0~ b(4st1,t2) > 6T b(4,t1,t2)
ot1 oty

d’intervalle ta, il existe au plus deux intervalles [t1,to] tels que . Ces intervalles

sont décrits par le tableau 3.1 avec :

; miny _ ; max 1 i fi max 7W’L Wif ; min ifi mazx
A/(tQ) _ t(fi(r™")—f (T}i(T?)L)ij)et fi(rmae) ; F/(tQ) _ t;jzr(;zam))_;j?:zn{n(;l )

les points de cassures de la fonction t1 — b(i, t1,t2) et

Wimta (fi(r )= fi7 ) Festa fi(r0%) Wi fi et ()
D) = ==y P AN = T

de la fonction ty — b(i, t1,t2).

max

Notons que le cas 77" = r™Ma% je. le cas cumulatif, est inclus dans le cas W; < f;(r™")(let; — est;)

(]
et que dans ce cas :
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- = PO
+w L
t1 > G t e'min < gmaz @ L emin > gMaz o ¢, < G —+ =
12 Gy €L €y % - 53 4 = 5 2 > Gy, -
- Q +
B~ @ |
+ L,
- ™
— =
—~ 8. t1 > s et e > s — = 8. et < s et tg < ™ X
N 4 % ® P
O (VI >, Q| Al ﬂ
I | S —
‘e —_ N ]
z M Fe g N Ko
= | , 5= = | .. > 2
~ |5 t1 < D ~ ~ | to > D RN
Ak 1= s S 2= T
g >, 5 g Ay
N _— [N —
~ s
s e “3 = —
Al = Al = 8
, S —~ .
. ax ~— ' ; N
§ t1> Dy et ty < s et 11 <Gy, D 4 = to < Dy, et ta > e™" et ty > Gy, |= &
- - ~ ~
55 =)
- . - .
VI - Al %
— Rl ™ QO
- + _
== S
S , ==
) = )
e > s et 57T > 1 > Gy, & < e > s et M <t < Gy, |£ S
- - ~ ~
Ry A=
2 |Es - 2 |Ea ~
- N8) — -4;3 V) *i
S |V o = O |Al : =
| bozsi = [ ty < ein 5
43 = SN \<]
5 |VI >, A X
=
S 3 — RS ‘o
E o £ 8=
- - B ~
s eMin < gmat w4 < (3 3 L = emin < gmaT yor o > G + 75
2 i = 9 1 = Yty ) < i = 94 2 = Mt o8
RO~ 9
VI + VI O,
= =
+ = < =~
@ - 3 -
© < N 2
VI - Al 2
— >, a )
+~ - —
o 5 - (=R ] —
I [Es < I g <
) QL F .2
£ - £ <5
g VI — E% A\l el
A = A P L
-~ +~
(a) to vérifiant (3.26) (b) t1 vérifiant (3.25)

TABLE 3.1 — Intervalles d’intérét pour 'algorithme de vérification du raisonnement énergétique pour

le CECSP.
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3.2. ALGORITHME DE FILTRAGE DU RAISONNEMENT ENERGETIQUE

A(tg) = s et T(t)) = e

Démonstration. Nous présentons seulement comment nous obtenons les to pertinents pour la huitieme
colonne du tableau 3.1a, tous les autres cas étant obtenus de maniere similaire. La signification de
cette colonne est la suivante : si W; > f;(r"**)(let; — est;), est; < t1 < eet; et t; < Dy, alors les

(2

intervalles a considérer sont [t1,let;[ et [t1,T(t1)].

Pour prouver le lemme, nous analysons les variations de la fonction to — b(i,¢1, t2). Pour analyser
ces variations, nous utilisons les expressions de b(i,t1,t2) en fonction de ¢; et ty décrites dans le para-
graphe précédent. Pour adapter ces zones dans le cas des fonctions concaves et affines par morceaux,
il faut déterminer, dans les zones ou 'expression de b(i,t1,t2) est a%(w(i,tl,tg) — ¢|I|), la valeur de
maxpepi(é(y(i, t1,t2) — ciplI])). Pour ce faire, notons que le segment DD’ dans la figure 3.12, sépare
la zone ou |I| = to — t1 > w(i, t1,t2)/fi(r’™) de la zone ou cette inégalité n’est pas vérifiée. De la

7

méme maniere, nous pouvons définir une série de segments paralléles , DpD;,, séparant les zones ou

[I| = t2 — t1 > w(i, t1,t2)/ fi(x,) et celle ou cette inégalité n’est pas vérifiée, i.e. séparant les zones ou

. _ 1 . , , ..
b(i,t1,t0) = @(w(z, t1,t2) — cip(ta — t1)). La figure 3.13 représente ces variations.
b(i,t1,t2)
-
==
3%
S| 3 e Q Q Q
3 I T O e S
Py - — [ — - — = — ~~ o~
= 20 ¥ ¥ F < =
| ] A S B B Lo
- P 2p €a s 5 2.
- = I3 |3 = I3 =3
N'S [S# o s.g € s.é o s.g o s.§ S* sﬁg
° § ‘ BT 8 5 ¥ 5 iR a 8
= - ST v $ =T = - =
(\T‘ \’__‘/ a aQ D o - <~
s [ [ (- [ = -
| S s e
o g Ty Ty T
= + + + +
to
lst; A(tl) let;

FI1GURE 3.13 — Intervalles d’intérét du raisonnement énergétique du CECSP dans le cas ou est; < t1 <
Dgl.

Les intervalles [t1,ta] pour lesquels to — b(i,t1,t2) vérifie que sa dérivée a gauche est inférieure a

sa dérivée a droite sont [t1,let;[ et [t1, A(t1)[. En effet, comme f; est une fonction concave et affine par
0~ exprip 6+e:cprip+1

morceaux, NOUS avons : i, > Ajpr1 et Cip < Cipy1, €t donc 3t ot

On peut remarquer que dans la figure 3.13, I'indice de expr;, va seulement jusqu’a 4. Ceci est di
a une simplification. Dans le cas général, I'indice de expr;, s’arréte au rang ¢ si W; < f;(} 1) (let; —
est;). O

En appliquant un raisonnement symétrique pour toute fin d’intervalle to fixée, nous obtenons une

liste d’intervalles d’intérét, décrite par le lemme 3.4.
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Lemme 3.4. Soient i et j deuz activités telles que : W; > fi(r)(let; — esty), | = i,j. Alors,

la fonction de marge est localement minimum seulement si (t1,t2) correspond a l'un des intervalles

sutvants :

lest;, let;]

[A,(leti), leti]

[F/ (leti) 5 leti]

[let; + est; — let;, let;]

[est;, I'(est;)]

lest;, A(est;)]

est;, let; + est; — est;
J J

si (estj < est; V (est; < e Aestj < Dél))/\

(leti > let; V (let; > s7 N let; > Dt2))

si (A/(let;) < est; V (A/(let;) < "™ A A'(let;) < D},) ) A
let; > let; > s}”‘w Nlet; < Dy, Nlet; > Gy,

si (I'(leti) < esti v (I'(lets) < o™ AT'(let;) < D))
Nlet; > let; > s}n‘” A (leti > e;»”m Vlet; > Et2>

st (letj +est; —let; < est; V (letj + estj —let; < ezmm/\
let; + est; — let; < Dgl)) Nlet; > let; > 7% Nlet; < Gy,
si est; < est; < e;"m Nest; > Dél Nest; < Gy A

(D(esty) > let; v (D(esty) > s7" AT(est;) > D))

si (A(estj) > let; V (A(estj) > s7" A Aest;) > Dt2)>/\
est; < estj < eznm A (szm“m > est; Vest; < Etl)

st (leti + est; —estj > let; V (let; + est; — est; > s;nax

Nlet; + est; — estj > th)) Nest; < estj < e?”‘” Nest; > Gy,

Le lemme 3.4 présente les résultats pour le cas ot i et j vérifient Wy > f,(r/"")(let; — est)), | = i, j.

Les autres cas a considérer sont :

— " =0et 7”;’"" =0

J

min

r;mn =0et W; < fj(’l“;nm)(letj — estj)
;(71in = 0 et VV] Z fj(r

)(let; — est;)

Wi < fi(r™™)(let; — esty), 1 =1i,j
Wi > fi(r7") (let; — est;) et Wy > f(r7"")(let; — est;)

Ces cas peuvent étre déduits de manieére similaire. De plus, I’algorithme décrit ci-dessous pour appliquer

le test de satisfiabilité du raisonnement énergétique n’utilise pas directement cette liste.

Pour décrire cet algorithme, nous introduisons les notations suivantes :
— Oy = {est;, Vi € Ay U {Ist;, Vi € A|r" = pmaz}
— Oy = {let;, Vi € A} U {eet;, Vi € A|rmin = pmary

L’algorithme de détection d’incohérence est alors le suivant :

L’algorithme 3 est de complexité O(n?®). En effet, pour chaque couple d’activités (i,j) au plus

deux intervalles sont considérés. La complexité est donc la méme que dans la premiere méthode

présentée. Cependant, la constante cachée est beaucoup plus petite dans ce cas-la. Une comparaison
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3.2. ALGORITHME DE FILTRAGE DU RAISONNEMENT ENERGETIQUE

Algorithme 3 : Algorithme de détection d’incohérence énergétique du CECSP.

pour tous les t; € O faire

pour tous les i € A faire
Calculer Oy, 'ensemble des to vérifiant la condition (3.26) a 'aide du tableau 3.1a pour

tous les ty € Oy, faire

si R(ta —t1) < > ;cab(j,t1,t2) alors
| Le probleme est infaisable

pour tous les ¢ty € Oy faire

pour tous les i € A faire
Calculer Oy, I'ensemble des t; vérifiant la condition (3.25) a I’aide du tableau 3.1b pour

tous les t; € Oy, faire

si R(tz — tl) < ZjeAb(jatlatZ) alors
| Le probleme est infaisable

des performances de chaque méthode sera présentée dans le chapitre 6.

Nous allons maintenant montrer comment ce raisonnement peut aussi s’appliquer dans le cas

du calcul des intervalles d’intérét pour les ajustements. Pour ce faire, nous utilisons le lemme 2.4.

679(1’7 17t2) > 6+b(i7t17t2)
oty otq

Comme nous avons déja calculé les points t; vérifiant et les points to vérifiant

07 b(4,t1,t2) > 0 b(ist,t2)
Oto Oto

calculer les points t; vérifiant :

, il suffit, pour caractériser les intervalles d’intérét pour les ajustements, de

0 brs(i,t1,12) - 0T bps(i,t1,t2)

2
oty ot1 (3:27)

et les points ty vérifiant
0 bps(i,t1,t2) _ 07 bps(i, t1,t2)
Ot 2

(3.28)

Pour cela, nous analysons les variations des fonctions t1 — bpg(i,t1,t2) et toa — brg(i,t1,t2). Nous
allons montrer comment cela a été fait pour t; — bpg(i,t1,t2) et dans le cas ott W; > fi(r™m)(let; —
est;), les autres cas étant déduits de maniére similaire. Le tableau 3.2 présente les résultats dans ces

autres cas.

Théoréme 3.5. Pour chaque activité i et pour tout début d’intervalle ty, il existe au plus deux
intervalles [t1, ta] tels que I’équation (3.28) soit vérifiée. De méme, pour chaque activité i et pour toute
fin d’intervalle ta, il existe au plus deuz intervalles [t1,t2] tels que I’équation (3.27) soit vérifiée. Ces

intervalles sont décrits par le tableau 3.2.

Démonstration. Nous présentons seulement comment nous obtenons les to pertinents dans le cas ou
Wi > fi(r"*)(let; — est;), i.e. les deux dernieres colonnes du tableau 3.2a. Les autres cas sont
obtenus de maniére similaire. Pour prouver le lemme, nous analysons les variations de la fonction

to — bRS(ia tl, tg).
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=0 | Wi < fi(rmm™)(let; — est;) | Wi > fi(rm™)(let; — est;)

3 (2 (2

R
vV
~ ®
— &Q-S
= - \Y - &
A A & A <
&3 s | . =
5 & = & X
= &
:ﬁ .
=
"2
=
[tl,leti[ [tl,leti[ [tl,A(tl)[ [t1,leti[ [tl,A(tl)[

(a) to pour le placement & droite

=0 | Wi < fi(rmin)(let; — est;) | Wi > fi(rmm) (let; — est;)

K2 K2

) S
N & v s v
M v S v &
* x v 5 v
8 . [V N S
N &
IS} I
8 8
[68257;, tQ[ [esti, tg[ [A,(t2)7 tz[ [esti, tg[ [A/(tg), tz[
(b) t; pour le placement a droite
TABLE 3.2 — Intervalles d’intérét pour les ajustements du raisonnement énergétique pour le

CECSP(placement a droite).

Les intervalles [t1, t2] pour lesquels to — brg(7,t1,t2) vérifie que sa dérivée & gauche est supérieure
a sa dérivée a droite sont :

— [t1,let;][ dans le cas ou t; < est;;

— [t1,let;[ et [t1, A(t1)[ dans le cas ol est; < t] < s ;

— [t1,let;[ dans le cas ou s < t; < let;.
En simplifiant et rassemblant les cas ci-dessus, nous obtenons :

— [t1,let;[ dans le cas ou ¢ < let;;

— [t1,A(t1)[ dans le cas ou est; < t; < s/"O*.

i

Un raisonnement identique ameéne a la caractérisation des intervalles d’intérét pour by (i, 1, t2).

Ces résultats sont décrits dans le tableau 3.3.

Comme dans le cas de ’algorithme de vérification, cette caractérisation nous permet de définir une
liste d’intervalles sur lesquels appliquer les ajustements. Pour cela, il suffit, pour chaque couple (i, ;)
et pour chaque activité j, de calculer les to d’intérét a l'aide du tableau 3.2 pour les ajustements des
dates de début et a ’'aide du tableau 3.3 pour les ajustements des dates de fin. Pour une activité i, le
nombre d’intervalles d’intérét est donc au plus de 4(n — 1)? 4+ 2 % (2n + 3).
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1

aga

1

A4

1

;3

1

ai2

1

agl

AS\N. — m&ﬁm?, — mm?\,vv

(Wi = filrire®)(let; —
wwv — O&QM — mmw&vv

AS\Q\. — .\.&Aﬁs&;ﬁ&vﬁm? —
t2) — cig(t2 — est;))

AS\& — \.&Aﬁsnavﬁm? —

i

umV — O&MQM — mm?.vu

(Wi — fi(rite®)(let; —
to) — ci1(t2 — est;))

o\
\.&Aﬁwisavﬁm? — wwvv

brs(i,t1,t2)

to

l eti

/
t1

l Sti

(a) Cas t1 < est;

L (Ws — fi(re®)(ty —

aiqg k3

mmﬁ.v — Q%Q@? — WHVV

L mg\s — fi mﬁmzzsvfwu —est; +

Qiq
let; — umV — OEQM — Svu

L (Wy— fi(ro®)(t1 — est; +

a;3
let; — wmv — S.w@w — va
awm Wi — fi T;MZQHVA: —est; +

let; — SV — ns.m@m — va

L ASQ - .\.&mﬁmﬁmsvﬁu —est; +

@j1

let; — me — QSQN — :vv

%M;sﬁ Awm — :v

pmin

oy (Vi —
fi AﬁM::Hva?. — mev

brs(i,t1,t2)

to

leti

Alty)

lsti

max

7

(b) Cas est; < t1 <s

to

%N.%S.S Qm?, — uwv

leti
<t < leti

max

K3

%mﬁss Qm — wwv

(c) Cas s

lsti

FIGURE 3.14 — Variation de bpg(i,t1,t2) en fonction de to.

brs(i, t1, tT

Conclusion

lusieurs adaptations de raisonnements existants ainsi que

ép

t

de nouveaux raisonnements dans le cadre du CECSP. Dans un premier temps, nous avons montré

3

, N1OUS avons presen

Dans ce chapitre

que certains des raisonnements pour la contrainte cumulative pouvaient étre directement adaptés
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r;ﬂin =0 W, < fz (T;nzn)(letl _ esti) W, > f2 (,rznzn)(letl — GSti)
D 9]
% %
A A M == M
3 o < IV =
] & Vi - v
3 . Ll
% S
[t1, let;] [t1,let;] [t1, T'(t1)] [t1,let;] [t1, T'(t1)]
(a) to pour le placement & gauche
rt =00 | Wy < fi(rm)(let; — est;) | Wi > fi(r) (let; — est;)
]
B8
A
& T
v & A & v
NX Y g v 5
E & + & v
s = = = 8
= <
=
"y
[esti, ﬁg[ [esti, tQ[ [Fl(tg), tg[ [esti, tQ[ [Fl(tg), tg[
(b) t; pour le placement a gauche
TABLE 3.3 — Intervalles d’intérét pour les ajustements du raisonnement énergétique pour le

CECSP(placement a gauche).

au CECSP. En effet, dans le CECSP une activité peut étre vue comme deux sous-activités, une
rectangulaire et une représentant la partie malléable de l'activité. Considérer seulement la partie
rectangulaire de l'activité dans le pire des cas, en temps ou en consommation de ressource, permet
souvent ’adaptation directe de plusieurs raisonnements. Pour illustrer ce propos, nous avons présenté
I’adaptation des raisonnements Time-Table, disjonctif et Time-Table disjonctif. Cette technique nous
a aussi permis de développer un nouvel algorithme de vérification basée sur les flots et utilisant la
programmation linéaire. Cet algorithme peut étre couplé avec d’autres algorithmes, d’ajustement ou

de vérification, comme le Time-Table, disjonctif ou non, ou le raisonnement énergétique.

Cependant, d’autres raisonnements ne peuvent étre adaptés directement. C’est le cas du raisonne-
ment énergétique pour lequel nous avons présenté 'adaptation au CECSP de l'algorithme de vérifica-
tion ainsi que des ajustements des fenétres de temps. De plus, une caractérisation totale des intervalles
a considérer dans le cas de I’algorithme de vérification et des ajustements a été détaillée. Dans le cadre
de lalgorithme de vérification, plusieurs méthodes permettant de calculer ces intervalles ont été pré-
sentées. Les comparaisons de ces différentes méthodes ainsi que les performances des algorithmes de

filtrage seront présentées dans le chapitre 6.
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Conclusion

Dans cette partie présentant des méthodes issues de la programmation par contraintes, nous avons
commencé par brievement rappeler les principales notions sur lesquelles reposent ce paradigme. De
plus, une description des principales techniques de modélisation des problemes d’ordonnancement a

été donnée.

Ces deux sous-sections introductives nous ont ensuite permis de décrire un probléme d’ordon-
nancement particulier, le probleme cumulatif. Pour ce probléme, un grand nombre d’algorithmes de
vérification et de filtrage ont été présentés. Ces algorithmes se classent en trois catégories : les al-
gorithmes impliquant des raisonnements simples, ceux utilisant le concept d’énergie et enfin ceux
combinant plusieurs raisonnements, souvent simples, pour améliorer leurs performances. Pour cha-
cune de ces catégories, au moins un exemple d’un tel algorithme est détaillé : le Time-Table et le
raisonnement disjonctif dans le cas des algorithmes simples, le raisonnement énergétique pour les al-
gorithmes utilisant le concept d’énergie et enfin le Time-Table disjonctif dans le dernier cas. Pour le
raisonnement énergétique, une étude de Derrien et al. [DP14] permettant de caractériser les intervalles

d’intérét du raisonnement énergétique pour la contrainte cumulative est présentée.

Les raisonnements présentés pour la contrainte cumulative sont ensuite adaptés dans le cas du
CECSP. Le premier raisonnement que nous avons adapté au CECSP est le raisonnement énergétique.
En effet, 'adaptation d’un raisonnement pour la contrainte cumulative dans le cas du CECSP est
généralement beaucoup moins fort. De ce fait, nous avons choisi de commencer par adapter un des
raisonnements les plus forts au CECSP. Pour ce raisonnement, nous avons aussi étendu au cas du
CECSP les travaux de Derrien et al. [DP14] pour la contrainte cumulative, ce qui a permis de prouver
la polynomialité de ce raisonnement dans le cadre du CECSP. De plus, deux autres méthodes de calcul
de ces intervalles pour ’algorithme de vérification sont présentées. Ces deux méthodes reposent sur

une étude des segments de définition des fonctions de consommation individuelle des activités.

D’autres adaptations des raisonnements cumulatifs sont aussi détaillés. Ces raisonnements s’adaptent
aisément au cas du CECSP. Ils restent cependant beaucoup moins puissants en termes de déduction que
leurs homologues cumulatifs. De ce fait, un nouvel algorithme de vérification couplant un programme
linéaire adapté d’un probleme de flot et le raisonnement Time-Table est présenté. Ce raisonnement
n’étant pas dominé par le raisonnement énergétique, il peut étre couplé avec ce dernier afin de dé-
duire plus d’incohérence. Il peut aussi étre couplé avec des algorithmes de filtrage tels que celui du

raisonnement disjonctif ou du Time-Table.

Pour la poursuite de ces travaux, il est raisonnable de chercher a déterminer des reégles ou pro-
priétés selon lesquelles un raisonnement a plus de chance d’appliquer des ajustements qu’un autre. De

plus, adaptation d’autres raisonnements définis pour la contrainte cumulative peut étre envisagée.
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CONCLUSION

Cependant, la mise en place de raisonnements dédiés semble étre une perspective plus prometteuse.
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Troisiéeme partie

Programmation linéaire en nombres

entiers

4 Programmation linéaire et ordonnancement de projet

4.1 La programmation linéaire en nombres entiers . . . . . . . . . ..
4.1.1 La programmation linéaire . . . . .. ... ... ... ..
4.1.2 Contrainte d’intégrité . . . . . . .. .. .. ... ... ..
4.1.3 Techniques de résolution . . . . . .. ... ... ... ...

4.2 Applicationau RCPSP . . . . . . .. .. ... ... ... ..
4.2.1 Modeles indexés par le temps . . . . . ... ... ... ..

4.2.2 Modeles & événements . . . . . ... ... L.

5 Programmation linéaire pour le CECSP et renforcement des

5.1 Modeles de programmation linéaire mixte pour le CECSP . . . .
5.1.1 Modele indexé par le temps . . . . . . ... ... ... ..
5.1.2 Modeles a événements . . . . . ...

5.2 Renforcement des modeéles . . . . . . ... ... L.
5.2.1 Amélioration des modeles indexés par le temps . . . . . .

5.2.2 Amélioration des modeéles & événements . . . . . . . . ..




Dans cette partie consacrée a l'adaptation des techniques de résolution issues de la programmation
linéaire mixte et en nombres entiers, les concepts générauzr qu’elles utilisent sont décrits dans le cha-
pitre 4. Ces techniques sont ensuite présentées dans le cadre d’un célébre probléme d’ordonnancement :
le RCPSP.

Pour ce probléme, trois modéles sont présentés. Le premier est un modeéle indexé par le temps et fait
partie des classes de modéles les plus performants pour la résolution des instances de la PSPLIB [KS96]
pour le RCPSP. Cependant, ces modéles ont leurs limitations puisqu’entre autres, leur taille dépent
directement de I’horizon de temps du projet. Pour des planifications a long terme, d’autres modeles plus
performants sont introduits : les modéles a événements. Ils ont l'avantage d’avoir un nombre polynomial
de variables et de contraintes et permettent la modélisation des problémes continus. Cependant, leurs
relazations linéaires sont beaucoup moins fortes que celles des modéles indexés par le temps, ce qui
les rend mon compétitifs dans le cas d’instances ayant un petit horizon de temps. Ces modéles dans le
cadre du RCPSP ont été introduits par Koné et al. [KALM11].

Dans le chapitre 5, nous présentons l'adaptation de ces modéles dans le cadre du CECSP. Ces mo-
déles sont présentés dans [NAL15b, NALR16, NAL15aj. De plus, pour chacun des trois modéles, des
techniques visant 4 améliorer leurs performances sont présentées. Pour le modéle indexé par le temps,
nous utilisons le raisonnement énergétique afin de décrire des inégalités valides pouvant étre ajoutées
au modéle (avant ou pendant la résolution). Cette technique a été présentée dans [NAL16].

Pour les modéles a événements, plusieurs ensembles d’inégalités sont présentés : des inégalités permet-
tant de borner la distance entre deux événements, d’autres permettant de borner la date des événements
ou des inégalités dérivées du probleme du sac-a-dos. De plus, des coupes appelées inégalités de non-
préemption sont définies et une étude polyédrale de l’ensemble des vecteurs binaires solution d’un des

modeéles présenté est détaillée. Ces résultats ont été mis en place en collaboration avec Tamds Kis et
ont été présentés dans [NAKL16a, NAKL16b, NKAL16].




Chapitre 4

Programmation linéaire et ordonnancement de projet

4.1 La programmation linéaire en nombres entiers

Dans cette section, nous présentons les concepts de base de la programmation linéaire ainsi que les
notions et outils qui seront utilisés dans la suite de cette partie. Cette présentation n’étant que partielle,
nous renvoyons le lecteur a [Wol98] pour une description plus détaillée des différentes techniques

existantes.

4.1.1 La programmation linéaire

La programmation linéaire vise a résoudre des probléemes d’optimisation ayant la particularité de
pouvoir s’exprimer a I’aide de contraintes, se présentant sous la forme d’inégalités et/ou d’égalités,
linéaires en fonction des variables du probléme. De plus, la fonction objectif du probleme, i.e. ce que

I'on cherche & maximiser/minimiser, s’écrit aussi sous la forme d’une fonction linéaire.

Sous forme canonique, un programme linéaire (PL) s’écrit de la maniére suivante :

maximiser cx
tel que Ax <b
n
z € RY

avec c € R™, b€ R™ et A € R™",

Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que les variables du probléme sont positives et
que la fonction objectif x — cz doit étre maximisée. Les vecteurs x de R™ qui vérifient Az < b sont
appelés les solutions réalisables du probléme et les vecteurs * qui, en plus, maximisent le critere cx*

sont appelés solutions optimales.

La force de ces formulations repose sur le fait que ’ensemble des contraintes du probleme définit
alors un polyedre convexe nommé polyedre des solutions réalisables. De plus, si ce polyedre est non
vide, alors toute solution optimale se trouve forcément sur un sommet, appelé point extréme, de celui-
ci. Les solutions optimales peuvent aussi se trouver sur une face du polyedre, i.e. I'intersection de

celui-ci avec un plan défini par une des contraintes du programme linéaire {x € R" | Ajz = b;}.

Ceci a permis la mise en place de plusieurs algorithmes pour résoudre ces programmes linéaires.

Un des plus efficaces en pratique et donc des plus utilisés est 'algorithme du Simplexe. Le principe de
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cet algorithme est le parcours "intelligent" des points extrémes du polyedre des solutions admissibles :
a chaque itération, l'algorithme se "déplace" vers un sommet adjacent de meilleur (ou méme) cofit.
L’algorithme se termine donc lorsque tous les sommets adjacents possédent un colit moins bon que le

sommet courant.

Un des inconvénients de cet algorithme est qu’il a, dans le pire des cas, une complexité exponentielle.
D’autres algorithmes permettent de résoudre un programme linéaire en temps polynomial. Cependant,
en pratique, 'algorithme du simplexe reste plus efficace et c¢’est souvent ce dernier qui est implémenté

dans les solveurs d’optimisation linéaire.

4.1.2 Contrainte d’intégrité

De nombreux problemes d’optimisation combinatoire ne peuvent s’écrire sous la forme d’un pro-
gramme linéaire. En effet, pour des problemes tels que les problemes d’ordonnancement, tout ou partie

des variables doivent étre restreintes a prendre des valeurs entiéres.

Quand toutes les variables du probléme sont contraintes & prendre des valeurs entieres, on parle
de programme linéaire en nombres entiers (PLNE). Lorsque seulement une partie des variables sont

autorisées a prendre des valeurs réelles, on parle de programme linéaire mixte (PLM).

De maniere générale, un programme linéaire mixte peut s’écrire de la facon suivante :

P n—p
maximiser Z ciz; + Z fiv;
i=1 j=1

p n—p
tel que Zakixi—f—dejngbk, k=1,....m
i=1 j=1

(L'Z'ZO, iZl,...,p
y; €N, g=1,....,n—p

yj, 7=1,...,n — psont les variables de décisions ne pouvant prendre que des valeurs entieres tandis

que les variables x;, i = 1,...,p peuvent prendre n’importe quelles valeurs réelles positives.

La difficulté de la résolution de ces programmes repose sur le fait que ’ensemble des solutions
réalisables du probléme ne forme plus un polyedre convexe et les algorithmes traditionnels ne peuvent
étre appliqués directement dans ce cas. Le probleme de décision associé a un PLNE, ou & un PLM,
est NP-complet [GJ79]. De ce fait, plusieurs techniques permettant de trouver la solution optimale en

temps raisonnable ont été développées.

4.1.3 Techniques de résolution

Parmi les techniques les plus utilisées, on retrouve les techniques utilisant des algorithmes de

recherche arborescente par séparation et évaluation ainsi que des méthodes de coupes.

Le principe de la recherche arborescente par séparation et évaluation repose sur deux idées princi-
pales :
— la séparation qui consiste a décomposer selon une partition ’ensemble des solutions en plu-

sieurs sous-ensembles ;
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— D’évaluation qui consiste a examiner la qualité des solutions d’un sous-ensemble de fagon
optimiste, i.e. trouver une borne supérieure (resp. inférieure) de la meilleure solution de ce
sous-ensemble lorsqu’il s’agit d’un probléeme de maximisation (resp. minimisation).

L’algorithme propose de parcourir I'arborescence des solutions possibles en évaluant chaque sous-
ensemble de solutions de fagon optimiste. Lors de ce parcours, il maintient la valeur de la meilleure
solution trouvée jusqu’a présent. Quand I’évaluation d’un sous-ensemble donne une valeur plus faible
(plus forte pour un probléme de minimisation) ou égale, il est inutile d’explorer plus loin ce sous-
ensemble. L’ensemble des solutions admissibles est ainsi représenté par une arborescence dans laquelle
un grand nombre de noeuds peuvent étre éliminés. L’évaluation des sous-problémes se fait typiquement

par relazation linéaire (on ignore la contrainte d’intégrité) en utilisant le Simplexe.

Les méthodes de coupes cherchent a caractériser le plus petit polyédre contenant ’ensemble de
toutes les solutions admissibles. Pour cela, un ensemble de coupes, i.e. des inégalités permettant de
supprimer une partie du polyédre ne contenant que des solutions non entiéres, est généré. Si ces coupes
sont assez fortes, le polyedre des solutions admissibles du modele devient alors exactement 1’enveloppe
convexe des solutions admissibles entieres. Dans ce cas, la résolution de la relaxation du programme

linéaire réduit & cet ensemble donne une solution optimale entiere.

La sous-section suivante est dédiée aux modeles de programmation linéaire mis en place pour le

probleme d’ordonnancement de projet sous contraintes de ressource.
4.2 Application a 'ordonnancement de projet sous contraintes de ressources

La facilité de modélisation des problemes d’ordonnancement sous contraintes de ressources a ’aide
de la programmation linéaire en a fait une des principales méthodes de résolution pour ces derniers.
De ce fait, de nombreuses techniques de modélisation ont été développées et la littérature sur ce sujet
est tres vaste. Dans cette section, nous nous intéressons principalement aux modeles développés pour
le probleme d’ordonnancement de projet sous contraintes de ressources, le RCPSP. Ces modeles sont
regroupés en plusieurs familles :

— les formulations indexées par le temps (ou a temps discret) sont, en général, des formulations
purement discretes. Ces formulations ont la particularité d’avoir les meilleures relaxations li-
néaires au détriment du nombre de variables [CAVT87b, PWWG69] ;

— les formulations avec variables de séquencement sont des formulations qui ont I’avantage d’étre
plus compactes que celles indexées par le temps mais possédent de moins bonnes relaxations
linéaires que ces derniéres [0G93, AMRO3];

— les formulations a événements, plus récentes, possedent aussi de faibles relaxations linéaires
mais ont un nombre polynomial de variables, moins élevé que les formulations a temps dis-
cret [KALMI11].

Dans cette section, nous présentons quelques modeles de programmation linéaire en nombres entiers
ou mixte développés pour les problemes d’ordonnancement sous contraintes de ressources. Nous nous
intéressons particuliérement aux modeles décrits dans [KALM11] pour le RCPSP. En effet, ce sont ces
modeles qui seront adaptés dans le cas du CECSP. Nous commencons donc, dans un premier temps,
par présenter les modeéles indexés par le temps puis, dans un second temps, nous présentons les modeles
a événements. Les modeles avec variables de séquencement ne sont pas traités ici. Des exemples de

telles formulations dans le cadre du RCPSP sont décrites dans [ADNO7].
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4.2.1 Modeles indexés par le temps

Une des méthodes permettant la modélisation des problemes d’ordonnancement de projet consiste
a discrétiser I’horizon de temps. Ces modeles de programmation linéaire en nombres entiers indexés par
le temps, aussi appelés modeles a temps discret, ont été largement étudiés dans le cadre des problemes
d’ordonnancement en général. Ceci étant principalement dii a leur relativement forte relaxation linéaire

et a la facilité d’extension a de nombreux objectifs et contraintes.

Dans ces formulations, I'horizon de temps est discrétisé en périodes de temps, i.e en intervalles,
généralement unitaires, et un ensemble de variables est défini pour modéliser le statut d’une activité i
en période ¢, en cours, commencé ou terminé. Pour chaque activité i et pour chaque période ¢ (discret),

une variable z;; € {0,1} est donc définie.

Dans la formulation présentée pour le RCPSP, cette variable prendra la valeur 1 si et seulement
si Pactivité ¢ commence au début de la période ¢t. Le nombre de ces variables dépend donc de la
taille de I'horizon de temps du probleme, i.e. du nombre de périodes, qui peut étre, pour certains
problemes, aussi grand que la somme de toutes les durées des activités. Le calcul d’une borne supérieure
raisonnable pour la durée du projet T' est donc indispensable. Dans la suite, nous noterons H =

{0,...,T — 1} ensemble des périodes du probléme.

En pratique, pour chaque activité, nous calculons I’ensemble des périodes de temps pendant lesquels
I’activité peut commencer. Pour cela, nous ajoutons deux activités fictives au probleme : 0 et n + 1.
Ces activités ont les caractéristiques suivantes : leur durée est égale a 0, elles ne consomment aucune
ressource durant leur exécution et l'activité 0 (resp. n + 1) doit étre ordonnancée avant (resp. apres)
toutes les autres activités. Ces deux activités fictives vont nous permettre d’associer a chaque activité
i, une date de début au plus tot est; et une date de début au plus tard [st;. Donc, U'intervalle [est;, [st;]

est la fenétre de temps pendant laquelle 'activité ¢ peut commencer.

Pour calculer ces fenétres de temps, remarquons que, si chaque arc (4, j) du graphe des précédences
G est pondéré par p;, la date de début au plus tot de 7, est; peut prendre la valeur du plus long chemin
entre l'activité 0 et lactivité ¢ et la date de début au plus tard lst;, T" moins la valeur du plus long

chemin entre 7 et n + 1.

Dans la suite, nous notons A 'ensemble des activités réelles du projet et V.= AU {0,n + 1}

I’ensemble des activités réelles et fictives du projet.

Nous pouvons maintenant exhiber la formulation a temps discret suivante [PWW69] :

min thn+1’t (4.1)

teH
Z txje — Z txie 2> p; v(i,j) € E (4.2)
teH teH

t

> > rintir < Ry, VteH, VkeR (4.3)
i€V r=max(0,t—p;+1)
> =1 VieV (4.4)
=
xi € {0,1} VieV, VteH (4.5)
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Dans cette formulation, I'objectif est donné par 1’expression (4.1). Cette expression signifie que ’'on
cherche a minimiser la date de début de 'activité n+1. Or comme cette activité est forcément placée a
la fin de 'ordonnancement du fait des relations de précédences, ceci revient bien a minimiser la durée

totale du projet.

La contrainte (4.2) modélise les relations de précédences entre les activités. En effet, toute paire
d’activités (7, j) ayant la propriété que i doit précéder j vérifie la relation suivante : la date de début

de j est supérieure ou égale a la date de début de i plus sa durée, i.e. la date de fin de i.

La contrainte (4.3) formalise les contraintes de ressource. En effet, la contrainte s’assure que, pour
chaque ressource k € R, la somme des consommations instantanées sur k des activités en cours durant

la période t est bien inférieure ou égale a la capacité Ry de cette ressource.

La contrainte (4.4) impose que chaque activité n’ait qu'une et une seule date de début. Ceci peut
aussi étre vu comme une contrainte de non-préemption puisque ceci revient a empécher que 'activité

soit interrompue et redémarrée plus tard dans 'ordonnancement final.
Le modele posseéde donc (n + 2)T variables binaires et |E| + T m + n contraintes.

Il existe d’autres formulations a temps discret comme la formulation désagrégée de Christofides
et al. [CAVTS87b] ou la formulation basée sur les ensembles réalisables de Mingozzi et al. [MMRBYS].
Ces formulations ne seront pas détaillées dans ce manuscrit. Une description des modeles de PLNE
existants pour le RCPSP peut étre trouvée dans [ADNOT].

4.2.2 Modeles a événements

Nous allons présenter deux formulations & événements : une formulation dite start/end et une
formulation dite on/off. Cette sous-section montre, dans un premier temps, l'intérét de I'utilisation
des modeles & événements a la place des modeles a temps discret, en comparant notamment leur

nombre respectif de variables et de contraintes. Dans un second temps, les modeles seront détaillés.

Motivations des modéles a événements

Parmi les formulations existantes pour le RCPSP, celles basées sur des modeles indexés par le
temps sont les plus utilisées di au fait de la qualité (relative) de leur relaxation. Cependant, comme
la taille de ces modeles, et donc leur complexité, dépend grandement de la taille de I’horizon de temps
du probléme, ces modeles peuvent s’avérer moins efficaces sur certains types d’instances [KALM11].

Pour pallier ce probleme, des formulations basées sur des événements ont été mises en place.

La notion d’événement permet de caractériser seulement les dates "importantes' de I’ordonnan-
cement, i.e. les dates de début et de fin de chaque activité. Ainsi, la considération de chaque date
de T’horizon de temps n’est plus nécessaire. Cela permet de réduire le nombre de variables qui ne
dépend alors que du nombre d’activités a ordonnancer. De plus, pour le RCPSP, seuls les événements
correspondant au début d’une activité ont besoin d’étre considérés. En effet, si 'on considere que les
activités sont ordonnancées au plus tot, i.e. des que les ressources requises sont disponibles, alors la

date de début de chaque activité correspond soit & 'instant 0, soit a la date de fin d’une tache.

Les formulations a événements possédent aussi la caractéristique suivante : elles permettent de
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résoudre des instances pouvant contenir des valeurs (de parametre et/ou de solution) non entiéres.

Dans [KALM11], les auteurs montrent les limitations des modeles indexés par le temps pour le
RCPSP. Les instances considérées sont des instances pour lesquelles ’horizon de temps, i.e. T, est
tres grand. Dans ce cas-1a, le nombre de variables et de contraintes des modéles & temps discret est

nettement supérieur a ceux des modeles a événements.

Par exemple, la famille d’instances KSD15 d [Kon09] possede 480 instances de 15 activités et avec
4 ressources dont ’horizon de temps peut varier entre 187 et 999 et possédant entre 77 et 144 relations
de précédence. Pour le RCPSP, le modele & temps discret peut alors posséder jusqu’a 17000 variables
binaires et 4200 contraintes. Les modeles a événements possedent quant & eux jusqu’a 500 variables
binaires, 16 variables continues et 4200 contraintes pour le modele start/end et jusqu’a 250 variables

binaires, 16 variables continues et 4000 contraintes.

Considérant des instances de taille similaire pour le CECSP avec fonction de rendement affine,
le modele a temps discret peut alors posséder jusqu’a 30000 variables binaires, le méme nombre de
variables continues et 90000 contraintes. Les modeles a événements possedent quant a eux jusqu’a 900
variables binaires, le méme nombre de variables continues et 7200 contraintes pour le modele start/end

et jusqu’a 450 variables binaires, 900 variables continues et 7100 contraintes.

Dans ce cas-1a, la faiblesse de la relaxation linéaire des modeles a événements est largement com-

pensée par le grand nombre de variable et de contraintes des modeles indexés par le temps.

Dans ce contexte, 'amélioration des modeles a événements s’avére étre une direction de recherche

nécessaire dans ’élaboration de méthodes de résolution efficaces pour le RCPSP.
Modeéle start/end

Dans cette formulation, la date de chaque événement est représentée par une variable continue ¢,
pour tout e € £, avec £ 'ensemble des indices des événements. Afin d’associer ces dates aux débuts
et fins des activités, nous définissons, pour toute activité i € A et pour tout événement e € £, deux
variables binaires, x;. et ¥, ayant les propriétés suivantes :

— Tje = 1 si et seulement si l’activité ¢ commence a ’événement e, c’est-a-dire commence a la

date t..

— y;e = 1 si et seulement si Pactivité i finit & ’événement e, c’est-a-dire finit a la date ..
Notons que les événements correspondant a la fin d’une activité correspondent aussi au début d’une
autre activité (a ’exception de I’événement correspondant a la date de fin de la derniére activité), le

nombre d’événements & considérer est n + 1. De ce fait, nous avons comme ensemble d’événements
E=A{1,...,n+1}.

Nous définissons aussi une variable continue b, pour chaque événement e € £ et pour chaque
ressource k € R, modélisant la consommation totale de la ressource k a I’événement e (et donc durant
tout l'intervalle compris entre t. et t.11). Ceci nous permet de présenter la formulation suivante issue

de [KALM11] et corrigées dans [ABKT13] :

min ¢y41 (4.6)
t1=0 (4.7)
te S te+1 Ve e & (48)
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> mie=1 Vie A (4.9)
ecf
> yie=1 Vie A (4.10)
ec&
estiic <te <Istixie + Ustny1 (1 — Tie) Vie A, Vee & (4.11)
(lSti +p2) Yie + (]. — yie) lstn+1 Z te Vi € A, Ve e & (412)
te > yie (esti + p;) Vie A Vec& (4.13)
by — Z rikri1 =0 VkEeR (4.14)
ieA
bek = be—1.k + Y _ ik (Yie — Tie) =0 Vec E\ {1}, VkeR (4.15)
icA

ber < Ry, VYeec &, VkeR (4.16)
ty > te+ (ie + yir — Dp; Vic A, Ve f)e&? f>e 4.17)
Syt <1 Vie A, Vee& (4.18)
f=1 f=e

n e—1
S yir =Y wip <1 Y(i,j) € E, Ye € £ (4.19)
f=e f=1
estpy1 < tp <lstni1 (4.20)
te>0 Vee € (4.21)
ber > 0 VkeR, Vee & (4.22)
Zie € {0,1}, yie € {0,1} Vie A Vee & (4.23)

Dans cette formulation, 'objectif est donné par 1’équation (4.6). En effet, comme pour la formulation
a temps discret, on cherche a minimiser la date de fin du projet. Or, ’événement n + 1 représente,
par définition, le dernier événement, c’est a dire le début de lactivité fictive n + 1 et donc la fin de

l'ordonnancment.

La contrainte (4.7) fixe le premier événement a la date 0, tandis que la contrainte (4.8) ordonne

les dates des événements par ordre croissant.

La contrainte (4.9) (resp. (4.10)) stipule que chaque activité ne peut commencer (resp. finir) qu’une
et une seule fois. En effet, chaque début (resp. fin) d’activité ne peut étre associé qu'a un et un seul

événement.

La contrainte (4.11) garantit que la date d’un événement correspondant au début d’une activité
soit bien comprise dans sa fenétre de temps, i.e. entre sa date de début au plus tot est; et sa date de
début au plus tard Ist;. En effet, si I’événement e correspond au début de I'activité 7, i.e. z;c = 1, alors
Iinégalité devient : est; < t. < lst;. Au contraire, si x;e = 0, i.e. e ne correspond pas au début de 1,
alors I'inégalité devient : 0 < t, < Ist, 4 et, grice aux contraintes (4.8) et (4.20), ceci est vrai pour
tout e € £. De méme, les contraintes (4.12) et (4.13) s’assurent que, si un événement f correspond a

la fin d’une activité 4, alors ¢y est bien compris entre est; + p; et Ist; + p;.

Les contraintes (4.14) et (4.15) représentent les contraintes de conservation des ressources. La
contrainte (4.14) modélise la consommation totale de chaque ressource k a ’événement 1. Pour une
ressource k, cette quantité est égale a la somme des consommations sur k de chaque activité com-

mencant a I’événement 1. La contrainte (4.15) donne la consommation totale de chaque ressource k
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a I’événement e, bei. En effet, pour chaque événement e, cette quantité est égale a la consommation
totale a I'événement e—1, i.e. b._1 1, & laquelle on retranche les consommations des activités finissant a
I’événement e et on ajoute les consommations de chaque activité commencant a I’événement e. Enfin,

la contrainte (4.16) limite la demande totale sur chaque ressource a sa capacité.

La contrainte (4.17) assure que si 'activité i commence a I’événement e et se termine a 1’événement
f, alors les dates correspondant a ces deux événements sont séparées par au moins la durée de cette
tache, i.e. p;. Dans ce cas, 'inégalité s’écrit ¢ > t. + p;, et pour toute autre combinaison de ;. et y;f,

on obtient soit ty > t, ou ty > t, — p; ce qui est vérifié par la contrainte (4.8).

La contrainte (4.18) garantit qu’'une activité ne peut se terminer avant d’avoir commencé. Si
activité i finit entre I'événement 1 et e, i.e. 2% yiy = 1, alors elle ne peut pas commencer entre

I’événement e et n, i.e. Z}‘:e x;y = 0, et inversement.

Enfin, la contrainte (4.19) modélise les relations de précédences entre les activités : si une activité
1, devant précéder une activité j, finit & ’événement e ou apres, alors 'activité j ne peut commencer

avant 'événement e, i.e. Y f_, x5 = 1 = Z;;ll yir =0.

Le modele posséde 2n?+n variables binaires, n+1 variables continues et (n+1)(m+n2/2+|E|)+3n
contraintes. Le nombre de variables et de contraintes du modele est donc bien polynomial en fonction

du nombre d’activités et de ressources.

Modéle on/off

Dans le modele on/off, comme pour la formulation start/end, la variable ¢, représente la date de
chaque événement, pour tout e € £. Pour associer ces dates aux débuts et fins de chaque activité, nous
définissons, pour chaque activité ¢ € A et pour chaque événement e € &, la variable z;. € {0,1}. Cette
variable prendra la valeur 1 si et seulement si 'activité i est en cours durant Uintervalle [t,, te41], et O
sinon. Ainsi, une activité commencera (resp. finira) & I'événement e si zje —2j e—1 = 1 (resp.zje—1—2ie =
1).

Notons que, comme dans le cas du modele start /end, nous pouvons limiter le nombre d’événements
au début de chaque activité. Ainsi, & = {1,...,n}; lutilisation d’activités fictives n’est, ici, plus
nécessaire pour modéliser I’événement de fin de la derniere activité. De plus, la variable z;c modélisant

le fait qu’un variable soit en cours entre %, et t.+1, nous pouvons limiter le nombre de ces variables en ne
les définissant que pour les événements e € £\ {n}. Ceci conduit a la formulation suivante [KALM11] :

min Cpaz (4.24)
Craz > te + (Zie — Zije—1)Di Vee EN{l1}, Vie A (4.25)
t =0 (4.26)
te <teiq Ve e £\ {n} (4.27)
Y ze>1 Vie A (4.28)
e€&\{n}
estizie < te Vee E\{n}, Vie A (4.29)
te <lsti(zie — zie—1) + (1 = (Zie — Zie—1))lStny1 Vee E\{n}\ {1}, Vie A (4.30)
tr > te+ ((Zie — Zie—1) — (Zif — 2i,5—1) — 1) ps Ve> fe(E\{1,n})?* Vic A (4.31)
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Zzif <e(l = (zie — Zije—1)) Vee E\{l,n}, Vie A (4.32)
f=1
n—1
Zzif <(n—e)(1+ (zie — Zie—1)) Vee E\{l,n}, Vie A (4.33)
f=e
> rikzic < Ry Vee &\ {n}, VkeR (4.34)
€A
Zie+ Dz <1+ (1—zic)e Ve e £\ {1,n}, ¥(i,j) € E (4.35)
f=1

L’objectif, donné par I’équation (4.24), consiste a minimiser la date de fin du projet, ici représentée
par la variable Cy,q,. La contrainte (4.25) s’assure que Cq, prend bien la valeur de la date de fin du

projet.

Les contraintes (4.26) et (4.27) jouent le méme réle que dans la formulation start/end, & savoir,

ordonner les événements.

La contrainte (4.28) stipule que chaque activité doit étre ordonnancée sur au moins un événement

dans toute la durée du projet.

Les contraintes (4.29) et (4.30) garantissent que la date d’un événement correspondant au début
d’une activité soit bien comprise dans sa fenétre de temps, i.e. entre sa date de début au plus tot est;
et sa date de début au plus tard [st;. En effet, si I’événement e correspond au début de l'activité i,
ie. zje =1et 2,1 =0, I'inégalité devient alors : est; < t. < Ist;. Nous distinguons 3 autres cas :

— Zije = % e—1 = 1 :Tactivité est en cours entre les événements te_1 (zje—1 = 1) et ter1 (zie = 1).

L’inégalité devient : est; < t. < lst,4+1. Comme lactivité ¢ a déja commencé a un événement
f<e,ona:est; <ty <t.. L'autre inégalité est triviale.

— Zje = 0 et zj,—1 = 1 : Tactivité se termine a I’événement e. L’inégalité donne alors 0 < t, <

2% lstyy1 — lst;. Or, 2% Isty 41 — lst; > lsty,41. Donce 'inégalité est vérifiée.

— Zje = Zje—1 = 0 : lactivité n’est pas en cours entre les événements t._; et toi1. L’inégalité

devient 0 < t, < lst,41 et est trivialement vérifiée.

La contrainte (4.31) assure une séparation suffisante, i.e. la durée de 'activité, entre un événement
correspondant au début d’une activité et un événement correspondant a la fin de cette méme activité.

La validité de cette contrainte suit la méme logique que pour la contrainte (4.17) du modele précédent.

Les contraintes (4.32) et (4.33), appelées contraintes de contiguité, assure la non-préemption des
activités. La validité de cette contrainte n’est pas détaillée ici mais une preuve formelle peut étre
trouvée dans [KALMI11].

La contrainte (4.34) représente les limites de capacité de chaque ressource. En effet, une activité
i consomme une quantité r;; de la ressource k entre t. et t.41 si et seulement si elle est en cours
entre ces deux dates, i.e. z; = 1. On pourra remarquer que dans ce modele le nombre de contraintes
nécessaires pour modéliser les contraintes de capacité des ressources est nettement inférieur a celui du

modele précédent.

Enfin, la contrainte (4.35) modélise les relations de précédences entre les activités : si une activité
1, devant précéder une activité j, est en cours entre les événements e et e+1, i.e. z;e = 1, alors 'activité

j ne peut étre en cours avant I'événement e, i.e. z;e = 1= > % _zj5 = 0.
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Le modele posséde n? variables binaires, deux fois moins que pour le modele start/end, n + 1
variables continues et (n — 1)(3 + |E| + m + n?/2) + n? + n contraintes. Le nombre de variables et de

contraintes du modele est donc bien polynomial en fonction du nombre d’activités et de ressources.
Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé les principales notions de la programmation linéaire, puis de
la programmation linéaire mixte et en nombres entiers. Nous avons ensuite vu plusieurs méthodes de
modélisation pour un probleme d’ordonnancement avec contraintes de ressource : le RCPSP. Pour ce
probléme, nous avons vu deux types de modeles. Le premier fait partie des modeles indexés par le
temps. Ces derniers possedent de relativement bonnes relaxations, ce qui en fait un des types de mo-

deles les plus efficaces pour le RCPSP et en particulier sur les célebres instances de la PSPLIB [KS96].

Cependant, ces modeles souffrent de limitations dues a leur taille, dépendante de 1'horizon de
temps du projet. De ce fait, quand ’horizon de temps des instances devient grand, la taille des modeles
associés augmente et leurs performances décroissent. Pour pallier ce probléme, un autre type de modele
est mis en place : les modeles a événements. L’avantage de ces modeles est leur taille, polynomiale en
fonction de la taille de I'instance et surtout indépendante de I’horizon de temps. Dans [KALM11], Koné
et al. comparent les performances de ces modeles avec ceux indexés par le temps sur des instances ayant
de grands horizons de temps. De plus, ces modeles permettent la modélisation de problémes continus.
De ce fait, nous allons adapter ces modeles dans le cadre du CECSP dans le chapitre suivant. De plus,
un modele indexé par le temps est aussi présenté, permettant d’avoir des solutions plus rapidement
(mais pas forcément optimales ou, sans assurance qu’une infaisabilité corresponde a une infaisabilité

du probléme continu).
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Chapitre 5

Programmation linéaire pour le CECSP et renforcement

des modeles

5.1 Modeles de programmation linéaire mixte pour le CECSP

Le CECSP et le RCPSP étant deux problémes relativement proches — utilisation d’une ou plusieurs
ressources cumulatives, de fenétres de temps — la modélisation du CECSP a ’aide de la programmation

linéaire mixte est une approche naturelle pour sa résolution.

De plus, le théoréeme 1.2 nous assurant que toute solution .S du CECSP peut étre transformée en
une solution S’ ayant la propriété que Vi € A, b;(t) soit constante par morceaux, le probléme peut
étre modélisé a l'aide de la programmation linéaire mixte. Nous pouvons aussi remarquer que, comme
la transformation proposée par le théoréme n’augmente ni la date de début des activités, ni leur date
de fin, ni leur consommation totale de ressource, tout modeéle ayant un objectif impliquant seulement

la minimisation de ces trois quantités sera valide pour le CECSP.

Dans cette section, nous commencons par décrire un modele indexé par le temps, puis, nous présen-
tons deux modeles a événements. Ces trois modeles sont adaptés des modeles pour le RCPSP présentés
dans la section 4.2 et sont présentés dans [NALR16].

5.1.1 Modele indexé par le temps

La premiere formulation proposée est une formulation indexée par le temps. Ce modele a été congu
dans le cadre d’une collaboration avec David Rivreau [NALR16]. Comme pour le modeéle a temps
discret du RCPSP T'horizon de temps est ici divisé en périodes de taille unitaire. Le calcul d’une borne
supérieure 71" sur la durée totale du projet est trivial : il suffit de prendre la plus grande date échue,
i.e. T = max;c 4 let;. L’ensemble des périodes, noté H, peut donc étre défini par : H = {0,...,T — 1}.

Notons que, par translation, nous pouvons toujours supposer que min;c 4 est; = 0.

Une des principales différences entre le modele & temps discret du RCPSP et celui du CECSP re-
pose sur le fait que, dans le second, la durée des activités n’est pas connue a l'avance et doit étre
déterminée par le modele. De ce fait, nous devons définir, pour chaque activité i € A et pour chaque
instant ¢ € H, deux variables binaires z;; et y;; pour modéliser le début et la fin des activités. La

variable x;; (resp. y;;) prendra la valeur 1 si et seulement si 'activité ¢ commence (finit) & 'instant ¢.

Une seconde différence entre les deux modeles est le calcul des fenétres de temps, effectué de
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maniere triviale pour le CECSP. En effet, pour une activité ¢, la fenétre correspondante a sa date de
début est [est;, Ist;], avec Ist; = let; — W,/ fi(ri*®), et celle correspondante a sa date de fin [eet;, let;],
avec eet; = est;+W;/ fi(r*®*). Enfin, 'ajout des activités fictives marquant le début et la fin du projet

n’est pas nécessaire ici.

Fonction de rendement identité Dans le cas ol la fonction de rendement de chaque activité est
la fonction identité, i.e. f;(b;(t)) = bi(t), Vi € A, nous définissons une variable b;;, pour chaque activité
i € A et pour chaque période de temps t € H, qui représentera la quantité de ressource consommée

par l'activité i dans la période de temps ¢, i.e. dans l'intervalle [¢,t + 1].

Ceci conduit & la formulation suivante :

min Z Z it (5.1)

i€AtEH
lst;
> ay=1 Vie A (5.2)
t=est;
let;
> yn=1 Vie A (5.3)
t=eet;
t t .
( Z Tir — Z yi7—> rit < by Vt € {est;,...,let; — 1}, Vie A (5.4)
T=est; T=est;+1
t t
( Z Tir — Z yiT> Tt > by VieH, Vie A (5.5)
T=est; T=est;+1
let;
> b =W, Vie A (5.6)
t=est;
> b <R Vi e H (5.7)
i€ A
bit =0 Vi € {esti, ey leti - ].}, Vie A (58)
xip =0 Vit & {esti,...,lst;}, YVie A (5.9)
yir =0 vt & {eet;,...,let;}, Vie A (5.10)
bit >0 Vte H;Vie A (5.11)
xi € {0,1}, yir € {0,1} VteH, Vie A (5.12)

Ce modele s’inspire grandement du modeéle de [ALR12], la principale différence résidant dans la
considération de fenétres de temps plus fines pour les variables, i.e. [est;,[st;] pour z; au lieu de
lest;, let; — 1] et [eet;, let;] pour y; au lieu de [est; — 1,let;]. Ces fenétres de temps pouvant étre
raffinées & I’aide d’heuristiques, de la programmation par contraintes (cf. sous-section 3.2.2) ou par le

biais d’autres méthodes, ces modifications peuvent grandement améliorer les performances du modele.

Dans cette formulation, 'objectif est décrit par I’équation (5.1). Ici, Pobjectif est de minimiser la
consommation totale de la ressource durant tout le projet. Cet objectif a moins d’impact dans le cas
ou la fonction de rendement de chaque activité est la fonction identité mais se révele trés pertinent
pour d’autres types de fonctions de rendement. Cependant, comme la formulation & temps discret ne
nous permet pas de s’assurer que la quantité de ressource consommée par une activité soit exactement

égale a la quantité nécessaire pour apporter I’énergie requise, i.e. fo:tf%ti by > W;, cet objectif reste
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valide dans le cas des fonctions rendement identités.

Si I'on souhaite modifier ’objectif pour minimiser la date de fin du projet, il suffit d’introduire une

variable Cy,q; ainsi que la contrainte suivante :

Cmaz > Z tyy VteH
ieA

et alors 'objectif s’écrit facilement comme :
min Chaz

Les contraintes (5.2) et (5.3) stipulent que chaque activité est exécutée une et une seule fois durant
la durée du projet. En effet, grace a ces contraintes, chaque activité n’a qu’une et une seule date de

début et une et une seule date de fin.

Les contraintes (5.4) et (5.5) permettent de s’assurer que la consommation instantanée de chaque
activité est bien comprise entre 77"

t
T=est;

et 7"* durant toute sa durée d’exécution. Pour s’en assurer,
il suffit de remarquer que > Tir — Zi:esti_i'_l yir = 1 si et seulement si 'activité ¢ est en cours
a l'instant ¢. Les autres configurations possibles sont Zi:esti Tir — Z:—:esti_‘_l yir =0 et Zi:esti Tir —
Zi:estiﬂ yir = —1. Dans le premier cas, ceci signifie que 'activité n’a pas encore débuté et les
inégalités imposent que b;; < 0 et donc by = 0. Dans le second cas, I’équation devient —7"** > by, ce
qui est impossible. Notons que ce dernier cas nous assure ainsi qu’une activité ne peut finir avant d’avoir
commencé. Cependant, afin de renforcer la relaxation linéaire du modele, des contraintes spécifiques,
empéchant que le début d’une activité ne se produise avant sa fin, peuvent étre ajoutées. Ces inégalités
sont de la forme : . .

Z Tir — Z yir <0 Vte {esty,...,let; —1} (5.13)

T=est; T=est;+1

La contrainte (5.6) modélise le fait qu'une activité doit recevoir au moins la quantité d’énergie

requise par la donnée du probleme.

La contrainte (5.7) limite la quantité de ressource utilisée simultanément a la capacité de cette

derniére.

Enfin, les contraintes (5.8), (5.9) et (5.10) fixent la valeur des variables & zéro en dehors de leurs

fenétres de temps, i.e. [est;, let;] pour by, [est;,lst;] pour z;; et [eet;,let;] pour y;.

Cette formulation possede 2nT variables binaires, nT variables continues et au plus 3n+7"*(5n+1)

contraintes.

Fonction de rendement affine Dans le cas ou les fonctions de rendement sont toutes la fonction
identité, I’énergie apportée a une activité durant une certaine période est égale a la quantité de
ressource consommée par celle-ci durant la méme période de temps. Or, lorsque les fonctions de
rendement deviennent affines, ce n’est plus le cas. Pour s’assurer qu’une activité i regoive bien 1’énergie
requise, nous devons déclarer une nouvelle variable qui permettra de mesurer 1’énergie apportée a cette

derniére durant la période t, wy, V(i,t) € A x H. Dans le cas précédent, nous avions w;; = bj.
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Nous devons donc vérifier, pour chacune des contraintes du modele précédent impliquant la variable
b;t, si cette derniére modélisait une quantité de ressource ou d’énergie, i.e. si nous devons la remplacer
par wg. De plus, une contrainte liant les variables by et wy devra étre rajoutée pour assurer la bonne

conversion entre les deux quantités.

La contrainte (5.4) (resp. (5.5)) représentant la quantité minimale (resp. maximale) de ressource
qu’une activité doit consommer & chaque instant de son exécution, reste donc inchangée. De méme, la

contrainte (5.7), modélisant la contrainte sur la capacité de la ressource, n’a pas besoin d’étre modifiée.

La contrainte (5.6), qui s’assure qu’une activité regoive bien la quantité d’énergie requise doit étre

réécrite en utilisant la variable w;;. Ce qui nous donne 'inégalité suivante :

leti
Y wy>W; Vie A (5.6")
t=est;
De plus, nous devons ajouter une contrainte permettant de lier la quantité de ressource consommée
par une activité et la quantité d’énergie apportée a celle-ci. Nous ajoutons donc la contrainte suivante
au modele :

t t
wip=abp+ci | Y wir— Y. yir| WVEH, VieA (5.14)

T=est; T=est;+1

Cette contrainte nous permet de modéliser la fonction de rendement f;, Vi € A. En effet, (Zizesti Tir

- Zf—:esti+1 yiT) est égale a 1 si et seulement si I'activité 7 est en cours a I'instant ¢. Dans ce cas-la,
la valeur de I’énergie apportée a ¢ est bien w;; = a;b;t + ¢;. Le second cas se produit quand 'activité ¢

n’est pas en cours a t. Dans ce cas, la contrainte (5.5) nous dit que b;; = 0 et donc w;; = 0.

Le modele possede donc 2nT variables binaires, 2nT variables continues et au plus 3n+ T % (6n+1)

contraintes.

Fonction de rendement concave affine par morceaux Lorsque les fonctions de rendements
sont des fonctions concaves affines par morceaux, nous utilisons aussi la variable w;; pour représenter
I’énergie regue par l'activité i dans la période ¢. La contrainte (5.67) est utilisée pour modéliser le fait

que cette activité doive recevoir une quantité d’énergie W; durant son exécution.

Pour s’assurer de la bonne conversion entre la quantité de ressource consommée par une activité ¢
dans une période ¢ et la quantité d’énergie regue par cette derniére dans la méme période, 1’égalité (A.6)

est remplacée par I'inégalité suivante :
t t
Wi < a,-pbit + Cip Z Tir — Z Yir Vie A, Vpe P;, Vt e H (5.15)
T=est; T=est;+1
avec P; 'ensemble des intervalles de définition de la fonction f;.

Notons que 'utilisation d’une inégalité peut impliquer que la variable w;; ne représente pas exac-
tement la quantité d’énergie apportée a ¢ dans la période t. Cependant, la contrainte nous assure que
wir < fi(bit). De ce fait, & une solution optimale donnée par le modéle correspond toujours une solution

optimale du CECSP a dates de début et de fin entieres. En effet, supposons que dans une solution
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optimale renvoyée par le PLNE; il existe (i,t) tel que w;; < fi(bs), alors, deux cas sont possibles :

— pmin < fi_l(wit) et dans ce cas-la, b; peut prendre la valeur fz-_l(w,-t) et cette solution aura un
colit, i.e. une consommation totale de ressource, plus faible que la solution précédente et ceci
contredit 'optimalité de la solution.

— 7 > £ (wy) et dans ce cas-1a, b;(t) prend la valeur ™" et et; = min{t € N |
th:Sti fi(bi(t))dt < W;}. Ici, deux cas sont possibles : le premier correspond au cas ou et; =

{t | yir = 1} et la solution renvoyée par le PLNE est optimale ; dans le second cas et; < {t | yix =

1} mais alors, y;;—1 peut prendre la valeur 1 et y;; la valeur 0 et cette solution est de plus faible

colit que la solution précédente et ceci contredit I'optimalité de la solution renvoyée par le

PLNE.

Le modele ainsi défini possede alors 2nT' variables binaires, 2nT’ variables continues et au plus

3n+ (5n + nP + 1)T contraintes, avec P = max;ec4 |P;.

5.1.2 Modéles a événements

Dans cette sous-section, nous proposons deux formulations & événements pour le CECSP. Ces deux
formulations sont grandement inspirées des formulations start/end et on/off du RCPSP, présentées
dans la section 4.2 et issues de [KALM11]. Comme dans le cas du RCPSP, ces modeles se justifient par
leur nombre polynomial de variables et de contraintes, ce qui peut s’avérer trés pertinent dans la cas
de grands horizons de temps. Un argument supplémentaire vient s’ajouter pour le CECSP. En effet,
il peut arriver qu’une instance de ce probléme ne posséde que des solutions a valeurs non entieres et

ce, méme si toutes les données sont entieres (voir exemple 1.2.3, page 33).

Comme dans le cas de la formulation a temps discret, ici, les dates de fin des activités ne sont plus
totalement définies par leur date de début. De ce fait, dans les formulations & événements du CECSP,
nous avons besoin de modéliser deux types d’événements, les débuts et les fins des activités, soit, au
plus, 2n événements. Ces événements, indexés par I’ensemble € = {1,...,2n}, sont représentés par un

ensemble de variables continues, notées t..

Nous rappelons aussi les notations suivantes : T = max;c 4 let; est une borne supérieure sur la
date de fin du projet ; [est;, [st;], avec Ist; = let; — W/ fi(r7**"), est la fenétre de temps dans laquelle
lactivité i peut débuter; de méme, [eet;,let;], avec eet; = est; + W;/ fi(r"**), la fenétre de temps

durant laquelle 'activité ¢ peut finir.

Nous allons présenter, en premier lieu, la formulation start/end du CECSP avec fonctions de ren-
dement identité dont nous dériverons les cas de fonctions de rendement affines et affines par morceaux.

Ensuite, nous présenterons la formulation on/off du méme probléme et de ses dérivés.

Modeéle start/end

Dans le modele start/end, deux variables binaires x;. et ye, V(i,e) € A x &, servent a affecter
les dates des différents événements, modélisés par les variables t., aux débuts et fins des activités. En
effet, la variable z;. prend la valeur 1 si et seulement si I’événement e correspond au début de I'activité
i, i.e. activité ¢ commence a la date t., et est égale a 0 sinon. De méme, la variable y;. est égale a 1

si et seulement si I’événement e correspond a la fin de l'activité ¢, et vaut 0 sinon.
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Fonction de rendement identité Dans le cas ou toutes les fonctions de rendement sont la fonction
identité, un seul ensemble de variables est nécessaire pour modéliser la consommation de la ressource.
En effet, comme la quantité de ressource consommeée par une activité i est égale a la quantité d’énergie
apportée a cette méme activité, il n’est pas utile de définir une variable représentant cette quantité
d’énergie.

Un ensemble de variables supplémentaires, bje, V(i,e) € A x £\ {2n}, est donc défini. La variable

bie représente la quantité de ressource consommée par une activité i entre les dates t. et to41. Ceci
nous permet de modéliser le probleme de la fagon suivante :

min Z Z bie (5.16)

i€A ec&\{2n}

te <tegq Ve e &\ {2n} (5.17)

> wie=1 Vie A (5.18)

ec&

> vie=1 Vie A (5.19)

eef

Tieest; <t Vie A, Vee & (5.20)

te < mielst; + (1 —xe) T Vie A, Vee & (5.21)

te > yeeet; Vie A, Vee & (5.22)

letiyie + (1 — yie) T > e Vic A, Vec& (5.23)

> bie < R(tesr — te) Ve € £\ {2n} (5.24)

€A

tp 2 te+ (wie +yiy — 1) Wi/ fi(ri***) Vice A Ve, fel;f>e (5.25)
> b =W, Vie A (5.26)

ecE\{2n}

bie > 1 (toyg —te) — M | 1 — Ze:xif + iy,-f Vi€ A, Yee€ &\ {2n} (5.27)

=0 =0

bie <% (teg1 — te) Vie A, Vee &\ {2n} (5.28)
ixif_iyif M > b Vie A, Ve e £\ {2n} (5.29)
F=0 f=0

te >0 Vee & (5.30)

bie > 0 Vie A, Ve e £\ {2n} (5.31)

zie € {0,1}, yie € {0,1} Vie A, Vee& (5.32)

L’objectif, décrit par I’équation (5.16), est de minimiser la consommation totale de la ressource,
i.e. la somme des consommations de toutes les taches. On peut facilement modifier cet objectif afin de

minimiser la date de fin du projet en remplacant I’objectif par :
min tg|

La contrainte (5.17) ordonne les événements. La contrainte (5.18) (resp. (5.19)) s’assure que chaque

activité ne commence (resp. finisse) qu'une et une seule fois. En effet, chaque début (resp. fin) d’activité
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ne peut étre associé qu’a un et un seul événement.

Les contraintes (5.20) et (5.21) garantissent que la date d’un événement correspondant au début
d’une activité soit bien comprise dans sa fenétre de temps, i.e. dans 'intervalle [est;, [st;]. En effet,
si ’événement e correspond au début de 'activité i, i.e. x;e = 1, alors la premiére inégalité devient
est; < t. et la seconde t, < [st;. Les autres configurations donnent : 0 < t. < T et ceci est trivialement
vérifié. De méme, les contraintes (5.22) et (5.23) s’assurent que, si un événement e correspond a la fin

d’une activité ¢, alors t. est bien compris entre eet; et let;.

La contrainte (5.24) s’assure que, dans la période de temps comprise entre t. et t.y1, la quantité

de ressource consommée n’excede pas la capacité de cette derniere.

La contrainte (5.25) modélise le fait que si 'activité ¢ commence & ’événement e et se termine a
I’événement f, alors les dates correspondant & ces deux événements sont au moins séparées par la durée

de cette tache. Or, comme nous ne connaissons pas cette durée, nous utilisons une borne inférieure :

Wi/ fi(ri"®).

La contrainte (5.26) modélise le fait qu’'une activité doit recevoir au moins la quantité d’énergie

requise par la donnée du probleme.

Les contraintes (5.27) et (5.28) permettent de s’assurer que la consommation instantanée de chaque
min
i

suffit de remarquer que, dans la premiere inégalité, Z?:o xif —250:0 yif = 1 si et seulement si l'activité

activité est bien comprise entre r et " durant toute sa durée d’exécution. Pour s’en assurer, il

i est en cours entre les événements e et e+ 1. L’inégalité devient donc b;e > r™"(t.41 —t.). Les autres
configurations possibles donnent b;, > Tgnin(te_t'_l —te)— M, avec M une constante suffisamment grande

pour dépasser 7" (toiq — te).

La contrainte (5.29) garantit que si 'activité ¢ n’est pas en cours entre les événements e et e + 1,
alors b;e = 0. En effet, si 'activité i n’est pas en cours, i.e. Z?:o Tif _Z?:o y;r = 0, la contrainte s’écrit
0 > b;e et donc on a bien b;. = 0. Dans le cas ou ’activité i est en cours, i.e. fo:o Tif — fo:o vif = 1,
la contrainte s’écrit M > b;. et, si M est une constante suffisamment grande pour servir de borne
supérieure & b, alors la contrainte est valide. Notons aussi que ces contraintes empéchent qu’une
activité ne puisse commencer avant d’avoir fini. De plus, pour renforcer la formulation, nous pouvons
ajouter les contraintes (4.18) modélisant explicitement le fait qu'un événement “début d’activité” se

produit forcément avant I’événement “fin d’activité” lui correspondant.

Cette formulation posséde 4n? variables binaires, 2n? +n variables continues et 2n? + 13n? +4n —2

contraintes.

Fonction de rendement affine Pour adapter cette formulation au cas des fonctions de rendement
affines, nous avons, dans un premier temps, besoin de définir une variable w;e, Vi € A et Ve € £\ {2n}.
Cette variable sert a modéliser la quantité d’énergie apportée a une activité ¢ durant 'intervalle de
temps [te,tet1]. De plus, nous devons identifier les contraintes impliquant la variable b;. pour lesquelles
cette variable doit étre remplacée par la variable w;.. En d’autres termes, nous devons identifier les

contraintes traitant de la ressource et les contraintes liées a 1’énergie.

La contrainte (5.24), modélisant la contrainte de capacité de la ressource, n’est pas modifiée. De

méme, les contraintes (5.27) et (5.28), garantissant la contrainte de consommation maximale et mini-
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male de la ressource, restent inchangées. Enfin, la contrainte (5.29), s’assurant de la non consommation

de ressource des activités en dehors de leur exécution, ne nécessite aucun changement.

La contrainte (5.26) cependant, étant en charge du respect de 'apport requis en énergie de chaque

activité, doit étre réécrite en utilisant la variable adéquate, w;.. Ceci donne I'inégalité suivante :

Y wie=W; VieA (5.267)
ec€\{2n}

Il nous reste & écrire les contraintes permettant de lier les deux variables, i.e. de s’assurer de la

bonne conversion ressource/énergie. Nous ajoutons donc les contraintes suivantes au modele :

wie < aibie + cilters — te) Vie A, Yee &\ {2n} (5.33)

wie < Wi(D_wip — > vip) Vi€ A, Vee &\ {2n} (5.34)
f=0 f=0

Wie >0 Vie A, Vee £\ {2n} (5.35)

La contrainte (5.33) permet de modéliser 1’énergie apportée a l'activité i en fonction de la quantité
de ressource consommée par cette méme activité dans 'intervalle [t., t.11]. Notons d’abord 'utilisation
d’une inégalité et non d’une égalité. Ceci est di au fait que, lorsque 'activité n’est pas en cours entre
te et ter1, i.e. bje = 0, la contrainte devient w;e < ¢;(te+1 — te). Dans le cas d’une égalité, ceci aurait
été faux puisqu’on devrait avoir w;e = 0. Le role de la seconde contrainte est donc de s’assurer que
lorsque ’activité n’est pas en cours, on ait bien w;e = 0. En effet, lorsque 'activité n’est pas en cours,

la contrainte devient w;. < 0 et dans le cas contraire, 'inégalité s’écrit w;e < W;.

La seconde remarque qui peut étre faite est que, puisque la contrainte (5.33) utilise une inégalité,
w;e peut ne pas étre réellement égale a la quantité d’énergie apportée a ¢ entre t. et te41. En fait,

grace a 'objectif (5.16), ceci ne peut arriver.

Théoréme 5.1. Soit S une solution optimale du modéle décrit par (5.16)—(5.25), (5.267) et (5.27)-

(5.35). Alors S wvérifie la condition suivante :

bie
Vie A, Vee &\ {2n}, wie = fi (
t6+1 —te

) (e — )

Démonstration. Pour prouver le théoréme, commengons par remarquer que la contrainte (5.33) im-
plique w;e < f; ( bie ) (tet+1 — te). En effet,

te+1_te

fi <tbw> (tey1 —te) = (aitbie + Cz’> (ter1 — te)

e+1 — te e+1 — 756
= a;bje + Cz’(te—l-l - te)

Il nous reste donc a montrer que w;,e > f; ( teffi tc) (tex1 — te). Par I'absurde, supposons que 3i €

A, Je € £\ {2n} tel que w;e < f; (tefliite) (tet1 — te). Soit S¢ 'ensemble des solutions du CECSP et

soit ¢ : S¢ — R la fonction qui associe a une solution S sa consommation de ressource c(S). Nous

allons créer une nouvelle solution S’ qui vérifie que ¢(S) > ¢(5’), ce qui invalidera loptimalité de S.
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Pour cela, nous considérons la solution du CECSP associée a S. Notons S cette solution. S est
obtenue a partir de S de la maniere suivante, V(i,e) € A X & :

— 81 wje = 1 alors st; est fixé a ¢,

— si y;e = 1 alors et; est fixé a t.,

— bi(t) = e V€ [testes].

S’ est définie de la fagon suivante :

— st = sty
— ety =min(t € H| [, fi(bi(1)) = Wy),
B = { bi(t) S% st; <t < et;

0 sinon

Clairement, S’ est une solution pour le CECSP. Nous montrons maintenant que ¢(S) = ¢(S) > ¢(5").

Pour cela, nous allons montrer qu’il existe une tache i telle que et; > et, et donc [ Sett: bi(t)dt >

f;? bi(t)dt. De ce fait, nous aurons bien que > ;c 4 ;fj bi(t)dt > > ;ca sett; bi(t)dt.

On sait que 3(i,e) € A x & tel que :

bie
Wie < Ji (teﬂ - te) (fet1 — o)
b,
= sz‘e < Z fi <w> (te+1 — te)
ec& eck fet1 —te
et;
SWi=> wie <> filbi(t))(teqr — te) = /t fi(bi(t))dt
eck ecé St

t
= min (t € 7-[\/ fi(bi(t))dt> =et; <et;
Sti

v . i ' . - , on.
Donc nous avons bien et; > et; et ceci acheve la démonstration O

Notons que pour d’autres objectifs cela peut ne pas étre valide. Mais, la solution obtenue par le
modele peut toujours étre transformée en une solution du CECSP en temps polynomial. Pour cela, il

suffit de suivre la transformation proposée dans la preuve du théoreme 5.1.

Le modele ainsi défini posséde 4n? variables binaires, 4n? variables continues et 2n3 4+ 17n2 4 2n —2

contraintes.

Fonction de rendement affine par morceaux Lorsque les fonctions de rendement sont des
fonctions concaves affines par morceaux, nous utilisons aussi la variable w;e. pour représenter 1’énergie
regue par l'activité ¢ dans la période [t.,te11]. La contrainte (5.26) est utilisée pour modéliser le fait

que cette activité doive recevoir une quantité d’énergie W; durant son exécution.

Pour s’assurer de la bonne conversion entre la quantité de ressource consommeée par une activité
i dans une période [t,tet+1] et la quantité d’énergie regue par cette derniere dans la méme période,

I'inégalité (5.33) est remplacée par I'inégalité suivante :

Wie < aipb@'e + cip (te+1 — te) Vie A, Vpe P;, Vee€ & \ {Zn} (5.36)

Notons que la méme argumentation que celle de la preuve du théoréme 5.1 permet de nous assurer
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que la conversion faite par le modele entre la quantité d’énergie recue par 'activité et la quantité de

ressource consommeée par cette derniere est valide.

Le modele ainsi défini posséde 4n? variables binaires, 4n? variables continues et 2n®+ (15+2P)n?+

(1 — P)n — 2 contraintes, avec P = max;c |Pil.

Modéle on/off

Dans le modele on/off, une variable binaire z;c se charge d’assigner a chaque événement les dates

de début et de fin des activités. La variable z;. prendra la valeur 1 si et seulement si I’activité ¢ est en

cours d’exécution dans la période [te,te+1] et sera égale a 0 sinon. Ceci permet de diviser par deux le

nombre de variables binaires utilisées par rapport a la formulation start/end.

Fonction de rendement identité Dans le cas ou les fonctions de rendement sont la fonction
identité, nous définissons la variable b;. qui modélise la quantité de ressource consommée par l'activité
i entre les dates t. et to11. Comme pour le modeéle start/end, nous avons seulement besoin de définir
la variable b;., Vi € A et Ve € £\ {2n}. Ceci conduit a la formulation suivante :

min Z Z bie

i€A ec&\{2n}
te S te+1

Zzie > 1

ecé&

estizie < te <Isti(zie — Zie—1) + (1 — (Zie — Zie—1))T

eeti(ze—1 — Zie) < te

te <leti(zie—1 — 2zie) + (1 — (Zie—1 — 2ie))T

ty > te+ ((zie — zie—1) — (2if — zi,p—1) — YWi/ fi(r]"*")

Z Ziet < e(l - (Zie - Zi,efl))

e'=1

2n
Z zier < (2n —e)(1 + (zie — Zie—1))

e'=e

Z bie S R(teJrl - te)

i€A

S bie=W,

e€&\{2n}

bie = 17" (te1 — te) — M(1 = zc)
bie <" (tey1 — te)

ZieM > bje

te >0

bie >0

zie €{0,1}

Ve € £\ {2n}
Vie A

Vee E\{1l}, Vie A
Vee E\{1l}, Vie A
Vee E\{1}, Vie A
Ve, fe€e&, f>e#1, Vic A

Vee £\ {1}, Vic A

Vee E\{1}, Vie A
Ve € £\ {2n}
Vie A

Vee £\ {2n}, Vie A
Vee £\ {2n}, Vie A
Vee E\{2n}, Vie A
Ve € &

Vie A, Yee &\ {2n}
Vie A, Vee &

Dans cette formulation, 'objectif est décrit par (5.37). Ici, 'objectif est de minimiser la consommation

totale de la ressource durant tout le projet. Si I’on souhaite minimiser la date de fin du projet, ’objectif
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s’écrit facilement comme :

min ?g|

La contrainte (5.38) joue le méme role que dans la formulation start/end, a savoir, ordonner les

événements.

La contrainte (5.39) stipule que chaque activité doit étre ordonnancée une fois dans toute la durée

du projet.

La contrainte (5.40) s’assure que la date d’un événement correspondant au début d’une activité
soit bien comprise dans sa fenétre de temps. En effet, si I’événement e correspond au début de 'activité
i,1i.e. 2z, =1let z,.1 =0, I'inégalité devient alors : est; < t. < Ist;. Notons que pour le cas e = 1,
Zie—1— Zie €st remplacé par z;.. De méme, les contraintes (5.41) et (5.42) garantissent qu'un événement
correspondant a la fin d’une activité soit bien compris entre eet; et let;. Ici, il n’est pas nécessaire de

considérer le cas e = 1 car cet événement ne peut pas correspondre a la fin d’une activité.

La contrainte (5.43) assure une séparation suffisante entre un événement correspondant au début
d’une activité et un événement correspondant a la fin de cette méme activité. Ici, comme nous ne
connaissons pas la durée d’une activité, nous utilisons une borne inférieure sur cette derniere. Pour le

cas ot e = 1, il suffit de remplacer z; c—1 — zje par zje.

Les contraintes (5.44) et (5.45), appelées contraintes de contiguité, assure la non-préemption des
activités. Une preuve formelle de la validité de ces contraintes est décrite dans [KALMI1]. Ici aussi,

le cas e = 1, est traité en remplacant z; c—1 — 2je Par Zie.

La contrainte (5.46) représente la capacité de la ressource tandis que la contrainte (5.47) s’assure

que chaque activité regoit bien la quantité d’énergie requise par la donnée du probléme.

Les contraintes (5.48), (5.49) et (5.50) — permettant respectivement de modéliser les contraintes
de consommation minimale, de consommation maximale et de consommation nulle en dehors de I'in-
tervalle d’exécution de i — se déduisent directement des contraintes (5.27), (5.28) et (5.29). Dans un

premier temps, remarquons que nous avons la relation suivante :

Zie = Zﬂfif—zyz‘f Vie A, Yee £\ {2n} (5.54)
F=1 F=1

En effet, z;e vaut 1 si et seulement si activité i est en cours entre t. et t.41, c’est-a-dire si I'activité
a commencé a I'événement e ou avant, i.e. > %_jx;y = 1, et si elle ne finit pas a 'événement e
ou avant, i.e. 3% ;y;y = 0. Dans ce cas, nous avons bien > % ; xif — 2% yiy = 1 = ze. Les
contraintes (5.48), (5.49) et (5.50) s’obtiennent donc facilement & partir de (5.27), (5.28) et (5.29) en
remplacant >-%_q iy — Y.5_1 Yif PAr Zic.

Le modele ainsi défini possede 2n? — n variables binaires, 2n? + n variables continues et 2n® +

13n2 — n — 2 contraintes.

Fonction de rendement affine Pour modéliser la conversion de la ressource en énergie, nous
définissons une variable wie, V(i,e) € A x £\ {2n}, représentant la quantité d’énergie apportée a

lactivité i dans Uintervalle [t.,te41]. Puis, nous identifions les contraintes du précédent modeéle qui
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ont besoin d’étre réécrites a l'aide de cette variable. Ici, seule la contrainte (5.47) est concernée. La

réécriture donne la contrainte suivante :

dwie=W; Vie A (5.47)
ect

Dans un second temps, nous écrivons les contraintes liant les variables b;. et w;, :

Wie < aibje + ¢i(ter1 — te) Vie A, Vee &\ {2n} (5.55)
Wie < Wizie Vie A, Ve e £\ {2n} (5.56)
Wie >0 Vie A, Yee &\ {2n} (5.57)

Notons que la méme argumentation que celle de la preuve du théoréme 5.1 permet de nous assurer

de la bonne conversion entre énergie et ressource du modele.

Le modéle ainsi défini possede 2n? — n variables binaires, 4n? variables continues et 2n® + 17n? —

3n — 2 contraintes.

Fonction de rendement affine par morceaux Lorsque les fonctions de rendement sont des
fonctions concaves affines par morceaux, nous utilisons aussi la variable w;. pour représenter I’énergie
regue par l'activité ¢ dans la période [t.,te11]. La contrainte (5.26) est utilisée pour modéliser le fait

que cette activité doive recevoir une quantité d’énergie W; durant son exécution.

Pour s’assurer de la bonne conversion entre la quantité de ressource consommée par une activité
i dans une période [t.,te+1] et la quantité d’énergie reque par cette derniére dans la méme période,

I'inégalité (5.33) est remplacée par I'inégalité suivante :

Wie < aipbie + Cip (te+1 — te) Vie A, Vpe P;, Vee€ & \ {Qn} (5.58)

Le modele ainsi défini posséde 2n? — n variables binaires, 4n? variables continues et 2n3 + (15 +
2P)n? + (2 — P)n — 2 contraintes, avec P = max;c |P;|.

Dans la partie suivante, nous allons montrer comment améliorer ces modeles par le biais d’une
étude polyédrale et la proposition d’inégalités valides.

5.2 Renforcement des modéles

Dans cette section, nous présentons des améliorations mises en place pour les modeles indexés par
le temps et les modeles a événements du RCPSP et du CECSP.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressé aux modeles a temps discret pour lesquels
nous proposons des inégalités valides déduites directement du raisonnement énergétique présenté a la
sous-section 2.2.3 pour le CuSP et a la section 3.2 pour le CECSP. En effet, ces modeles restent les
modeles les plus efficaces pour résoudre le CECSP ou le RCPSP, ceci étant principalement dii a la

qualité relative de leur relaxation.

Cependant, les limitations de ces modéles nous ont poussé & nous intéresser plus particulierement
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a lamélioration des modeles a événements. En effet, le nombre de variables et de contraintes des
modeles discrets dépend de la taille de ’horizon de temps du probleme. Ce nombre peut donc s’avérer
trés important si I’horizon de temps est grand. De plus, pour le CECSP |, la discrétisation de ’horizon
de temps conduit a une réduction de I’espace des solutions et peut donc mener a des solutions sous-

optimales (voir exemple 1.2.3, page 33).

Pour améliorer les relaxations linéaires des modeéles a événements, nous avons étudié le polyedre
défini par I’ensemble de toutes les affectations possibles des variables binaires pour une seule activité,
pour lequel nous exhibons un ensemble minimal d’inégalités permettant de le décrire. De plus, plusieurs
ensembles d’inégalités valides sont proposées pour contribuer a I’amélioration des performances des
modeles a événements. Les améliorations apportées & ces modeles ont été faites en collaboration avec
Tamés Kis [NKAL16].

5.2.1 Amélioration des modeles indexés par le temps

Dans cette sous-section, nous montrons comment est utilisé le raisonnement énergétique décrit a
la section 3.2 pour exhiber des inégalités valides pour les modéles de programmation linéaire mixte
indexés par le temps du RCPSP et du CECSP. Nous commengons par détailler le cas du CECSP avant

de montrer comment appliquer le méme raisonnement pour le RCPSP.

Pour intégrer le raisonnement énergétique dans les modéles indexés par le temps, nous utilisons
I'équation qui se trouve au centre de ce raisonnement (cf. équation (2.2)). Soit Z l’ensemble des

intervalles d’intérét du raisonnement énergétique, alors 1’équation s’écrit :

SL(t1,t2) >0 V[tl,tg] el
= b(i, t1,t2) + > b(j,t1,ta) < R(ta —t1) V[t1,ta] € T
s
W

Soit CR : R x H x H — R qui associe & une quantité d’énergie w et & un intervalle [¢, 2], la
quantité de ressource minimale a consommer dans [t1,t2] pour apporter a une activité une énergie w
(voir équation (3.21)). En considérant toutes les expressions possibles pour b(i,t1,%2) et en utilisant
les variables x;; et y; pour activer ou non 1’équation correspondant a la consommation minimale de

ressource dans [t1, t3], nous obtenons les inégalités suivantes :

1= @iy — > yi | CR(Wi,t1,ta) + Y b(j,tr1,t2) < Rty — t)

t<t1 >t j#i

Vi € A, V[tl, tQ] el (5.59)

L’inégalité (5.59) représente le cas ou l'intervalle [est;, let;] est compléetement inclus dans [¢1, t2].
En effet, les différents cas possibles sont :
— lactivité commence apres t; et finit avant fo. Dans ce cas-la, 'inégalité devient :
CR (W, t1, tg)—l—Z#i b(j,t1,t2) < R(ta—t1). Ceci correspond au cas ou la contrainte est activée.
— lactivité commence avant ¢ et finit avant ¢5. Ici, I'inégalité devient : 3°, b(j,t1,t2) < R(ta—t1)

et ceci est vérifié quel que soit ¢ et [t1,t2]. Ce cas correspond au cas ou la contrainte n’est pas

127



CHAPITRE 5. MODELES POUR LE CECSP ET RENFORCEMENT DES MODELES

activée.
— lactivité commence apres t; et finit apres to. Ce cas est similaire au précédent.
— lactivité commence avant t; et finit apres to. L’inégalité s’écrit alors : 2j¢ib(j,t1,t2) -

CR (Wi, t1,t2) < R(ta — t1). Ce cas est aussi similaire au second.

(@iest; + Yijget, — 1) CR(W; — fi(ri™*®) (t1 — est; + let; — ta2) , t1,t2)

+ 3 7b(j,t1,t2) < R(ta —t1) Vie A, V[ti,ts] €T (5.60)
J#i

L’inégalité (5.60) correspond au cas ou l'activité est centrée, i.e. est; < t1 < to < let; et W; —
(t1 — est; + let; — ta) > f;(r™")(ta—t1). Dans ce cas, 'inégalité sera activée si et seulement si I'activité

commence a est; (Z;esr; = 1) et finit a let; (Yijer, = 1).

to
Tiest; T Z yir — 1| CR(W; — fi (r"*) (t1 — est;) ,t1,t2) +
t=t1
Zb(j,tlﬂb) < Rty —t) Vie A, V[ti,ts) €L (5.61)
JF

L’inégalité (5.61) correspond au cas ou l'activité est calée & gauche, i.e. exécutée a r"** pendant

I'intervalle [est;, t1]. Cette inégalité est activée quand 'activité commence & est; et finit dans 'intervalle
[t1,t2).

to
(Z Tit + Yilet; — 1) CR(W; — fi (r") (t2 — let;) , t1,t2)

t=t1
+ ) b(j,t1,t2) < R(ta —t1) Vie A, V[t,t] €T (5.62)
J#i

L’inégalité (5.62) correspond au cas ou 'activité est calée a droite, i.e. exécutée a r;"** pendant
l'intervalle [to,let;]. Cette inégalité est activée quand l'activité commence dans Uintervalle [¢y, 2] et

finit a let;.

(Z Ti+ > Yit — 1) P (ty = t1) + Y (4t t2)

t<t) >t ji

<R (tg — tl) Vi € A, V[tl,tz] el (5.63)

Enfin, 'inégalité (5.63) correspond au cas ot 'activité est exécutée a r™" durant 'intervalle [t1, o).
Cette inégalité assure que si l'activité commence a t; ou avant et finit a to ou apres alors la quantité de

ressource disponible dans [t1, to] est suffisante pour exécuter l'activité a szin durant tout cet intervalle.
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Le nombre d’inégalités ajoutées aux modeles est donc de l'ordre de 5|R|n avec |R| le nombre

d’intervalles d’intérét du raisonnement énergétique, i.e. |R| € O(n?).

Notons que ces inégalités peuvent aussi étre définies dans le cas du RCPSP. Dans ce cas la, nous
devons appliquer le méme raisonnement pour chaque ressource. Cependant, il y aura seulement trois
cas a considérer : 'activité est calée a gauche, I'activité est calée a droite et l'activité est en cours

d’exécution durant U'intervalle [t1,?2]. Ceci donne les inégalités suivantes :

to
Tiest; + O Yit — 1| brs(i,ti,ta) + > b(j,t1,t2) < Ry (ta — 1)
=t i

Vie A, Vk € R, V[tl,tg] el (564)

to
> @it + Yiger, — 1| brs(istit2) + Y b(j, t1,t2) < Ry (t2 — t1)
i=h i

Vie A, Vk € R, V[tl,tg] el (565)

S i+ Y yi — 1| bos(isti ta) + Y b4 t1,t2) < Ry (t2 — t1)
t<ty t>to J#i

Vie A, Vk € R, V[tl,tg] el (566)

avec brg(i,t1,t2), bog(i,t1,t2) et brg(i,t1,t2) comme définis dans la sous-section 2.2.3 pour le CuSP,

en remplacant b; par 7.

Le nombre d’inégalités ajoutées aux modeles est ici de 'ordre de 3|R|n avec |R| le nombre d’in-

tervalles d’intérét du raisonnement énergétique pour le RCPSP.

De telles inégalités ont été proposées dans le cadre du modele préemptif sur les ensembles admis-
sibles [BD04]. Ces inégalités sont ajoutées au modele indexé par le temps du CECSP et du RCPSP et
les performances de ces modeles avec ou sans ces inégalités sont évaluées dans le chapitre 6 afin de

montrer leur intérét.

Les modeles a temps discret sont particulierement efficaces pour le RCPSP et le CECSP. Cepen-

dant, ces modeles possedent des limitations qui sont décrites dans la section suivante.
5.2.2 Amélioration des modeles a événements

Dans cette sous-section, nous présentons les améliorations possibles des modeéles a événements.
Dans un premier temps, nous montrons que le modele start/end possede de meilleures relaxations
que le modele on/off, puis nous présentons un ensemble d’inégalités que nous pouvons rajouter au
modele on/off pour renforcer sa relaxation. Cet ensemble d’inégalités est ensuite utilisé pour donner
une description minimale du polyedre défini par ’ensemble de toutes les affectations possibles des

variables binaires z;e pour une seule activité [NKALI16].

D’autres ensembles d’inégalités, permettant ’ajout de nouvelles contraintes au modeéle, sont ensuite
présentées, la suppression des coefficients big-M dans les contraintes existantes ou ’amélioration des
contraintes existantes. Dans cette sous-section, nous présentons les résultats pour le CECSP car, dans

la plupart des cas, le remplacement de £ \ {2n} = {1,...,2n — 1} par {1,...,n} suffit & 'adaptation
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de la preuve au RCPSP. Cependant, lorsque ce n’est pas le cas ou que le résultat n’a pas été prouvé

pour le RCPSP, nous le précisons.

Comparaison des relaxations linéaires

Pour montrer que le modele start/end posseéde de meilleures relaxations linéaires que le modele
on/off, nous commengons par montrer que le modele start/end possede des relaxations au moins
aussi bonnes que celles du modele on/off. Pour cela, il suffit de montrer que toute solution du modéle
start/end, entiére ou non, est solution du modele on/off. Ceci peut étre fait en écrivant les variables z;.

en fonction des variables x;. et y;. et nous avons la relation suivante, décrite dans la sous-section 5.1.2 :

Zie = inf_zyif Vie A, Vee &\ {2n} (5.67)
f=1 f=1

Il nous reste maintenant & montrer que les relaxations du modéle on/off ne sont pas aussi bonnes
que celles du modele start/end. Pour cela, nous relachons les contraintes d’intégrité des deux modeles et
nous trouvons une solution pour la relaxation du modeéle on/off qui n’en est pas une pour la relaxation

du modeéle start /end.

Considérons le sous-modele formé des équations (5.39), (5.44) et (5.45) et le sous-modele formé des
équations (5.18), (5.19), (5.67) et de 'ensemble d’équations suivant : 3% yir +> . zi < 1, Vi € A.
Clairement, si nous trouvons une solution pour le premier sous-modele qui n’en est pas une pour le
second, ceci montrera bien que les relaxations du modele on/off ne sont pas aussi bonnes que celles
des modeles start/end. En effet, toute solution d’un des sous-modeles est solution du modele entier
(start/end ou on/off) en considérant I'instance suivante : Vi € A, est; = 0, let; = T, r™" =0, r"o® =
1, Wi =1, fi(bi(t)) = bi(t) et B=n.

Nous nous plagons dans le cas ou le nombre d’activités est de 2. Alors, nous avons |£| = 4. Dans

la suite, les taches sont notées par les indices a et b et les événements par 0, 1, 2 et 3.

Nous constatons tout d’abord que z, = (0,6;0; 0,7; 0) est bien une solution du sous-modele
on/off.

Nous devons maintenant montrer que le sous modele start/end ne posséde pas de solution avec

za = (0,63 0; 0,7; 0). Pour cela, étudions les contraintes du modeéle qui n’impliquent que activité a :

Tq0 + ZTal + Ta2 + T3 =1 (5.68)
Ya0 + Ya1 + Ya2 + Ya3 =1 (5.69)
Ya0 + Ta0 + Tal + Ta2 + Taz < 1 (5.70)
Ya0 + Yal + Ta1 + Ta2 + Taz < 1 (5.71)
Ya0 + Ya1 + Ya2 + Ta2 + Ta3 < 1 (5.72)
Ya0 + Ya1 + Ya2 + Ya3 + Ta3 < 1 (5.73)
0.6 = a0 — Ya0 (5.74)
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0 =240 — Ya0 + Tal — Yal (575)
0.7 =240 — Ya0 + Tal — Yal + Ta2 — Ya2 (576)
0 =240 — Ya0 + Ta1l — Yal + Ta2 — Ya2 + Ta3 — Ya3 (577)

Clairement, dans le modele start/end, nous avons les contraintes suivantes : x43 = 0 et y,0 = 0.

Dong, les contraintes (5.74) et (5.77) impliquent que z,0 = 0,6 et y,3 =0, 7.

Or, la contrainte (5.75) implique y,1 = 0,6+ x4 et la contrainte (5.68) implique 0,6+ x41 + Ta2 =
1= 240 =0,4—x4.

La contrainte (5.71) peut donc s’écrire 0,6 + 2241 + Tg2 < 1= 14241 < 1= x4 = 0.

Ceci implique z42 = 0,4 et y,1 = 0,6, et 'on obtient une contradiction avec la contrainte (5.69)
puisque 0 40,6 4 Y42 + 0,7 > 1.

Donc, nous avons bien montré que le modele start /end possede en théorie de meilleures relaxations
que le modele on/off. Cependant, si nous ajoutons un ensemble particulier d’inégalités a ce modele,

ceci n’est peut ne pas étre le cas. De telles inégalités sont décrites dans le paragraphe suivant.
Inégalités de non préemption

Dans ce paragraphe, nous présentons un ensemble d’inégalités que nous utilisons pour donner une
description minimale du polyédre défini par I’ensemble de toutes les affectations possibles des variables

binaires z;e pour une seule activité [NKAL16].

L’ensemble d’inégalités, appelées inégalités de non préemption, est défini comme suit. Puisque,

dans tout ordonnancement réalisable, chaque activité doit étre exécutée sans préemption, z;. doit

satisfaire :
(=12, <1 (5.78)
eyEF

ou F = {eg, €1,...,€2,} est un sous-ensemble ordonné de cardinalité impaire de £* = & \ {2n}.

Soit le polyedre ZP; = {z; € [0,1]¢" | z; satisfait (5.39) et (5.78)} et soit ZQ; = conv{z; €
{0,1}¢7 | 2 satisfait (5.39),(5.44) et (5.45)}. Nous allons montrer le théoréme suivant :

Théoreme 5.2. ZP, = Z(Q);.

Démonstration. Dans un premier temps, nous rappelons le lemme de Farkas que nous utiliserons plus

tard dans la preuve.

Lemme 5.1 (Lemme de Farkas). Soit A une matrice de taille m x n et b un vecteur de R™. Il existe

un vecteur x € R™ vérifiant Ax = b si et seulement si pour tout vecteur y € R™ tel que y' A <0 on a
yT'b <0.

Nous allons exhiber un ensemble d’inégalités linéaires décrivant Z(@);. Pour cela, commencons par
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remarquer que les sommets de Z@Q); sont exactement les vecteurs de dimension |£*| suivants :

Zite = Vu, ve &%, u<w

w {1 siu<e<w

0 sinon

Donc, un point z; € ZQ); si et seulement si le systéme linéaire suivant admet une solution réalisable :

> 2 A = Zie Ve € £* (5.79)
u<v
> Aw=1 (5.80)
u<v
A>0 (5.81)

Or, d’apres le lemme de Farkas, le systeme (5.79)—(5.81) admet une solution réalisable si et seule-

ment si Vi € RIET tel que :

v
e+ po <0, u<w (5.82)
e=u
1 satisfait aussi la condition suivante :
> heZie+ 110 <0 (5.83)
ecE*

Donc, puisque les rayons extrémes du cone caractérisé par (5.82) définissent toutes les inégalités
linéaires requises pour décrire Z(Q);, il suffit, pour prouver le théoréme, de trouver tous ces rayons

extrémes.

Nous allons ensuite montrer qu’il existe une bijection entre les rayons extrémes du cone (5.82)
vérifiant (5.83) et les inégalités de ZP;.

Pour trouver les rayons extrémes du cone (5.82), il suffit de considérer les trois cas suivants :

o > 0. Quitte & normaliser, nous pouvons suppposer que g = 1. Dans ce cas-1a, pour tout e € £*,
nous avons e < —1. En effet, ceci est déduit de (5.82) en considérant I’équation pour u = v = e.

Alors, en prenant pu, = —1,Ve € £*, (5.83) implique :

Z _Zz',e <-1
ect*

D’apres le lemme de Farkas, ceci est une inégalité valide pour Z@Q);. On peut remarquer que ces

inégalités sont équivalentes a (5.39).

o = 0. Alors, nous avons toujours un céne dont les rayons extrémes sont les vecteurs unité négatifs
* A . ’ . 7’ . .
de R®". Ces rayons extrémes nous donnent les inégalités zie > 0 qui sont les contraintes de non

négativité valides pour ZQ);.
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o < 0. Quitte a normaliser, nous pouvons supposer que g = —1. Nous allons prouver que dans ce

cas, il existe une bijection entre les points extrémes du polyedre H défini par :
v
Z,uegl u<w (5.84)
e=u

et les inégalités (5.78). Comme (5.84) implique (5.83), ceci montrera bien la bijection entre les rayons
extrémes de (5.82) vérifiant (5.83) et les inégalités (5.78).

Dans un premier temps, nous montrons que le vecteur formé des coefficients de la partie gauche

de chaque inégalité de (5.78) est une solution de (5.84) correspondant & un point extréme de H.

Soit F = {ep,e1,...,€e2,} un ensemble d’événements vérifiant e; < e; 1 pour ¢ =0,...,2v — 1. Le

vecteur 1 formé des coefficients de la partie gauche de chaque inégalité de (5.78) est défini par :

_ (-1)* sie=e, €F
1o siec &\ F

Pour prouver que 7 est une solution de (5.84) correspondant a un point extréme de H, nous exhibons
un sous-systéme L de (5.84) contenant |£*| inégalités linéairement indépendantes telles que chaque

inégalité de L soit vérifiée a 1’égalité par f.

Le sous-systeme L est formé des inégalités suivantes :

€o
Z,uegl u=1,...,e9—1
e=u

u

Zuegl U= ey, ..., |E
€=€2y

De plus, L contient I'ensemble d’inégalités suivant, défini pour tout ensemble formé de 3 événements

consécutifs egy,, €9y11, €2y42 € F :

€2u+2

D he<1

e=€2y

t
ZNeSl t=egyy... €242 — 1
€=€2qy

€2u+42

Zlu’egl t:62u+1+17"'762u+2_1
e=t

On peut facilement vérifier que le systeme ci-dessus est formé de |£*| inégalités linéairement indépen-

dantes et que 7i vérifie chacune d’entre elle & 1’égalité et ceci prouve notre affirmation.

Nous montrons maintenant que toute solution zi correspondant a un point extréme de H équivaut a
une inégalité de (5.78). Dans un premier temps, remarquons que la matrice formée par les coefficients de
la partie gauche de (5.84) est totalement unimodulaire. En effet, les colonnes de cette matrice peuvent
étre réordonnées de telle sorte que chaque ligne ne contienne que des 1 consécutifs. Donc, tout sommet
de ce polyedre est un vecteur a valeurs entieres. Nous remarquons aussi que 1z, < 1, Ve € £, puisque

te < 1 est une inégalité de (5.84) (u = v) pour tout e € £*.
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Soit uy le premier indice tel que 1, # 0. Nous affirmons que fi,,, = 1. Supposons que ce ne soit
pas le cas, i.e. [z, < —1 (les coordonnées de 7z sont entieres). Puisque 7z est un point extréme de H,
il existe un sous-ensemble L formé de |£*| inégalités linéairement indépendantes de (5.84) qui sont

satisfaites a I’égalité par 7.

Remarquons que L doit contenir une inégalité impliquant la variable p,,, . En effet, si ce n’est pas le
cas, cette variable peut étre arbitrairement fixée a une valeur négative et toujours satisfaire toutes les
inégalités de L. Et donc Ji ne serait pas un point extréme de H ce qui est une contradiction. Comme

ety He < 1. Comme elle doit étre

. = 0 pour e < up, une telle inégalité doit étre de la forme
satisfaite par i a ’égalité et que fi, < 1, nous avons que fi doit contenir au moins deux coordonnées
q1 et g2 tels que uyp < g1 < g2 < vy avec i, =, =1 et g, =0 pour ¢1 < e < g2. Mais, dans ce
cas-la, i violerait I'inégalité > -2 e < 1 et ceci est une contradiction. Donc, la premiere coordonnée

non nulle de & doit prendre la valeur 1.

La seconde coordonnée non nulle, disons us, ne peut prendre la valeur 1 par le méme raisonnement
que précédemment. Donc, cette valeur doit étre négative et entiere. Mais, dans ce cas-1a, nous pouvons
suivre la méme argumentation que précédemment pour montrer que uo doit apparaitre dans une des
inégalités de £ € L et aboutir a la méme contradiction que précédemment. Donc, la seconde coordonnée
non nulle de iz doit étre égale a —1. De plus, £ doit contenir une inégalité impliquant une variable i,
de valeur 1 dans fz. En effet, dans le cas contraire, i ne peut satisfaire £ a I’égalité. Si nous poursuivons
cette argumentation tant que p possede des coefficients non nuls apres us, nous reconnaissons la suite
de coefficients 1/ — 1 présente dans (5.78). O

Nous avons donc défini un ensemble d’inégalités permettant une description compléte du polyedre
formé par les vecteurs z; solution du modele on/off. Cependant, nous ne pouvons ajouter directement
ces inégalités au modele car leur nombre est exponentiel. Dans le chapitre 6, nous présenterons un
algorithme de séparation polynomial qui nous permettra de définir un algorithme de branch-and-
cut pour le CECSP et le RCPSP (rappelons que les résultats ci-dessus sont valides dans le cas du
RCPSP en posant £ = {1,...,n}).

Le paragraphe suivant présente d’autres inégalités valides pour le CECSP et le RCPSP.
Autres inégalités valides

Dans ce paragraphe, nous décrivons plusieurs ensembles d’inégalités valides pour le RCPSP et
le CECSP. Dans la suite, nous considérons qu’un événement correspond a une et une seule date de
début/fin, i.e. Ve € £\ {1}, il existe une et une seule activité ¢ vérifiant (2 c—1—2zie = 1)V (Zie — Zie—1 =
1). Cela est toujours possible puisque |E| = 2n. De plus, 'ajout de cette supposition ne change pas la

véracité de ce qui précede.

Séparation maximale entre deux événements Les inégalités définies dans ce paragraphe sont
des inégalités bornant supérieurement la valeur de teq1 — te, Ve € €\ {2n}. Pour définir ces inégalités,
nous étudions les fenétres de temps de chaque date de début et de fin d’une activité, i.e. [est;, [st;] et
[eet;, let;], Vi € A. L’idée principale repose sur le fait que, dans chacun de ces intervalles, un événement
doit forcément avoir lieu. De ce fait, nous savons qu’il y a au moins deux événements consécutifs dans

I’'union de deux fenétres de temps consécutives.
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Soit D l’ensemble de toutes les fenétres de temps, i.e. D = {lest;,lst;], [eet;, let;], Vi € A}.
Nous commengons par trier les intervalles de D suivant la regle suivante : [a,b] < [¢,d] & a <
cV(a=cNb<d)

Alors, soit D, (resp. D) la borne inférieure (resp. supérieure) de lintervalle D, nous avons la

propriété suivante :

tet1 — te < max(De, Det1) — min(De, Det1) Ve e £\ {2n} (5.85)

Exemple 5.2.1. Considérons l’ensemble d’intervalles suivant :

esty sty eety letq eets lety

[ [ ] T T ] [ [ ] ]
[ [ ] I I ] [ L ] ]

ests lsto ests Istg eets lets

Aprés avoir trié les intervalles, nous obtenons : [esty, lst1] < [esta, [sta] < [eet,let1] < [ests, Ists] <
[eets, lets] < [eetq, lets].

Alors, nous avons l’ensemble de contraintes suivantes :

- tg — tl S lStQ — est1
— t3 — t2 S let1 — €8t2
— t4 — tz < stz — eety
— t5 — ty < letg — ests
— t6 — t5 < l6t3 — 66t3

Notons aussi que I'ensemble d’inégalités D, < t, < D. peut ne pas étre valide. En effet, ici tg
peut correspondre a la fin de l'activité 3 et ¢5 a la fin de Pactivité 2, alors que D5 = [eets, lets] <
[eeta, lets] = Dg. On aurait alors Dg < t5 < De.

Ces contraintes peuvent étre ajoutées au modele on/off ou utilisées comme borne supérieure sur
min

la valeur de 7" (te4 — t.) dans (5.48). L’inégalité se réécrit donc comme :

bie > " (tey —to) — (max(ﬁe, Det1) — min(D, De+1)) (1 — zie) V(i,e) e AxE

Ces inégalités peuvent étre généralisées a tout sous-ensemble de k intervalles ordonnés {De, , ..., De, }
avec te, —te, < max(De,, De, ) — min(De,, De, ).

Date maximale d’un événement Une idée similaire a celle décrite dans le paragraphe précédent

peut étre utilisée pour ordonner les événements et calculer des bornes supérieures sur leur date.

Pour faire cela, nous commencons par trier les bornes supérieures des fenétres de temps de chaque
activité, i.e. lst; et est;, Vi € A, par ordre croissant. Alors, puisqu’un événement doit avoir lieu dans
chaque fenétre de temps, i.e. avant chaque borne supérieure de chaque fenétre, nous pouvons déduire

une borne supérieure sur la date de chaque événement.
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En effet, soit UP I’ensemble formé de toutes les bornes supérieures de toutes les fenétres de temps.

Alors, nous avons la propriété suivante :
te <UP. Veec & (5.86)

Exemple 5.2.2. Considérons les intervalles définis dans l’exemple 5.2.1. Alors, nous pouvons déduire

l’ensemble de contraintes suivantes :

- tl S lst1
— t2 S lstz
— t3 < lety
- t4 S l8t3
- t5 S letQ
— t6 < l6t3

Comme précédemment, nous pouvons utiliser ces inégalités comme contraintes additionnelles des
modeles a événements ou les utiliser a la place de T dans les contraintes (5.40) et(5.42). Les contraintes

s’écrivent alors :

estizie < te < lsti(zie — zie—1) + (1 — (Zie — Zie—1) ) UPe Veec E\{l}, Vie A
te < leti(zi,e,l — Zie) + (1 — (Z@efl — zie))Lﬂ?e Ve € £ \ {1}, Vie A

Pour le RCPSP, t,, correspond a borne supérieure sur la durée totale du projet, i.e. sur 7.

Inégalités valides dérivées du probleme de sac-a-dos Le rendement minimal de chaque activité
pouvant étre positif, nous pouvons considérer les contraintes de type sac-a-dos suivantes pour tout

e € £\ {2n} et les transformer facilement en inégalités valides :

> r"ze<B  Ve€& (5.87)
i€ At

ol AT est le sous-ensemble d’activités avec 77" > 0.

Inégalités de cliques Les inégalités de clique permettent de modéliser le fait que plusieurs variables
binaires z;c ne peuvent prendre la valeur 1 simultanément. Ces inégalités, déja établies dans le cas
du RCPSP [CAVT8T7a], correspondent aux sous-ensembles disjonctifs d’activités. Elles sont facilement
adaptables au cas du CECSP et sont définies de la maniere suivante. Soit C' un ensemble minimal d’ac-
tivités ne pouvant s’exécuter en parallele, i.e. telles que >, rlmm > B, alors ’ensemble d’inégalités

suivantes est valide pour le CECSP :

d ze<|Cl-1 VO, Vee€ (5.88)
eC

Différentes techniques permettant l'intégration des inégalités ci-dessus seront présentées et com-

parées dans le chapitre 6.
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des modeles de programmation linéaire en nombres entiers
pour le CECSP. Pour ce probléme, trois modeles sont pr