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1. Bevezetés

A valtozédsészlelés kérdése természetes médon meriil fel a statisztikdban,
azon beliil is kiillonosen az id@soranalizisben. A statisztika egyik leggyak-
rabban alkalmazott feltevése, hogy a folyamatunk dinamikéja idében valto-
zatlan, igy elegendéen nagy mintat tuduk gytjteni az elemzésiinkhéz. Ter-
mészetes igény tehdt, hogy ezt a feltevést tesztelni tudjuk.

A probléma megoldaséara szamos kisérlet tortént, f6képp a figgetlen meg-
figyelések és a klasszikus idésorok terén — ezek attekintése megtalalhato
Csorgd és Horvath (1997) kivalé monografidjdban. A bevett eljarasok itt
a likelihood-médszer és a kumulativ 6sszegek mddszere (CUSUM, 1d. Page,
1954, 1955) voltak.

Az elagazd folyamatok véltozdsészlelése viszonylag kevesebb figyelmet
kapott. Az eldgazé mechanizmusbdl szdrmazé véletlenség folytan a likeli-
hood-alapti médszerek jobbara nem hasznalhaték, tehat més eszk6zokhoz
kell folyamodnunk. A tesztfolyamatunk az tgynevezett kvézi-likelihood
mébdszert haszndlja motivacidként (Id. Gombay, 2008). Ezzel a megkoze-
litéssel sok sejtést kapunk a kordbbi munkakbdl, és a folyamatunk végsd
soron CUSUM-forméaban is felirhat6. A bizonyitadsok azonban a klasszikus
martingdlelméletre épiilnek, kiilonosen Karatzas és Shreve (1991) és Jacod
és Shiryaev (2003) targyaldsdban, valamint Kokoszka és Leipus (1998) egy
Héjek—Rényi-tipust lemmajara, amely az alternativ hipotézis mellett koz-
ponti jelentoségii lesz.

A kovetkezd jeloléseket fogjuk haszndlni: ® a Kronecker-szorzatot jeloli,
1; pedig az i-edik egységvektort. Sziiréseken mindig a természetes sziirést
értjiitk majd. A konvergenciasebességre a Landau-féle jelolést alkalmazzuk:
ha X, egy sztochasztikus folyamat, akkor X; = Op(g(t)) azt jelenti, hogy

az (L'(%))Dto mértékhalmaz feszes valamely to > O-ra (L itt egy valtozo

eloszlasét jeloli). Hasonloképp X¢ = op(g(t)) azt jelenti, hogy % =o.



2. A moddszeriink attekintése

Médszeriink a kévetkezd 1épésekbél fog &llni:

1. Vesziink egy vektorértékii X folyamatot, amelyet vagy a természetes,
vagy a nemnegativ valés szamokkal indexeliink, és mintdt vesziink a

folyamatbdl a 0 < t < T intervallumon.

2. Vélasztunk egy 6; paramétert, amely a folyamat dinamikajat iranyit-
ja. A f6 kérdés az lesz, hogy ez a paraméter t-ben allandé-e, vagyis

tesztelni szeretnénk a
Ho: 360: 6. =0, t€][0,T]
nullhipotézist a
Ha:3p€(0,1),0 #6": 0, =6, tc[0,pT) és 0, =0", t € [pT,T]

alternativ hipotézissel szemben. Fontos tovabbi feltétel lesz a stabili-
tés: 0, 0', 0" olyanok kell legyenek, hogy Ho mellett X-nek legyen
egyértelmii stacionarius eloszlasa, Ha mellett pedig ez a folyamat val-

tozas el6tti és valtozds utani részére is teljesiiljon.

3. Keresiink egy vektorértékd f fiiggvényt, amelyre
t
Mt Z:Xt—Xo—/ f(OS;XS_)ds
0

martingal lesz. Itt X, egyszerlien X ;-t jeloli folytonos s-re, és X o_1-
et diszkrét s-re. Hasonléképpen diszkrét s-re az integral egyszertien

Osszegzést jelent.

4. Feltételezziik, hogy 6; = 6 minden t-re, és Klimko és Nelson (1978)
feltételes legkisebb négyzetes (CLS) mddszere alapjdn egy 0r-vel jelolt

becslést adunk a 6 paraméterre.

e sz



6. Belatjuk, hogy ha 6; allandé t-ben, akkor
= (T)  ~-1/2—(T)
Mu :IT/MuT,’LLG[O,l]
eloszlasban konvergdl egy standard Brown-hidhoz a [0, 1] intervallu-
mon. Itt Iz egy véletlen normdlé matrix, amely a mintabdl szdmol-

haté.

7. Ezt felhasznilva teszteket definidlunk a @-ban torténd valtozéasra oly
—~(T
modon, hogy M, ) szuprémumadt vagy infimumat hasznaljuk tesztsta-

tisztikaként, a valtozéas irdnyanak fiiggvényében.

8. Belatjuk, hogy ha 60 a [0, T] intervallumon egyetlen pontban valtozik,
akkor a tesztstatisztikdnk 7' — oo mellett sztochasztikusan végtelen-

hez tart, azaz a tesztiink gyengén konzisztens.

—~ (T
9. Belatjuk, hogy az ML ) folyamat minimume-, illetve maximumbhelye jé

becslés a 0:-ben tortént valtozas idépontjara.

3. Viéltozasészlelés az INAR(p) folyamatra

El8szor a Pap és Szabd (2013) altal elért eredményeket tekintjitk at. A
p-edrendii egészértékli autoregresszids (INAR(p)) folyamat definicidja a ko-

vetkezd:
(31) Xk:aloXk,l—i—---—&—apoXk,p—l—ak,k:1,27....

Itt az ex-k fiiggetlen, azonos eloszlasi véletlen valtozdk p varhaté értékkel, és
ha Y nemnegativ egész értékii véletlen viltozd és a € (0, 1), akkor aoY jeloli
Y darab, egyméstol és Y-tdl is fliggetlen o varhaté értékii Bernoulli-eloszlasa
véletlen valtozé Osszegét. A modellt Alzaid és Al-Osh (1987) vezette be
p = 1-re, majd Du és Li (1991) magasabb p értékekre.



A szokésos médon kiterjesztjiik az dllapotteret, hogy Markov-lancot kap-

junk, és felirjuk a paramétervektorunkat:

Xk (65}
X1
. R
1% ap
Xk—p 14

Az altaldnos INAR(p) folyamatokra (ellentétben a specialis alakiakkal,
pl. a széles korben vizsgélt Poisson INAR-ral, ahol a bevandorlés, és igy az
egész folyamat eloszldsa is Poisson), csak néhdny cikkben taldlhat6 valtozas-
észlelési eljaras. Kiilonosen Kang és Lee (2009) kozleményére hivatkozunk
itt, ahol a szerzOk a miénkhez hasonlé tesztstatisztikat adnak egy, a miénk-
nél altaldnosabb modellre. Azonban nem tesznek allitdsokat az alternativ
hipotézis esetén, és a valtozas idépontjanak becslését sem vizsgdljik koze-
lebbrél. Mi mindkét kérdéssel foglalkozunk, ami stabilabb elméleti alapot ad
az eljdrasnak. A martingdlunkat a differencidival fogjuk definidlni, melyeket
gy kapunk, hogy a folyamatbdl levonjuk az el6z6 idépontra vett feltételes

varhato értéket:
(3.2) My=Xp —EXg|Fo1)=Xp—a Xp1—p, k=12....

Ezen kifejezések négyzetdsszegét minimalizélva kapjuk a CLS becsléseket:

(3.3)
~ n n T
~ an 1 X1 Xi—1| | Xk-1
0, =|_|:=Q, E X , Q,, = .
k=1 k=1
A tesztfolyamatunk definicija a kovetkezé lesz:
—~ 1/2 s X

3.4 M, (t) =1, MM -,
(34) ® >

ahol I,, egy becslése az informéciés méatrixnak, melyet a , score vector”



sz 2

.
=~ . o [ Xk—1 || Xk—1
I, := a,, TX +J,2L ,
D (@) X+ | T
k=1
és
A (1~ &) .
~k . ~2 1 r(n) 2 ~x\T
oy, = : , Opi=—— M, — (o) X1 -

aglp) (1— aglp)) k=1

A folyamatra tovabbi regularitasi feltételeket tesziink, kiilonosen azt, hogy
az a-k Osszege 1-nél kisebb legyen, azaz stabil legyen a folyamat. Ezek a
feltételek garantiljak az ergodicitéast, és az egyértelmii stacionarius eloszlas

létezését.

3.1 Definicié. Az (Xi)k>—p+1 INAR(p) folyamat teljesiti a Co feltételt, ha
E(X§) <00, ..., B(X®,11) < o0, E(e§) <00, a1+ +ap<1, p>0
mind teljesilnek rd, tovibbd ha oy, > 0 és a 0-ndl nagyobb a-k indezeinek

legnagyobb kozés osztdja 1.

A nullhipotézis mellett a f6 eredménytink a kévetkezo:

3.2 Tétel. Ha (Xi)k>—pt1 teljesiti a Co feltételt, és Ho is teljesiil, akkor
—~ D
M, — B as n — oo,

ahol (B(t))o<t<1 egy (p + 1)-dimenzids standard Brown-hid, és Ly elosz
ldsbeli konvergencidt jelél a D([0,1]) Szkorohod-téren.

Ezen eredmény alapjan kénnyen konstrualhatunk teszteket a paraméterek
valtozdsdra oly médon, hogy a tesztfolyamat valamely funkciondljat (pl.
szuprémumat vagy infimumdt) sszehasonlitjuk a Brown-hid megfeleld funk-

cionaljanak ismert eloszlasaval.

Az alternativ hipotézis mellett a kovetkez6 tovabbi feltételeket tessziik:



3.3 Definicié. Azt mondjuk, hogy az (Xi)r>—p+1 INAR(p) folyamatra tel-
jesil a Ca feltétel, ha 7 = |np| valamely p € (0,1)-re, valamint igaz, hogy
(Xk)_zﬂ_lgkgf és (Xk)k>7—+1 18 teljesz’tik a Co feltételt. Az (Xk)—p+1gk<-r és

(Xk)k>r+1 folyamatok paramétervektorait rendre a kovetkezdképp jeloljik:

P L IR L
M/ M//

A folyamat két felének egyértelmii staciondrius eloszldsdaval rendelkezd vekto-

rok jelolése rendre X' ¢s X" lesz. A kivetkezd tovdbbi jeloléseket haszndljuk:

X/ X/ T X// —i_// T /1_\
"'=F , Q"' :=E ,T:: lim —=.

A teszt gyenge konzisztencidjat az alabbi tétel bizonyitja:

3.4 Tétel. Tegyiik fel, hogy Ca teljesil. Az i = 1,2,...,p + 1 értékekre
legyen

—1/2

vi=1T (@) +((1-p)Q") )0 - 6").

Ha ; > 0, akkor a tesztfolyamat i-edik komponensére

sup J/\jln(t)“) = nl/Qwi + o]p(nl/z),
o<t<1

és forditva, ha v; < 0, akkor

inf J/\Zn(t)“) =n'2y; + op(n'/?).
0<t<1
Mint kordbban emlitettiik, a valtozas idépontjanak 7, becslése a tesztfo-
lyamat minimum- vagy maximumbhelye lesz. Erre vonatkozban a kévetkezo

allitast kapjuk:
3.5 Tétel. Ha C4 teljesiil, akkor

Tn — |np] = Op(1), amint n — oo.

o~

3.6 Kovetkezmény. A p, := = definiciéval p, — p = Op(n™").



4. Valtozasészlelés a Cox—Ingersoll-Ross folyamatra

Az el6z6ekben leirt eljaréds folytonos iddre is kiterjeszthets. A kovetkezdkben
ennek a részleteit adjuk meg Pap és Szabé6 (2016) alapjan. A Cox—Ingersoll—
Ross (CIR) folyamat definicidja a kovetkezé:

(4.1) dY; = (a — bY;) dt + oY dW;, t >0,

ahola > 0, b > 0, 0 > 0 és (Wi)i>0 egy standard Wiener-folyamat. Ezek
a feltételek biztositjak az egyértelmili stacionarius eloszlas 1étezését és az
ergodicitast, tovabba azt is, hogy egy nemnegativ értékbdl induldé megoldas
majdnem biztosan végig nemnegativ marad.

A Feller-diffaziéként is ismert CIR-~folyamatot elészor Feller (1951) vizs-
gélta, majd Cox et al. (1985) javasoltdk un. , short-term” kamatldbmodell-
ként. A folyamat statisztikai vizsgalata igy természetesen fontos kérdés volt
és sok figyelmet kapott.

Valtozasészlelési eljards ennek ellenére kevés taldlhaté az irodalomban:
Schmid és Tzotchev (2004) kontrollgorbék segitségével alakitottak ki egy
szekvenciélis, vagyis online eljardst, mig Guo és Héardle (2017) a lokélis pa-
ramétermddszert hasznéltdk a kvazi-maximum-likelihood becslésekre épitve
— lényegében a legnagyobb intervallumot akartdk megtalalni, amelyre a mo-
dell jol illeszkedik a mintéra.

A paramétervektorunk most a kévetkez6 lesz:

. H |

A o-ban val6 valtozasészlelés nem sziikséges, ugyanis a paraméter értékét
majdnem biztosan meghatarozhatjuk egy tetszdélegesen kis folytonos minté-
bél, igy az allandésdgat is megallapithatjuk.

A kovetkez6 martingélt fogjuk hasznélni:

(42) M, ::stYof/ (abeu)du:U/ VY, dW.,  s>0.
0 0



A becsléseink egy formélis analégiara épiilnek, de megkaphatdk a diszk-
rét idejli CLS becslések hatarértékeként is (Overbeck és Rydén, 1997, Theor-
em 3.1 és Theorem 3.3). Mindenesetre a levezetés pontos médja kevésbé lesz

fontos, mint a becslések szerkezete, amely lehet6vé teszi a teszt felépitését.

N ar| [ [ 1
(4.3) Or := |;5\T‘| = /O [—YS

Ez alapjan a tesztfolyamatunk a kévetkezo:

T —1
1 11
ds /
=Y o | Y5

dys.

—(T) —1/2 T ~ (T
(4.4) M, =1, / v am{™,  telo,1].
0 —rIs

Az informéciés métrix ebben az esetben viszonylag egyszerti:

s [T Ye =2
It :=0 vy ds, t €[0,1].
0 s s

A nullhipotézis mellett a kovetkez§ eredményt lathatjuk be, amelynek se-
gitségével ismét konstrudlhatunk egy- és kétoldali teszteket is a valtozas
észlelésére. A Cop-beli momentumfeltételekre itt nincs sziikség, hisz egy CIR-

folyamat minden momentuma véges.

4.1 Tétel. Legyen (Yi)icr, egy CIR-folyamat, melyre P(Yo € Ry) = 1.
Ekkor

—(T) p

M T =B as T — oo,
ahol (B(t))o<t<1 egy kétdimenzids standard Brown-hid, és a konvergencidt

eloszldsban értjik a D([0,1]) Szkorohod-téren.

Az alternativ hipotézis mellett a kovetkezo tételt lathatjuk be, amely a 3.4
Tétel megfelelje a CIR-folyamatra. A bizonyitas is a 3.4 Tételéhez hasonlo
alapdtlettel torténik, de a sziikséges segédlemmaék t6bb esetben jéval bonyo-
lultabbak.



4.2 Tétel. Tegyiik fel, hogy 0 vdltozdsa 0'-rél 0" -re térténik, a pT idbpont-
ban, ahol p € (0,1), valamint ' > 0 és 8" > 0 komponensenként. Legyen
1€ {1,2}, és

—1/2

=101 (@) +(1-pQ") ) (O —0"), T:= lim .

Ha v; > 0, akkor

—(T)
sup M, = T 24p; + op(T?).
t€[0,T]

Masfeldl, ha ¥; <0, akkor
(T
inf M, =T"p; 4 op(T?).
A CIR-folyamat esetében a véltozés id8pontjat 7r-vel becsiiljiik, és a pr :=

7 becslés tulajdonsdgait vizsgaljuk. A kévetkezd tétel konnyen megkaphatéd

a 3.5 Tétel megfelel6jébél a CIR-folyamatra.

4.3 Tétel. A 4.2 Tétel feltételei mellett, a megfeleld becslésre teljesiil, hogy

pr—p=O:(T).

5. CLS-szerii paraméterbecslés a Heston-modellre

Végiil Barczy et al. (2016) alapjdn bemutatunk egy feltételes legkisebb négy-
zeteken alapulé médszert a Heston-modellre, amely a kévetkezd sztochasz-

tikus differencidlegyenlet-rendszer megoldésas:

(5.1) dY; = (a — bY;) dt + 01/ Y; AW,
' dX, = (a — BY,) dt + 02V/Yi (0dW + /1 — 02 dB,),

ahola>0,b€eR, o, 20, 01,02 >0, p € (—=1,1), és (W¢, Bt)t>0 egy két-
dimenziés standard Wiener-folyamat, 1d. Heston (1993). Azonnal 14thatd,
hogy Y éppen a (4.1) &ltal definidlt Cox—Ingersoll-Ross folyamat. Az Y és
X folyamatok pénziigyi jelent&ségérdl 1d. pl. Hurn et al. (2013, 4. szakasz).



A legtobb kutatéds eziddig a CIR-modell és nem a magasabb dimenzids
Heston-modell paraméterbecslésére irdnyult. A CIR-modell diszkrét ideji
megfigyeléseire Overbeck és Rydén (1997) 3.1 és 3.3 Tétele all rendelkezés-
re, melyek a mi 5.2 Tételiink megfelel6i, de a o1 volatilitds-paramétert is
becsiilik, amelyet mi ismertnek feltételezlink. A becsléseink alakja, amely
hasonlit a korabbiakhoz, egy lehetséges mddot ad arra is, hogy kutatasainkat
a valtozasészlelés irdnyaba folytassuk.

Ugyanugy, mint a CIR-folyamatnal, itt is kizdrélag a b > 0 altal definialt
stabil esetre szoritkozunk. Ugyanigy nem becsiiljik a o1, o2 és o para-
métereket, hiszen ezeket majdnem biztosan kiszamithatjuk egy tetszdlege-
sen révid folytonos idejli mintdbdl. Szeretnénk diszkrét ideji megfigyelések
alapjan CLS becslést adni az (a,b, @, 3) paraméterekre. Ez azonban ne-
hezen kivitelezhetd, mert a minimalizalashoz sziikséges parcialis derivaltak
nemlinedris médon fiiggnek a paraméterektél, igy a megoldast nem tudjuk
analitikusan meghatarozni. Ezért atalakitjuk a paraméterteret, és a kovet-

kez6 transzformalt paraméterekre szamolunk CLS becsléseket:

1 _bu
afo e du

e—b

a—af fol (fou et dv) du
_B fol efbu du

(5.2)

S 2 a0

Az ezen paraméterekre vonatkozé parcidlis derivaltak mér linedrisak, igy
megkaphatjuk a szokdsos CLS becsléseket, amelyek felt{in6en hasonlitanak

az el6z6 esetekben kapottakra:

3

-1
n n

1 1 Yi !
= E2® Z v Yy Z Xi— Xi1 @ Yio1

i=1 [t i=1

29
_‘

P

Ezen becslések a kévetkezo tétel szerint rendelkeznek két igen elényos tulaj-
donsiggal. A bizonyitds ugyanazokat a martingalelméleti eszk6zoket hasz-
nélja, mint a CIR-folyamat valtozasészlelése, ezt pedig éppen a becslések

korabbiakhoz hasonlé szerkezete teszi lehet6vé.

10



5.1 Tétel. Ha b > 0, és (Yo, Xo) = (yo,x0), ahol yo > 0, zo € R, akkor
(Cn, Enﬁn,ﬁn) erdsen konzisztens és aszimptotikusan normdlis, azaz, amint

n — 0o, valamely G szigordan pozitiv definit mdtrizra

., — ¢
N~ .~ mb. , Jn —d| p
(cn7dn77n75n) H (C7 d7 "Y’ 5) €S \/ﬁ o~ _>N4 (07 G) N
Tn — 7
5, — 6

Az eredeti paraméterek becsléseit gy kapjuk, hogy az (5.2) becslésekre
alkalmazzuk a transzformécié inverzét. Ez a miivelet 1-hez tarté valdszinii-

séggel elvégezhetd.

~
~ 1
. —Cn ogin,
an 1—dy,
53 b, o — log dn R
( . ) ~ = |~ -~ g dp—1—logdy,
[679) /Yn — Cn 1’7,7/\2
~ (1—dn)
ﬁn S\n logii\n
1—dn

Ezen transzformécié utan az an. delta-mddszer segitségével kapjuk a kévet-

kez6 eredményt:

5.2 Tétel. Az 5.1 Tétel feltételei mellett (En,/l;n, an,,@n) is erdsen konzisz-

tens €s aszimptotikusan normdlis, azaz, amint n — oo,

an —a
(a’THb’ﬂ?O"ﬂvﬂ’ﬂ) —b> (aabvaaﬂ) és \/ﬁ An i-/\/;l (OuJGJT)7
On — O
Bn — B
ahol X
logd logd—1+d—
—ihg a0 0
7 0 -1 0 0
= | clogdti-d 2logd—d+d~} logddl—d | >
e LR (=
logd—1+d~ log d
0 e — 0 TE

az (5.3) egyenletben szerepld transzformdcid Jacobi-mdtriza.
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