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Sommario

In questo elaborato si studiano i processi stocastici con salti, si descrive il legame
che esiste fra equazioni differenziali stocastiche con salti e gli operatori integro-
differenziali, in analogia con il caso diffusivo. Si esplicita la funzione caratteristica
dei processi con salti che siano somma di integrali di funzioni deterministiche, con
I'interesse di comprendere quando si abbia l’esistenza di una densita. In partico-
lare si studiano il processo di salto-diffusione e il processo soluzione dell’equazione

di Langevin con salti.



Introduzione

In questo elaborato studiamo le equazioni differenziali stocastiche con salti
(SDE con salti), dunque i processi stocastici con salti che ne sono soluzione, e gli
operatori integro-differenziali (PIDE) a esse associati.

Per studiare questi oggetti, la cui teoria ¢ al momento in fase di elaborazione,
utilizziamo analogie con i casi conosciuti, ampliando le teorie note per le equazioni
differenziali stocastiche (SDE).

In particolare studiamo il processo salto-diffusione e I'equazione di Langevin

con salti.

In dettaglio, nel primo capitolo esponiamo il legame fra SDE e PDE tramite le
formule di Ito0 e le formule di rappresentazione di Feynmann-Ka¢. Introduciamo
le SDE lineari, i processi soluzione e le condizioni di esistenza della densita di

transizione, e le proprieta di gruppo di cui gode la PDE associata.

Nel secondo capitolo introduciamo il processo di Poisson, fondamentale per
la definizione di processi con salti, la misura di salto e di Lévy che consentono
una scrittura dei processi con salti utile per il loro studio. Definiamo quindi le
SDE con salti e si mostra il loro legame con le PIDE tramite le formule di It6
per processi con salti, quindi le formule di rappresentazione di Feynmann-Kac.

Applichiamo poi i risultati al processo di salto-diffusione.

Nel terzo capitolo definiamo l'equazione di Langevin e la sua variante con
salti, se ne descrive la PIDE associata. Dimostriamo come esplicitare la funzione
caratteristica di un processo stocastico con salti che sia somma di integrali di
funzioni deterministiche. Quindi applichiamo i risultati all’equazione di Langevin

con salti. Cerchiamo infine analogie con il caso diffusivo per le proprieta di

gruppo.
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Capitolo 1

SDE, SDE lineari

1.1 Legame tra SDE e PDE, Formule di rappre-

sentazione

In questo paragrafo descriviamo il profondo legame che sussiste tra equazioni
differenziali stocastiche (SDE) e operatori alle derivate parziali (PDE), attraverso
le formule di 1t6 e le formule di rappresentazione di Feynmann-Kac.

Per la trattazione completa della teoria delle equazioni differenziali stocastiche

rimandiamo al [7], Capitolo 9.

Consideriamo Z € R e le funzioni misurabili
b=0b(t,2): [0,T|xRY — RN o=0c(t,2):[0,T] x RY — RV*d

Le funzioni b e o sono dette coefficiente di drift e diffusione rispettivamente.
Sia poi W un moto browniano d-dimensionale definito sullo spazio di probabilita

filtrato (2, F, P, (F);) in cui valgono le ipotesi usuali.

Definizione 1.1. Una soluzione relativa a W della SDE di coefficienti Z, b, o &

un processo stocastico (X)scp,r, adattato rispetto alla filtrazione 73, tale che
® b(t, Xt) € Ll O'(t, Xt) € ]LQ

loc) loc

e si abbia
t t
X, =7 +/ b(s, Xs)ds —|—/ o(s, Xs)dWs, t €[0,T]
0 0

in modo equivalente



1.1 Legame tra SDE e PDE, Formule di rappresentazione

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt>th7 XO =7 (11)

Per la formula di It6 (A.4), per ogni funzione f = f(t,z) € CY*(R x RY) si
ha
df(t, Xt) = (.At + at)f(t, Xt)dt + Vf(t, Xt) . U(t, Xt)th

Ove A, e 'operatore alle derivate parziali e dato da

Af(t, ) = % S (0t,2)0"(10)) , Dui f(1,7) + 3 byl X, £ (0,0)

ed ¢ detto l'operatore caratteristico della SDE in (1.1).

Consideriamo il seguente il Problema di Cauchy

(A+0)u—au=f, in Sp:=0,T[xRY

u(T,x) = p(x)

(1.2)

ove f, a, ¢ sono funzioni note, con a € C(Sr) e inf a > —oco. Supponiamo che
i) 1 coefficienti b e o siano misurabili e abbiano al piu crescita lineare in x

ii) per ogni (t,x) € Sy esista una soluzione X** di (1.1), tale che X;* = z,

relativa a un moto Browniano d-dimensionale W nello spazio (2, F, P, (F3))

Teorema 1.1 (Formula di Feynmann-Kaé). Sia v € C?(Sy) N C(Sr) una
soluzione del problema di Cauchy (1.2). Supponendo che valgano le ipotesi i), ii)

e una fra le seguenti condizioni

1. esistono due costanti positive M e p tali che
lut, )| + (¢ 2)] < M1+ |2f"),  (t,z) € Sp

2. la matrice o e limitata ed esistono due costanti positive M e «, con «

sufficientemente piccolo, tali che

ult, o) + | f(t, )] < M, () € Sy
Allora per ogni (t,x) € Sy vale la seguente formula di rappresentazione

T
u(t,z) =B e~ I oeXds () / e~ S alrXiNdr (5 XY s

t



1.1 Legame tra SDE e PDE, Formule di rappresentazione

Osservazione 1.1. Sotto le ipotesi del teorema 1.1, per la soluzione del Problema

di Cauchy con a = f =0

(A+0)u(t,z) =0, in Sr:=]0,T[xRN

(1.3)
w(T,z) = p(x)
vale la seguente formula di rappresentazione
u(t, z) = E[p(Xz")] (1.4)

La formula di rappresentazione di Feynmann-Kac¢ descrive dunque lo stretto
legame tra SDE e EDP, generalizza la connessione che esiste fra soluzione fonda-
mentale dell’operatore del calore e densita di transizione del moto Browniano.
Infatti la formula (1.4) esprime il nesso fra la soluzione fondamentale della PDE
A+ 0, e il processo X; soluzione della SDE (1.1).

Piu precisamente, se esiste I'(, x, T, y) soluzione fondamentale per 'operatore

A + 0; allora, per ogni ¢ € Cy(RY), la funzione

u(t,z) = /RN o)Lt z,T,y)dy

¢ la soluzione classica del problema di Cauchy (1.3).

Dalla formula di rappresentazione segue che
Blo(X()] = [ el)l(t.o. Toy)dy
R

da cui si deduce che, per Parbitrarieta di ¢, fissati t < T e x € RY, la funzione
y— I(t,z,T,y)

e la densita della variabile aleatoria X%x. Per sottolineare questo legame diciamo
che I' ¢ la densita di transizione della SDE (1.1).

Analogamente se esiste y — ['(t,z,T,y), densita di transizione della SDE
(1.1), allora il problema di Cauchy (1.3) per l'operatore differenziale A + 0,
associato alla SDE ha soluzione classica esprimibile in termini di tale densita

ulta) =Blp(X17)) = [ oPt,. T,y

per ogni p € Cy(RY).

In altri termini I'(¢, z, T, y) € soluzione fondamentale per I'operatore A + 0.
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1.2 Equazioni differenziali stocastiche lineari

Introduciamo in questo paragrafo una classe importante di equazioni diffe-
renziali stocastiche, quelle lineari, ovvero le SDE i cui coefficienti siano funzioni
lineari della soluzione. Inoltre si descrive la corrispondente classe di operatori alle
derivate parziali a queste associati, chiamati operatori di Kolmogorov.

In particolare ci restringiamo al caso in cui i coefficienti delle SDE lineari siano

costanti, quindi indipendenti dalle variabili spazio-temporali.

Consideriamo dunque la SDE lineare a coefficienti costanti in RY

ove b € R, B e ¢ sono matrici reali di dimensione N x N e N x d rispetti-

vamente, e IV & un moto Browniano d-dimensionale, con d < N.

Teorema 1.2. La soluzione dell’equazione (1.5) con dato iniziale X§ = z ¢ data

da
t t
X7 =¢P (x +/ e *Pbds +/ e_SBadWs) (1.6)
0 0

Inoltre X ha distribuzione multinormale con valore atteso

¢
E[X]] = e (m + / e_SBbds>
0

cov(XF) = /0 (B0 (¢Bo) ds

e matrice di covarianza

dove indichiamo con e'? la serie assolutamente convergente

B tB)"
¢ :Z(nl)

n>0

Dimostrazione. Per dimostrare che X7 in (1.6) ¢ soluzione della SDE in (1.5)

utilizziamo la formula di It6. Poniamo
t t
Y, =z + / e *Bbds + / e *BodW,
0 0
per cui X7 = €'®Y;. Dunque otteniamo

dX?¥ = d(e'PY;) = Be'PYidt + ¢'Pay;
= BXFdt + 'B(e " Pbdt + e PodWy)
= (b+ BX?)dt 4 odW,



1.2 Equazioni differenziali stocastiche lineari

Per il teorema (A.4), essendo X somma di integrali di funzioni deterministi-
che, risulta avere distribuzione multinormale.

Poiché I'integrale stocastico ha media nulla, il valor medio ¢ dato da

t t t
my(t) = P (x —|—/ e *Pbds)= e’z + / e=)Bpds = !By + / e*Bbds
0 0 0

Per il calcolo della matrice di covarianza si utilizza 'isometria di Ito
C(t) = E[(X; — ma (1) (Xe — ma(t))]
= (e'P)E [( /0 t e *BadW;) ( /0 t e_SBadWs)*} (e?)
— ('P) /Ot(e_SBa)(e_SBa)*ds(etB)*
= /t(e(t_S)Bcr)(e(t_s)Ba)*ds
0
- /0 (¢Bo)(eBo) ds (1.7)

Osserviamo che in generale la matrice C'(t) ¢ soltanto semidefinita positiva
poiché d < N. 1l caso in cui la matrice C(t) ¢ definita positiva e di particolare
interesse. Infatti in tal caso il processo soluzione X} in (1.6) ha densita

y — I'(0,z,t,y) dove

[0, 2,t,y) = ! o= 3<CO " y=ma (), (y—ma(t)> (1.8)

(2m)NdetC(t)

per z,y € RN¥ et > 0.

Inoltre, per i risultati visti nel paragrafo 1.1, la densita di transizione I" e la

soluzione fondamentale della PDE associata alla SDE lineare in (1.5) data da

N N N
1 x
L=A+0 = Z (00™)ij0; O, + Z b, + Z By;x;0y, + 0,
i,7=1 =1 i,7=1
1 N
i,j=1

che si dimostra tramite la formula di 1t6 in (A.4).

L’operatore L e detto operatore di Kolmogorov.
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1.2.1 Condizioni di esistenza della densita

Come si e introdotto nel precedente paragrafo, il processo X} soluzione della
SDE lineare in (1.5) ha distribuzione multinormale, la cui matrice di covarianza e
semidefinita positiva. Affinché il processo abbia densita, la matrice di covarianza
deve essere definita positiva, ovvero il processo X}’ deve essere non degenere.

In questo paragrafo descriviamo le condizioni che garantiscono che la matrice sia

definita positiva, quindi l'esistenza della densita di transizione di X7.

e Controllabilita

Definizione 1.2. La coppia (B, o) si dice controllabile sull’intervallo [0, 7]
se per ogni x,y € RY esiste una funzione v € C([0,T];R?) tale che il

seguente problema

(1.10)

ha soluzione. In tal caso la funzione v & detta controllo per la coppia (B, o).

Osserviamo che il problema in (1.10) senza il dato finale v(7") = y risulta
essere un Problema di Cauchy per un’equazione differenziale ordinaria li-
neare del primo ordine, che dunque ammette sempre soluzione ~.
Imponendo la condizione finale si chiede che per ogni y € RY esista una
funzione v tale che la traiettoria =y, soluzione del Problema di Cauchy con
~v(0) = x, colpisca il bersaglio y al tempo T'. Il problema in tal caso puo
risultare non risolvibile.

In particolare 'esistenza del controllo dipende sia da B che da o.

Teorema 1.3. Per T > 0 la matrice

T
c(T) = / (eBo)(eBo)*dt
0
¢ definita positiva < La coppia (B, o) ¢ controllabile sull’intervallo [0, 7.

In tal caso un controllo ¢ dato da
o(t) = (o) MDY e Py —a), e 0,T]

ove
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Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che il problema di Cauchy (1.10)

senza dato finale

(1.11)

ha come soluzione
¢
v(t) = e'P <x + / (eSBU)U(S)dS> (1.12)
0

Inoltre notiamo di poter scrivere la matrice di covarianza C' del processo in
termini della matrice M. Infatti, per quanto visto nel calcolo della matrice

di covarianza del processo soluzione in (1.7), abbiamo
T
o) = / (eBor) (e B o) dt
0
T
— (eTB) / (eftBU) (eftBO,)*d“eTB)*
0

= (")M(T)(e"?)"

Dal momento che I’esponenziale di matrice ¢ non degenere, C' € non dege-

nere se e soltanto se M e non degenere.

Supponiamo pertanto M(7T) > 0 e dimostriamo che la coppia (B,o) ¢
controllabile. Per quanto visto in (1.12), imponendo la condizione finale

~(T) = y, otteniamo

Avendo supposto la matrice M (T') non degenere, scriviamo

MM (T)z = » <= /0 (c~B0) (e~ o) dt M~ (T) = — /0 (e~ Bo)o(t)dt
v(t) —tB

(e Bo)y* M YTz
— )= (eBo) M (T)(e Py —2)

—
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Viceversa supponiamo che la coppia (B, o) sia controllabile sull'intervallo
[0,T] e per assurdo assumiamo che M (T') sia degenere.
Allora esiste w € RN \ {0} tale che

T T
0 = (M(T)w,w) = { / (e~ 0) (e~ o) dtw, w) — / lw*e ol dt
0 0
Per cui si ottiene
we Ba =0, te[0,T]

Per ipotesi la coppia (B, o) e controllabile sull’intervallo [0, T, pertanto per
ogni 7,y € RY esiste un controllo tale che valga la (1.13). Moltiplicando

ambe le parti di (1.13) per w* si ottiene
T
w* (e TPy — 1) = / w*(e”Bo)u(t)dt = 0
0

che ¢ assurdo poiché w* # 0 e w*(e 7By — 2) = 0 deve valere per ogni
r,y € RV,
Condizione di Kalman

Teorema 1.4. La matrice C(T) ¢ definita positiva per 7' > 0 se e soltanto
se la coppia (B, o) soddisfa la condizione di Kalman, ovvero la matrice
(N x (Nd))-dimensionale a blocchi, definita da

(0 Bo ... BN—%f) (1.14)

ha rango massimo pari a N.

Dimostrazione. Per la dimostrazione utilizziamo il teorema di Cayley-Hamilton.
Sia

p(\) =det(B — M) = AV + 0 AV 1+ by A+ by
il polinomio caratteristico della matrice B, N x N-dimensionale. Il teorema

asserisce che p(B) = 0, ovvero

BN +b0,BY "'+ . 4+by 1 B+by=0

da cui si deduce che ogni potenza B* con k > N ¢ esprimibile come una

combinazione lineare di Iy, B, ..., BN71.
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Supponiamo che la matrice in (1.14) non abbia rango massimo, ovvero che
esista w € RV \ {0} tale che

w'o =w*Bo=...=wB" o =0
Dal teorema di Cayley-Hamilton segue che
w*B*oc =0, keN,

da cui si desume
weBo=0, t>0
In conclusione .
(C(T)w, w) :/ w*eBo|’dt = 0
0
ovvero la matrice C(T") € degenere per ogni 7" > 0.

Viceversa se la matrice C(T') ¢ degenere per ogni T' > 0 allora esiste w €
RY \ {0} tale che

quindi w*e'Po = 0 per t € [0, T]. Derivando otteniamo

dk * tB * pk
Ozﬁ(we O')‘t:O:U)BO', k‘eNo
quindi la matrice in (1.14) non ha rango massimo. O

Condizione di Hormander

Identifichiamo un operatore differenziale del primo ordine Y € R¥ dato da

WE

V() =) (@), f(2)

k=1

con il campo vettoriale individuato dai suoi coefficienti, quindi scriviamo
Y =(aq,...,an)

Il commutatore tra due campi vettoriali Y = (a4, ...,an), U = (b1, ..., On)

e definito come segue

N
YUl =YU-UY = (VB — Ucw)0s,

k=1
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Teorema 1.5. l'operatore L in (1.9) ha soluzione fondamentale se e solo
se lo spazio vettoriale generato dagli operatori differenziali 0,,,...,0,, €
(Bx, V) soddisfano la condizione di Hérmander, ovvero se lo spazio generato
dagli operatori differenziali 0,,,...,0,, e (Bz,V) e dai loro commutatori

di qualsiasi ordine coincide con R¥.

Per quanto visto nel teorema (1.4) si deduce che il teorema (1.5) & equiva-

lente al seguente

Teorema 1.6. Le condizioni di Kalman e Hormander sono equivalenti

Dimostrazione. Osserviamo che, posto Y = (Bx, V), peri =1,...,d si ha

aa: 7Y ZBkl Tp

ovvero [0,,,Y] ¢ il campo vettoriale con coefficienti dati dalla i-esima co-
lonna di B. Infatti

N N
= E Bljx]@cl + Ce —|— E BijjaxN
Jj=1 Jj=1
N N N
= E E Bijjamk = E Oékag;k
k=1 j—1 k=1
N
con ay = Y Byjx;. Da cui otteniamo
i=1

N
(00, Y] = Zaxzakaxk ;Bkiaxk
=1

Con lo stesso ragionamento [[0,,,Y],Y] ¢ il campo vettoriale che ha come

coefficienti le componenti della i-esima colonna di B2, e cosi via. D’altra



1.2 Equazioni differenziali stocastiche lineari

11

parte B¥o, per k = 1,..., N, ¢ la matrice N x d-dimensionale le cui colonne

sono le prime d colonne di B*.

]

Proposizione 1.1. Se ¢ soddisfatta la condizione di Hormander, ovve-
10 1gL(0zys - - - s Onyy (B, V), ove con L(Oy,,...,04,, (Bx,V)) = N indi-
chiamo l’algebra di Lie generata da O,,,...,0,, (Bx,V), allora le matrici

A = (00*) e B hanno rispettivamente la sequente forma

Ag O 0
0O 0 ... 0
a=| (1.15)
0 O 0
x % * ok
B; x x ok
B=|0 By ... x x (1.16)
0O 0 ... B, x

ove ogni B; é una matrice (m; X m;_1) di rango m; con

N
me>my>...>m,>1, Y my=N (1.17)
7j=1

Condizione sulla matrice (c0*)

Teorema 1.7. La matrice C'(T') ¢ definita positiva < ker(co*) non contiene

sottospazi non banali invarianti per B.
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1.2.2 Proprieta di gruppo

L’operatore di Kolmogorov della forma

1 N

ij=1

gode dell'importante proprieta di essere invariante rispetto alle traslazioni

sinistre di un gruppo di Lie su RY. Definiamo 1'operazione
le(t,x) =gt z) = (1,8 o (t,2) = (t+ 7,2 + €'P¢)

Per una trattazione pit completa dell’argomento rimandiamo agli articoli [4]
e [5] e al testo [2] ai capitoli 1 e 4
Si riconosce facilmente che (]RN +1 o) & un gruppo con elemento neutro (0, 0)

€ Ccon elemento mnverso
(ta x)_l - (_tv _eth)

Nell’appendice (B) ne riportiamo la dimostrazione.

La matrice jacobiana della traslazione sinistra l(¢, z) ¢ data da

1 0

10 10
Jie(0,0) = <B§ ]IN> N (b ]IN>

ove si & posto b la matrice N x 1

Da cui

d

tB¢ tB _
o e ¢ = Be'Pe|,_ = B¢

t=0

Una base dell’algebra di Lie di (RY,0) & data dalla base jacobiana, che &
composta dai campi vettoriali associati alle colonne della matrice J;, (0, 0), ossia

dai campi vettoriali Z; definiti da
Zil(x) = J,.(0,0) - e; = j-esima colonna di J;(0,0), reRY

Rimandiamo al paragrafo 1.2 di [2] per le dimostrazioni.

Otteniamo pertanto che la base jacobiana ¢ data dai N 4+ 1 campi vettoriali

O+ V- Bx, Ou,... 00
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Osserviamo che 'operatore di Kolmogorov in (1.18) ¢ ottenuto come somma
e prodotto dei campi vettoriali della base jacobiana. Ne consegue che 'operatore

L ¢ invariante a sinistra rispetto a [ nel senso che
L(uol:) = (Lu)ol;

ovvero se u ¢ soluzione dell’equazione Lu = 0 anche w ol ¢ soluzione della stessa
equazione.

In altri termini, se u ¢ soluzione di Lu = 0, allora v := u o L¢ ¢ soluzione di
L9y =0, ove L© & ottenuto da L traslandone a sinistra i coefficienti, vale a dire
LO = Lol

Posti z = (t,x), w = (T,y) € RV*! i verifica che la soluzione fondamentale

dell’operatore in (1.18), che denotiamo I', soddisfa

D(t,z,T,y) =T(z,w) =T(w oz 0)=Tt-T,2z—e"DBy 0,0)

Dimostrazione. Per quanto visto in (1.8), la soluzione fondamentale ¢ data da

1
V (2m)NdetC(T — t)

ove, per quanto visto nel teorema (1.2), abbiamo
ma(T —t) = T8y
da cui

My _oe-myp,(—(T — 1)) = eT=0B (g — t=D)By) — T8y _

Quindi otteniamo

T(t— T,z — By 0,0) = 1 B O (=) (TP y)) (TP z—y))>
V (2m)NdetC(—(t —T))
= ! e~ 3 <C(T—) ! (y=ma(T—1)),(y—ma (T—1))>
V @2m)NdetC(T —t)
=I(t,z,T,y)
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La classe degli operatori L che soddisfano la condizione di Hérmander, che
dunque hanno le matrici A e B come scritte in (1.15) e (1.16) rispettivamente,
contiene una sottoclasse di operatori che sono invarianti anche rispetto a un op-

portuno gruppo di dilatazione.

Definiamo la seguente dilatazione in RY
Sn(t,z) = (\*t, D(\)x), A>0 (1.19)

con

D()\) = diag( Mg, XLy - -, AL

ove I,,; denota la matrice identita m; x m;, ove le m; sono definite in (1.17).

Si dimostra che 'operatore L in (1.18) ¢ omogeneo rispetto a tale dilatazione
se e soltanto se tutti i blocchi x della rappresentazione canonica della matrice B

in (1.16) sono nulli. Per la dimostrazione rimandiamo al [5]. In questo caso si ha
L(uo ) = N (Lu) o 5y

In altri termini, se u e soluzione di Lu = 0, allora v := u o §, & soluzione di

LM = 0, ove L* ¢ ottenuto da L dilatandone i coefficienti, vale a dire L* = Lo 4.

Nei capitoli successivi saremo interessati a verificare se gli operatori integro-
differenziali di Kolmogorov associati alle equazioni differenziali stocastiche con
salti godono anche essi di queste proprieta. Verificheremo come viene mantenuta

I'invarianza per traslazione.



Capitolo 2

SDE con salti

2.1 Processo di Poisson

Il processo di Poisson ¢ un esempio fondamentale di processo conteggio, ov-
vero un processo aleatorio che rappresenta il numero di eventi occorsi entro un
tempo t. In altri termini € un processo atto a descrivere fenomeni aleatori che si
concentrano in certi istanti temporali.

Si tratta di un processo stocastico di Lévy, ha traiettorie discontinue, e rappre-
senta lo strumento cardine per definire processi stocastici con salti.
Per una trattazione completa dei processi di Lévy e del processo di Poisson si

rimanda al [7], capitolo 13 e al [1], capitoli 1 e 2.

Per costruire un processo di Poisson consideriamo una successione (7;,),>1 di
variabili aleatorie indipendenti e identicamente distribuite di distribuzione espo-
nenziale di parametro A > 0, 7,, ~ exp A. La densita di (7,),>1 pertanto ¢ data
da Ae 1L oo((t).

Consideriamo un modello in cui i salti avvengano in modo aleatorio e 7, indichi
la distanza temporale tra 1I'n-esimo salto e il precedente. In particolare 71 e il
tempo in cui accade il primo salto, 75 il tempo che intercorre tra il primo e il

secondo salto, 7, il tempo che intercorre tra I’(n — 1) e I'n-esimo salto.
1

0
consequenziali e %, da cui si deduce che, maggiore ¢ il parametro A, minore ¢ I’at-

Osserviamo che E[r,,] = 5, il che significa che il tempo medio di attesa tra salti

tesa del tempo che trascorre fra un salto e I'altro. Per questo motivo il parametro

A viene chiamato intensita.

15
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Cosideriamo inoltre, Vn € N, la successione
Tn:Tl—i-...—i—Tn:ZTk (2.1)
k=1

T, rappresenta il tempo in cui accade 1I'n-esimo evento. Essendo somma di
variabili aleatorie i.i.d. di distribuzione esponenziale la successione (7},),>1 ha di-
stribuzione Gamma di parametri n e A, T,, ~ I';, . Dunque la densita di (7},),>1

¢ data da )\e"\t%ﬂ[o,oo[(t)-

Definizione 2.1. 1l processo di Poisson con intensita A > 0 ¢ il processo
Ny=n se te[T,, Thul

con T, definito in (2.1). In modo equivalente si puo scrivere
Ny = Znﬂ[Tn,Tn+1[, Ny = Z Lz, <ty
n>1 n>1
Il processo di Poisson /N indica il numero di salti accaduti nell’intervallo tem-

porale [0,¢], ¢ dunque una funzione a salti di ampiezza unitaria e prende valori

interi non negativi.

Elenchiamo ora alcune delle importanti proprieta del processo di Poisson:

e Per definizione le traiettorie di IV sono continue a destra,

Ny = Ngyo:= lim Ny .S.
t t+ 31{1% ) q.s

e P(N;/ = N;) =1, Vt> 0. Per ogni t positivo quasi tutte le traiettorie
sono continue in t. Questo e dovuto al fatto che, essendo 7T, una varia-
bile aleatoria assolutamente continua, ovvero che ha densita rispetto alla
misura di Lebesgue, gli eventi trascurabili per la misura di Lebesgue sono
trascurabili per P. Pertanto P(7,, =t) =0, da cui

P(J(T, =t)=P(N; #N;)=0 = PN/ =N)=1

n>1

e Il processo N ha distribuzione di Poisson, ossia
At)"™
P(Nt = n) = eAt(—')ﬂ[O’m[(t) Vn € N
n!
Questo si dimostra a partire dalla conoscenza della distribuzione di T,, e
dall'uguaglianza P(N, =n) = P(T,, <t) — P(T,4+1 < t).
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e Poiché N ha distribuzione di Poisson si ha che E[V;] = At. Percio A rap-
presenta il valore atteso del numero di eventi che accadono in un intervallo

di tempo unitario, motivo per il quale viene chiamato intensita del processo

N.

e Gli incrementi del processo,
Nt - NS, 0 S s <t

sono indipendenti, ovvero incrementi disgiunti sono tra loro indipendenti.

Inoltre gli incrementi sono stazionari,
d
Nt_NS:Nt—87 O§S<t

ovvero la distribuzione degli incrementi dipende soltanto dalla lunghezza

dell’intervallo temporale.

e Il processo di Poisson N gode della proprieta di Markov, ossia dell’assenza

di memoria. Vale a dire che, per ogni funzione f Z-misurabile,
E[f(N)|F] = E[f(N))IN],  0<s<t

Quindi attesa di f(V;), note le informazioni del processo fino all’istante s,
e uguale all’attesa di f(N;), note le informazioni solo all’istante s, indipen-
dentemente da quanto successo prima.

Questa proprieta si dimostra utilizzando la definizione di processo di Poisson

partendo dalla posizione x al tempo ¢t

N3 = Np — N, + z, T>t

e La funzione caratteristica del processo di Poisson N e data da
o, (§) = M — wte)

Notiamo che, come ogni processo di Lévy, la funzione caratteristica di Ny
e esprimibile tramite ’esponente caratteristico v, il quale ¢ funzione nella

sola variabile £. L’esponente caratteristico di N e dato da

Y(§) = A = 1)
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Definizione 2.2. Sia N un processo di Poisson con intensita A > 0, sia Z =
(Z,)n>1 una successione di variabili aleatorie i.i.d. a valori in R? di distribuzione

71, indipendenti da N. Il processo di Poisson composto ¢ il processo dato da

N
Si=> Z, (2.2)
n=1

I salti del processo S occorrono negli stessi istanti temporali dei salti del pro-
cesso N ma, se N ha salti unitari, i salti di S hanno ampiezze aleatorie con

distribuzione 7.

Un processo di Poisson composto ha ancora incrementi indipendenti e stazio-

nari. Osserviamo che posto m = E[Z]] si ottiene

:E[gzl ZE{ZZ,JM }

n>1

= nE[Z]P(N, = n)

Inoltre la funzione caratteristica del processo e data da

ps,(§) = E[¢**] =E {exp (ié é Zn)] > E [eXp <Z€ Z Zk) Iy,= 1

n>1
l 1 _ _ At ()\“7(5))
_ ; £Z N, = n) P ; py

— o M — AUAE) 1) — t(E)

ove si & posto 7j(§) = E[e®?1].
Come ogni processo di Lévy, la funzione caratteristica di S €& esprimibile

tramite I’esponente caratteristico, che risulta

9O =\ = 1) = [ (¢4 = 1)aqlae) 2.3)

2.1.1 Misura di salto, Misura di Lévy

Denotiamo con 7, la successione definita in (2.1) degli istanti temporali in cui
avvengono i salti del processo di Poisson N. Sia S il processo di Poisson composto
definito in (2.2).
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Definizione 2.3. Per ogni I x H € Z([0, +00[xR) la misura di salto relativa al

processo S e la misura data da

IX H ZéT" 5Zn

n>1

Osserviamo che per I = [0,¢] abbiamo

J([0,] x H) Z(szn (2.4)

In altri termini J([0, ¢} x H) conta il numero di salti che accadono nell’intervallo
temporale [0, ¢] che abbiamo ampiezza contenuta nel borelliano H. J risulta essere
ben definita poiché si ha che, con probabilita uno, accadono solo un numero
finito di salti in intervalli di tempi limitati. Inoltre J prende solo valori interi
non negativi, essendo somma di delte di Dirac. Si tratta di una misura aleatoria
poiché dipende anche da w € €.

Calcoliamo il valore atteso della misura di salto J([0,t] x H)

— ;E [i 5Zn(H)lth—n]

- ; P(N; = n) ; P(6z,(H))
_ i -t (ATZ) n ;H)

_ o)

Inoltre

E[J([0, 2] x H)] = tE[J([0,1] x H)]
Definizione 2.4. Sia H € #A(R), sia J la misura di salto di S. La misura di
Lévy del processo S e la misura data da

v(H) == E[J([0,1] x H)] = An(H)

che ¢ una misura finita su #(R) tale che v(R) = A\. Dunque v indica il nu-
mero atteso di salti occorsi nellintervallo temporale [0,¢] che abbiamo ampiezza

contenuta nel borelliano H e, a differenza di J, v non ¢ a valori interi.
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t

Osservazione 2.1. L’esponente caratteristico del processo S; = Y Z,, puo es-
n=1

sere espresso in termini della misura di Lévy. Infatti, per quanto visto in (2.3),

abbiamo
vs(©) = [ (@ = Dagtdo) = [ (€ = Du(aa (2.5
R R
Questo fatto mette in risalto 'importante prorieta della misura di Lévy di

caratterizzare il processo S. Infatti la misura di Lévy determina I’esponente ca-

ratteristico, che a sua volta determina la funzione caratteristica del processo.

Definizione 2.5. Sia H € #(R), siano J e v rispettivamente le misure di salto

e di Lévy di S. La misura di salto compensata del processo S ¢ la misura data
da
J(dt,dy) = J(dt,dy) — v(dy)dt (2.6)

Enunciamo ora I'importante teorema che permette di scrivere S in termini di

misura di salto, ossia nella forma

Ny t
Sy = ZZ” = /0 /Rx(](ds,dx)
n=1

N

Teorema 2.1. Sia S; = Y Z, il processo di Poisson composto, con misura di
n=1

salto J e misura di Lévy v. Per ogni funzione f = f(t, z) abbiamo

> fs.AS,) //fsx (ds, dx)

0<s<t
ASs#0

Inoltre se f € L'([0, +00[xR, ds ® v) abbiamo

[//fsx dsdx} //fsx (da)d

Se f € L*([0, +oo[xR,ds @ v) allora si ottiene

K/ /f s,)J(ds, da >2}:At4f2(8,x)u(dx)ds

Osserviamo che considerando una funzione che non dipenda dalla variabile

temporale f = f(z) si ottiene

S (A8 = / / F(2)J(ds, dx)

0<s<t
ASs#0
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In particolare prendendo la funzione f(z) = x si ha infine

S, = izn - /O t /R vJ(ds, dx) (2.7)

2.2 SDE con salti

Introduciamo in questo paragrafo le equazioni differenziali stocastiche con sal-
ti (SDE con salti) nel caso generico con coefficienti variabili.
Quindi studiamo il legame che esiste fra le SDE con salti e gli operatori integro-
differenziali (PIDE), attraverso le formule di 1t6 e di Feynmann-Kac.
In particolare esaminiamo il processo di salto diffusione, soluzione di una SDE
con salti a coefficienti costanti.

Per una trattazione completa delle SDE con salti si rimanda a [7] capitolo 14.

Denotiamo con W il moto browniano unidimensionale definito sullo spazio di
probabilita (2, F, P, (F);) su cui valgono le ipotesi usuali. Sia poi J la misura
di salto compensata definita in (2.6). Inoltre consideriamo Z € R e le seguenti

funzioni localmente limitate e misurabili:
o u=p(t,z):[0,7] x R — R coefficiente di drift
e 0 =0(t,z):[0,7] x R — R coefficiente di diffusione

e a=ua(t,x,y):[0,T] x R x R — R coefficiente di salti

Definizione 2.6. Una soluzione relativa al moto browniano W e alla misura
di salto J dell’equazione differenziale stocastica di coefficienti Z, u, o, a € un
processo (Xy)eep,r) tale che o(t, Xy) € L, a(t, Xy, y) € L7 €

loc»

t t t
X, :Z+/ ,,L(s,Xs)der/ a(s,XS)dWer/ /a(s,XS,y)j(ds,dy)
0 0 0 JR

In forma differenziale

dX; = p(t, X;)dt + o(t, X;)dW, + / alt, Xe_,y)J(dt,dy), Xo=2Z (2.8)
R
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Teorema 2.2 (Formula di Ité6 unidimensionale per SDE con salti). Sia X
soluzione della SDE (2.8), sia f una funzione limitata in C*2([0,T] x R). Allora,

sotto ipotesi standard di Lipshitzianita e di crescita dei coefficienti, si ha
df (t, X3) = (A+0) f(t, Xp)dt + o(t, X3) 0, f(t, X)dW;
+ /R(f(t,Xt_ +alt, X, y)) — f(t, X)) J(dt, dy) (2.9)
ove A e l'operatore integro-differenziale con coefficienti variabili
02(;7 x) 9o f (£ 7)

+ /R(f(t r+alt,z,y) — f(t,x) —alt,z,y)0. f(t, x))v(dy) (2.10)

Af(t,x) = p(t,z)0. f(t,z) +

Osservazione 2.2. Osserviamo che l'operatore integro-differenziale associato
alla SDE in (2.8) ¢ dato da

L) = (A+ 0)1 (1) = ntt, 0.0 2) + T oo g0,

" / (F(t 2+ alt,z,y)) — F(t.2) — alt 2,9)0, f (1, 2))w(dy) + O f (1, )
(2.11)

2.2.1 Formule di rappresentazione

In analogia col caso di diffusione, anche per i processi stocastici con salti la

formula di Ito stabilisce un profondo legame fra le SDE con salti e gli operatori
integro-differenziali (PIDE).

Sotto le ipotesi del paragrafo precedente consideriamo la SDE con salti

dXt = [L(t, Xt)dt + U(t7 Xt)th + / a(t, Xt_, y)j(dt, dy)
R

Denotiamo (X5*)scpr) per t € [0,T] e per z € R la soluzione della SDE con
salti con condizione iniziale X} =z, e

con A l'operatore caratteristico di X definito in (2.10),

o(t, )

Af(t, ) = p(t, 2)0: (1, 2) + Ouar f (1, )

n / (f(t 2 + alt.z,y)) — (. 2) — a(t, 2,9)0, [ (£, 2))w(dy)
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Definizione 2.7. Siano ¢ e r funzioni continue e limitate, ¢ = p(z) € Cy(R) e
r =r(t,z) € Cy(R?). Una soluzione classica del problema di Cauchy per A + 0;
con dato finale ¢, ¢ una funzione u = u(t,z) € C?([0, T[xR)NC([0, T] x R) tale

che verifichi

(A+ O)u(t,x) = r(t,z)u(t, z), (t,xz) € [0,T[xR
u(T, x) = () z€R

(2.12)

Teorema 2.3 (Formula di rappresentazione di Feynman-Ka¢). Se esi-
ste una soluzione classica u al problema di Cauchy (2.12) tale che u,d,u €

L>(]0, T[xR) allora vale la seguente formula rappresentazione stocastica

u(t,z) = Ele” ftT’"(s’Xg’x)dsgp(Xfp’x)], tel0, T, zeR
Osservazione 2.3. Nelle ipotesi del teorema (2.3) per la soluzione u del problema
di Cauchy con r =0

(A+ O )u(t,z) =0, (t,z) € [0,T[xR
w(T,z) = p(z) reR

(2.13)

vale la seguente formula di rappresentazione
u(t, z) = E[p(X5")]
Dimostrazione. Dimostriamo il teorema nel caso in cui » = 0. Per la formula di
It6 in (2.9) abbiamo
T
w(T, X5%) —u(t,z) = / o(s, X" 0pu(s, XL%)dW,

// (s, X+ als, X%, y)) — u(s, X)) J (ds, dy)

Entrambi gli integrali del membro destro dell’equazione hanno media nulla. Quin-
di, prendendo il valor medio dell’equazione e imponendo la condizione finale

uw(T,x) = p(z), otteniamo

u(t,z) = Efu(t, v)] = E[u(T, X;")] = E[p(X7")]
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La formula di rappresentazione di Feynmann-Ka¢ descrive dunque lo stretto

legame tra SDE con salti e PIDE, generalizza i risultati visti nel paragrafo 1.1.

Piu precisamente, diciamo che esiste una soluzione fondamentale I'(¢, z, T, y)

per l'operatore integro-differenziale A + d; se, per ogni ¢ € Cy(RY), la funzione

u(t, ) = / o(y)T(t, 2, T, y)dy

¢ la soluzione classica limitata del problema di Cauchy (2.13). Se la soluzione
fondamentale I' esiste, dalla formula di rappresentazione segue che
Ble(X})] = [ w)l(t.a T.)dy
R

Per I'arbitrarieta di ¢, fissati t < T e x € R, si deduce che la funzione
Yy — F(ta xz, T7 y)

¢ la densita della variabile aleatoria Xfp’x. I' & chiamata la densita di transizione

della SDE con salti in (2.8).

Analogamente se esiste y — ['(t,z,T,y), densita di transizione della SDE
con salti in (2.8), allora il problema di Cauchy (2.13) per l'operatore integro-
differenziale A + 0, associato alla SDE con salti ha soluzione classica esprimibile
in termini di tale densita come

ult, v) = Elp(X{")] = /N ()Tt =, T, y)dy
R
per ogni ¢ € C' limitata, ossia ['(t,z,T,y) e soluzione fondamentale per 1'opera-

tore A + 0.

2.3 Processo salto-diffusione unidimesionale

Consideriamo il processo di salto-diffusione in R della forma

Ny

X, = ut + oW, + Z Z, (2.14)

n=1
ove u,0 € R, W & un moto browniano unidimensionale W; ~ Ny, N & un
processo di Poisson con intensita A, e (Z,),>1 € una successione di variabili alea-

torie i.i.d. con distribuzione n. Supponiamo che il moto browniano, il processo
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di Poisson e le variabili Z,, siano tra loro indipendenti.
L’intento e di descriverne 'operatore integro-differenziale associato al processo,

la funzione caratteristica e la densita.

Osservazione 2.4. L’operatore integro-differenziale associato al processo salto-

diffusione e dato da

o2
Lf(t,x) = uo.f(t,z) + Eamf(t, )

+ /R(f(t’x +y)— f(t,x))v(dy) + 0 f(t, x)

Dimostrazione. 11 teorema (2.1), in particolare quanto visto in (2.7) permette di

riscrivere il processo di salto-diffusione nella forma

Nt t
Xt:ut+0Wt+ZZn:pt+0Wt+//mJ(ds,dx)
n=1 0 /R

dunque in versione differenziale

dX; = pdt + odW, + / xJ(dt, dx)
R

Volendo utilizzare la formula di [t6 per SDE con salti vista nel teorema (2.2),
per poi scrivere 'operatore L = A + 0, associato, esplicitiamo il processo salto-

diffusione nella forma (2.8), ottenendo

dX; = pdt + odW, + /

xj(dt,d:v)—i-/xy(dx)dt
R

R
Riconosciamo che 'ultimo integrale rappresenta il valore atteso delle variabili

Z, moltiplicato per 'intensita del processo N. Infatti

/xu(dx)dt = )\/ xzn(dx)dt = \E[Z;]dt

Da cui possiamo riscrivere

dX, = (u+ \E[Z,])dt + odW, + / zJ(dt, dz)
R

Scriviamo dunque l'operatore integro-differenziale L associato alla SDE con

salti relativa al processo salto-diffusione, utilizzando (2.11). Otteniamo
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LE(t) = (A+8)f(t.2) = (u+ XE[Z)2.1(t,2) + T-0,01 (1, 2)

n / bz +5) — f(t,2) — ydu f(t,2))(dy) + Duf(t, 2)

2

— (4 AE[Z))8, f(t, ) + %@mf(t, z)

+ [t ) = . 0)w(dy) — AEZ00u5(0,3) + O0f (0.2)
= 0. f(t.x) + S0, f(t.7)

+/R(f(t’x+y) — f(t,z))v(dy) + 0, f (L, x)
]

Osservazione 2.5. Dal momento che il processo di salto-diffusione X in (2.14)
e somma di un moto Browniano correlato con drift e un processo di Poisson

composto tra loro indipendenti ha esponente caratteristico

U €)= i€ — 30°€ + [ (¢ = 1)(an

R

Infatti ponendo

Ny
Yi=pt+oWs,  Si=) Z,
n=1
tra loro indipendenti, otteniamo la funzione caratteristica di X; =Y; + S,

ox,(§) =E[e*N] = E[eiE(YtJrst)] - F [eifyt}]E[eiESt}

= oy, (5)903,5 (é) — Wi (8 pts, (&) — Wy, (E)+¢s,(£))

Per il teorema (A.2) e per quanto visto in (2.5) abbiamo rispettivamente

O == 30, vslO) = [ (- 1)uian)
R
Da cui otteniamo
0 =€) + U5 (€) = ine — 30+ [ (¢~ Dula)

Un processo di salto-diffusione come in (2.14) ¢ dunque completamente iden-
tificato se si conoscono il coefficiente u della parte di drift, il coefficiente o della

parte di diffusione e la misura di Lévy v della parte di salto.
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Osservazione 2.6. Studiamo ora il processo di salto diffusione

Ny

Xy =pt+oW,+Y 7,

n=1

scegliendo le Z, di distribuzione normale, Z, ~ N, s2. In questo caso la densita

del processo X; ammette un’espansione in serie, data da

)\t n 1 _ (z—pt—mm)< nm)
Tx,(z) = Ze*”( ) e A =) Pl

=0 n! 27 (0%t + no?) =0
ove P, = P(N; =n) eT',, &la densita di ut + B, + > Zy.
k=1
Dimostrazione. Infatti per H € % abbiamo

P(X, € H) =) P(X, € H|N, =n)P(N, =n)

n>0
Dal teorema (A.2) sappiamo che pt + oWy ~ Nyt o2

Dunque ut + oW, + Z Zy € somma finita di variabili aleatorie indipendenti di

distribuzione normale Tale somma ha distribuzione normale con valore atteso e

varianza dati rispettivamente dalla somma dei valori attesi e delle varianze delle

singole variabili, come si dimostra nel teorema (C.1).

Quindi abbiamo

pt + oWy + Z Ly, ~ Nut+nm,02t+n52

k=1
Inoltre sappiamo P(N; = n) = e (’\7;“!)”, per cui concludiamo che la densita
del processo X; e data da
n (z— 7nm)2
Tx,(z)=> e () ! o B (2.15)

>0 n! 27 (0%t + no?)

[]

Per quanto dedotto dalla Formula di Feynman-Kac la densita I'y, in (2.15) ¢

soluzione fondamentale dell’operatore integro-differenziale

Lf(t2) = p0. (1) + G 0nef (1) + / (b +y) — F(t.2)oldy) + B, f (¢, )
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ove, poiché Z, ~ N, s2, abbiamo

A _ (y—m)?
v(dy) = M(dy) = Nor 262 dy

Osservazione 2.7. La funzione caratteristica del processo salto-diffusione con

Zy, ~ Ny, 52 ammette anch’essa un’espansione in serie

ox, (5) _ Z e ()‘t‘)neig(ut+nm)€—§;(a2t+n62)
n!
n>0

Dimostrazione. Osserviamo che

Ny
' ; &S Zn

= B[] = oy, (€)ps, (€)

N

ove si & posto Y; = ut + Wy e S; = > Z,, e 'ultima uguaglianza si ottiene per
n=1

indipendenza. Conoscendo le funzioni caratteristiche

i 7&02 _ ~
Py (&) = eMem T g (€) = e MeMTE)
. ) 2
ove 7)(§) = E[elgzl] =z (§) = eimée= 55 otteniamo

iy €2
0x,() = v, (£) s, (§) = eMtem 77 e MM

2 n 2
iute—%UQte—)\t E : ()\t) eimﬁne—%yn

- ¢ n!

n>0
_ Z e—)\t ()‘t)n6i§(pt+nm)€—§(02t+n§2)

n!
n>0

]

La scrittura della funzione caratteristica era ottenibile anche con una ragio-

namento analogo a quanto visto per la funzione densita.

Osservazione 2.8. Riconosciamo inoltre il legame che sussiste tra la funzione

densita e la funzione caratteristica

FXt (ZL’) = i /IR e—i§x¢Xt (f)dg

o
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Dimostrazione. Infatti osserviamo

2i 67i§x¢Xt (f)df _ QL / o v Z P (AtRneif(utJrnm)e522(02t+n62)d£
™ JRrR ™ JR n:

n>0

1 Z e—)\t ()‘t>n / efg(U2t+n62)ei£(utfm+nm)d€
R

2T n!
n>0
n _ (Mt7x+nm)2
— 1 6—>\t ()\t) ﬁ e 2(02t+n52)
271' n' o2t+nd?
n>0 \/ 5
= 2
_ (ut—z4nm)?

et Z 6—>\t ()\t|) 1 e 2(02t+n62)
n.

= \/2m (02t + nd?)

che corrisponde a quanto calcolato in (2.15).
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Vogliamo osservare graficamente la differenza fra i processi Y; e X; definiti da

Nt
Yo=pt+ oW, Xe=Yi+ S =ut+oW,+) Z,
n=1
Per X, consideriamo Z,, ~ N, s2. Scegliamo l'intervallo temporale unitario [0, 1],

e 1 seguenti parametri

m=0.02 &=0.15

La scelta A = 10, l'intensita del processo N, indica che nell'intervallo temporale

unitario avvengono in media 10 salti.

Dunque vediamo il grafico delle traiettorie di Y e il grafico delle traiettorie di X.
Notiamo come le traiettorie di Y siano continue, mentre quelle di X abbiano

delle discontinuita in corrispondenza degli istanti temporali in cui avvengono i

salti.

Traiettorie senza salti Traiettorie con salti
0.35 T T T T T T 12 T T T T T

-0.2

-0.05+ B

Lf\ N

201 I I I I I I I I I oy I ! I | I ! I I L
0 0

Figura 2.1: Traiettorie processo Y Figura 2.2: Traiettorie processo X
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Osserviamo graficamente la differenza fra una traiettoria di Y e la corrrispon-
dente traiettoria di X,

Confronto traiettoria senza e con salti
035 T T T T T T T

03t — X

025+

0.2+ 5

0.1+ S

0.05+ 4

-0.05

0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 2.3: Confronto traiettoria di ¥ e X

Dalla Figura 2.3 si osserva come il grafico del processo X coincide con il
grafico di Y traslato di una quantita Z; in corrispondenza dei tempi T} in cui

siano avvenuti i salti.



Capitolo 3

Equazioni di Langevin

3.1 Equazione di Langevin

Consideriamo la SDE lineare in R? data da

dX} = dW,
(3.1)
dX? = X[dt

Questa equazione ¢ la versione semplificata dell’equazione di Langevin [6] che
descrive il moto di una particella nello spazio delle fasi. Le due componenti del
processo X, e X? rappresentano la velocita e la posizione della particella rispet-

tivamente.

Volendo mettere in risalto i coefficienti dell’equazione, scriviamo analogamente

dxzc)%<ﬁ>ﬁ+c>mq (3.2)
1 0)\Xx? 0

ove quindi, per la scrittura delle SDE lineari vista in (1.5), si ha

N=2 d=1, b=0

() ) ()

da cui notiamo che la matrice oo* non ha rango massimo.
Nonostante il rango della matrice (co*) non sia massimo, cioe 1'operatore asso-
ciato all’equazione non sia uniformemente parabolico, vedremo che si puo scrivere

esplicitamente la densita di transizione del processo soluzione.

32
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Per il teorema (1.2) la soluzione dell’equazione con dato iniziale x ¢ data da

t
X = etB (x +/ e_SBadWs>
0

Osservando che B? = 0, si ottiene

10
B =1+4+sB=
s 1

per cui esplicitiamo il processo soluzione

t
X/ = etP (m +/ e_SBadWS>
0
1 0 b1 1
_ ( S / ; dWS)
t 1 To o \—s 1 0
I t 1
_ ()
try + xo o \t—s
I t 1
_ ()
try + X9 0o \s

Scrivendo le componenti separatamente abbiamo quindi

thzl'1+Wt Xt1:$1+Wt
-

th =129+ fot Xslds Xf =29 + 1tz + fot sdW

Inoltre, sempre per il teorema (1.2), X ha distribuzione multinormale con

Osserviamo che
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ttor ¢

Per cui la matrice C(t) € definita positiva per ogni ¢ > 0.

Per quanto visto nel paragrafo 1.2, essendo C(t) definita positiva, il processo

X[ ha densita, soluzione fondamentale dell’operatore associato all’equazione.

Come constatato in (1.8) la densita di transizione del processo ¢ data da

1
J/2m)NdetC(T — 1)

T(t,2,T,y) = o3 <C(T—1) " (y=ma(T—1)),(y—ma(T—1))>

ove si ha

Pertanto si ottiene

1
2
1 % —t% Y1 — X1 Y1 — X1
25\l n — ot — ’ — ity — ”
R Y2 Ty — T2 Y2 Tp — T2
%(Z/l —71) — t%(y2 —txy — x2) Y1 — 11 -
— 3y — 1) + B(ys — tar — 12) "\ — tar — 2

4 12 12
= -3 <Z(y1 — 1) — (1 — 1) (Y2 — tz1 — T2) + t_g(yQ —try — $2)2)

Quindi, avendo det C'(t) = %, la scrittura esplicita della funzione densita e
data da
It 2, T, y) = V3 exp 2y —21)® 6(y — @) (Y2 — twy —@2)  6(ys — ta — 1)
(T —t)? (T —1) (T —t)? (T —1t)3

Per i risultati visti nel paragrafo 1.1 la densita e soluzione fondamentale
dell’operatore differenziale di Kolmogorov associato alla SDE di Langevin, che

esplicitiamo
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L =

2
(00%), Or,a; + (B2, V) + 0

N | —

<
—_

7]:

2 i

10 00 0y,
> Oy + ) +a
=\ o) 1 0) \z) " \on,

6x1x1 + xlaIQ + at

N N

3.2 Equazione di Langevin con salti

Modifichiamo 'equazione di Langevin (3.1) aggiungendo alla prima compo-
N
nente una parte di salto, il processo di Poisson composto S; = > Z,.
n=1

Otteniamo ’equazione,
dX}! = dW, + dS; dX} = dW, + [pyJ(dt,dy)
dX? = X}dt - dX? = X}dt
Questa e un esempio di SDE lineare con salti, che nel seguito chiamiamo equa-

zione di Langevin con salti.

Volendo mettere in risalto i coefficienti dell’equazione, scriviamo analogamente

X, <o 0) (X,}) i (th+ I yJ(dt,dy)>
1 0) \x? 0
0 0) (X} 1 1
— <1 0) (Xt2> dt + (0) dW; + (0> /RyJ(dt,dy) (3.3)
(0 1 y
- <th) dt + <o> AW, + /IR < 0) J(dt, dy)

()

La soluzione dell’equazione con dato iniziale x e data da

b (x X /t - (dWS + [y J(ds, dy)) )
e =
0 0

b /t Oy, (dVVS + Jo yJ(ds, dy))
0 0

Posto
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che si dimostra grazie alla formula di It6. Infatti, ponendo

¢ dW, J(ds,d dW, J(dt, d
e s (AR o ()
0

si ottiene
dX, = d('PY;) = Be'PYidt + ¢'PaY;

AW, + [, yJ(ds, dy))

= Be'PYdt + ePetP ( .

AW, J(ds,d
:BXtdt+< +ng (ds y))

ovvero la SDE di partenza (3.3).

Come visto nella sezione precedente e'? :(% (1]), da cui possiamo concludere

X, 1 0\ [ N /t L0\ (dW,+ [pyJ(ds,dy)
t 1 To o \t—s 1 0
- T i /t dWs + fR yJ(dS, dy)
try + 29 0 \(t—s)dW,+ (t—s) [y yJ(ds,dy)
B Ty N /t AW, + [, yJ(ds, dy)
try + 2o o \sdW,+s [ yJ(ds,dy)

Scrivendo le componenti separatamente abbiamo quindi

Xl =z, + W, + fot fR yJ(ds, dy)
X? = twy + o+ [} sdWy + [1s [, yJ(ds, dy)

in modo equivalente

X, = C:) +/Ot (;) ds+/0t (i) dWS+/Ot/R (Syy) J(ds,dy)  (3.5)

Osservazione 3.1. Un’analoga scrittura del processo soluzione in (3.5) &

(3.4)

Ny
Xl=z,+ W+ > Z,
":tl N, (3.6)
Xt2 =tx, + 2o + fO SdWs + Z ZnTn
n=1
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Dimostrazione. Volendo scrivere le componenti della soluzione in termini del

processo di Poisson, notiamo

s, = /R yJ(dt,dy) = /R y(Z 5Zn(dy)5T”(dt)>_

n>1
= Z(STn(dt /y(SZn dy Z(STn dt
n>1 n>1
Da cui
/(t—s)/des dy) = / /des dy) = / 25T (ds)Z
n>1
N¢
= Z ZnTn:ﬂ-Tngt = Z ZnTn:ﬂ-NtSn = Z ZnTn

n>1 n>1 n=1

Per cui si ottiene la (3.6).

3.2.1 PIDE associata

Vogliamo determinare 1’'operatore integro-differenziale associato all’equazione
di Langevin con salti. A questo scopo occorre utilizzare la versione multidimen-

sionale del teorema (2.2).

Denotiamo con W il moto browniano d-dimensionale definito sullo spazio di
probabilita (€, F, P, (F);) su cui valgono le ipotesi usuali. Sia poi J la misura
di salto compensata definita in (2.6). Inoltre consideriamo Z € RY e le seguenti

funzioni localmente limitate e misurabili:
o u=yp(t,z):[0,T] x RN — RY coefficiente di drift
e 0 =0(t,z):[0,T] x RN — RN¥*? coefficiente di diffusione
o a=a(t,z,y):[0,T] x RYN x R — R¥*? coefficiente di salti
Consideriamo la generica SDE con salti in RY

dX, = u(t, X,)dt + v(t, X,)dW, + / alt, X, y)J(dt,dy),  Xo=2 (3.7)
R

la cui soluzione ¢ un processo (Xy)cjo,r) tale che

v(t, X,) € L., a(t,X,_,y) € L?

v,loc
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Teorema 3.1 (Formula di It6 multidimensionale per SDE con salti). Sia
X soluzione della SDE in (3.7), sia f una funzione limitata in C*?([0, 7] x RY).

Allora, sotto ipotesi standard di Lipshitzianita e di crescita dei coefficienti, si ha

df (t, X,) = (A+9,) f(t, X,)dt + v(t, X))V f(t, X,)dW,

n / (F(hXo +a(t, Xo,y) — F(. X0 ) J(dt,dy) (3.8)

ove A ¢ loperatore integro-differenziale con coefficienti variabili

N

Af(t,z) =u(t,z)Vf(t,x) + % Z (v(t, z)v*(t, a:))i’jaxiaxjf(t, )

ij=1
+ /(f(t, z+alt,z,y)) — f(t,2) —alt,z,y) V[t x))v(dy) (3.9)
R
Pertanto concludiamo che I'operatore integro-differenziale associato alla SDE

con salti in (3.7) ¢ dato da

N

Lf(t,z) = (A+ ) f(t,z) = u(t,z)Vf(t, z) + % Z (v(t, 2)v*(t,2))) 00,0, f(t,7)
+ /R (ft,z +alt,2,y) — f(t.2) — alt,z,y)Vf(t, 2))v(dy) + O f (L, )

(3.10)

Osservazione 3.2. Grazie al teorema possiamo esplicitare 'operatore integro-
differenziale associato all’equazione di Langevin con salti in (3.5) con punto

iniziale X = & = (71, ), avendo prima cura di scriverla nella forma (3.7),

X, = (?) dt + <1> aw, +/ <ty> J(dt, dy)
T R Yy
—(0 +/ Y (d)>dt+1dW+/ ) Jdt, dy)
= z . ty viay ; t R ty , Ay

Pertanto i coefficienti dell’equazione di Langevin con salti sono dati da
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coro-() ¢ 9= )

Per quanto visto in (3.10) 'operatore integro-differenziale associato ¢ dato da

(Y (Vo) wrem 25 () s
Lf(t,2) = (<>+ / (ty> (@)} Ve 33 (t tQ) 0.0, (1.2

+/R(f(t,:c+ (y) )—f(t,z) — <y> -V f(t,2))v(dy) + 0, f (¢, x)

ty ty

0 1 2 1t Y

1 i.j=1

[t (1))-sepetan o
(3.11)

Osservazione 3.3. Possiamo scrivere 'operatore integro-differenziale associa-
to all’equazione di Langevin anche facendo riferimento alla scrittura equivalente

dell’equazione vista in (3.3),

(00 1 Y

dX; = (1 o) X,dt + (o) AW, + /R <0> J(dt, dy)
(0 1 y
_ <th> dt + (0> AW, + /R (o) J(dt, dy)

ove e piu esplicita la relazione tra la prima e la seconda componente.

Dunque nella forma (3.7),

X, — ((}?3) + /R (g) y(dy))dt+ (;) AW, + /R (‘g) J(dt, dy)

Pertanto otteniamo i coefficienti

u(t, X,) = u(X,) = <)?1> + /R <g> v(dy)
=v= ! a =a(y) = Y
o(t, Xy) =v = (0> (t, Xi,v) (v) (O)
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Per quanto visto in (3.10) l'operatore integro-differenziale ¢ dato da

Lf(t,7) = ((O> +f (g) ) i)+ Y (; 8) 0.0, (1,)

1,j=1

—i—/R(f(t,:c—l— (g) )—f(t,x) — (i) ~Vf(t,x))u(dy)+8tf(t,x)

+ /R(f(t, T+ <y> )_f(t, x))y(dy) + 0, f(t, )
(3.12)

Otteniamo dunque 'operatore integro-differenziale di Kolmogorov

Lf(t,x) = %&%If(t,x)—i—xl@mf(t,x)+3tf(t,x)+/

R 0

(f (t, x+ (y) )—f(t, x))y(dy)

3.2.2 Valore atteso, Covarianza

11 valore atteso del processo X in (3.4), soluzione dell’equazione di Langevin

con salti, & dato da
X} +1 d
m(t)=EX]=E( )= " fﬂfzy”( v) (3.13)
X; Ty +try + 5 [ yv(dy)

Dimostrazione.

E[X}] =z + E{/Ot/RyJ(ds, dy)] =z, +E Lﬁ; Zn}
=2+ ) E LZ; Zk]th:n} =1+ Y PN, =n) iE[Zk]

n>1 n>1 k=1

AL)"
=+ e*’\t Z (TRH]E[ZI] =+ )\ﬂE[Zl]

n>1

=1 —|—t/:w(da:)
R
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Per quanto visto nel teorema (2.1), per f € L*([0, +oo[xR, ds ® v) abbiamo

E[/Ot/Rf(s,x)J(ds,dx)]:/Ot/ﬂ{f(s,x)y(dx)ds

Per cui otteniamo
t
E[X?] = o + tog + E{/ (t—s) / yJ(ds, dy)}
0 R
t
= 1x9 +twy + / (t—s) / yv(dy)ds
0 R

t2
=Ty +tr) + — / yv(dy)
2 Jr

La matrice di covarianza di X e data da

t+1t [p x*v(de) % + %fR 2?v(dr)
55 featvlde) § 4§ fytv(de)

cov(Xy) = (

Dimostrazione. Calcoliamo

(X} — E[X}])’ (E—MﬁMﬁ—Mﬁw

cov(X;) =E
. <(X3—E[XH)(XE—E[XE]) (X2 BX)

Ricordiamo che per l'integrale stocastico valgono la proprieta di attesa nulla

e isometria di Ito,

]E{/Otf(s,x)dws}:(), E{(/Otf(s,m)dws)z}:/Oth(s,:c)ds

Rimandiamo al [7] capitolo 4 per una trattazione completa dell’argomento.

Ricordiamo anche che per il teorema (2.1), per f € L?([0, +oo[xR,ds ® v) si ha

E[(/Ot/Rf(s,x)j(ds,dez}:/Ot/RF(s,x)v(dx)ds

t
/ /f(s,a:)J(ds,dm)
0o JR
e una martingala, per cui

E{/Ot/ﬂgf(s,x)j(ds,d:c)}zo
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Pertanto otteniamo

E[(X; - E[X;])*] =E

dW +ZZ t y)ﬂ

(f
([ ey

() o o) ]
/d +]E[(/yJ(d dy))}
_H// v(dy)ds t+t/ v(dy)

E[(XE—E[XE])Q]:IE(/t sdWi +/t/ J(ds,dx ——Z/R:w(d:c))z}
:IE(/ dW+// ddq:)} 2
][ e oo o)
/ +2]EK/ dW)(// J(ds,dm))}

=E

- +EK// H
3 / d:_+_/
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E[(X}! - EX)(X? -E[X?])] =E K/Ot dWs + ﬁ: Z — t/Rmu(dzx))

-(/Otde +/ /:BJ (ds dx)—ﬁ/a:v(dx))}
= K/tdW +/xj(ds da:))(/ sdW, +/ /st (ds, dx) )}
_ U dW/sdw]HEV dW//desdm]
+IE{ /0 /R xJ(ds, dz) /O deS]+
—I—E[/Ot/Rarj(ds,dx) /Ot/Rsasj(ds,dx)]
= /Ot sds+E[/0t/Ra;j(ds,dx) /Ot/Rsxj(ds,d:v)}

2 2
= 5 —+ 5 R$2V(d$)

Per l'ultima uguaglianza si e usata l'isometria di It6, in analogia con la

proprieta di cui gode l'integrazione browniana.

3.3 Processi con salti integrali di funzioni deter-
ministici

Consideriamo il prototipo di processo stocastico con salti unidimensionale che

sia somma di integrali di funzioni deterministiche, della forma

X, =+ /0 tu(s)ds—l— /0 tv(s)dWs—k /O t /R als,y)J(ds, dy) (3.14)

conz € R,ue Ll vel? eac L? funzioni a valori reali, W moto

locy loc v,loc

browniano unidimensionale e J la misura di salto del processo di Poisson composto
S. Si vorrebbe determinare la distribuzione di un tale processo tramite la sua

funzione caratteristica. Per farlo seguiamo l'idea di dimostrazione del teorema

(A.2).

Proposizione 3.1. Sia X il processo con salti in (3.14) con x, u, v e a come

sopra. La funzione caratteristica di X é data da
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oy, (&) = eiXo, I3 b(s)ds
ove )
£ 5

b(t) = ifu(t) — 5 (t) — Xt + /Reiga(t’y)u(dy)

Dimostrazione. Volendo determinare

X (5) = E[eiﬁXt]

poniamo
F(t,z) = e**, Zy = F(t, X;) = %

Ricordiamo la formula di It6 (2.9) unidimensionale per processi con salti

dZt = dF(t, Xt) = (./4 + @)F(t, Xt)dt + 'U(t, Xt>axF(t, Xt)th

+ / (F(t. X, +alt, Xi_,y)) — F(t, X,))J(dt, dy)

ove

AF(t,x) = u(t, )0, F(t,x) + v3(t, )

O0pa F(t, )
T /R(F(t, z+a(t,z,y)) — F(t,2))v(dy)

Mettendo assieme, e considerando u(s,x) = u(s), v(s,z) = v(s) funzioni di

variabile solo temporale e a(t, z,y) = a(t,y), si ottiene

V(1)

+ /(F(t, Xi— +a(t,y) — F(t, X,))v(dy)dt + 0, F (t, X,)dt

+v(t)0, F(t, X;)dW; + /(F(t, Xi- +a(t,y) — F(t, X)) J(dt, dy)
2
+ /(F(t, Xi— +a(t,y) — F(t, X)) J(dt, dy) + O, F (¢, Xy)dt

= ()0, F(t, X,)dt + —L0,, F(t, X;)dt + v(t)0, F(t, X, )dW,

Osserviamo che si ha

OF(t,x) =0, O, F(t,x) =ilF(t, ), OXF (t,x) = —E°F(t, x)
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Pertanto otteniamo

dZ, = dF(t, X;) = u(t)i¢F(t, X;)dt v )52 F(t, X,)dt + v(t)iF(t, X, )dW,

+ /(F(t, Xi_ +alt,y)) — F(t, Xt_))J(dt, dy)

Quindi, integrando
2

Zi= F(t, X)) = Zo + / t (i&u( ) — %v (s )) F(s, X,)ds + i€ / F(s, X,)dW,

/ / (s, Xs— +als,y)) — F(s, X,-))J(ds, dy)
Facendone il valore atteso
52

(2] ~ E[F(t. X)) = Z0+ [ (@( - S <s>)E[F<s, X,)Jds

B[ [ [ (P X als) = Pl X))

Ora esplicitiamo 1'ultimo integrale

/0 t /R (F(s, X, + als,y)) — F(s, X._))J(ds, dy)

t
:/ /(e’fXSeiga(s’y)—eifXS)J(ds,dy)
o Jr
t
:/ eiéxs/<ez‘fa(s,y) _ 1) J(ds, dy)
0 R

Da cui il valore atteso di questo integrale diventa

t
/]E[eifXS‘]/(eiéa(&y) - 1) v(dy)ds
0 R

Poiché (e *(*%) — 1) & una funzione deterministica, e E[J(ds, dy)]

per definizione di misura di Lévy.

Di conseguenza abbiamo

ox© = EIF( X)) = 2o+ [ (i6u(s) - S07(0) e s

t
+/ E[eiéXS‘]/(eiga(s’y) — 1)v(dy)ds
0 R

= v(dy)ds

=7, +/0tIE[F(s,XS_)] (i&u( ) — %21) (s )+/R(eifa<8»y> — 1)y(dy)>ds
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Si evince dunque che E[F(t, X;)], ossia ¢x, (), risolve il problema di Cauchy

con

b(t) = i&ul(t) — %21)2(25) + /R(eiga(t’y) — 1)v(dy)

%vz(t)—At—l— /R e (dy)

quindi ne concludiamo che la funzione caratteristica di X ¢ data da

=i€u(t) —

ox, (&) = g(t) = Zoefg b(s)ds _ ,i€Xo0 [y b(s)ds

Osservazione 3.4. Osserviamo che

d%(pXt(f)}w B (mt(@. (¢X0+/t(' (s) — £0%(s) +/Rm(s,y)ezfa(s,y)y(dy))ds)>|

oo [t [ [t
(o [t [ [ atocnvianas)

= iE[Xy]

£=0

Osservazione 3.5. Applichiamo questo risultato al processo di salto-diffusione

unidimensionale

Ny

X, = ut+aWt+ZZk pt—l—aWt—i-//desd:c)

nel caso in cui Z; ~ /\/'m752. Abblamo

Xo=0, uls)=p,  w(s)=0  als,y)=y

da cul otteniamo
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(@ — 02 + /R (e — 1)1/(dy)> ds)

tilp — t—a — At + t/ eigyy(dy)>
R

e®Ye
V21?2 Jr
At
V21?2 Jr

(y=m)?

V212

5 €252 .
= exp (tzfﬂ — tga — A\t e 2 15’”)

2

_&?
= Zexp (tifu — t%az — )\t> ( o

D)™ €2 o 262 .
— § e At( ) etz&,ue 5o e 5 enzém
n

n>0
_ Z -\t (At) 6i§ (t,qunm) efg (t02+n62)
= n!

ove

2
/6 e (Zf+62)dy—\/27r62 - iem
R

viene calcolato come integrale di Gauss.

Ve 27 dy

—m)2
_ (9262) dy>

")

Ate™ 5

Il risultato corrisponde a quanto precedentemente stabilito nell’osservazione (2.7).

Osservazione 3.6. Applichiamo questo risultato alla prima componente della

soluzione di Langevin con salti

t
X} =x + W, +/ /xJ(ds,dx)
o Jr
In questo caso abbiamo

u(s) =0, U(S) =1, a(s,y) = (I(y) =Y

quindi
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Da cui
oy (©) = exp (630 exp ([ 06)ts) = exp i) exp (5 e (1 [ 0~ 1uta))

Osservazione 3.7. Applichiamo il risultato alla seconda componente della solu-

zione di Langevin

t t
X2 =xy +ta +/ sdW, +/ / sxJ(ds,dr)
0 0 Jr

Dove
u(s) =x, wv(s)=s, a(s,z)=sz
quindi
t B t ' 62 iesy )
/Ob(s)dS—/O (251:1 5 —|—/( Dv(dy) |ds
= iltr) — = — —i—/ / (e — dy)ds
Da cui

bxa(€) = exp (IEXE) exp ( /0 t b(s)ds>
= exp (i&(za + tay)) exp ( ——Zﬁ ) exp (// (e — )ds)

Corollario 3.1. Sia X; il processo in (3.14), la densita del processo ¢ data da

Iy, (z) = %Q_M/Rexp (—52—2 /Ot v (s)ds + i€ (Xo — z + /Utu(t)ds))

¢
- exp </ / eif"’(t’y)y(dy)ds> d¢
0 JR

Dimostrazione. Esprimiamo la densita del processo utilizzando il legame che sus-
siste tra questa e la funzione caratteristica, di cui abbiamo la scrittura esplicita

dalla proposizione (3.1). Si ottiene
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1
o
1

:%R

e / i o (€)de

o i€x 516 X0 efo’S b(s)dsdg

1 L t 2 .
= 5= Re”&ezgxo exp (/o (ifu(s) - %1}2(8) — A+ /Relga(s’y)l/(dy))ds) d¢

= %e’\t/ﬂgexp (—%2 /Ot v (s)ds + i€ (Xo — x + /Otu(t)ds))-

t
- eXp (/ /eiga(t’y)u(dy)ds> d¢
0 JR

]

Scriviamo la versione multidimensionale della proposizione (3.1), risultato che
ci consentira di scrivere la funzione caratteristica del processo soluzione dell’equa-
zione di Langevin con salti. Sia dunque X il prototipo di processo stocastico con

salti in RY che sia somma di integrali di funzioni deterministiche, della forma

X; = x+/0tu(s)ds+/0tv(s)dWs —|—/Ot/Ra(s,y)J(ds,dy) (3.15)

conx € RN we L}, avaloriin RV, v € L} ea€ L2, avaloriin RV,
localmente limitate e misurabili, W' moto browniano d-dimensionale e J la misura

di salto del processo di Poisson composto S.

Proposizione 3.2. Sia X il processo in (3.15) con x, u, v e a come sopra. La

funzione caratteristica di X ¢ data da

o, (€) = e6X0 el bls)ds
con
. 1 NN oo
b(s) = iku(s) — 9 E :((U(S)v (s)).€,€) — At+/Re Du(dy)
17]:1

Dimostrazione. Volendo determinare

X (5) = E[€i€Xt]

poniamo
F(t,z) = ", Z, = F(t, X,) = Xt
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Utilizziamo la formula di It6 multidimensionale per processi con salti (3.8)
dZt - dF(t, Xt) - 'U/(t, Xt)VF(t, Xt)dt + U(t, Xt)VF<t, Xt)th + atF<t, Xt>dt

+% N 0,00, F(t, X0)d(X', X)+ / (F(t, X +al((t, Xo_,y)))—F(t, X, ))J(dt, dy)

ij=1 R

ove sappiamo d{X?, X7), = (U(tht)U*@,Xt))ijdt.

Consideriamo u(s,z) = u(s), v(s,z) = v(s) funzioni di variabile solo tempo-

rale e a(t, xz,y) = a(t,y). Inoltre, avendo che
O F(t,z) =0, VE(t,z) =iF(t, x), 00,0y, F(t, ) = —E°F(t, )
otteniamo
dZ, = dF(t, X;) = i&u(t) - €%t dt + icv(t) - 4XtdW,

N
5 Sl (1), e e + / X (¢i€0ltn) _ 1 J(dt, dy)
R

4,j=1

Pertanto, integrando

Z= F(t, X)) = Z + / (z§u< e L i<(v<s> “(s))7¢,€) ZﬁXs)ds

2]1

t
+i§/ v(s) - X dW, +// ZéXg‘ gitalsy) )J(ds,dy)
0

Facendone il valore atteso

B12] = BIF( X0 = Zot | (i6u(h B3 30 ((ul6)0"(6) 6, B )

t
+/ /]E[eigXS‘](eiga(s’y) — 1)v(dy)ds
o Jr

N | —
=

Da cui infine

N

1 NN
3 (v ) o

ij=1 R

oxl©) = 2+ | B (ieuts)- (e 1)u(ay) )
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Si evince dunque che E[F (¢, X})], ossia ¢x,(£), risolve il problema di Cauchy

9(0) = Zo
. 1 & y |
b(s) = i€u(s) = 5 D ((wl) () 6.0+ [ (€900 = 1)u(ay)
= igu(s) = 5 S () (9) 6.8~ A+ [ Sl

Concludiamo quindi che la funzione carrateristica di X in (3.15) ¢ data da

t
0x, (&) = g(t) = Zoelo P = ¢iXopfybls)ds — exp (i€ Xo + / b(s)ds)
0

— o€ -3+ [ t (i€uts) - 5 S ((ule () 6. €) + [ eenvtay )as )

1,j=1

m
Osservazione 3.8. Osserviamo, come nel caso unidimensionale, che
d
Ere 2. (é)
dg ™|

S CCRCEY (i)~ (o )2+ [ iats, e Jas) g
— X+ /0 iu(s)ds + /0 t /[R ia(s, y)v(dy)ds
:@(Xo+/Otu(s)ds+At4a(s,y)y(dy)ds>

Corollario 3.2. Sia X; il processo in (3.15), la funzione densita e data da

1 .
FXt(x) = _/Relf(xo—:c)e—kt_

27

ij=1 R

-exp( / t(fifu(s)—%i«v(s)v*(s))?ﬁ,m [ e (dy))d ))ds
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Dimostrazione. Come nel caso unidimensionale esprimiamo la funzione densita
del processo utilizzando il legame che sussiste tra questa e la funzione caratteri-

stica Otteniamo

1 .
I'x,(2) = %/Re_lgxcbxt({)di
_ i e—igcceionefg b(s)dsd§
2m Jg
[ exo—a) ae
=5 | e
t 1 X g
) . 4 * ZJ’ i€a(s,y) d )d))d
o [ (iguts) - SO )68 + [ et rutan Jis) )i

O

Osservazione 3.9. Applichiamo il risultato della proposizione (3.2) al processo

X soluzione dell’equazione di Langevin con salto

s ()= () [ (0o () [ (1) e

ove quindi

e 0= (2) =) ()

< (v(s)v*(s))ijﬁ,g > A+ [ eV (dy)

_ig O)—%<<1 52>f,5>—A+ (%) y(ay)
1 5 s R

Integrando otteniamo

/Otb(s)ds:z{t £1>—%<<; >g§> /\t+// () u(dy)ds

2

N —
S

@

Concludiamo che la funzione caratteristica di X; ¢ data da

. T . O 1 t y
= ex X - = —A s
0x,(§) = expi& (@) exp (th (1:1) 5 < (; )5 §> t+/ / ) 8)
_ y T 1 t 5 () 4 d)
‘ ep(2§<tx1+xz) 2<<ﬁ §>§’€>+/o /Re vivldy)ds

2
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Mentre la funzione densita ¢ data da

—At ) 1 t
Iy, (z) = 62— e "% exp (if < 1 ) ~3 < <t2 ) 6> —I—/ / Syy v(dy) ds)df
T Jr try + x9 5

Inoltre

d%mg)}w - (cbxt(s)- ( (t;; x) - (f :) &+ / t / z‘(s%)eif(syy)wczy)ds)))‘
—i <mﬁ :c2> +z‘/0t/R(syy)y(dy)ds

— E[X]

£=0

In linea con quanto precedentemente calcolato in (3.13).

Nel caso in cui Zy ~ N, 52, quindi

abbiamo

N
ool (), 2)eo)e

Per cui otteniamo la funzione densita
e N . ) 1 [t £
Iy, () = — [ e ®"ex <z ——<|., 2]¢ >>-
! imé [ 1 1 (1 s
- exp ()\/O exp (T (s) ) exp <—@< (S 32> £,§>)ds) dg

CJJ
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Osserviamo graficamente la differenza che sussiste tra il processo Y soluzione

dell’equazione di Langevin senza salti in (3.2) dato da

V' =2+ W, V!i=x + W,
t e t
VP =z + [, Xids V2 = xy + twy + [ sdW,

e il processo X soluzione dell’equazione di Langevin con salti in (3.3), dato da

th =T+ Wt + Egtzl Zn . th =+ Wt + fot f]R yJ(ds, dy)
XP=uwo+ [ X1ds X? = tay + o+ [ sdW, + [1 s [ yJ(ds, dy)

Scegliamo Zj, ~ N,, 52 per il processo di Poisson che viene aggiunto alla prima
componente di X. Per la realizzazione numerica si considera l'intervallo tempo-
rale unitario [0, 1] che viene suddiviso in 200 intervalli di uguale lunghezza, e i

parametri

A=10, m=0, §=1

Avendo scelto 'intensita del processo di Poisson N A = 10, si hanno in media

10 salti nell’intervallo temporale unitario.

confronto vero s
T

Figura 3.1: componenti Langevin senza salto Figura 3.2: componenti Langevin con salto

In Figura 3.1 si confrontano la traiettoria della prima componente e la media

della seconda componente del processo Y, entrambe continue.



3.3 Processi con salti integrali di funzioni deterministici

55

Mentre in Figura 3.2 si confrontano la traiettoria della prima componente e
la media della seconda componente del processo X, la prima discontinua a causa
della parte di salto che le ¢ stata aggiunta, la seconda componente ¢ continua,

perché definita come integrale della prima.

35 T T T T
—
3+ i

L

250 .
2, -
150 .
o 1- :
0.5 .

Figura 3.3: Confronto traiettoria prima componente di Y e X

In Figura 3.3 si confrontano la traiettoria della prima componente di Y e di X.
La prima componente di X coincide con il grafico di Y traslato di una quantita

Z in corrispondenza dei tempi T}, in cui siano avvenuti i salti.
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3.4 Proprieta di gruppo

Abbiamo visto I'operatore differenziale di Kolmogorov associato all’equazione

di Langevin ¢ dato da

LOf(ta (ﬂ) = %ammf(t?‘r) + $18x2f(t,ff) + atf(t7x)

Nel paragrafo 1.2.2 abbiamo dimostrato che Ly ¢ invariante per la traslazione

sinistra

o(t,2) = ) (t,2) = (7€) o (t,2) = (t+ 7,2 +€7)

Consideriamo 'operatore integro-differenziale di Kolmogorov associato all’e-

quazione di Langevin con salto dato da

Lf(t,x) = %lexlf(t,:v) + 210, f(t,x) + O, f(t, ) + /R

(f(t,z+ <0

Y

)) — f(t,z))v(dy)

= Lof(t,x) + Tf(t,x)

ove si pone

0
Tf(t z)= /(f(t,fc + (y)) — f(t,x))v(dy)
R
L ¢ invariante per le traslazioni [¢ se e solo se lo T' ¢ invariante, ossia se

T(f(c(t,x))) = (TF)(Uc(t, )

Dimostriamo che l'operatore integrale 7' ¢ invariante per le traslazioni ..
Infatti

(Tt ) = (Tt + 72+ P

:/(f(t+7,:c+6tB£+ <0

y) ) — f(t+ 7,2+ €ePE))v(dy)

- /R(fc(t,x—i— (2)) — fe(t,@))v(dy)
= T(f(l(t,x)))

L’operatore integro-differenziale di Kolmogorov L, a differenza dell’operatore

differenziale di Kolmogorov Ly, non ¢ omogeneo rispetto alla dilatazione definita
in (1.19).
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Formule di Ito

Siano W un moto browniano unidimensionale su uno spazio di probabilita

filtrato (2, F, P, (F);) la cui filtrazione verifichi le ipotesi usuali.

Definizione A.1. Si chiama processo di Ité un processo stocastico della forma
t t

X: = X, +/ fsds +/ o, dWs, tel0,T] (A.1)
0 0

ove X, ¢ una variabile aleatoria Fy-misurabile, 1 € ]Llloc eo € ]Lfoc. In notazione

differenziale scriviamo

dXt = [I,tdt ‘I— Utth

[ processi p e o sono chiamati coefficiente di drift e diffusione rispettivamente
e sono univocamente determinati.
Il processo di It6 risulta dunque essere la somma del processo continuo e a

variazione limitata Xg + f(f 1sds e la martingala localmente continua f(f o, dWs.

Corollario A.1. Sia X un processo di It6 della forma (A.1), la sua variazione

quadratica e data da
t
<X>t :/ O_Eds
0

in forma differenziale

d<X>t = 0’t2dt

Infatti il drift € un processo continuo e a variazione limitata, dunque ha

variazione quadratica nulla.

Teorema A.l. (Formula di It6 unidimensionale) Sia X un processo di It6
della forma (A.1) e sia f = f(t,z) € C*(R?). Allora il processo Y; = f(t, X;) ¢

57
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un processo di Ito e si ha
df (t, X;) = Ouf (t, Xy )dt + O, f (¢, Xy )d X + %&mf(t, Xp)d(X )
= (0 + s + %Ufam)f(t, Xyp)dt + 0,0, f (t, X¢)dW; (A.2)
Teorema A.2. Sia X; = X, + fot w(s)ds + fga(s)dWs, con W moto Browniano

unidimensionale, p € L'([0,T7]), e con o € L([0,T]) funzioni deterministiche.

Allora X ha distribuzione notmale, X ~ Noy) var(t), con

m(t) = E[X,] = Xo + /0 u(s)ds. var(X,) = /0 o2(s)ds

Dimostrazione. E sufficiente provare che la funzione caratteristica del processo

X; ¢ data da
t 2 t
ox,(€) = exp (is (Xo + /0 u(S)dS) . /O 02(5)(15)

A questo scopo consideriamo la funzione F(t,z) = ¢"*. Osserviamo che si ha
OF(t,z) =0, 0,F(t,x) =iF(t,x), 0mnF(t,x)=—EF(t, )

dX; = p(t)dt + o(t)dW;, d(X); = o*(t)dt

Considerando il processo Z; = F(t, X;) = ¢*“Xt, e utilizzando la formula di Ito,
abbiamo
A 1

per cui integrando ottenimo

1

t
~ 1e0%(s)) Zids + i€ /0 o(s) ZedW,

t
Xt — Zy = Zy —}—/ (zglu(s)
0

Volendo ottenere la funzione caratteristica del processo X, calcoliamo il valore

atteso del processo Z;, = Xt

E[Z)] = Z +/0 E[Z,)(i€p(s) — %5202(3))ds

In altri termini, ponendo y(t) = E[Z], si ha che y risolve il Problema di
Cauchy
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con a(t) = i&u(t) — $€%0%(s). Per cui si conclude
y(t) _ Zoefot a(s)ds

Esplicitamente la funzione caratteristica e data da
, ¢ 1
px,(€) = E[e"] = exp (i€ Xo) eXp/ (i€u(s) = 5€%0%(s))ds =
0

t 1 t
= exp (z§ (Xo+ ,u(s)ds)—§§2/ 02(s)ds)
0 0
il che dimostra che il processo X; ha distribuzione normale con

E[X;] = Xo + /Otu(s)ds, var(X;) = /Ot o?(s)ds
[

Siano W un moto browniano d-dimensionale su uno spazio di probabilita fil-

trato (Q, F, P, (F);) la cui filtrazione verifichi le ipotesi usuali.

Definizione A.2. Si chiama processo di Ito N-dimensionale un processo stoca-

stico della forma

t t
X: = X, —l—/ fsds —I—/ o, dWs, te0,7] (A.3)
0 0

1

e © un vettore N x 1 e

ove X, ¢ una variabile aleatoria Fy misurabile, y € L

o € L} . ¢ una matrice N x d. In notazione differenziale scriviamo

d
dX, = pdt + o, dW,,  dX] = ppdt +> o dW}

J=1

Lemma A.1. Sia X un processo di It della forma (A.3), allora

¢
<Xi,Xj>t:/(aa*)ijds
0

in forma differenziale

d(X', X7, = (oo™ dt
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Teorema A.3. (Formula di It6 multidimensionale) Sia X un processo di It6
della forma (A.3) esia f = f(t,2) € CY?*(RxRY). Allora il processo Y; = f(t, X;)

e un processo di Ito e si ha

N
df (t, Xy) = O, f(t, Xy)dt + V. f(t, Xy) - dX, + % Z @cixjf(ta Xt)d<Xi, Xj)t

ij=1
N
1 3
= (5 > (00") Onay + e Vi + @) Ft, X)dt + oy - Vo f(t, X)dW,
1,7=1

(A4)

Teorema A.4. Se i € L' e 0 € L? sono funzioni deterministiche allora il processo

soluzione dell’equazione
dX, = p(t)dt + o(t)dW,, Xo=z R
ha distribuzione multinormale con
E[X =z + /tu(s)ds, cov(Xy) = /t o(s)o*(s)ds
0 0

La dimostrazione e analoga al caso unidimensionale.



Appendice B
Proprieta di gruppo

Abbiamo definito I'operazione
le(t, ) = lirg)(t, @) = (1,€) o (t,2) = (t+ 7,2+ €7¢)
Verifichiamo che (RV*1,0) sia un gruppo
e 1) chiusura V(7,¢), (t,z) € RV*!

(1,§) o (t,2) = (t+T,x+etB§) e RN+

—

7,8)) o (t,z) = (a, B) o ((7.€)) o (t,2))

(T4, &+ ePB)) o (t,2)
(t+7+a,2+P(E+e™Pp))

e 2) proprietd associativa ((a, 3) o

(@, 8) o (7,€)) o (t,2)

(t+ 74 a,z+ P+ HBp)
a,B) o (t+ 7,2+ ePE)

,B) o ((1,8) o (t.x))

=
=

«

e clemento neutro (0,0) o (¢,z) = (t,z) = (t,x) o (0,0)

e clemento inverso (t,z)~! = (—t, —e!Bz)

Infatti (t,z) o (t,2) "t = (=t +t, —eBx + Pz) = (0,0)

61
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Somma di v.a. normali

Teorema C.1. Siano Y7,...,Y,, variabili aleatorie indipendenti di distribuzione
normale, rispettivamente N, 2, ..., Non, 2. Allora
le +...+ Yn ~ m1+...mn,0%+...+ai

Dimostrazione. Per indipendenza la funzione caratteristica di Y;+...+Y,, e data

dal prodotto delle singole funzioni caratteristiche

Oyt 47, (§) = oy (§) - .- oy, (§)
= E[e®"].. . E[e""™]

= exp <i£m1 — 0%52). ..exp (z’fml — 0%252)

(02 +...02)¢
)

= exp(i{(ml + ...+ my) —

che e, per I'appunto, la funzione caratteristica della distribuzione normale di

valore atteso m; + ...+ m,, e varianza ol 4. .. Jg. ]
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