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, 
INTRODUCCION 

El álgebra l~neal es una de las ramas de las matemáticas más para
dójicas: combina una aparente simplicidad con una cantidad enorme 
de aplicaciones que trascienden con mucho los confine s de las cien 
cias físicas; combina también la facilidad de adaptarse a múlti - -
pIes problemas reales con la generalización y utilización de mu
chos de sus conceptos de las áreas más abstractas de las matemáti
cas . Es posiblemente la materia que más modelos ha aportado a la 
práctica de las matemáticas aplicadas por ingenieros y otros pro
fesionales. 

Muchos de sus conceptos se pueden visualizar en el espacio tridi
mensional y con problemas de geometría plana. Pero se abstraen y 
se utilizan para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Al 
abstraerse permiten obtener nueva informació~, inaccesible previa
mente sobre l as curvas en el plano y otros problemas geométricos. 
Pero también permiten enfrentar en forma compacta problemas de 
cálculo de varias variables . Muchos de sus conceptos aparecen en 
otros escenarios corno en ecuac i ones dife renciales, por lo que se 
enfatiza durante el curso ' la comprensión teórica, libre del con
texto. Además de la belleza que exper imenta la mayoría de la ge~ 
te después de un tiempo de manejar y emplear conceptos abstractos 
en forma precisa, su valor como formativo de espíritus críticos, 
serenos e independientes es enorme. 

Tal vez el teorema más rico, abstracto y práctico del curso, es 
el teorema 7 de la página 221 que relaciona propiedades de matri
ces, solución y existencia de soluciones de ecuaciones, determi
nantes y conceptús de espacios vectoriales . 

Su comprensl0n y el manejo de l as técnicas asociadas es uno de los 
principales objetivos de estudio. 
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ÁLGEBRA LINEAL 

UNIDAD 1 

VECTORES EN R2 Y R3 

Introducción: 

El objetivo de esta unidad es el de revisitar o en su defecto es 
tudiar por primera vez la parte correspondiente a los vectores 
del p lano y del espacio ordinario . Esto servirá de base para ge 
neralizar las ideas de vector , ángulo, ortogonalidad , distancia, 
etc ., a s i stemas a lgebrai cos que se comporte n e sencia lmente como 
vectores; así mism~ acostumbrar al alumno a manejar los métodos 
vec toriales para l a soluc ión de problemas geométricos. 

Objetivos: 

l. Definir los vectores del espacio R2 y R3 

2. Manejar l as operaciones de adición y multiplicación por esca 
lares . 

3 . Utilizar l as propiedades de las operac i ones anteriores . 

4. Utilizar l a multiplicación esca l ar para obtener el módulo de 
un vector, ángu l o ent r e vectores, ortogonalidad , proyección 
ortogonal. 

5. Utilizar el producto vectorial para la soluc ión de ciertos pr~ 
blemas físicos. 

6. Aplicar los vec t ores a la solución de problemas geométricos: 
ecuac iones de rectas y planos, distancia , distancia de un 
punto a una recta o un plano, etc. 

Procedimiento: 

Para lograr l os objetivos anteriores tendrás que: 

l. Estudiar e l capítulo 11 del t e xto, página 101 a 136. 

2. Hacer l os ejerc i cios siguientes : 

Página 110, sección 3 .1: 3 , 5, 6 , 8, 9, Y 11. 
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ÁLGEBRA LINEAL 
UNIDAD 1 

Página 113, sección 3.2: 1, 2 , 3 , 7, 9 Y 13 . 
Pág ina 120, sección 3.3: 3, 4, 8, lO, 13, 14, 15 Y 16 (dos 

maneras) . 
Página 128 , sección 3.4: 1 , 3, 6, 7 , 8, 11 Y 13. 
Página 135, sección 3.5 : 1, 3 , 4, 5, 7, 8, 9, 11, 12 Y 15. 

3. Leer e l capítulo 1 del libro de referencia (Álgebra Lineal, 
autor Seymour Lipschutz). 

4. Hacer un resumen de las definic iones y simbología dadas. 

Autoeva1uación: 

l. Sean los vectores u y v dados por u = (1,2,3) Y v 
Encontrar 3u , u + V, U· V V I d(u,v), uxv. 

(3,2,1). 

2 . Dar la ecuación vectorial del plano que pasa por el punto 
(3,2,0) y que contiene al segmento de r ecta que une (-1,3,2) 
y (l,l,-l). 

3. Encontrar la ecuac~on vectorial de un plano que pasa por 
(1,2,3) y es ortogonal al vector (1,-1,0). 

4. Demuestre que la recta 

7x + 5y + 11 z = 22 

x -1 + 3t 
Y = 2 - 2t 
z = 3 - t 

es paralela al plano. 

5 . Dados los vectores a,b , c,d; ¿tiene sentido: (a'b)' (c'd), 
(a'b)(c'd) o (a'b) x (c'd)? 

6. Dado el plano S : 3x + 4y - 5z = 13 Y e l punto (1,1,-1) calcu
l e la distancia de P a S . 

7. Demuestre e l Teorema 3, página 118 del texto. 

8 . Demuestre el Teorema 6, página 130 del t exto . 

9. Defina proyección ortogonal del vector u sobre el vector v y 
la componente de u ortogonal a v. Cuál es l a forma punto nor
mal de la ecuación del plano. 
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ALGEBRA LINEAL 

UNIDAD II 

ÁLGEBRA DE MATRICES Y SOLUCIÓN DE SISTEMAS DE 
ECUACIONES LINEALES 

Introducción: 

El concepto de matriz aparece en una gran variedad de aplicac i o
nes de las mate máticas a las ciencias físicas así como en l as 
ciencias s oc iales; por ejemplo : es un modelo exce l ent e para des 
c ribir los lla mados proble ma s lineales ya sea en c ircui to s eléc 
tricos, sistemas me cánicos , transferencia de ca lor, e t c. ; por 
tal motivo las ope r ac i ones algebraicas entre matrices así como 
s us propiedades deben ser conoc idas para poder aplicar adecuada
mente este concepto en l a so lución de los modelos mencionados. 
Así mismo, se sistematizarán lo s métodos de solución de los sis 
t emas d e e cuac iones linea l es emp l eando el método de Gauss. 

Objetivos: 

Al concluir est a unidad podrá s : 

1. Conocer l as operaciones de adición de ma trices, multiplica
ción d e mat rices por escalares , multiplicación de matrices 
así como s us correspondientes propiedades. 

2 . Determinar la s condiciones para que exista la inversa de una 
matri z . 

3 . Obtener l a inve r sa d e una matri z. 

4. Aplicar e l concepto de matr i z para obtener soluciones en sis 
temas de ecuaciones lineales. 

Procedimiento: 

1. Estudiar d e l libro de texto el capítulo I, pág i na (1 6 a 66) . 
Revise con cuidado las páginas 63 y 64 . 

2 . Resolve r de la : 

Sección 1.1. los ejerc i cios 1, 2 , 3 , 4, Y 6 . 
Secc ión 1. 2 . los ejerci c i os 1 , 2 , 3 , 5 , 7 y 11. 
Sección 1. 3. los ejercic i os 1 , 2, 4, 6 Y 8. 
Sección 1. 4. los e j ercic ios 1 , 2 , 4, 5 y 11. 
Sección 1. 5. los ejercic i os 1 , 2, 4, 6 Y 10. 

III.IUI.IIIDI 
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ALGEBRA LINEAL 
UNIDAD Ir 

Secc ión 1 .6. l os e j erci c ios 1, 3 , 5 , 8 , 9, 10 Y 11. 
Sección 1 . 7. los ejerc i c ios 1 , 2, 3, 6 Y 8. 
Sección 1.8 . los ejercicios 

3. Leer del capítulo 2 de l libro de referencia, l a introducc ión 
Ecuación lineal , s istema s de ecu ac i ones lineales, solución 
de un s i s t e ma de ecuaciones linea l es , so lución de un s i stema 
homogéneo . 

4. Leer de l libro de referencia e l capítulo 3 , pag~nas 35-44 , 
introducción , matrices , adición de matrices y multiplicac ión 
por un esca l ar , multiplicación de matrices , transpuesta , ma
trices y sistemas de ecuac i o nes linea l es , matrices esca lón , 
equiva l e nc i a de filas y operaciones e l ementa les con filas, 
matrices c u adradas , álgebr a con matrices c u adradas y matrices 
invertib l es y l os problemas resueltos 3.1 a 3.25 (página 46 a 
55) . 

Autoevaluación : 

lo Dadas las matrices : 

O 
-1 - 2 -D A = O 1 
-1 4 

(-~ 
2 - 1 D B - 3 - 4 
1 2 

(j 3 -i) C = O 
1 -6 

O O - 1 D D = 1 1 
4 3 

calcular : 

a ) 2A - 3B d) AC 

b) CB e ) ¿AC - CA? 

c ) Si ex i s t e C -1 ca l c úla l a . f) ¿A (B + D) AB + AD? 
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ALGEBRA LINEAL 

UNIDAD II 

2 . Reducir las matrices : 

A = (- ~ 
- 1 

- 2 
4 
2 

y B = (j -3 
O 

- 5 

O 
-2 
-6 

-5 
O 
7 

-1) -4 
O 

a la forma escalón (usando transformaciones e l e menta l es ). 

3 . Investigar si es compatible e l sistema siguiente: 

x + 2y + 2z = 2 
3x - 2y - z 5 
2x - 5y + 3z = -4 

x + y + z = 3 

e n caso d e ser compatible r eso lverlo , usando e l método de 
Gauss. 

4. Resolver e l sistema siguiente: 

2x y - z 2u 3 
- 3x + y 2z 2u = - 1 

x 4y - 2z + 2u = O 

usando el método de Gauss . 

5 . Demuestre el teorema 1, página 33 . 

6 . De muestre el teorema 2, secciones (c), (d) y (m), página 43. 

7. Pruebe lo s teore mas 8 , 9 Y 10, pág. 54, 55 con sus propias 
palabras. 

8. Defina: qué es una matriz escalonada y qué una matriz escalo
nada reducida . qué es una matriz elemental y cuál s u r e la
ci6n con las ~peraciones elementales . 

9. Demuestre e l Corolario de la página 66 . 
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ÁLGEBRA LINEAL 

UNIDAD II! 

ESPACIOS VECTORIALES 

Introducc ión: 

En algunas aplicaciones físicas, es insuficiente e l concepto de 
par o t e rna ordenada de Reales, ya que se involucran lI espac ios" 
de dimensiones mayores que tres , por l o que hay que gene r al i zar 
di c ho concepto al caso d e Il eneadas 'l de reales e inc lu s i ve consi 
derar otros sistemas algebraicos que esencialmente se comportan 
como vectores. 

Objetivos: 

l . Def inir e l espac i o vector ial Rn mediante sus operaciones f un 
dame ntales (a dic ión, multipl icación por un esca l ar y produc~ 
to interno y sus propiedade ~. 

2 . Identificar e l concepto de espacio vector i a l abst r acto (espa
cio de polinomios, de funciones, matrices, etc . ). 

3. Distinguir lo s subespacios de un espacio vector i a l . 

4 . Utilizar el concepto de combi nac i ón y dependencia lineal de 
vectores. 

5. Seleccionar lo s generadores de un subespacio . 

Procedimie nto: 

1. Estudiar del libro de text o , capitulo IV, secc i ones 4 .1 , 4.2, 
4.3 y 4.4 (páginas 137 a 160). 

2. Hacer los siguientes ejer c i c i os del texto: 

Sección 4.1: 1 , 2, 4, 5 , 6 , 8, 9, 11 y 16. 
Se cción 4.2 : 1, 2, 3 , 5 , 6, 9 , lO, 12, 14, 20 Y 2l. 
Sección 4.3: 1 , 2, 3, 4, 7, 10, 11, 12 , 13 y 16. 
Sección 4.4: 1, 3 , 5, 9 , lO, 11, 15, 17, 18, 19 , 20 y 21. 

3. Leer de l capitulo I V del libro de referencia de l a página 63 
hasta l a página 69 . 

4 . Hace r los ejerc i c i os del libro de referencia: 4.40, 4.41, 
4 . 47 , 4.50, 4.51, 4.54, 4.58, 4.64, 4.72, 4.74. 
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ALGEBRA LINEAL 
UNIDAD !II 

Autoevaluac ión: 

l. Investigar si el conjunto de números racionales forman un es
pacio vector ial respecto a las operaciones usuales d e adi
ción de racionales y multiplicación de reales por racionales. 

2. Investigar c uáles de los siguientes s ubconjuntos de R3 

s ubespacios de R3: 
son 

a) el conjunto de todos los vectores cuya primera coordenada 
es cero. 

b) El conjunto de todos los vectores tales que l a suma de sus 
3 coordenadas es uno. 

c) El conjunto de todos los vectores tales que la primera 
coordenada es un racional. 

3. Sea V = L { (1,2,0) (0,-1,1) ( 3 ,7,-1) (-2,-2,-2) } Encontrar 
un conj unto de generadores linealmente independientes. 

4. Investigar si el siguiente conjunto es linealmente indepen
diente. 

u = (-3,-2,0,1), v (-1,4,1,0), w = (0,- 2 ,1,0) 

5. Sean vectores u = (1,3,-2,0) v = (1,1,1,0) w = (4,-3,-2,-1) 

Calcular: 

a ) 

b) 

3u - 2v + w 

2 
3u'v 

c ) Coseno del ángulo entre (u - v), (w - u). 

6. Demuestre el teorema 5, página 15 2 con sus propias palabras. 

7 . Demuestre el teorema 6, página 159. 

8. Defina independencia linea l de un conjunto f inito de vectores; 
e l hecho que un conjunto de vectores genere un espacio; un 
s ubespacio vectorial. 
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ÁLGEBRA LINEAL 

UNIDAD IV 

BASES Y DIMENSIÓN 

Introducción: 

Es importante resaltar el hecho de que en ciertos espacios vecto
riales (dimensión finita) existen subconjuntos finitos de elemen
tos linealmente independientes con la propiedad de que cualquier 
e l emento del Espacio puede expresarse como una combinación lineal 
de dichos elementos (ta l s ubconjunto se le ll ama una Base del Es
pacio) ; así como la característica que tienen todas las bases, de 
tener el mismo número de elementos ; el cual se denomina dimensión 
del espacio. 

La obtención de tales bases es un aspecto esencial en el estudio 
de los espacios vectoriales; por otra parte, la introducción de 
operaciones entre subespacios permitirá mostrar las ideas geomé
tricas en espacios vectoriales . 

Objetivos: 

Cuando termines esta un idad podrás: 

l. Obtener bases de subespac ios vectoriales . 

2 . Obtener l a dimensión de un espacio vectorial . 

3 . Encontrar las coordenadas de un vector de un espacio vecto
rial respecto a cualquier base. 

4. Determinar los subespacios intersección y suma directa e in
t erpretarlos geométricamente. 

Procedimiento: 

Para cubrir los objetivos propuestos t e ndrás que: 

l. Estudiar del libro de texto la sección 4.5 y 4.6 (páginas 161 
a 176). 

2 . Hacer del libro de texto lo s ejercicios : 

Sección 4.5 (páginas 168 y 169): 2 , 4, 5, 9, la, 16 , 17, 19 
Y 20. 

Sección 4.6 (página 177): 3 , 4, 6 , 7, 8, 9 Y la. 
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ALGEBRA LINEAL 
UNIDAD I V 

3. Leer del capítulo V del libro de referencia los incisos s i
gui e ntes : bases, dimensi6n y subespacios (página s 88, 89 Y 90). 

4. Del libro de referencia hacer lo s e j ercicios 5.64, 5.65, 5.66, 
5.68 , 5.77, 5.80, 5.81, 5.83. 

Autoeva luac i6n: 

1. 

2. 

Obtener una base del subespacio V = L { (1,1,-1), 
( 2 ,-8, 2 ) } Y decir c uá l es su dimens i6n. 

Demostrar que l os conjuntos (1,1,1), (1,1,0), 
(1,2,1), (-1,-2 ,3), ( 2 ,1,1) son bases en R3 y 

coordenadas del vector (3,5,-1) respecto a esas 

(2,-3,0) , 

(1,0,0) Y 
obtener l as 
bases. 

3 . Ha llar la intersecci6n y la s uma d e los subespacios de R3. 

4. 

a) s L { (l,l,-l), (0,1,2), ( 2 ,-1,-8) } 

S L { (2,- 3 ,1), (-1,0,-1), ( 3 ,-9,6) } 

Sea S = L { ( 2 , ° , 4) , 
tal ' que R3 sea la 
geométricamente. 

(- 2 ,2,0) } obtener un subespacio T de R3 
suma directa de S y T, e interpretarlo 

5. Cuáles son los element.os d e L (ul, u2, u3)' Defina e l rango 
del espacio de renglones y co lumnas d e una matriz. Defina el 
rango de una matr i z aumentada. 

6. De muestre el t eor e ma 7 y 8, página 165. 

7. De muestre también, c uidadosament e , el t eorema 9, página 167. 

8. Demuestre el teorema 11, pág ina 171. 

9. Def ina la suma directa de dos s ubespacios . Cuál es la dife
rencia con el concepto de suma de subespacios. Qué ventajas 
tiene l a suma directa sobre l a suma. Qué es un sistema comp~ 
tibIe o consistent e de ecuac iones linea l es . 

10. De mue stre que un sistema es compatible s i y s610 si e l r ango 
de una matr i z y el rango de su matriz aumentada coinciden. 

NOTA : U+V = {u+v IUE U y V EV} es 

U@V = {u+v IU EU y V EV } 

l a suma de U y V 

y U n V = O (e l conjunto vac í o ) 

Ejemplo 1: U = plano xy V = plano yz U+V :;::: ]R3; no es suma 

Directa porque U n V = eje y 

Ejemplo 2 : U = plano xy V eje z U+V = U (j') V = lR3 

Toda suma directa de e spacios es suma de espac i os . Una suma 

es directa só l o si s u intersección es e l vector O. 
16 
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ALGEBRA LINEAL 

UNIDAD V 

ESPACIOS EUCLIDEANOS Rn 

Introducción: 

En es ta unidad se introducirá en l os espacios vectorial es e l con
cepto de producto interior, obteniendo con ello la posibilidad de 
considerar ángulo entre vectores, ortogonalidad , etc. : y en gene
ral la construcción de una geometría similar a la ordinaria en 
espacios abstractos. 

Objetivos: 

Al concluir esta unidad podrás: 

l. Definir productos interiores en espacios vectoriales. 

2. Calcular longitud y ángulo entre vectores . 
t eorema de Pitágoras. 

Generalizar e l 

3. Determinar bases ortonormales en espacios vectoriales, usan w 

do e l proceso de Gram Schmidt. 

4. Determinar el complemento ortogonal de un subespacio e inter
pretarlo geométricamente. 

Procedimiento: 

1. Estudiar 
4.8, 4.9 
tes: 

de tu libro de texto el capítulo IV, secciones 4.7, 
(páginas 178-199) haciendo los ejercicios siguien-

Sección 4.7: 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 13 , 14, 15 Y 16. 
Sección 4. 8: 3, 4, 5, 6, 9, 10, 13, 19, 2 O Y 21. 
Sección 4. 9: 1, 2, 3, 4, 8, 9, 12, 17, 19 Y 2 O • 

2. Estudia del libro de referencia, del capítulo 13 páginas 281 
y 282 el concepto de comp l emento ortogonal y el teorema 13. 2 
viend~ e l ejemplo 13.9. 

3. Leer del libro de referencia los ejercicios resueltos siguie~ 
tes: 

13.2, 13.3, 13.4, 13.5, 13.8 Y 13.9. 
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Autoevaluación: 

ÁLGEBRA LINEAL 
UN I DAD V 

l. Ca l cular el producto interno de los vectores que se indican. 

a ) u = ( 2 ,- 2 ); v = (-1,3) con e l producto escalar u s ual en R2. 

b) u = (-1,-3,2), v = (0,2,-2) con e l producto esca l ar usual 
en R3. 

c) P(t) = -1 + 2t + t2~ q (t) = 3 - 2t - t 2 con e l producto 
, 

interno < p, q ) =f~ p(t) q (t) dt . 

° 
2. En R2 i nvestigar c uáles d e l as funciones siguientes definen 

productos interiores; donde u = (X, Y) Y v = (X 2 , Y2). 

a ) f ( u, v ) X1Y2 - 2XSl 2X2Y2 + 5X1Yl 
L 

b) f(u, v ) X2 Yl + XIY2 

c ) f (U, v ) X2 Xl 
(Nota : ninguna de las tres funciones es un producto interior ) . 
Obtener el coseno del ángulo a ) e ntre lo s vectores u y 3 . v s i con 

a ) u = (4 , 1, 8 ) Y v = (0,1,- 3 ) 

b) Entre l os po linomi os dados en le. 

e ) Entre -l as matrices: 

A= l: :l B= l: :l 
con e l produ c t o inte rno siguiente: 

A = 
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4. Ortonormali zar la base de R3 dada por (1,1,1), (1,1,0), (1,2,1) 

5. En la demostración del teorema 13, página 182, ¿por qué se puede 
concluir que el polinomio de 2° grado at 2 + bt + C no tiene 
raíces reales o que tiene una raíz real múltiple (sugerencia: 
dibuje una parábola) . 

6. Demuestre el teorema 17, página 192 y e l teorema 18, página 193 
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ÁLGEBRA LINEAL 

PRIMERA UNIDAD DE REVISIÓN 

Introducción: 

En las cinco unidades precedentes se han introducido conceptos 
matemáticos útiles para enfrentar problemas geométricos y alge
braicos tradicionales como e l cálculo de distancias y la resolu
ción de sistemas de ecuaciones linea les. Se h a enfatizado el -
uso de estos conceptos en problemas concretos y en ocasiones la
boriosos numéricamente. Muchos de estos cálculos se v ue lven in
manejables cuando crecen los sistemas a resolver (lo que ocurre 
en muchas aplicacione~. Por e jemplo, no es nada extraño calcular 
inversas de ' matrices de 100 x 100). La computadora los resuelve 
con métodos que se estudiarán e n cursos posteriores. 

En esta unidad,el énfasis es revisar cuidadosamente los conceptos 
usados y cómo se convierte n en algoritmos. El poder rehacer desa
rrollos teóricos y resolver problemas no numéricos, abstractos, 
es tal vez una experiencia nueva para muchos, pero es clave para 
comprender bie n el tema y ampliar las posibilidades de aplicación. 
Es un requerimiento necesario para cualquiera que desee mantener
se al día y aportar al progreso técnico. 

Objetivos': 

l. Ordenar y diferenciar los conceptos de lo s espacios R2 y R3, 
de espacios vectoriales y sus bases y de las d i ferentes ope 
raciones en e llos. También los conceptos ligados a sistemas 
de ecuaciones lineales . 

2. Entender la justificación de los diversos algoritmos utiliza
do~ por ejemplo el de la obtención de A-l del t ex to, de re
solver ecuaciones , etc. 

3 . Revisar la diversidad de cálculos hechos y los modos más rá
pidos de efec tuarlos. 

4. Resolver problemas teóricos y demostrar lo s teoremas más 
importantes, sin t ener que memoriz ar todos sus pasos . 

5. Expresar oralmente en forma ordenada, precisa y clara la so
lución de problemas de álgebra lineal. 

Procedimiento 

1. Rehacer, sin observar casi el libro, el desarrollo teórico 
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PRIMERA UNIDAD DE INTEGRACION 

de cada unidad , repitiendo las definiciones, los enunciados y 
las demostraciones de los teoremas . 

2 . Resolver problemas teóricos del libro de texto , del libro de 
referencia o de cualquier l ibro de álgebra l ineal. 

3 . Revisar problemas de aplicación en la Colección de Problemas de 
la UAM-Azcapotzalco . 

AUTOEVALUACIÓN: 

22 

1 .- Definir los conceptos más importantes : Espacio vectorial, sub
espacio vectorial , Proyección de un vector en otro , Espacio 
vectorial generado por un conjunto de vectores , Independencia 
lineal de un conjunto de vectores , Producto interior e n un es 
pacio vectorial, Base ortonormal de un espacio v ectorial , Pro
ceso de ortonormalización de una base , Distancia d e un punto a 
un p l ano , dis t ancia de un punto a una recta. 

2 .- Dar la inte rpretación gráfica de la def i nición de una recta en 
el espac io: que pase por el origen y que no pase por el origen . 
¿Cuál sería la definición paramétrica de un plano que : pase por 
e l origen y que no pase por e l origen? 

3 .- Describir los algoritmos siguientes : a ) Método de Gauss Jordan , 
b ) Cálculo de la inversa de una matriz , c ) Proceso d e Gram -
Schmidt. 
¿Es ne cesario normalizar cada vector que se obtiene en e l pro
ceso d e Gram- Schmidt para que el conjunto obtenido sea realmente 
ortonormal? ¿Qué significa geométricamente el Método de Gauss 
Jordan? 

4 .- ¿Cuántas bases tie ne JR2? ¿JR3? 

5 .- ¿Cuáles son los subespac i os de JRl ?, ¿de JR2?, ¿de JR3?) ¿de JRn? 
De muéstre l o. 
¿Cuántos subespacios tiene cada uno de l os espacios anteriores? 

6 .- ¿Cómo se calcula la distancia de un punto a una recta en JR2? 
(Dos métodos : intersección y por vec tores) 

JR3? ¿Cómo se calcula la distancia d e un punto a una r ec ta en 
(Un método : por vectores ) 

JR3? ¿Cómo s e calcula la distancia d e un punto a un plano en 
(Dos métodos : inte rsección y por vectores) 
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UNIDAD VI 

TRANSFORMACIONES LINEALES 

Introducción: 

En la unidad anterior se hizo notar la importancia que tienen las 
matrices en las aplicaciones a las ciencias físicas y sociales. 
En esta ocasión se estudiará la parte correspondiente a las trans 
formaciones lineales las cuales por su alto contenido geométrico
permiten determinar las propiedades básicas de los espacios vec
toriales. Además , por su íntima conexión con las matrices, se 
tendrá la oportunidad de dar una justificación a las operaciones 
entre las mismas, empleando las operaciones corre spondientes en
tre transformaciones lineales. 

Objetivos : 

Cuando termines esta unidad podrás: 

l. Distinguir las transformaciones lineales de las no lineales 
de un espacio vectorial en otro. 

2. Dar interpretación geométrica a ciertas transformacione s li 
neales (rotaciones, las matrices ele mentales). 

3. Caracterizar las transformaciones lineale s por las imágenes 
de los vectores de una base. 

4. Definir el espacio nulo y la imagen de una transformación li 
neal de un espacio vectorial e n otro, así como la relación 
entre sus dimensiones. 

5. Operar con transformaciones lineales (como composición de func : 

6. Distinguir y obtener las transformaciones no singulares. 

Procedimiento : 

l. Estudiar del capítulo V, sección 1, 2 (páginas 201 a 224). 

2. Hacer los ejercicios siguientes del capítulo V. 

Sección 1 (págs . 208, 209) 2, 5, 8, 12, 15, 20, 23, 24, 27, 
28, 30 Y 31. 
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Sección 2 (págs . 214 , 215 ) 2 , 5 , 7 , 11 , 12 Y 15. 
Sección 3 (págs . 224 , 225 ) 3 , 5 , 7 , 8a, 11 , 14 , 15 , 1 6 Y 17. 

3 . Leer del l ibro de r e ferencia el capí tul o IV , página 1 21 a 13 1 
r evisando cuidadosamente l os ejercicios: 6.1 , 6 . 2, 6 . 7, 6.11 , 
6 . 12 , 6 . 15 , 6 . 18, 6 . 19 , 6.20 , 6 . 27 , 6.31, 6 . 35 , 6 . 36 , 6 . 37. 

Autoevaluación : 

1. 

2. 

Dada la transformac i ón T: R3 

hallar el núcleo y el espacio 
dad y e l rango de T . 

2 
-> R por : 
imagen de 

T (x , y , z ) = (x+y , 2y- 3z ) 
Ti así como l a nuli -

Investigar cuáles de las siguie ntes transforma ciones son li-
neales : 

a) T : R
2 -> R3 dada por : T (x , y ) (x + y , 3x , y ) 

b ) T : R
2 ->R3 dada por: T (x , y ) = (x , x + y , x + 2 ) 

c) T : R
3 -> R2 dada por: T (x , y , z) = (x + y + z, x + y) 

3 . Dadas 'f
1
, T2 : R

2 
-> R

2 por: Tl (1 , 0)= (1, 1 ), Tl (0 , 1 ) = (- 1 , -4) , 

T2 (X, y ) = (- 3x+4y, x - 3y) 

Calcu lar: a ) 2t l + 3T 2 ; b ) Tl - 4t 2 ; c ) dada v = (3 , 1 ) obte 

ner sus ~magenes bajo Tl y T2 , e investigar si Tl y 

T2 son no - singulares (o sea , si son inversible s) . 

4. Dada T: R
3 

->R
3 por T (x , y,z ) = (x , y - z , 2y + z ), obtener 

l a imagen del vector v = (1, 0 , 2 ) r e specto a la base natural y 
a la base (1 • 1 , 1 ), ( 1 , 1 , O), ( l . O , O) 

5 . Dada Tl , T2 : R3 R3 por 

Obtener : 

Tl (x , y , z ) 

T
2 

(x,y , z) 

Tl · T2 , T2 ' Tl 

(y,z , x ) 

(x , x+y , x+y+z ) 

6. Defina e l rango (o imagen ) yel ke rnel (o nulidad) de una trans 
formación lineal. 

7. Demuestre el t eor ema 4 y el teore ma 5 , páginas 217 - 218 . 

8 . Demuestr e el t e orema acumulativo 7 , página 221 . 
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MATRICES Y TRANSFORMACIONES LINEALES 

Introducción : 

En esta unidad se establece la completa identif icación e ntre 
transformaciones lineales de un espacio vectoria l e n otro y su 
representación matricial respecto a bases dadas en dichos espa
cios ; obteniendo con esto la facilidad para utiliza r indistinta
mente cualquiera de los dos conceptos e n las diversas aplicacio
nes físicas. Por otra parte , para enfatizar la dependencia de 
las matrices respecto a diferentes bases, se encuentra la rela
ción que deben satisfacer tales matrices en función del cambio de 
coordenadas. 

Objetivos: 

Una vez que hayas concluLdo esta unidad podrás: 

l. Determinar la matriz de una transformac ión linea l de un espa 
cio vectorial en otro, respecto a bases elegidas en los espa
cios dados. 

2. Calcular la matriz de una transformación lineal cuando se 
cambian las bases en los espacios. 

3. Determinar matrices similares. 

Procedimiento: 

Para lograr los objetivos anteriores tendrás que: 

1. Estudiar del Capítulo V, las secciones 5.4, 5.5, 5.6 (págs . 
225 a 252) . 

2. Hacer los siguientes ejercicios del capítulo V: 

Sección 5 . 4 (págs. 234 a 236) 1 , 3, 5, 6, 9, 10, 12, 13, 14, 
15 Y 16. 

Sección 5.5 (págs. 246 a 248) 1 , 3 , 5, 6, 7 , 8, 11, 13, 19, 
10, 21 Y 22. 

Sección 5.6 (págs. 252 a 253) 1, 4, 5, 9 Y 11. 

3 . Estudiar del libro de referencia, el capítulo VII (páginas 150 
a 157) y los problemas resueltos: 7.1, 7.2, 7.5, 7.6, 7.12, 
7.13, 7.14, 7.15, 7. 17, 7.18, 7.20 Y 7.22. 
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Autoevaluación: 

1. Dada T: R
2 

--+R
2 por T(x , y) = (3x - y, 2x + y) 

2 a ) Obte ner su matriz respecto a la base natural de R . 

b) Obte ner su matriz respecto a la base (1,1) (-1,1) 

2. Dadas las transformac iones TI' T2 : R3 - R3 , por las matrices 

siguien tes: ( respec tivamente) 

A = ( ~ 
2 

1 

° 
B = ( ~ 

respecto a la base natural. 

a ) Obte ne r las transformaciones Tl y T2 . 

b) La imagen de (1 , 2,3 ) bajo Tl y T2 , TI 

c ) La matriz d e TI + T2 , comprobando que 

+ 

la 

matricial de l a suma de transformaciones 

matrices A y B. 

2 

-1 

1 

T2 Y 

-3 ) 
-1 

° 

Tl T2 · 

r e pre sentación 

es l a suma de las 

d) La matriz de T1T2 , comprobando que su matriz e s igual al 

producto de las matrices A y B. 

3. Dada la transformación linea l de T: R3 ~R3 . T(x , y,z) = 

= (x- y-z, y+z, 2x-2 y+3z ) . 

4 • 

a ) Investigar si es no singular , e n c uyo caso obtener su 
tran s formación inve rsa. 

b ) Obtener la matriz d e T, r especto a la base natural; y la 
matriz de T-1 respecto a la base natural, comprobando que 
esta última es l a inversa de la anterior . 
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2 (2,3) ) e n R : 

a ) Obtener la matriz P de transición de l a base Bl a la base 

B2 y la matriz Q de transición de B2 a B1 . 

b) Verificar que PQ = 1 
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2 2 Dado el operador T: R -R por T(l,O) ~ 3(1,0) - 2(0,1) Y 
T( O, l) ~ (1 , 0) + 4(0,1) obtener la matriz A de T r e spe cto a 
la base natural y la matriz B r e specto a la base (1,2), (2,3) 
así corno la matriz Q de transición de la base natural a la nue v ' 
base; comprobando que A y B son similare s. 

Demuestre el teorema 9 , página 240. 

Demuestre el teorema 1O, página 24l. 

Demuestre la observación , página 242. 

Demuestre el teorema 11, págini! 249. 

Defina la matriz de transición. 
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ÁLGEBRA LINEAL 

UN IDAD VIII 

DETERMINANTES 

Introducción: 

Dado el conj u nto d e matrices cuadradas nxn una función conoc ida 
como la función determinante asocia a cada matriz un número real, 
llamado su determinante . 

El es tudio de los determinantes es importante, tanto desde e l pun
to de vista teórico (funciones multilineales, tensores, etc .) co
mo en sus aspectos prácticos (para la solución de sistemas de e 
cuaciones linea les). 

Objetivos: 

Cuando termines esta unidad podrás: 

l. Definir el concepto de permutación de n ob j etos y clasificar 
las de orden par o las de orden impar. 

2. Definir determinantes de 2 0 orden, 3er . orden , etc. u sando 
permutaciones. 

3 . Utilizar menores y cofactores para definir el determinante 
de una matriz. 

4. Calcular determinantes utilizando las propiedades de ellos. 

5. Aplicar los determinantes a l a solución de sistemas lineales . 

Procedimiento: 

Para lograr tus objetivos tendrás que: 

lo Estudiar del libro de texto el capítulo II (págs. 69-97) re-
solviendo los siguientes ejercicios: 

Sección 2.1 (pág. 75) 1, 2, 6, la, 11, 13, 15 Y 16. 
Sección 2 . 2 (pág. 80-81) 1, 4 , 6 , 8, 11 Y 15. 
Sección 2.3 (pág. 87-88) 1 , 2 , 3 , 4, 6 , 9, 12 Y 13. 
Sección 2.4 (pág . 97-99) 1, 3 , 7, 9 , 11, 13, 16 Y 18. 

2. Estudiar del libro de referencia: e l capítulo VIII ! Pág ina 171-
177) Y de los problemas resueltos los 8.3, 8.4 , 8. , 8.7, 8.10, 
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8.12, 8.14, 8 . 15, 8.17 , 8.18, 8 . 30 , 8 . 31 Y 8.38, resolviendo 
el 8 .4 7, 8.50 Y 8.62. 

3. Del libro de referencia estudiar : del capí tulo V (págs . 90 a 
92) la definición de rango y aplicaciones a ecuac iones linea 
l es; viendo con cuidado l os ejerc icios resueltos : 5 . 25 , 5.26, 
5.40 Y 5.42 . 

Autoevaluación: 

lo Definir e l concepto de permutación y encontrar todas las per-
mutaciones de (1 2 3 4) . 

2. Decir si las permutaciones son pares o impares. 

e 2 3 4 5 6 : ) 4 7 3 5 6 

e 2 3 4 5 6 :) 2 5 4 6 7 

3 . Usando permutaciones encontrar el dete rminante de orden 3x3 . 

4. 

a ll a 12 

a 21 a 22 

a 31 a 32 

Dada 

2 

-1 

O 

a 13 

a 23 

a 33 

~l 
a ) Encontrar su determi nante utili zando menores y cofactores. 

5 . Demuestre lo s teoremas 2 y 3, página 77. 

6. Demue stre e l t eorema 4 , página 82. 
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7. Dado el sistema s iguiente : 

obtener la solución utilizando la regla de Cramer. 

8. Calcular el de terminante de la matriz. 

1 2 - 2 - 3 

A O 3 -1 2 
= 

4 -1 O - 2 

3 1 3 2 

u sando las propiedades. 

9 . Demuestre el t eorema 9 , página 96 . 
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· ALGEBRA LINEAL 

UNIDAD IX 

VALORES Y VECTORES CARACTERISTICOS 

Introducción: 

Dado que se ha visto en las unidades anteriores que la represen
tación matricial de un operador lineal depende de las bases e le 
gidas en el espacio , se presenta e l problema de seleccionar aque 
lla base respecto a la cual, la matriz correspondiente tenga una 
forma diagonal con la cual pueden de ducirse más fácilmente las -
propiedades intrínsecas de dicha transformación; este problema -
puede analizarse introducie ndo el concepto de valores y vectores 
característicos. Por otra parte desde el punto de vista geométri 
co, la determianción de valores y vectores característicos indi
can las direcciones invariantes de algún fenómeno descrito por 
una transformación lineal. 

Objetivos: 

Al concluir esta unidad podrás : 

l . Definir e l concepto del valor y vector caracte rístico para ma
trices y operadores lineales ilustrándolo con algunos e jemplos. 

2. Obtener el subespacio asociado a un va lor caracter ístico dado . 

3. Calcular e l polinomio característico de una matriz. 

4. Diagonalizar matrices de orden 2x2 y 3x3 . 

Procedimiento: 

Para lograr tus objetivos tendrás que: 

l . Estudiar de tu libro de texto del capítulo VI , las páginas 255 
a 274. 

2. Hacer del mismo libro (texto) l os siguientes ejercic ios: 

Sección 6.1 (págs. 261 - 262) 1, 2, 5, 8, 12, 13 Y 16. 
Sección 6.2 (págs. 288 - 289 ) 2, 3 , 5 , 7, 9, 11, 12 Y 15. 
Sección 6 . 3 (págs . 274 - 275) l:a,b y c, 2 , 3, 5, 10, 11 Y 13 . 

3 . Estudiar de tu libro de referencia del capítulo IX las páginas 
197 a 202 viendo con cuidado los problemas resueltos 9.1, 9 . 2 , 
9 . 7 , 9 . 8 , 9 . 10 Y 9.16. 
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l. Dada T: R2 - R2 T(x,y) - (x+y) , 2x) obtener: sus valores y 
vectores característicos. 

2. Dada la matri z 

-1 

O 

O ~] 
Obtener su polinomio, vectores y valores característicos. 

3 . Dada la matriz 

Obtener una matriz diagonal s e me jante a dicha matriz. 

4. Dada la matriz 

A = 

o 
Obte ner una matriz P que ortogonal ice a la matriz A y calcu
lar p-1AP. 
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ALGEBRA LINEAL 

SEGUNDA UNIDAD DE REVISION 

En las cuatro unidades precedentes se presentó la idea de una tans 
formación lineal, los algoritmos para calcularla en términos de dos 
bases dadas. La relación fundamental que existe con el concepto de 
matriz . Se generan subespacios naturales del dominio (e l núcleo) y 
del contradominio (la imagen) de una transformac ión lineal. La ima· 
gen de subespacios del dominio son s ubespacios del contradominio. 
En particular en m3 , los subespacios son el vector 0, r ec tas que pa 
san por el origen, planos que incluyen el origen y todo m3 . Por 
tanto, sus imágenes, serán, a lo más, estos subespacios. Es intere 
sante interpretar geométricamente el efecto d e matrices conocidas 
en cuadrados (m2 ), cubos (m3 ) e hipercubos (mn ). 

El cálculo de determinantes es de mucha utilidad para resolver sis
temas de ecuaciones IIcuadrados" y necesario para obtener vectores 
propios de una transformación, que son aquellos vectores que con
servan su dirección pudiendo contraerse o expanderse , aumentar o 
disminuir su magnitud. Estos vectores, cuando generan una base,per
miten expresar en forma muy sencilla (diagona l) la transformación 
lineal correspondiente . Vectores , valores y funciones propias son 
conceptos muy utilizados en las aplicaciones. 

OBJETIVOS 

1.- Revisar: los conceptos de transformación linea l y la matr iz aso· 
ciada dado un par de bases; definiciones y algoritmos, consta
tando que una misma transformación lineal puede tene r diferente, 
"presentaciones" y practicando los algoritmos para obtenerlas. 

2. - Definir algebraicamente e l determinante y demostrar sus princi
pales propiedades, incluyendo la s que r esu ltan de aplicar las 
operaciones elementales. 

3.- Definir los conceptos de vector y valor propio e interpretarlos 
geométricamente. Definir e l polinomio característico y utili
zarlo para diagonalizar una matriz. Utilizar la diagonalizació 
para simplificar algunos cálculos. 

4.- Interpretar geométricamente en m2 y en m3 todos los conceptos 
y resultados obtenidos del curso. 

PROCEDIMIENTO 

1.- Revisar los conceptos más importa ntes del curso (vector , espa 
cio vectorial, subespacio vectorial, operaciones entre vecto-
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res, conj unto de vectores linealmente independi e ntes , conj un
to de vec t ores generadores de un s ubespac io vectorial , matriz , 
espac i o de columnas de una ma tri z , espac io de renglones de una 
matriz , rango de una matriz , sistema de ecu ac i o nes linea l es, 
sistema de ecuac i o nes lineales homogéneas , sistema de ecuac i o 
nes lineales no homogéneas , so lución o so luc iones d e un siste
ma de ecu ac iones linea l es , producto interior de un espac i o vec 
torial) . 

Encontrar l a transformación y la matriz corr espondie nte a T 

definida por T: M2x2 .. M2x2 T [~ ~J = [¡ 3]1 a ~J 2 L c 
¿Cuáles son sus va l ores y vectores característicos? 

2. - T: Rn .. Rm dibuje, en notación de conjuntos l a imagen y e l nú
c l eo de t. 
Si S: Rm...... RP , lo mi smo . 
Sea SoT l a composición, dibuje, tres conjuntos Rn, Rm , RP y 
los núcleos y las imágenes de S, T, Y SoT o 
¿Qué concluye? ¿Puede demostrarlo? 

Si: n=m=p , ¿qué se puede af irmar de los va lores propios de SoT, 
s i t ienen los mismos vectores propios? 

Sean U, V con U n V = { O } dos espacios vectoriales e n lRn , c ómo 
son s u s imágenes T(U) y T( V)? 

3. - ¿Cuáles son l os s ubespacios de lR3 ? Demuéstrelo. 
Demuestre que l a imagen de un s ubespacio d e lRn es un subespacio 
de Rm T: Rn .. Tm. 

4. - Qu é significa geométr i cmane t e cualquier método de reso l ver sis 
t e mas de ecuaciones? 

5 . - ¿Si una matriz c uadr ada A tiene vectores propios V1, . . . Vn con 
va l ores propios diferentes d1, . .. d n , c uáles son los vec tores 
propios de A-l y c uáles s us va lores propios (A matriz n x n ). 
¿Cuál es l a interpretación gráfic a , en es t e caso? 
En gene r al qué efec to geométrico tiene sobre los vectores de una 
base de lRn la transformación A-l D operador de rivada . 

6 . - ¿Cuáles son lo s vectores propios de DP n , Pn = po l inomio de grado 
n . Los va l ores prop i os de D? 
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APÉNDICE INFORMAL 

En el presente curso de álgebra lineal se cubren los temas más 
fundamentales para resolver sistemas de ecuaciones lineales y ha
cerlo del modo más fácil posible. El álgebra lineal, sin embar 
go, trasciende en importancia teórica a lo que sugiera el materal 
cubierto. Sus interre l aciones con disciplinas como el Análisis 
Funcional, Solución de Sistemas de Ecuaciones Diferenciales (que 
se estudia en un curso de Física Matemática) Series de Fourier 
Generalizadas, Grupos Topológicos son muy amplias . Muchos de sus 
conceptos se generalizan a un número infinito de dimensiones ge
nerando la herramienta necesaria (Espacios de Hilbert, espacios 
de Banach) para resolver muchos problemas de Física Cuántica, de 
Te l ecomunicaciones, de Procesos Estocásticos. Algunos teoremas 
de álgebra lineal como el Espectral, q ue con un poco más de estu
dio se puede entender (sin necesidad de especializarse en matemá
ticas o haber terminado la licenciatura) se convierten en teore
mas básicos para los espacios de un número infinito de dimensio
nes, descomponiendo un operador e n operadores más sencillos . 

Como se observó en uno de los problemas, los números complejos 
son isomorfos (es decir equivalentes en cardinal i dad y en su 
comportamiento frente a operaciones algebráicas ) con un subespa
cio de las matrices de 2 por 2. Así, propiedades que se demues
tran para este espac i o pueden trasladarse al otro . En forma pa
recida otros conceptos como e l de grupos (ligados a gráficas por 
ejemplo) pueden ser modelados mediante matrices usando los resul
tados bien conocidos para és tos, surgiendo la teoría de represen
tación de grupos que desde la segunda década de este siglo hasta 
nuestros mismos días ha impactado a la física matemática y por 
me dio de ésta, por e j emp lo, a la comprensión de los fenómenos y 
de la estructura del núcleo del átomo, por no mencionar su apor
tación a la comprensión de fenómenos económicos. 

La r eso lución práctica de problemas de ingeniería requiere en mu
chos casos usar una aproximación lineal y en l os métodos de Cálcu 
lo Numérico surgen frecuentemente conceptos provenientes del Ál-
gebra de Transformaciones Lineales. 
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