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Kerstin Krimmel, Werner Blum, Universitat Kassel

Materialien aus dem Projekt MAKOS — Eine kompetenzori-
entierte Behandlung von Prognose- und Konfidenzintervallen

Im Februar 2016 wurde in Hessen das neue Kerncurriculum (KC) fir die
gymnasiale Oberstufe im Fach Mathematik verabschiedet, das zum Schul-
jahr 2016/17 in Kraft tritt. Im Bereich Stochastik (Q3) wurde das Thema
,Prognose- und Konfidenzintervalle® als neuer Unterrichtsinhalt aufge-
nommen; es lost damit in manchen Schuljahren (jeweils per Erlass) das
Thema Hypothesentest als verpflichtenden Unterrichtsgegenstand ab.

Das Projekt MAKOS (MAthematische Kompetenzentwicklung in der
OberStufe) unterstutzt die Einfuhrung des KC durch die Erstellung einer
Handreichung mit vielfaltigen Unterrichtsmaterialien zu den verschiedenen
Oberstufenthemen, mit einem Fokus auf Kompetenzorientierung, Binnen-
differenzierung und Technologieunterstiitzung. Das Projekt wird vom
HKM und vom DZLM finanziert und ist an den Universitaten Darmstadt
und Kassel angesiedelt (fiir ndhere Informationen zu diesem Projekt siehe
Bruder & Roder, 2015, sowie den Beitrag von U. Roder in diesem Band).

Im vorliegenden Beitrag wird ein Einblick in die Projektergebnisse zu dem
Modul ,,Prognose- und Konfidenzintervalle® gegeben. Nach einer kurzen
fachlichen Einordnung wird eine mdgliche Unterrichtsreihe mit besonde-
rem Blick auf die Einstiege skizziert, bei der die Forderung der prozessbe-
zogenen Kompetenzen sowie der Selbstregulation der Lernenden durch
binnendifferenzierende Bausteine im VVordergrund steht.

Fachliche Einordnung und Ziele

An das Themenfeld Wahrscheinlichkeitsverteilungen, das im Grundkurs
die Binomialverteilung als einzige verpflichtende Verteilung beinhaltet,
schlieBt im KC das Themenfeld Prognose- und Konfidenzintervalle mit
folgenden drei inhaltlichen Stichworten an (vgl. Hessisches Kultusministe-
rium 2016: Kerncurriculum gymnasiale Oberstufe Mathematik, Q.3.5):

e Sigma-Regeln: Legitimieren der Sigma-Regeln (lo-, 20-, 3o-
Umgebungen) anhand konkreter Binomialverteilungen

e Prognoseintervalle fur relative Haufigkeiten (auf Grundlage der obigen
Sigma-Regeln): SchlieBen von der Grundgesamtheit auf die Stichprobe,
Bestimmen von Prognoseintervallen in versch. Sachzusammenhdangen

e Konfidenzintervalle fir Wahrscheinlichkeiten (auf Grundlage der Sig-
ma-Regeln): Schliefen von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit,
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Konfidenzniveau, Bestimmen von Konfidenzintervallen in verschiede-
nen Sachzusammenhéngen

Die Prognoseintervalle werden in der nachfolgend skizzierten Unterrichts-
einheit als eine Verallgemeinerung der Sigma-Regeln aufgefasst, bei denen
der Trefferanteil h ,prognostiziert® wird und bei denen neben ganzzahligen
o-Umgebungen auch Umgebungen wie £1,96-6 mit ganzzahligen W ‘keiten
betrachtet werden. Die Legitimierung dieser Faustregeln erfolgt nur exemp-
larisch und empirisch durch Betrachtung konkreter Binomialverteilungen
mit ausreichend groRem Stichprobenumfang (Konvention: ¢ > 3).

Bei Prognoseintervallen wird mittels Informationen tber die Grundgesamt-
heit auf eine Stichprobe geschlossen. Die Konfidenzintervalle werden dem
als Intervallschdatzung mit umgekehrter Schlussrichtung gegentibergestellt:
Man schlieBt anhand von Informationen Uber eine Stichprobe auf die
Grundgesamtheit, d.h. es wurde eine Trefferanzahl X (bzw. ein Trefferan-
teil h) in einer Stichprobe beobachtet, mit der man dann die unbekannte
Trefferw‘keit p schéatzt.

Bei beiden Themen soll der Fokus im Unterricht nicht auf dem Berechnen
der Intervalle und damit der Kompetenz K5 liegen, sondern auf den Kom-
petenzen Modellieren, Kommunizieren und Argumentieren, um ein nach-
haltiges Grundverstandnis bei den Lernenden aufzubauen. Neben der
Grundidee des (Intervall-) Schétzens und dem wechselseitigen Schliel3en
zwischen  Grundgesamtheit und Stichproben sollen anhand der
Konfidenzintervalle exemplarisch die Mdoglichkeiten und Grenzen der in-
duktiven Statistik in verschiedenen Anwendungsbereichen erfasst werden.

Differenzierende Einstiege

Gemall dem zugrundeliegenden Binnendifferenzierungskonzept des MA-
KOS-Projekts werden den Lernenden zum Einstieg in eine Unterrichtsein-
heit verschiedene Zugange zum selben inhaltlichen Kern ermdglicht. Die
Einstiege zu den Themen Prognose- und Konfidenzintervalle umfassen je-
weils drei ahnlich aufgebaute Lernaufgaben, die sich hinsichtlich Schwie-
rigkeitsgrad, Grad der Offenheit und Kontext unterscheiden und aus denen
die Lernenden (oder die Lehrkréfte) je eine Aufgabe wéhlen. Die drei Kon-
texte ,,A: Haribo*, ,,B: Umfragen zu Mathe als Lieblingsfach* und ,,C:
Werfen von Legosteinen & Wiirfeln®, die zur Einfuhrung alltagsnah ge-
wahlt wurden, werden bei den Prognoseintervallen verwendet und wieder-
holen sich bei den Einstiegen zu den Konfidenzintervallen. Durch die &hn-
lichen Kontexte zu beiden Themen bietet sich die Chance, dass die wech-
selseitige Beziehung zwischen Prognose- und Konfidenzintervallen, d.h.
deren Gemeinsamkeiten, Ahnlichkeiten und Unterschiede besonders deut-



lich werden. Exemplarisch werden nun die beiden Haribo-Aufgaben naher
beschrieben, die als jeweils leichteste der drei Varianten erstellt wurden.

Zum Haribo-Teil 1 (Sigma-Regeln & Prognoseintervalle): Ausgehend von
der bekannten W’keit p=1/6 dafir, dass ein zufallig ausgewahlter Goldbéar
weild ist (die W’keit wird in den Materialien durch einen Zeitungsartikel
uber Haribo belegt), schéatzen die Schuler die Anzahl der weilRen Baren in
einer groRen Tute vom Stichprobenumfang n=100. Die Lernaufgabe mit
den vorgegebenen Daten eignet sich gut, um sie handlungsorientiert durch
tatsachliches Zahlen von Goldbéren zu begleiten oder auch zu ersetzen.
Neben einer Punktschatzung sollen die Lernenden in der Aufgabe zunachst
ein Intervall nennen, das sie intuitiv flr plausibel halten. Anschliel3end be-
rechnen sie mit geeigneter technischer Unterstiitzung (z.B. WTR,
GeoGebra) und schriftlichen Hilfestellungen die W<keit flr dieses Intervall
und fur weitere, symmetrische Umgebungen um p, wie z.B. u £ 26 (Er-
gebnis ca. 95,5%). Sie vergleichen ihre Ergebnisse mit den W’keiten, die
ihnen nun als Faustregeln auch fur andere Umgebungen wie p = 1,960 (ca.
95%) genannt werden, und validieren dadurch exemplarisch die Sigma-
Regeln. Zum Abschluss geben sie mit Hilfe der nun bekannten Faustregeln
ein 95%-Prognoseintervall fir den Anteil der weillen Goldbaren in einer
groRen Tite an. Hiermit kann in spateren Aufgaben leicht das 1/Vn-Gesetz
wie auch das empirische Gesetz der grof3en Zahlen begriindet werden.

Zum Haribo-Teil 2 (Konfidenzintervalle): Wie grol3 ist der Anteil von
Goldbéaren bei Haribo-ColoRados? Dieser Frage sollen die Lernenden an-
hand einer Stichprobe ColoRados vom Umfang n=80 nachgehen, entweder
nur mit Hilfe von Daten aus der gefiihrten Lernaufgabe oder auch durch
tatsachliches Zahlen. Nach einer intuitiven Punkt- und Intervallschatzung
auf Basis des beobachteten Stichprobenwertes X (berprifen die Lernenden
zundchst nur graphisch fur verschiedene B(n;p)-Verteilungen, bei welchen
p (zu festem n) der beobachtete X-Wert im 95%-Prognoseintervall liegt.
Hierflr steht z.B. auf GeoGebra Tube eine abgestimmte Umgebung zur
Verfugung. Die Lernenden erhalten damit eine anschauliche Definition des
Konfidenzintervalls zum Niveau 95%. Im Anschluss an das Entwickeln
dieser Grundvorstellung wird nun das Konfidenzintervall (mit schriftlichen
Hilfestellungen) wie blich schrittweise berechnet. Zum Abschluss dieser
Lernaufgabe wird die vereinfachte N&herungsformel zur Berechnung ein-
geflhrt, bei der das unbekannte p im Radikanten durch h abgeschatzt wird.

Diagnosesets

Bei beiden Themen folgt im Anschluss an die Einstiege und ersten Ubun-
gen jeweils ein Diagnoseset zur Feststellung und Forderung des Grundver-



stdndnisses zu den neuen Inhalten. Die unbenoteten Sets sind dhnlich auf-
gebaut, umfassen jeweils vier Aufgaben und werden von den Lernenden in
Einzelarbeit unter genauen Zeitvorgaben bearbeitet (25 Min.). In der ersten
Aufgabe soll jeweils die Grundidee der Themen unter Nennung von An-
wendungsbereichen verbal erldutert werden. In beiden Sets folgen eine
Grundaufgabe zur Berechnung und Interpretation eines Prognose- bzw.
Konfidenzintervalls in einem neuen Sachkontext und eine Umkehraufgabe,
bei der Rechnung und Ergebnis gegeben sind. In der letzten Aufgabe wer-
den im Muliple-Choice-Stil inhaltliche Aussagen beurteilt (richtig/falsch).

Aufgabenset

Mit einem niveaugestuften Aufgabenset zu den beiden Themen Prognose-
und Konfidenzintervalle wird das Verstandnis der Lernenden gefordert und
vertieft. Das Set umfasst acht Aufgaben mit steigendem Schwierigkeits-
grad, aus denen die Lernenden z. B. drei auswahlen und selbsténdig bear-
beiten. Durch die Bereitstellung von Wahlaufgaben mit schilergerechten
Losungen wird die Selbstregulation der Lernenden gefordert.

Das Set umfasst vielfaltige Basis-, Standard- und Vertiefungsaufgaben, die
hinsichtlich Aufgabentyp und geforderten Kompetenzen variieren. Im Kas-
ten ist exemplarisch eine Aufgabe mit mittlerem Schwierigkeitsgrad abge-
bildet, durch die insbesondere Argumentieren, Kommunizieren und Umge-
hen mit formalen Elementen der Mathematik gefordert werden.

Aufgabe 5: Behauptungen priifen (K1, K5, K§]
Entscheiden und begriinden Sie jeweils, ob die die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Dabei sind die nicht
angesprochenen Parameter (Konfidenzniveau, Wkeit, Stichprobenumfang) jeweils konstant.
Mr. | Aussage w | f
A | Je hoher der Stichprobenumfang, desto kirzer ist das Kanfidenzinternvall.
Bei einer Verdoppelung des Stichprobenumfangs halbiert sich die Lange des Konfidenzintervalls

B | (wenn es mithilfe der Naherungsformel bestimmt wurde).

Checkliste

Ein abschlieRender Uberblick zu der Unterrichtseinheit wird den Lernen-
den durch eine Checkliste ermdglicht, in der die Basiskompetenzen zu den
beiden Themen auf einer DinA4-Seite zusammengefasst werden. Die ,,Ich
kann“ — Formulierungen werden alle durch eine Beispielaufgabe illustriert.
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