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ABSTRACT

The aim of this comnunication is to study the differences and similarities between the dassc and cydic
correlation matrices of the data snapshots ®nsed by an aray. We will focus our study in the emparison d the
eigenvalues decompasition for each matrix. Spedal attention will be paid on topics like rank and ndure of
eigenvedors and eigenvalues. Other aspeds involved in the estimation o both matrices, such as number of data
snapshats required andsensitivity to deviations of the cydic parameter will be also treated. Finally, we will carry
out simulationsin order to confirmthe previously obtained theoretical results.

INTRODUCCION

El interés por la explotaddn de las propiedades de cicloestadonaridad mostradas por la mayor parte de las
sefides de comunicadoneg1l] en € procesado ke sefid en arrays ha experimentado un rotable aedmiento
redentemente. Nuevas témicas para dordar |os problemas cl&sicos de estimadén de &guo y conformadon de haz
basadas en parametros estadisticos de sefides cicloestadonarias han sido desarroll adas por diversos autoreq2,3,4].
El objeto de esta omunicadon es estudiar las propiedades elementales de la matriz de crreladon ciclica (definida
més adelante), ya que mngtituye d elemento de partida parala mayor parte de las nuevas témicas mencionadas.

Para dlo seintroduce e primer lugar € modelo de sefid habitual en arrays de banda estrecha, definiendo
la matriz de crreladon ciclica Seguidamente se estudian sus propiedades bésicas, sobre las que se goya €
procesado paterior. Dichas propiedades on comparadas con sus homélogas para la matriz de crreladon clasica
Aspedos de implementadon pradicatales como el nimero de muestras necesario para una onvergencia acetabley
la sengibili dad frente apequefios errores en la velocidad de muestreo son también objeto de un andlisis intuitivo y
empirico. Por Ultimo, varias smuladones nos srven para cnfirmar labondad de los resultadas tedricos.

MODELO DE SENAL Y NOTACION

El término array define una estructura cmpuesta por un nimero determinado de sensores, locdizados en
diferentes posiciones del espado. SeaN € nimero de sensoresy x(n), i=1..N lasefia redbidapor e sensor i-ésimo.
Cuando sobre dicha estructura incide un cierto nimero M de
sefides s(n) (k=1..M), como muestra la figura 1, € vedor
X(N)=[x(n),..xn(N)]" de sefides remgidas en los ensores del

array puede expresarse @mo: s{n) qul(n)
M
X(n) =) aksk(n)+w(n) (1) #2
kzl o=—x4n)
donde: \ s(n) )
a Vedor DOA generdlizado celafuente k-ésma qui(n)
w(n) Ruido térmico aditivo generado en los nsores.

Notese que los vedores ac no solo tienen en cuenta Sin) #N
fendmenos de propagadén asociados a las fuentes (p.g: / o= —x(
propagaddn multicamino), sino también fadores asociados a los
propios snsores (diagrama de receocidn, desgjustes de fase en la Figual

conversion a banda base, etc.). Bgjo las hipdtesis de banda
estrecha y campo lgjano (frente de onda plano) todes estos fendmenos aparecen engobados en un Urco vedor
complejo a[5].
La epresion anterior adopta una forma més sencill a definiendo la metriz A de direcdones de llegada
generali zadas como A=[a,,..ay], permitiéndonos escribir:
x(n) =As(n) +w(n) @
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donde s(n)=[sy(n),..su(n)]" ese vedor de sefidesincidentes.
Las témicas habituales de procesado e sefid en arrays estan basadas en el andlisisy las propiedades de la
matriz de crreladdn, definida cmomo:

Rxx = E{ X} ©)
Cuando se pretende explotar la cicloestadonaridad de dgura o agures de las ®fides incidentes % reaurre ala
construcdén de lamatriz de correladén ciclica

A1 N1 o, [
Rux (N k,m) =EG= ) x(n)x" (n-m) el kg (@)
N 2O "B

donde N es e periodo & la funcién de autocorreladon de la sefid deseada, y k,m son parametros que deben
selecdonarse de awerdo con las propiedades de cicloestadonaridad que dicha sefial posea Obsérvese que s k=m=0
o N=1, lamatriz de aorreladén ciclica @incide cn la matriz désica En adelante supondremos que la sdlecdén de
los parametros $ ha redizado e forma tal que esto no ocurra, y se aumird que @ parametro N es conocido,
simplificando la notad on.

PROPIEDADES FUNDAMENTALESDE LA MATRIZ DE CORRELACION CICLICA

Aunque dguros de los resultados que se expondran a mntinuadén son generali zebles con suma sencill ez,
en lo que sigue limitaremos e andlisis bajo la hipdtesis de que las fuentes ©n independientes. Supondremos
asimismo que P de las M fuentes presentan autocorreladén ciclica ditinta de ceo para los parametros N,k y m
selecaonados, mientras que las M-P fuentes restantes tienen ura funcién de autocorreladon ciclica ceo para dichos
valores de los parametros. Esto no quiere dedr que no sean también cicloestadonarias, Sino Gnicamente que no o
son paralos valores de N,my k elegidos. En esas condiciones podemos establece los sguientes enurciados parala
matriz de correladon ciclicade parametros N,k y m:

81 Elrango élamatrizdecorrelacionciclica esP
Demostradén: Sustituyendo (2) en (4), extrayendo fueradel operador esperanzalos términos deterministas
y teniendo en cuenta que d ruido estaincorrelado con las fuentes, encontramos:
2m g

Ryx (K, M) :AEQ1 ’\fs(n)s'*(n-m)e'i N e '“'+EQ1 ’\fw (5)
@mo EA @mo E

El término asociado a ruido s6lo permanecedsi m=0'y el fasor e”™*"™=1, Selecdonando valoresde k,N y
m que eviten esta Situaddn encontramos:

N-1 n
Ryx (K, m) :AE%i Zs(n)SH(n'm) e_jZN kn%AH (6)
EN n=0 Q

pero como las efiales n independientes, lamatriz central es diagona de laforma:

™

y por lo tanto la matriz de crreladdn ciclicatiene rango P (sempre que P<N y que los P vedores DOA
generdizados £an linedmente independientes).

Lamatriz de mrreladdn clasica por € contrario, tiene rango N. Llevando a cdo un andlisis smilar para
dicha matriz encontramos que los términos diagonales que en la matriz dclica se hacen ceros en la matriz
clésicase aibren con las patencias medias de las M-P sefiales restantes y € ruido, quedando una matriz de
rango completo. La ventgja de lamatriz de crreladon ciclica esobvia: s 1os parametros N,k y m han sido
corredamente selecdonados, sdlo lainformadon reladonada mn las sfiales deseadas aparece @ lamatriz,
siendo eliminada lainformaaén referente ainterferenciasy ruido.

§2. Lamatrizde correacionciclicatiene unautovalor cero de multiplicidad N-P



Demostradon: Diredamente apartir del resultado anterior:
dim(null (Ryx(k,m)))=N-rank(Ry(k,m))=N-P (8)
luego € autovalor cero debe garece con multi plicidad N-P
83 El subespacio vedorial generado pa los autovedores asociadcs a los autovalores no ndos de la matriz
de orrelacion ciclica coincide @mn € que generan los P vedores DOA generalizados de las sfiales que
contribuyen ala matriz
Demostraddn: La matriz de arreladédn ciclicapuede expresarse mwmo:

P
RXX (k1 m) = Z ai a|H rSS (k! m) (9)
i=1
de forma que para alalquier autovedor v, asociado aun autovalor A, no nuo (r=1..P) podemos escribir:
P
Rux (K, m)ve-Arvp =0 _ Zaia,HVr')\rVr:O (10
=

de donde se deduce que € autovedor v, es linedmente dependiente del conjunto {a;,as,..,a5 . Como esto
ocurre paratodor, r=1..P, y los autovedores v, son l.i., € s.ev. generado pa los dos conjurtos de vedores
debe ser e mismo.
El mismo resultado se obtenia parala matriz de wrreladdn clésica pero cambiando P por M. Nuevamente,
la ventgja reside en haber reducido la dimension del subespado de sefid Unicamente a guellas sfides
consideradas de interés. En el caso P=1, €l enurciado 83cobra espedal importancia, ya que la dimension
del sev. desefid es 1, y por tanto e autovedor asociado a Unico autovalor no nuo coincide @n € vedor
DOA generdizado celasefid deinterés.

84.  El subespacio vedorial generado po los autovedores asociado d autovalor nulo es ortogond al s.ewv.
generado pa losvedores DOA generalizados de las P sefides de interés.
Demostradon: Al igual que en el purto §3 podemos escribir para v, (g=P+1..M):

P
RXX (k! m) Vq = Z ai a|H rSS (k1 m) Vq = O (11)
=

y como los vedores a; son L.i. laGnicasolucion alaigualdad anterior viene dada por la ortogonalidad delos
vedores g y Vg, c.p.d.
De nuevo este resultado es importado de su andlogo pera la matriz de wrreladdn cldsica Se trata de un
resultado Hen conocido y ha dado lugar a numerosos agoritmos de estimadén de direcdones de llegada
para sefial es cicloestadonarias.
Con este resultado damos por concluido € estudio de las propiedades bésicas de la matriz de @rreladén ciclica, y
pasamos a estudiar qué ocurre alando la matriz no se wnocey debe ser estimada apartir de los datos redbidos, 1o
gue ongtituye la situadon més frecuente.

COMPARACION DE LA VELOCIDAD DE CONVERGENCIA

Tal y como ha quedado demostrado en e apartado anterior, € valor esperado ce la matriz de @rreladén
ciclica ontiene nicamente informadén sobre las sfiales desealas. Desafortunadamente, dicha matriz se desconoce
y Unicamente podemos aproximarnos a dla através de una etimadon, suponiendo que las €fiaes que intervienen
son cicloergddicas. Obviamente, si construimos € estimador:

A 1 & 2m
Ryx (K,m) = n > x(n)xH (n-m)ed < 12
n=1

obtenemos que se trata de un estimador insesgado, es dedr:
E{ Rue (ks M)} = Rx (k, M) (13



Un egtimador paralelo puede definirse para la matriz de correladon clésica Para poder comparar la velocidad de
convergencia, es dedr, para poder determinar €l valor de L necesario paratener lamismavarianza e la estimadoén
de anbas matrices necesitaremos cdcular e fador siguiente:

R (k.- R (k. as

y su homélogo peralamatriz de crreladon clésica Incluso en e caso mas smple posible (una sola sefia incidente
sobre un array compuesto pa dos ensores), € resultado anterior depende de las estadisticas de 4° orden de las
sefides que intervienen. Sin embargo, lo que redmente nos interesa es conocer cOmo y cuanto se desvian los
autovalores y autovedores de la matriz estimada respedo a la ided. Para dlo debemos aaudir a la teoria de
perturbadones. Los resultadas $n alin méas desal entadores, ya que las cotas apli cables (Gerschgorin, Ostrowsky) [6]
dan méargenes demasiado amplios para resultar Gtiles. Asi pues, Unicamente podemos apoyarnos en resultados
procedentes de ssmuladones como los que se mostraran en e apartado siguiente. En cualquier caso, pareceque los
resultados para @ autovedor asociado a una sefia cuaquier (n) estan intimamente ligados al médulo del parametro
Yedk,m) definido como:

N-1 T
ED% Yy sn)s’(n-m) ey kn%
— n=0
yss(k1 m) - E{S(n) S* (n)} (15)

gue mide de dgura manerala cantidad de cicloestadonaridad presente en la sefid s(n). Los resultados empeoran si
* vsdk,m)e disminuye. Puesto que la @ta superior de ete parametro es 1, la velocidad de @mnvergencia es menor
cuando se ettima lamatriz de crreladdn ciclica Es dedr, lamatriz de correladon ciclica presenta menor fiabili dad
en los autovedores que la matriz désica Para obtener mérgenes de aror semejantes £ hacenecesario aumentar €l
ndmero de muestras a procesar o la potencia de las fia esincidentes. En las smuladones s ofreceun gemplo que
ilustra esta dirmadén.

SENSIBILIDAD FRENTE AL PARAMETRO k

Otro concepto interesante es la sensibili dad de la matriz estimada frente d parametro k. De hecdho, equivale
a estudiar la sensibili dad frente apequefios errores de muestreo, es dedr, qué ocurre s este es demasiado lento o
demasiado rapido. Denominando Ak a error en el pardmetro k, podemos escribir:

A 1 < i 21-[Akn
R (K + 2K, m) == [x] el (16)
L n=0
que, dado que la epresién en d interior del corchete tiende asu vaor esperado, puede interpretarse @mMo una
transformada de Fourier en Ak de la ventana utili zada para estimar la matriz (en este cao redanguar). El resultado
es coherente ya que, cuando L - oo, su transformada de Fourier en Ak tenderd ad(Ak), y éste e predsamente d
resultado que se obtiene parala matriz de wrreladén ided:

Rux (K + Ak, m) =
X Aok % 0 Akz0

FRux (k,m) Ak =0
Aunque este resultado no puede tradadarse diredamente sobre su efedo en los autovedores y autovalores
de lamatriz estimada, por 1os mismos argumentos que hemos usado en e apartado anterior, s cabe esperar que la
tolerancia del sistema a erores en € parametro k venga limitada por la longtud de la ventana de etimadén
utili zada. Es dedr, e sistema serd tanto més robusto cuanto més corta seala ventana usada. Pero también perderd
cgpaddad de rechaza interferencias y ruido. Este compromiso debe ser resuelto para cala escenario particular y
teniendo en cuenta d postprocesado que seredice

(17)

SIMULACIONES
12 Descripcién: Sobre un array lined equiespadado ce 5 sensores € hicieron incidir 3 sefides BPSK de idéntica
patencia (0 dB) pero dstintavelocidad de simbolo (2,3 y 5 muestras por simbd o) en distintas direcdones (0°,3C° y -
25°). Losvaores de N,k y m selecdonados fueron respedivamente 2,1y 1.

Resultados: Enlafigura 2 puede observarse la evolucién de los autovalores de anbas matrices de wrreladdn. Se
observa omo sdlo uno de los autovalores de la matriz dclica (6l que se aocia ala sefid deseala) permanece
mientras € resto tienden a cao a medida que d nimero de muestras usado en la etimadén crece En la matriz



clésica como erade esperar, los autovalores & mantienen distintos de cero tanto peralas sfidles como para € ruido,
resultando impasible discriminar sefial deseada einterferencias.
28 Descripcion: Igual que en € gemplo anterior, pero se retiraron las sfiaes interferentes (-40°y 25°).

Resultados: En la figura 3 se observa d error en la estimadon del autovedor de sefial en ambas matrices en
funcién de la reladon sefid a ruido, para distintos tiempos de ventana usados en la estimadoén, donde queda
claramente manifiesta la menor fiabilidad de los autovedores de la matriz dclica y como esta pérdida puede
compensarse aimentando € nimero de muestras utili zado en la estimadén de la matriz.

Lafigura 4 muestra, para unareladén SNR de 10 dB y varios tiempos de ventana, € error cometido en la
estimadon del autovedor de sefial, en funcién del error en e parametro k, Ak. Es interesante observar como € error
sigue groximadamente un comportamiento dado pa la transformada de Fourier de la ventana utilizada en la
estimadon. Una mnseauencia direda es € aumento de sensibilidad del sistema frente aAk a medida que @ tiempo
de ventana aimenta.

1 —— MATRIZ: CLASICA

RMUESTRAS

Rruies3s. Brencionl | dastlasicon fdrautaveriatenés ok dn Selohdmeen
gue @ comportamidgitougsiies ¥liedapt fiibarShRnada de Fourier de
la ventana usada para la estimadén.

CONCLUSIONES

Figura 2. Lamatriz clésicapresenta un autovalor diferenciado por
cada unade las ®fiaesincidentes. Lamatriz ciclicasolo distingue la
sefial deseada.

Los resultadas mostrados prueban que la matriz de arreladédn ciclica e una poderosa herramienta de caa
ala dasificad6n y separad6n de sefidles, ofredendo prestadones superiores alas delamatriz dasica Sin embargo,
para obtener las mismas cotas de aror se predsa un aumento considerable de la SNR de las sfiales 0, en su defedo,
del tiempo ck ventana utili zado. Por Ultimo, e estudio de la sensibilidad muestra que éta empeora de forma
diredamente propacional a aumento del tiempo ce ventana, pero manteniéndose en cualquier ceso en cotas
aceptables, lo quefadlitala estimadén pradicade dicha matriz.
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