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Resumen. En este trabajo demostramos que los operadores Laplacianos que han sido

obtenidos añadiendo nuevos vértices independientes a un grafo ponderado, pueden ser

considerados como perturbaciones de los operadores Laplacianos de la red inicial. De

esta forma, obtenemos la inversa de Moore-Penrose de la matriz Laplaciana del nuevo

grafo en función de la Laplaciana del grafo original.
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1 Introducción y notación

Dado un conjunto finito V de n elementos, sea C(V ) el espacio de todas las
funciones reales que toman valores en V . Para cada función u ∈ C(V ), el vector
asociado en Rn lo denotaremos por u. Para cada vértice x ∈ V , la función
caracteŕıstica se denotará por εx ∈ C(V ); el producto escalar en C(V ) es 〈u, v〉 =∑

x∈V uxvx para cualquier u, v ∈ C(V ). Una función unitaria y positiva ω se
llama peso, y Ω(V ) es el conjunto de todos los pesos en V .

Si K es un endomorfismo de C(V ), se dice que es autoadjunto si 〈K(u), v〉 =
〈u,K(v)〉 para cualquier u ∈ C(V ). Además, K es semidefinido positivo cuyo
〈K(u), u〉 ≥ 0 para cualquier u ∈ C(V ). Un operador autoadjunto K es eĺıptico si
es semidefinido positivo y su menor autovalor λ es simple. En este caso, existe
una única función unitaria ω ∈ C(V ), que satisface K(ω) = λω, por eso K se llama
operador (λ, ω)-eĺıptico. Es fácil de demostrar que un operador (λ, ω)-eĺıptico es
singular si y sólo si λ = 0.

Cualquier función K : V × V → R se llama núcleo en V , y determina un
endomorfismo en C(V ) que asigna a cualquier elemento u ∈ C(V ) la función
K(u) =

∑
y∈V K(·, y)u(y). Por el contrario, cada endomorfismo de C(V ) tiene
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asociado el núcleo K(x, y) = 〈K(εy), εx〉 para todos x, y ∈ V . Por lo tanto, un
endomorfismo K es autoadjunto si y sólo si su núcleo K es una función simétrica.

Dados σ, τ ∈ C(V ), denotaremos por Pσ,τ al endomorfismo de C(V ) que asigna
a cada u ∈ C(V ) la función Pσ,τ (u) = 〈τ, u〉σ, y lo llamaremos proyector, ya que
asigna a cada u ∈ C(V ) su proyección en σ a lo largo de τ . Observamos que el
núcleo asociado es Pσ,τ (x, y) = (σ ⊗ τ)(x, y) = σ(x)τ(y). En particular, si ω 6= 0
el endomorfismo Pω,ω se denota simplemente por Pω.

Dados λ ≥ 0, ω ∈ Ω(V ) y un operador (λ, ω)-eĺıptico F , nos interesa resolver
la llamada ecuación de Poisson para F en V : dado un f ∈ C(V ) encontrar
u ∈ C(V ) tal que F(u) = f . Como F define un automorfismo en ω⊥, el inverso
de un operador (λ, ω)-eĺıptico F en ω⊥ se llama operador de Green operador
ortogonal y lo denotaremos por G. Este operador actúa en ω⊥, pero puede ser
extendido a C(V ) al asignar a cada f ∈ C(V ) la única solución de la ecuación de
Poisson F(u) = f − Pω(f).

Ahora consideremos una función no nula σ ∈ C(V ), la proyección autoadjunta
asociada Pσ y el operador Hσ = F +Pσ, llamado perturbación de F debida a σ.
La relación entre los dos operadores de Green de Hσ yF se puede encontrar en
[3, Corolario 3.6].

Además, si consideramos σi ∈ C(V ), i = 1, . . . ,m+ ` tales que σi /∈ ω⊥ para
i = 1, . . . ,m y σm+i ∈ ω⊥, i = 1, . . . , `, el operador

H = F +
m+∑̀
i=1

Pσi

se llama operador perturbado. En este caso, m o ` pueden ser 0. Si F† denota
el operador inverso de Moore-Penrose de F , entonces, la relación entre los co-
rrespondientes operadores inversos de Moore-Penrose viene dada en el teorema
[3, Teorema 3.5]. Además, el siguiente lema nos facilita una herramienta funda-
mental para nuestros resultados.

Lemma 1. Sean A ∈Mn×n, B ∈Mn×r, D ∈Mr×r invertible, y S = A−BD−1Bᵀ,
entonces (

A B
Bᵀ D

)†
=

(
C E
Eᵀ F

)
,

donde

C =

(
In +

1

n + r
Jn×rD

−1Bᵀ
)[

S† +
1

n + r
S†BD−1Jr×n +

1

n(n + r)
tr(D−1)Jn

]
,

E = − 1

n + r
Jn×rD

−1 − CBD−1,

F = D−1 − 1

n + r
D−1Jr +

1

n + r
D−1BᵀJn×rD

−1 + D−1BᵀCBD−1.
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2 Añadiendo varios vértices independentes

A partir de ahora Γ = (V,E, c) denota una red finita, es decir, un grafo ponderado
conexo sin lazos ni aristas múltiples, con conjunto de vértices V , cardinalidad n,
y conjunto de aristas E, en las que cada arista exy ∈ E tiene asignado un valor
c(x, y) > 0 llamado conductancia. La conductancia c es una función simétrica
c : V × V → [0,∞) tal que c(x, x) = 0 para cada x ∈ V y donde un vértice x es
adyacente a otro y si y sólo si c(x, y) > 0. Dado un peso en V , ω ∈ Ω(V ), para
cada par de vértices (x, y) ∈ V × V , definimos como ω-dipolo entre x e y a la
función τxy = εx

ω(x) −
εy
ω(y) . La Laplaciana de la red Γ es el endomorfismo de C(V )

que asigna a cada u ∈ C(V ) la función

L(u)(x) =
∑
y∈V

c(x, y)[u(x)− u(y)], x ∈ V.

El operador Laplaciano es un operador eĺıptico y singular en C(V ) y además
L(u) = 0 si y sólo si u es una función constante. Dado q ∈ C(V ), se define
como operador de Schrödinger en Γ con potencial q al endomorfismo de C(V )
que asigna a cada u ∈ C(V ) la función Lq(u) = L(u) + qu. Dado un peso
ω ∈ Ω(V ), el potencial determinado por ω es la función qω = − 1

ωL(ω). Es
sabido que el operador de Schrödinger Lq es un operador (λ, ω)-eĺıptico si y sólo
si q = qω + λ, ver [1]. Además, es singular si y sólo λ = 0 y en ese caso,
Lqω(v) = 0 si y sólo v = aω, a ∈ R. Denotaremos por Gλ,ω al operador de Green
ortogonal asociado con Lq y por Gλ,ω a su correspondiente núcleo. De ahora en
adelante, consideraremos un valor fijo de λ ≥ 0, el peso ω ∈ Ω(V ) y el operador
de Schrödinger Lq con q = qω + λ.

En este trabajo investigaremos las perturbaciones del operador Lq obtenidas
al añadir varios vértices independientes. Por lo tanto, consideraremos la red
obtenida al agregar r nuevos vértices independientes x′i a respectivamente mi

vértices de Γ, para cada 1 ≤ i ≤ r, y para cada x′i sea {xi1 , . . . , ximi
} el con-

junto de vértices de Γ a los que conectamos cada nuevo vértice, con respecti-
vas nuevas conductancias aij , 1 ≤ j ≤ imi , para cada 1 ≤ i ≤ r. La nueva
red es Γ′ = (V ′, E′, c′), donde V ′ = V ∪ {x′1, . . . , x′r}, con conjunto de aristas
E′ = E ∪ {ex′1x11 , . . . , ex′rxrmr

} y conductancia

c′(x, y) =


aij > 0 si x = x′i ∈ V, y = xij , 1 ≤ j ≤ mi, 1 ≤ i ≤ r,
c(x, y) si x, y ∈ V
0 en otro caso.

Si ω(x′i) es un valor positivo asignado a cada x′i, para 1 ≤ i ≤ r, definiremos
como nuevo peso asociado a la nueva red Γ′, a ω′(x) = ω(x)/

√
1 +

∑r
i=1 ω(x′i)

2,
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para cada x ∈ V ′. Observamos que en este caso se verifica que ω(x)/ω(y) =
ω′(x)/ω′(y), para cada x, y ∈ V ′.

Fig. 1: Varios vértices independientes

Proposición 1. Si L′ es la Laplaciana de Γ′, para cada u ∈ C(V ′) se verifica

L′u(xij ) = Lu(xij ) + aij (u(xij )− u(x′i)), j = 1, . . . ,mi; i = 1, . . . , r;

L′u(x′i) =
mi∑
j=1

aij (u(x′i)− u(xij )), i = 1, . . . , r;

L′u(x) = Lu(x), en otro caso.

En particular,

q′ω′(xij ) = qω(xij )− aij + aij
ω(x′i)

ω(xij )
, j = 1, . . . ,mi; i = 1, . . . , r;

q′ω′(x′i) = −
mi∑
j=1

aij +
1

ω(x′i)

mi∑
j=1

aijω(xij ), i = 1, . . . , r;

q′ω′(x) = qω(x), en otro caso.

Además, si p = q′ω′ + λ y q = qω + λ,

L′pu(xij ) = Lqu(xij ) + aijω(x′i)

(
u(xij )

ω(xij )
− u(x′i)

ω(x′i)

)
, j = 1, . . . ,mi; i = 1, . . . , r;

L′pu(x′i) = λu(x′i) +

mi∑
j=1

aijω(xij )

(
u(x′i)

ω(x′i)
−
u(xij )

ω(xij )

)
, i = 1, . . . , r;

L′pu(x) = Lqu(x), en otro caso.
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Observamos que la relación entre las matrices asociadas con los operadores
de Schrödinger de Γ y Γ′ viene dada por

L′p =

(
H B
Bᵀ D

)
,

donde H es la matriz asociada con el operador perturbado H = Lq +
r∑
i=1

mi∑
j=1

Pσij ,

con σij =
ρij

ω(xij )
εxij , ρij =

√
aijω(xij )ω(x′i) para cada j = 1, . . . ,mi, i = 1, . . . , r,

B =
(∑m1

j=1 a1je1j , . . . ,
∑mr

j=1 arjerj

)
, y D = diag(α1, . . . , αr) con

αi = λ+
1

ω(x′i)
2

mi∑
j=1

ρ2ij , i = 1, . . . , r.

Por lo tanto, para cada i1 ≤ ij < ik ≤ imi , 1 ≤ i ≤ r, definimos el dipolo
ponderado entre xij y xik como

σijik =

√
aijaikω(xij )ω(xik)ω(x′i)

λω(x′i) +
∑mi

j=1 aijω(xij )

( εxij
ω(xij )

−
εxik
ω(xik)

)
,

y para cada j = 1, . . . ,mi, i = 1, . . . , r también definimos las perturbaciones

τij =

√
λω(x′i)

λω(x′i) +
∑mi

j=1 aijω(xij )
σij .

Ahora consideraremos el conjunto de perturbaciones πki ∈ C(V ) definidas

como πki =

√
λ

αi
σki , y para si = 1, . . . ,mi − 1, ti = si + 1, . . . ,mi, sea ki =

(2mi − 1− si)si
2

+ ti y πki =
1
√
αi

ρsiρti
ω(x′i)

(
εxsi
ω(xsi)

−
εxti
ω(xti)

)
.

Teorema 1. La inversa de Moore–Penrose de L′p viene dada por

(L′p)
† =

(
C E
Eᵀ F

)
,

donde

C =

(
In +

1

n + r
Jn×rD

−1Bᵀ
)[

S† +
1

n + r
S†BD−1Jr×n +

1

n(n + r)
tr(D−1)Jn

]
,

E = − 1

n + r
Jn×rD

−1 − CBD−1,

F = D−1 − 1

n + r
D−1Jr +

1

n + r
D−1BᵀJn×rD

−1 + D−1BᵀCBD−1,
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donde

S† = G+hPω +
r∑
i=1

mi(mi+1)

2∑
j=1

hj [PG(πji ),ω−Pω,G(πji )]−
r∑
i=1

mi(mi+1)

2∑
k,l=1

hklPG(πki ),G(πli ),

y donde (bij) = (I + 〈G(πj), πi〉)−1,

h = λ†α

α+
m∑

r,s=1

brsρrρs

−1 ,
hi = h

√
λ

α

m∑
r=1

birρr, i = 1, . . . ,
m(m+ 1)

2
,

hij = bij −
hλ

α

(
m∑
r=1

birρr

)(
m∑
s=1

bjsρs

)
, i, j = 1, . . . ,

m(m+ 1)

2
.

Ahora observamos que si λ = 0, las conductancias c′(x, y) = 1 para todo
x, y ∈ V ′ y los pesos son constantes, el operador Lp = L es la Laplaciana y
además todas las perturbaciones τij = 0 y

σijik =

√
1

mi

(
εxij − εxik

)
.

Por lo tanto, la relación entre las inversas de las Laplacianas de la redes nueva y
la antigua viene dada por el siguiente Corolario.

Corolario 1. La inversa de Moore–Penrose de L′ es

(L′)† =

(
C E
Eᵀ F

)
,

donde

C =

(
In +

1

n + r
Jn×rD

−1Bᵀ
)[

S† +
1

n + r
S†BD−1Jr×n +

1

n(n + r)
tr(D−1)Jn

]
,

E = − 1

n + r
Jn×rD

−1 − CBD−1,

F = D−1 − 1

n + r
D−1Jr +

1

n + r
D−1BᵀJn×rD

−1 + D−1BᵀCBD−1,

donde S es el núcleo asociado con el operador S = H−
∑r

i=1
n√
mi
εi ⊗ εi,

S† = L† −

m(m+1)
2∑

i,j=1

bijPL†(πi),L†(πj),

y además (bij) = (I + 〈L†(πj), πi〉)−1.
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3 Ejemplo

Para ilustrar las aplicaciones de nuestros resultados, calcularemos la inversa de
Moore-Penrose de la Laplaciana de un cubo en términos de la inversa de Moore-
Penrose de la Laplaciana de un ciclo de seis vértices, C6, L6 = circ(2,−1, 0, 0, 0,−1),
cuyo inversa de Moore-Penrose se puede calcular anaĺıticamente (ver [4])

L†6 =
1

72
circ(35,−5,−13,−19,−13,−5).

Además D = diag(3, 3), B =

(
−1 0 −1 0 −1 0

0 −1 0 −1 0 −1

)
y para aplicar

el corolario tenemos que calcular la matriz (bij) = (I + 〈L†(πj), πi〉)−1.

Fig. 2: Grafo cubo

Llamando Π a la matriz cuyas columnas son las perturbaciones πi, es decir,

Π =



1 1 0 0 0 0

0 0 0 1 1 0

−1 0 1 0 0 0

0 0 0 −1 0 1

0 −1 −1 0 0 0

0 0 0 0 −1 −1


.

Observamos que (I + ΠL†Πᵀ) es una matriz invertible cuya inversa es

(bij) =
1

120



79 −21 7 −3 34 24

−21 79 −3 7 24 34

7 −3 106 6 7 −3

−3 7 6 106 −3 7

34 24 7 −3 79 −21

24 34 −3 7 −21 79


.
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Calculamos las matrices de proyecciones, obtenemos S† = 1
24circ(7, 0,−2,−3,−2, 0)

y finalmente la expresión de

L† =
1

96



29 1 −7 −11 −7 1 1 −7

1 29 1 −7 −11 −7 −7 1

−7 1 29 1 −7 −11 1 −7

−11 −7 1 29 1 −7 −7 1

−7 −11 −7 1 29 1 1 −7

1 −7 −11 −7 1 29 −7 1

1 −7 1 −7 1 −7 29 −11

−7 1 −7 1 −7 1 −11 29



.
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