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NMPOAOIOZ

H Trapouca epyaocia ekmmovBnke oTa TTAQioId OAOKARPWONG TwV
METATTTUXIOKWY POU OTTOUdWYV 0Tn 2X0A EQappoouévwy MaBnuatikwy
Kai Quoikwv Emotnuwy, tou EBvikou Metodpiou TMoAuteyveiou.
Apopd TN MEAETN OUCTNPATWY TTOU UTTOKEIVTAI OTR OpAon OECHWY Kal
otnpiCetal oTig heAéTeG Tou Paul Dirac (Nobel ®uoikig 1o 1933), TTavw
OTO OUYKEKPIYEVO CNTNMO VW €0TIALEI OTO TTPOPRANUA TNG KPAVTWONG

QuTOU TOU €idOUG TWV CUCTNUATWV.

Mpwto amd OAoug Ba nbesAa va euxapioTAcw TOV K. [ewpylo
KoutooupTtra, AvammAnpwTth kabnyntr otov Topéa PUOIKAG TNG ZXOARG
E@apuoopuévwv Mabnuatikwv kai uoikwv ETmotnuwyv tou EBvIKoU
MetaodBiou MoAuTexveiou, emMBAETWY Kal 1IB0VWYV VOU TNG £EPYQCiag pou,
TG00 YIO TNV EUKAIPIO TTOU Pou £0WOE OTO VA aoXOAnBw ue €va 1600
evoIa@EPOV aAAd Kal ouvaua atraitnTikd ¢ATnua, oo Kal yia Tnv Bondecia,
TNV KaBodAYNOoN Kai Tov XpAVo TTOU JOU aQIEpWOoE. Toug KaBnynTég pou
K. K. Kwvotavrivo [Napackeudidn, AvamrAnpwty Kabnyntm kai
EppavounA Apn, OpoTtigo kabnynti Ttou Topéa PuUOIKAG TG ZXOAAG
E@apuoopévwv MaBnuatikwv kai Puoikwyv ETmotnuwyv tou EBvIKoU
MetaoBiou MoAuTexveiou, yia Tnv TTOAUTIUN BonBeIa Kal TIG YVWOEIS TTOU

MOoU TTpoCE@epav.

Tnv ka Xdpic Kuplakidn, yia TRV KaBopIoTIKI) CUVEICQOPA Kal TV OTRAPIEN
TTOU JOU TTapPEiXE, TOOO OTO va €100X0W OTO CUYKEKPIPEVO TTPOYPAN A,

000 Kal 0TNV €EENIEN TOU.

TéNoG Ba ABeAa va euxaploTrow Beppd OAa Ta JEAN TNG OIKOYEVEIAG OU
Kal €10IK& TOUG YOVEIG HPOu, Ol OTToI0I JOU CUMTTapIoTaVTal KOl WJE

oTnpifouv, o€ OAEC TIG HEXPI OTIYUAG ATTOPACEIC LOU.

AOGRva, louviog 2016



EIZACQrH

2TNV OTOMIKI QUOIKA ouvavTape didpopa Tredia, oplouEva atrd Ta oTToia
MOG €ivar 1I81aIiTEPA OIKEIQ, OTTWG VIO TTAPADEIYHA TO NAEKTPOPAYVNTIKO KOl
T0 BapuTikd. To TPORAnUa evroTTiCeTal o€ évav aplBud Trediwv TTOU
TPOKUTITOUV av AdBoupe utmowiv pag TG 10ée¢ Twv De Broglie kai
Schrédinger oUp@wva pe TIC oTroie¢ KAGBe ocwpartidlo duvaral va
EPMNVEUBEI WG KUPA Kal KATA CUVETTEIO VO OUOXETIOTEI JE KATTOIO TTEDIO.
MpokUTTTEl £TO1 N AvAyKn yia pia Bewpia TTou va ouvdEel OAa  auTd Ta
Tedia Kal TIG JETALU TOUG AAANAETTIOPAOEIS, aKOAOUBWVTAG TAUTOXPOVA
TIG apX€G TNG KBAVTIKAG unxavikng. MNivetal BERaia, eUKOAa katavonTd Ot

TO (ATNUA AUTO €ival CAIPETIKA TTOAUTTAOKO.

MTropei Kaveig va €¢ayel yia atrtAouoTEPN TTPOCEYYION EQV KATAQUYEI OTNV
KAQOOIKA pnXavik, oTnv oTtroia avayetar AAAwOTE Kal N KPAvTIKA

MNXavikh eav Bewprooupe TRV oTabepd dpdong Tou Planck va teivel oT1o

undév (7 — 0),

lowg BéPaia o010 OnueEio autd Kaveigc avapwTtnBei, €dv n KAACOIKA
MNXAVIKA €ival apKETA 1I0XUPH WOTE va TTEPIYPAWElI TRV QUON ME TRV
atmraitoupevn akpipela. H aAnBeia civar o611 n akpiBEoTtepn Kal TTIO
PEOAIOTIKN) TTPOCEYYION TNG TTPAYMATIKOTNTAG, UTTOPEI va ETTITEUXOEI e
Baon TNV KPaVTIKA uNXavikhi, KaBw¢ n @uUon oTnV TTPAYMATIKOTNTA
AeiToupyei pe Baon TIG AapxéG TNG v AOyw Bewpnong. To TTPORAnua
BéBaia pe TV KPavTIKA Bewpnon €ival N TTOAUTTAOKOTNTA KAl Ol QUOKOAIES
TTOU TTPOKUTITOUV OTNV aTtreuBeiag e@apuoyn TG. Adyw TnG €CAIPETIKAG
QUOKOAIAG Ol TTPWIMES Bewpieg TTEDIOU Eival IKAVES va TTEPIYPAWYOUV OTTAEG
TTEPITITWOEIG TTEQIWV KOl TWV PETALU TOUG AAANAETTIOPACEWY, WOTE TEAIKA
VO KATOAYOUV QVOKPIBEIC 0TV TTPOCEYYION TNG TTPAYMOTIKOTNTOG.
Ava@Epoue yia TTapAdeIyua, TNV TTEPITITWON TWV £¢lowoewv Maxwell ol

oTT0iEC KaTappéouv, OTtav TTANCIAlouhE O€ TTOAU PIKPEG ATTOOTACEIS TA



@opTia TTou TTapdyouv Ta Tedia TTou e¢eTdlouv. XpeldleTal TOTE KAVEIS va
TpoTroTroINoEl TNV Bewpia Trediou Tou Maxwell kal va TTEpACEl O [N

YPOUMIKA NAEKTPODUVAMIKN.

Kdavovtag xprion tng KAAooIKAG Bewpiag pe Tov gopuaAioud Hamilton,
EXOUME O€ OAEG TIG TIEPITITWOEIS TN OUVATOTNTA VA £QAPUOCOUUE
OUYKEKPIPMEVOUC KAVOVEG WOTE VO PTACOUNE OE PIA TTPWTN TTPOCEYYIOTIKI)
Bewpia TTEdioOU, TNV oTroia £tTeiTa XpeldleTal va Bpouue évav TPOTTo va
KBOVTWOOUHUE WOTE Vva TIETUXOUPE ME MEYOAUTEPN akKpifeia TNV

TTPOCEYYIOTN TWV QAIVOUEVWYV TTOU EEETACOULE.

Xwpi¢ AAAWOTE TNV KAACOIKA PNXavIK Kal TIG JeBGdoug Hamilton de Ba
ATav duvatov va emAUBoUV Ta TTEPIOCOTEPA aATTO Ta ATTAOUCTEPQ
TTPoBANuaTa TNG KBAVTIKAG BEwpiag OTTWG yIa TTAPAdEIYHaA N eaywyn TNG
oxéong Balmer yia To Gtouo Tou UdPOYOVOU, TTOU NTAV OTNV OUCIa KAl N

atrapxn TNG KBAVTIKAG UNXAVIKNG.



ME©OAOZ HAMILTON

2nueio €vapéng civar pia apyx opdong. YTroBEToupe OTI UTTAPXEl £Eva
oAokANpwa dpdong, eCapTwUEVO aTrd TNV Kivnon €101 WOTE €AV KATTOIOG
Boel TIC KATAAANAEC CUVONAKEG yIa va gival oTaBepod, duvaTal va eEAyel TIG
eClowoelg Kivnong. H péBodog autr) €xel éva PeyAAo TTAEOVEKTNUA TO
OTT0i0 KOBI0TA TN Bewpia cupPaTtr ME TIC APXES TNG EIBIKAG OXETIKOTNTAG.
Karm tétolo eival ammapaitnto OI0TI €XOUME VA KAVOUMPE HE TAXEWG
Kivoupeva owpartidla. Eav BeAjooupe va AdBoupe uttowiv pag Kal 1o
BapuTikd TTEdIO, TOTE XPEIALETAI N BEWpia pag va ival cuuBaTtnh Kal Je TIg
APXEG TNG YEVIKAG OXETIKOTNTAG, KATI TETOIO ONnuaivel OTI XpeIadeTal va
OoUAEWouUNE pE N EukAEidio xwpoxpovo. To BapuTikd TTedio BERaia dev
TTaifel TO0O HEYAAO POAO OTNV ATOUIKA QUOIKA, a@oU Ol PAPUTIKES
OUVAUEIC TTOU €P@AVICOVTAI OTA ATOMIKA QAIVOUEVA E€ival ECAIPETIKA
aoBeveic oe oxéon ME TIGC UTTOAOITTEG, OTTOTE YIO TTPAKTIKOUG AdyOug
MTTOPEI KAVEIG va TIG ayvonoel. e KABe TrepitrTwon n HEBOdOG TToUu
TTEPIYPAPOUME ATTOTEAEI Eva IOXUPO HABNUATIKO EpyaAEio TO OTTOIO €ival
XPNOIUO, €iTe oUNTTEPIAGPBEI KavEIC 0T YEAETN TOU TO BAPUTIKO TTEDIO, €iTE

OXxl.
=eKIVAPE Aoitrdv e €va oAokArpwua dpdong,

I=[ Ldt (1-1)

Exkppdaletar cav éva oOAOKAApwHa w¢ TIPOG TO XPOVO, MHE TNV
oAokAnpwolun tToooTtnta L €ivar n Aaykpavdiaviy. ‘ETol pe yia apxn
dpdong PuITopoupe va e€ayoupe Tnv Aaykpavdiavny. ‘ETreira, xpeialetal va
Bpouue €évav TPOTTO va peTaBouue ammd TN Aaykpavdiavr) o€ HId
ouvapTtnon XauiAtov. Mg authy Tn ouvdptnon XAPIATOV €XOUME KAVEI TO

TTPWTO BAMA YIa pIa KBAvVTIKA Bewpia.



O Abyog yia Tov OTT0i0 N ageTnpia Pag gival To oOAOKAApwHa dpdong Kal
n Aaykpavdiavry kar 6x1 atreudeiag n ouvaptnon XAIATov, WOoTE VA
ouvTopelooue Tn dladikaaoia, gival TTwG Ol ATTaPAITNTEG OUVONKEG yia va
gival n Bewpia cuPBaThH PE TIC APXEC TNG OXETIKOTNTAG, €ival 1I01AITEPQ

OUOKOAO va g10ax0oUv pe 6poug XaUIATWVIAVAG.

ExkivwvTtag Aoirov atmd 1o oAokAfpwua dpdong, yia va gival n Bewpia
oupBaTth Ye TNV €I0IKA OXETIKOTNTA, XPEIAZeTal ATTAG VA OTTAITIOOUME TO

oAoKANpwpa dpaong va ival aueTapAnTo.

H tmapadoyn autry 6a pag odnynoel o€ €§I0WOEIG KivNong CUPPBATES JE
TNV oxeTikdé™Ta. OTav Tma  €§ayouye Tn  Hamiltonian, ptmopouue
EQPAPMOLOVTOG MIO  OUYKEKPIMEVN HEBODO va EXOUPE MIa  TTPWTN

TTPOCEYYION TTPOG TNV KPBaAvTIKY Bewpnon.

lowg BéRaia va PTTopouoe KAVEIG va TTapakApyel OAn autr Tn diadikacia
oe éva Babud kalr va TTpooTrabouce, aTtToPeUyOVTAG TNV OuvAPTNON
Hamilton, va kataAnger oe pia kBavtikr Bewpia atreubeiog amd Tn
AaykpavtCiavr. KATl TETOIO €ival EQIKTO VIO OPICHEVES ATTAEG TTEPITITWOEIG
mediwy, TETolwV woTe n Aaykpavtiavy va €ival aptia (quadratic) wg
TTPOG TIG TaXUTNTEG. OTTOTE €ival OUCIACTIKA OUOIO PE TIGC OUVAPTACEIG
Lagrange TToU OUVAVTAUE OTA PN OXETIKIOTIKA CwATIA. [a AuTES TIG
QTTAEG  TTEPITITWOEIG  €XOUuv  avaTrTuxBei péBodol woTte ammd TN
Naykpavrtdiavr va TTaipvaue atreuBeiag otnv KBavtikr Bewpia, xwpig va
KAvouue XpHon Tng ouvdaptnong Hamilton. Autdg BERala O TTEPIOPICHOG,
n Aaykpavrgiavr) va gival dpTia WG TTPOG TIG TaXUTNTEG €ival APKETA
ooBapdg. XpelddeTal KAVEIC va TOV ATTOQUYEL, WOTE ME MIA HOPYN
Lagrangian TTou va €ival apKETA YEVIKN WG TTPOG TIG TAXUTNTEG, VA PTTOPEI
VO aQvaTTTUEEl QOPUAAICHO IKavO va TTEPIYPAPEI TTEPITITWOEIS OTTWG YIA
TTOPAdEIYPa €KEIV TNG MM YPOUMIKAG NAEKTPOOUVAMIKNG OTnNV OTToia

ava@epBnkape vwpitepa. KataArjyoupe AoIttdév OTO CUUTTEPOOUA, TTWGS N



Movadikr diadpopur) TTou dev BAATITEI TN YEVIKOTNTA KAl €ival TauTOXpova
OUVETTAG ME OAEC TIC YEVIKEGC QPXEG, €ival va eEKIVAOEI KAVEIC atmmd To
oAokANpwpa dpdong, eCdyovrag Tn Lagrangian, oTn OUVEXEId Tn
ouvaptnon Hamiltonian kai ammd ekei va KATaANEEl O€ MIA OUVETTH

KBavTIKA Bewpia.

Na AOyoug atrAOTNTAG CEKIVANE ME Eva oUOTNPA TTOU €XEI TTIETTEPATHEVOUG
BaBuoug eAeubepiag kal atd ekei kar TEPa  e€ival kKaBapd OEua
QOPMOAIOUOU va MEeTaBoUE o€ ATTEIPOUG PBaBuoug eAeuBepiag TTOU

QTTaITE MIa Bewpia TTEdIOU.

Otwpoupe Aoimmov, N TTANBOG YEVIKEUPEVWY OUVTETAYUEVWY N Kal TIG
avTtioToixeg TaxutnTteg dgn/dt. H Lagrangian (L) eivar ocuvdptnon Tng

Béong kai TG TaxuTnTag L=L(q,q).

2TO ONMEIO AUTO £XOUNE VA TTAPATNPACOUME OTI 0 XPOVOG ENPAVICETAI WG
METAPBANT OTOV QOPMAAIONG TTOU avaTITUooETAl. ATTO OXETIKIOTIKNA
amown, TO yeyovog autd Oev  eival 101aiTEpa  euxapioTo, OIOTI
QVTIMETWTTICETAI  TTPOVOMIAKA  €vag  TTapaTnenTig Tou  PETPA  TOV
OUYKEKPIUEVO XPOVO (t). To TTpoBANua auTto eival éva XapakTnpIoTIKO Tou
TTOPOVTOG QOPPOANICHOU TO OTIOI0 OUOTUXWG OEv WTTOPEI KAVEIG va
aTTOQUYEL, EQOCOV BEAEI va dIATNPNOCEI TN YEVIKOTNTA, ETTITPETTOVTAG £TOI
oTnv Lagrangian va gival gia OTroladATToTE CUVAPTNON TNG BE0NG Kal TNG
TaxuTNTag. MITOpOUNE TTAVTWG va €ipaoTe BEBAIOI OTI AKOUA KOl 0€ AQUTAV
TNV TTEPITITWON TO TTEPIEXOMEVO TNG Bewpiag TTou avaTrTUoCETAl Eival
OuUPBATO PE TNV OXETIKOTNTA, OKOWPN KAl AV Ol £SI0WOEIS EugavidovTal va

TTaPoUCIACouV TTPOVOUIAKO TTapatnenTh (KAl WS TTPOG TO XWPO).

Avatrtuoooupe Aoitov 1 Aaykpavtdiavr) OUVAUIKI) HE OKOTIO VA
TTEPACOUNE ETTEITA OTN XAUIATWVIAVH OUVAMIKT, aKkoAouBwvTag auoTtnpd

TIG MEBODOOUG TTOU £PAPUOLOVTAl OTAV KAVEIC OOUAEUEI PE YEVIKEUUEVEG



ouvTeTaypéveg. EEayoupe Aoittdv TIG Aaykpavtliaveég €CI0WOEIG Kivnong

TTOU TTPOKUTITOUV OTTO TN METARBOAN TOU OAOKANPWHATOS dpdong.

d(a) e .
dt\dq,) aq, (1-2)

lMNa va Tepdooupe aTov QopPaAiouo Hamilton ei0dyoupe TNV YEVIKEUPEVN

opun.

_a

Pn~ gn (1-3)

210 onueio autd oTnv ouvrBn duvapikn Bewpnaon, yivetal N TTapadoxn ot
N YEVIKEUPEVN OpMPR €ival avegdptnTn TNG TaxutnTag. H TTapadoyr autn
TTEPIOPICEl KATA TTOAU TIG €QPAPMOYEG TIOU HOG EVOIAQEPOUV, OTTOTE
OeXOMOOTE OTI N YEVIKEUPEVN opury duvartal va gival ouvdpTnon TTou
eCaptaral amd Tnv TaxXUTNTA. ZTNV TTEPITITWON QUTH UTTAPYXOUV OXEOEIG
TTOU OUVOEOUV TIG METORANTEG TNG VYEVIKEUMEVNG OPMAG, TOu TUTTOU,
#(a.p)=0.

Kai emmeidf €ivalr mBlavov va UTTAPXOUV OPKETEGC QAVEEAPTNTEG OXEOEIC
aQutoUu TOU TUTTOU, €I0Ayoupde TOov OcEikTn m=1,...... M yia va TIg
dlaxwpiocoupeE, OTToTE

¢,,(q,p)=0 (1-4)

Ta g, p €ival o1 SUVAPIKES JETABANTES TNG XAPIATWVIAVAS Bewpnong.

2uvdéovtal amd 1N oxéon (1-3) kalr ovouddovial TTPWTOYEVEIG

ouvdeopol (Primary Constrains) Tou XapiATwviavou @opuaAicuou.



Ag pehetiooupe Twpa TNV TTOCOTNTA : p g, — L (OTTOUdNTIOTE UTTAPXEI
eTmavaAauBavouevog O€ikTnG uttoBEéTouuE GBpoIoN yIa OAEC TIG TIMEG
auTtoU Tou O¢iktn). MeTaBdAAoupue TIG YETABANTES [, G TTOU APOPOUV TIG
YEVIKEUPEVEG OUVTETAYMEVEG Kal TIC TAXUTNTES. O1 HETABOAEC AUTEC AdYyW

NG oxéong (1-3) Ba PeTaBAAAOUV TN YEVIKEUPEVN OPMN WG €ENG :

. . . oL oL
o(p,q,—L)=0pq, +p,0q, — (ﬁ) oq, — (ﬁ) oq, =
n n
oL
=0p,q, — (5) oq,,
n

(1-5)

Maparnpoupe 6T N WETABOAN TnG TTOoOTNTAG p ¢, — L TIEPIEXEI HOVO TN
METABOAA TWV (, p. ZTNV £KQpacn dev TTEPINAUPBAVETAI N LETABOAN TNG
TaxuTNTag. AuTé onuaivel 6T n ToooTNTa p, ¢ — L dUvatal va ekppaacTei
ME OPOUG TWV [, P AVELAPTNTA ATTO TIG TAXUTNTEG KAl VA OVOUAOTEI £TOI

XapiAtwviavn (H).

Map’ 6Aa autd n XapiAtwviavy (H) TTou opiletal pe Tov TPOTTO AUTO dEV
gival yovoorjuavta kabopiouévn, dIOTI UTTOPOUUE va TNV aBpoicoupE JE
OTTOIOOATTOTE YPOUMIKO OUVOUOOWO TNV @, O OTroiog €ival PNndEv.

MtropouUpe €101 va peTapouue o€ pia AAAN XapiAtwviavry (H*).

H*=H + CmPm (1'6)
OTTOU Ol TTO0O0TNTEG Cm Eival TTAPAPETPO! Ol OTIOIEG UTTOPEI va gival
OTTOIAdNTTOTE oUVAPTNON Twv [, p. H Bewpia 1éTE dev dlaPopOTTOIEi TIG

H, H* ye atrotéAeopa n XauIATwviavr) va pnv €ival yovadikd KaBopiouévn.

A6 TNV oxéon (1-5) €xoue :



, aL
OoH=q dp, — 3. 0q,

H eCiowon auth 1oxvel yia KGBe PeTABOAr Twv , P UTTOKEIWEVN OTNV
ouvOnkn 611 ol cuvdeool (1-4) diatnpouvTal. BAéTToupe Aoimmdv 611 Ta g,
p Ogv NTTOPOUV va PETABANBOUV To éva avecdpTnTa atmmd 10 AAAo, KaBwg
TOUG TO €TTIBAAAEI N oUVOEON (BECPOC) TTOU £XOUV HEOW TNG oxéong (1-4),
OMWG VIO KABE HETABOAR TWV [, P N OTTOIA IKAVOTTOIEI TO OEOUO £XOUUE TNV

KABOAIKN 10XU TNG TTapatTavw giocwong.

ATO Tn yevik pEB0dO Aoyiopou PeTAaBoAwV TTou €QapudleTal o€ dia

dlapopeTIKN £€iowon pe deoPoU auTou ToU €idOUG TTAIPVOUE :

_0H 00
qn_apn um apn
(1-7)
Kal
oL _oH 99,
dq, dq, " ap,
n
oH 00
p”__aqn-um ap,,
(1-8)

Me Tn BonBeia Twv oxéoewv (1-2) kai (1-3) é1TOU TA Um Eival AyvVwaoTol
OUVTEAEOTEG TTAIPVOUME TIG XOMUIATWVIOKEG €CICWOEIS Kivnong TTou
TTEPIYPAPOUV TNV XPOVIKA METABOAAR Twv g, p. To mpéBAnua cival ol

AyvwoTeG TTapauepol (coefficients) TTou TTEPIEXOUV AUTEG OI ECICWOEIG.

10



Eival BoAIkS va giodyoupe £vav OUYKEKPIPNEVO QOPHOAIOUS O OoTToiog Ba

MOC EMTPEYEI VA EKPPACOUUE TIC TTAPATTAVW EEICWOEIC CUVOTITIKA-

ovopdaleTal Poisson bracket kai TrepiAaupaver Ta KATwO! :

Oewpoupe dUO CUVAPTACEIG TWV (, p YIa TTapadeyua TiS f(q,p) kai g(q,p).

To Poisson bracket Toug [f, g] opileTal wg €EAG :

of ag of dg

[f’ ]: ’ - ’
g aq, dp, dp, 99,

Ta Poisson brackets €xouv OUYKEKPIYEVEG IDIOTNTEG Ol

TIPOKUTITOUV ATTO TOV OPIOHUO TOUG: ava@opIKA :

L civa QVTIOUMMETPIKA OTIG f, g -

[f’g] =- [g’ﬂ

Ly 1ox0e 0 empepIOPOC
[fi+f2, g] = [f1, 9] + [f2, 0]

L n avTieTAOeon :
[fif2, g] = fulf2, ] + [f1, 9] f2

L, T1éAog ioxvel n TaxuTnTa Jacobi :
[f.[9,h]] + [g,[h,f]+ [h,[f,0]] = O

(1-9)

OTTOIEG

(1-10)

(1-11)

(1-12)

(1-13)

Kavovrtag xprion Twv Poisson brackets yutropouue va ypaywouue ¢ava Tig

eClowoelg Kivnong. lNa kdBe ocuvaptnon (g) Twv q,p EXOUME :

._0dg . 0Jg
g=-—" n+_ n
aq,, ap,

11



(1-14)

eav avTikaraotnooupe otnv (1-14) Tig TIWEG Twv g, P, TTou divovTal aTo

116 (1-7) kau (1-8), TTaipvoupe
g=lg.Hl+un[g.0,] (1-15)

Exppdoaue AoItov pe akpieia TIG CI0WOEIS Kivnong, XPNOIMOTTOIVTAG
Ta Poisson brackets. lNMapoAa autd uttapxel n duvarotnTa va ypAWOoUlE
TIG EEI0WOEIG KivNONG ME AKOUA JEYOAUTEPN OKPIBEIO EQV ETTEKTEIVOUUE PE

KATTOloV TPOTTO TNV £vvola Twv Poisson brackets.

Omtwg €xouv opioTei, Ta Poisson brackets éxouv vonua povo yia

TTooOTNTEG f, g OI OTTOIEG EKPPACOVTal PE OPOUG TWV q, P.

Mia 1110 YeVIKN) METABANTH, OTTWG YIa TTAPAdEIYUA N YEVIKEUUEVN TaXUTNTA,
n otroia dev gival SUVATOV VA EKPPACTEI HE OPOUG TWV [, P OEV OXNUATIXEI

Poisson brackets e karrola GAAn ToodTnTA.

Etrekteivoupe Aoittév tnv €vvola Twv Poisson brackets, utroBétovTag oI
UTTAPXOUV YIa OUO OTTOIECONTTOTE TTOCOTNTEG KAl OTI IKAVOTTOIOUV TOUG
vopoug (1-10), (1-11), (1-12), (1-13), dev cival Opwg duvatov va

TTPOCOIOPIOTOUV OTAV Ol TTOOOTNTEG DEV Eival CUVAPTNOEIS TWV q, P.

Me Tnv TTapadoxr auti n (1-15) utropei va ypa@ei wg €¢NG :
g=[g.H+uno, | (1-16)
2TNV TTapaTTavw oxéon BAETTOUNE OTI OI CUVTEAEOTEG (U) EP@avifovTal OTO
éva PENOG Tou bracket. O1 OUVTEAEOTEG Um OEV Eival CUVAPTACEIG TWV (,
p, OTTOTE OEV UTTOPOUE VA XPNOIUOTTOINCOUNE ToV oplopd (1-9) woTe va

TTpoodlopicoupe To Poisson bracket Tng (1-16). MNapdAa autd PTTOPOUE
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va ouvexiooupe T HEAETN Tou bracket Tng (1-16), xPNOIKMOTTOIWVTOG TOUG
vopoug (1-10), (1-11), (1-12) kan (1-13).

XpNOIYOTTOIWVTAG TOV TTPOCOETIKO VOO (1-11) EXOUE :

[9,H + Um@m] = [g,H] + [9, Um®m]

eEvw a1td TNV (1-12) TTaipvoupe :

[9; Um®m] = [0, Um] ®m + Um [g, Om] (1-
18)

To Teheutaio bracket otnv (1-18) eival KaAwg kKaBopiouévo, agou ol

TTOOOTNTEG g KAI Pm EIVAI CUVOPTAOCEIS TWV [, P.

To mpwrTo bracket Tng (1-18), [g, um] dev gival KaBopIoPEVO, TO yeyovog
auTo BERala dev pag evoxAei 1IB1aiTEPa, aPoU KaBwc TTOANATTAaCIAZETAl JE
TO @M 0 OPOG AUTOG £LaaviceTal.

To atroTéAeopa TENIKA €ival :

[g’H + Um(Pm] = [g’H] * Um [g’ (pm] (1'
19)

Kal odnyei 116 (1-15), (1-16) o€ cuppwvia.
YTrdpxel KATI TTOU TTPETTEI va TTPOCEXOUNE, KABWS OOUAEUOUNE HPE TOV
@oppaAiopd Twv Poisson brackets. Aegv TTpétTel va XpnOIMOTTOINOOUUE

Kavévav atrd Toug d0eououg (1-4), Trpiv JeTaoxnuaTticouue 1o bracket, kATl

TETOI0 Ba pag odnyouoe o€ AdBo¢ atroTéAeopa. lMNa va BuudpaocTe autd
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TOV Kavéva ypa@oupe Toug 0e0uoUGs (1-4) wg €EI0WOEIG PE DIAPOPETIKO

oUpBoAo 106TNTAG aT1Td TO OUVNBEG (— =). OTIdTE !

Pm=0 (1-20)

Ovouddloupe dg, AUTEG TIC £CIOWOEIG, QOBEVEIC EEI0WOEIG, WOTE VA TIG

EEXWPICOUNE aTTO TIG UTTOAOITTEG (IO0XUPEG) ECIOWOEIG.

Mrtropei AoITTdv Kaveig va xpnoigotroinoel Tnv (1-20) pévo agou TTpwTa

METAOoXNMATIOEI T brackets Tou TOV EVOIQPEPOUV.

Me Ttnv TTaparmmdvw TTpoUTTo8eon 1o bracket tng (1-19) eivalr mAéov
ETTAPKWG KABOPIOUEVO, OTTOTE £XOUE TTIA TN dUVATOTNTA VA YPAWOUE TIG

eClowoelg Kivnong (1-16) o€ ouvoTITIKA HOP®N.

g=[g,H1] (1-21)

ME (Ht) pia XapidAtwviavn : Hr = H + um®m (1-22) Tnv oTroia ovoudloupe
OAIKA XapIATwVIavH.

Ag €geTdooupe OTO ONMEIO QUTO TIG OUVETTEIEG QUTWY TWV ECICWOEWV
Kivnong. apxikd, Ba TTpETTEl va UTTAPYXOUV KATTOIEC CUVONRKES OUVETTEIQG.
"EXOUME TIG TTOOOTNTEG @ TTOU TTPETTEI VA Eival UNOEV KABE XPOVIKA OTIVUN.
Mtropoupe va epapudooupe TIg €lowoelg Kivnong (1-21) N (1-
15) TTaipvovTag 10 g va gival ico pe KATTol10 atro Ta ¢. 'vwpiouue OT1 yia
VO IKAVOTTOIEITAI N CUVETTEIQ TTPETTEI TO § va €ival NOEV Kal £€TOI TTAIPVOUE

TIG OUVONKEG OUVEXEIDG, BETWVTAG g=¢Pm Kal §=0 oTtnv (1-15) TTaipvou e :
[Pm, H] + U’ [Qm, ¢m] =0
‘Exoupe €101 £vav aplBuo atrd OuvBnRKES OUVETTEIAG, Hid yia KABE TIUr Tou

m. XpeldleTal va eEETACOUNE AUTEG TIG OUVOAKEG, WOTE va doUUE TTOU
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odnyouv. Eival mBavov va odnyouv atreubeiag, o€ KATTOIO QOUVETTEIA
(1=0). Av kam TéTOI0 CUMPPBEl, onuaivel 0TI N APXIKA MAG CUVAPTNON
Lagrange cival Té€Tola WoTe ol AayKpavT{IavéG €EI0WOEIC Kivnong TTou

TTPOKUTITOUV, €ival AOUVETTEIG.

EUKoAQ p1TOpEi KAVEIG VO KOTAOKEUAOEI £va TTAPAdEIYUQ PE €vav POvo
Babuo eAeuBepiag. Edv Bewpriooupe L=q 161€ N Aaykpavtdiavr egicwon
Kivnong (1-2) divel atmreuBeiag 1=0. O1dTe BAETTOUNE TTWGS BEV PTTOPOUE

va eMAEGOUNE TNV AayKpavTdiavr eVvTEAWS auBaipeTa.

XpeEIAceTal va EVOWHATWOOUNE O€ auTA TN OUVOAKN OTI oI AayKpavTlIaveég
e€lowoelg Kivnong dev Ba TepiExouv KATTola aouveTTela. Me autd Tov
TepIOPIOUO o1 e€lowaoelg (1-23) ptTopouv va diaipeBouv o€ TPEIG

KATNYOPIEG.

1. 'Eva €idog egiowong TTou KaTaAryel 0€ aTTOTEAECUA TTOU IKAVOTTOIEITAI
TauToTIKA (— adpioTn e€iocwan), yia TTapdderypa 0=0, ye Tn BonBeia
BéBaia TOu TTPWTEUOVTOG CUVOEOHUOU (primary constrain).

2. 'Eva aAAo €idog gicwaong TTou KATtaAnyel o€ e¢icwaon avecapTnTn TwWvV
u Kal TrepIExel Jovo T1a g, p. Mia Tétola e€iowon TpéTTel va gival
aveCdpTNTN  TWV  TTIPWTEUOVTWY  OUVOEOPWY, OIAQOPETIKA N
TTEPITITWON avAyeTal oTnv TTPWTN Katnyopia (1). Eivar dnAadn tng

HOPPNG -

x(a.,p) =0 (1-24)

3. TéAog, pia egiowon Tng popeng (1-23) civar duvatdv va pnv divel
QTTOTEAECHUA TOU TUTTOU 1 1} 2, TOTE TTEPIEXEI Jia OUVOAKN yIa TA U.

Me Tnv TTpw TN TTEPITITWON (1) dEV XpeIdleTal va aoXoAnBoupe aAho. Kdbe

eCiowon TToU avAkel oTn OguTepn TTEPITITWON (2) dgixvel OTI UTTAPXEI

OKOUN £vag OEONOC YETALU TWV XAUIATWVIOVWY PETABANTWY g, p. T€ToI0U
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TUTTOU OECUOI TTOU avadEIKVUOVTAl PE QUTO TOV TPOTTO ovoudlovtal
deuTEpPOyEVEIG ouvdeTol (secondary constrains).  Ala@épouv atrd Toug
TTPWTEVOVTEG OUVOEOHUOUG OTO €CAC : Ol TTPWTEUOVTEG OUVOECUOI Eival
OUVETTEIO TWV €EI0WOEWV (1-3) TTOU OPICETAI N YEVIKEUHEV N 0PN, EVW YIA
TOUG OEUTEPOYEVEIC OUVOETHOUG XPEIACETAI KAVEIC va XPNOIKUOTTOINCEI KAl

TIG AayKpavTllavEéS EEI0WOEIS Kivnong.

lNa Tov deuTEPOYEVI) OUVOECHO TTOU TTPOKUTITEI XPEIA(OPACTE QKOO [ia
OUVOAKN ouvETTEIag, DIOTI UTTOPOUUE VO EPYACTOUNE HE TO X OUPPWVA JE
TNV €€iowon kivhong (1-15) kai atmraitoupe Ot @ x=0. Tlaipvoupe €101

aKOua pia e¢iowon :

[X.HI + um[x,om] = 0 (1-25)

Tnv egiowon autr xpelaceTal va dIaXEIPIOTOUPE PE TOV idI0 TPOTTO OTTWG
TNV (1-23). Xpeialetal apyIKd va €EETACOUPE OE TTOIO ATTO TIG TPEIG
Katnyopieg avikel. EAv avikel oTn deUTEPN KATNYOPIA, TOTE EXOUNE Evav
OKOUO OEUTEPOYEVI] OUVOETO, OTTOTE ETTAVOAAUPAVOUNE Kal yia auTtov
TNV TTapATTavw d1adIKACia. 2UVEXICOUUE £TO1 PJE TOV TPOTTO AUTO UEXPIS
OTOU €CaVvTAN|OOUUE OAEC TIC OUVBNKES OUVETTEIOG. TO QTTOTEAEOMA €ival
VO KOTAAAQOUNE TEAIKA pE €vav aplBud deuTeEPEUOVTWY OUVOECHWY TNG
MOP®NAG (1-24) padi pe Eva TTARBOG CUVONKWYV YIO TOUG CUVTEAEDTEG U TNG
Hopeng (1-23).

Toug deuTEPEUOVTEG OUVOETOUG TOUG OIaXEIPICOMAOTE PE TOV idI0 TPOTTO

TToU JIaXEIPICOPAOTE TOUG TTPWTEUOVTEG. E¢uttnpetei va Toug
OUMBOAIcOUNE WG €EAG -
ek=0,k=M+1,......... , M+K (1-26)

omou K ¢€ival 0 OUVOAIKOG apIBUOG TwV OEUTEUOVTWY OUVOECHWV.

XpelaceTal va ypa@ouv oav acBeveic €CI0WOEIG, OTTWG O TTPWTEUOVTEG
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oUvOEOUOI, KOBWG TTPOKEITAI YIO €CICWOEIG TTOU OEV XPNOIKNOTTOIOUNE

TTpOTOU PeTaoXnpaTticouue Ta Poisson brackets.

O1réTe OA0I padi o1 BECHOI UTTOPOUV VA YPAPOUV WG :

®©;=0,J=1, ......... M+K=7 (1-27)

AG TTAPE TWPA OTIC EVATTOMEIVOOEG €CI0WOEIC TNG TPITNG KaTnyopiag 3.
XpelaceTal va eCETACOUNE TI OUVONKES TTAPAYOUV YIA TOUG OUVTEAEOTEG U.

O1 e€lowoeIg auTEG gival -

[@3,H] + Um[®a,m] = O (1-28)

OTToU TO M aBpoideTtal atrd 1 péxpl M kai o J TTaipvel kaBe TR atmd 1

HEXP! J.

‘Exoupde autég TIG €€lowoelg va TTEPIAaUBAvOUV OUVONKES yIa TOUG
OUVTEAEOTEG U, TTOU PEXPI OTIYUAG OEV PAG 0dnyouV OTIG EEI0WOEIS TV
0eopwyV. AgG TIG douue AoITTOV atrd TNV €ENG OTITIK. YTTo0EéToUuE OTI Ol
OUVTEAEOTEG U gival AyvwaTol Kal 0TI oTnv (1-28) éxoupe €vav aplBuo atrod
MM OMOYEVEIC YPOAUMIKEG ECICWOEIC VIO AUTA TA AYVWOTA U, JE OUVTEAEOTEC
TTOU €ival CUVAPTAOEIG TWV g, pP. AvalntoUue pia AUon yia QUuTEG TIG

€€lOWOEIC, N OTToia ag divel Ta U oav CUVOPTACEIS TWV g, P, WOTE :

Um = Um(q,p) (1-29)

AUon autou TOu TUTTOU TIPETTEI va UTTApXEl OI10TI Ot OIAPOPETIKN

TTEPITITWON Ba gixape aoUVETTEIC. AayKpavT{IaveéS EEICWOEIS Kivnong.
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H AUon auTth dgv eival yovadikry, €av BPOUE hia AUCN PTTOPOUME va TNV
TTpooBéooupe o0€ pia otroladnToTe AUon Vm(Q,p) TwV OPOYEVWV
e€lowoewyv TTou oxeTiCovtal pe Tnv (1-28) :

Vim[®s,0m] =0 (1-30)
Kal VO €XOUME £TO1 AKOMA Mia Auon Twv e€lowoswyv (1-28).
O€&Noupe TNV o yevikA Auon Tng (1-28) kal autd onuaivel OTI TTPETTEI va
Bewpriooupe OAeg TIG avegdptnTeg Auoeig TnG (1-30). Tic cupPBoAiloupue
ME :

Vam(Q,p) a=1,......... , A
H yeviki Auon 1ng (1-28) ivai 16TE :

UmZUm + Uavam

ME TOUG OUVTEAEDTEG Uq VA €ival TuXaiol.

AedOPEVWV TWV TTAPATTAVW EKPPACEWYV YIA TO U N OAIKR XAUIATWVIAVNA

NG oxéong (1-22) yivetai :

Hr=H + Un®m + UaVam®Pm (1-32)

KAl JTTOPEI va ypa@Ei WG :

Hr = H + UaQq (1-33)
6mou H =H + um®m (1-33)
Kdl ®a= Voam®Pm (1-34)
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2€ Opoug NG oAIKAG XapiATwviavrg (1-33) o1 eglowaoelg Kivhong (1-21)

ouveyicouv va diatnpouv Tnv IoXU TouG.

2av ammoTéAEoPa auTAg TNG avaAuong, IKAVOTTolIoUVTal OAEC OI CUVONRKEG
OUVETTEIOG KAl Ol CUVTEAEOTEG U TTapauévouv auBaipeTol. To TTARBog Twv
OUVTEAECTWV U €ival OUVABWGS PIKPOTEPO ATTO EKEIVO TWV CUVTEAECTWV U.
Ta u dev gival auBaipeTa, XpeIAZETAl VA IKAVOTTOIOUV OUVONKEG CUVETTEIAG,

EVW TA U Eival TUXAiOl OUVTEAEOTEG.

Mtropei  Kaveig va €TTIAECEl TOUG OUVTEAEOTEG U va €ival Tuxdieg
OUVAPTAOEIG TOU XPOVOU, OKOUN KAl OTNV TTEPITITWOTN QUTH Ol OUVONKEG

TToU €T€BnOav TTANPoUVTAl.

To yeyovOog autd OIOQOPOTIOIEI TOV QOPUOAIOUO TNG YEVIKEUPEVNG
XauIATwviavhg atmé Tov OuvABn TTou XPNOIMOTIOIEITAl OTNV AVAAUTIKN
duvapikr). ‘Exoupue Tuxaiec ouvapTAoEIg Tou XpOvou va eugavidovtal oTn
YEVIKI] AUCN TwV €CI0WOEWV Kivnong e OOOPEVEG APXIKEG OUVONKEG.
AUTEG o1 aubBaipeTeg OuvapTACEIG DEIXVOUV OTI XPNOIUOTTIOIOUUE £Va
MaONuaTIKG TTAQICIO TTOU TTEPIEXEI XAPOAKTNPIOTIKA TUXAIOTNTAG, OTTWG YIA
TapAdelyya €va oUCTNUO CUVTETAYMEVWVY TTOU MJTTOPEI va  €TTIAEYEI

auBaipeTa, pe Tuxaio TpoTTO, A N Babuida aTnv NAEKTPOOUVAIKI).

AUTO TO UTTOKEIYEVIKO HABNUATIKO TTAQICIO £XEI OAV ATTOTEAECOUA Ol TIMEG
TWV QUVOUIKWY PETABANTWY O€ PHEANOVTEG XpOVOUG va Pnv kKaBopilovTal
TTAAPWG aTTO TIG APXIKES TOUG TIMEG. To yeyovog auTd atTOKAAUTITETAI
MEOQ aTTO TIC AUBAIPETEG CUVAPTACEIC TOU XPOVOU TTOU £UgavidovTal OTn

YEVIKA AUon.
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Xpelacetal va avaTrtux0ei pia katdAAnAn opoAoyia TTou Ba eMITPETTEI O€
KATTOIOV VO  €KTIUACEI TIC OXECEIC METAEU Twv TTOOOTATWY  TTOU

eMpavicovral.

OpiCetal Aoitov, kABe duvapikny PeTaBANT, R, ouvdpTnon Twv g, p va

gival TTpwTtNG TAENG €AV oxNUaTiCel he OAa Ta @ PNdEVIKA aykUAn Poisson.

R@]=0,J=1, ... 7 (1-35)

H aoBeviig 100TNTA €ival ETTAPKAG, WOTE VA IKAVOTTOIOUVTAI Ol TTAPATTAVW
OUVOAKEG. Ze KABe GAAN mepiTrTwon, n duvauikh petapAnt) (R) eival
0euTEPNG TAENG. EdAv N R gival TTpwTnNG TAENG, TOTE N AYKUAN [R,@3] TTPETTE
va oxnMaricel Ioxupn 100TNTA JE KATTOIQ OUVAPTNON TTOU €ival YPAPUIKOG
OuUVOUAOMNOG TwV @, OTTWG GAAWOTE KABETI TTOU OXNUaTiCEl aoBevh
I00TNTA OTNV TTapouca Bewpnon, aTTOTEAE 1I0XUPH 100TATA PE KATTOIO
YPOUMIKI ouvapTtnon Twv @. Ta @ €ival €& opICPOU 01 JOVEG AVECAPTNTEG
TTOOOTNTEG TTOU €ival aoBevwg, undév. KataArpyoupe Aoittév atnv iIoxupn

eCiowon

[R.@s] = raz gy (1-35)

2T0 onueio auTtd TTapaTtiBeTal 1o €€R1¢ Bewpnua : H aykuAn Poisson duo

TTOOOTATWY TTOU €ival TTPWTNG TAENG, €ival €TTIONG TTPWTNG TAENG.
ATodeign :

Otwpoupue TNV aykUAn [[R,S], @J] pe TIg TTOOOTNTEG R,S va gival TpwTng
TAENG, o€ avTidlaoToAn he Tnv (1-36) €ival,

[S, @3] = Sur@y (1-36)

Eg@appofovrag Tnv TautoTta Jacobi (1-13) otnv aykuAn [[R,S],@J] €XOUE:
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[[R,S.eJ] = [[R,:],S] = [[S,9al,R] = [r209s,S] — [Sar9s,R] = rar[@s,S] +
[r12,S]9s — Sar[9s,R] = [Sur,R]es = 0

Xpnoigotroiwvtag TiIg oxéoelg (1-36), (1-36), (1-12) ko v (1-20),
ogigape o1 N aykuAn [R,S] gival TTpwTng TAENG.

Ytrdpyxouv AoItrov, TEcoepa OIAPOPETIKA €idn cuvdEoUwY. O1 ouvdeaOI
MTTOPOUV va XwpIoBouv og TTPWTNG Kal OeUTEPNS TAENG, ME TN dIAKPION
auTh va gival ave¢dptntn atmo Tn OIAIPEDT] TOUG O€ TTPWTOYEVEIG Kal

OEUTEPOYEVEIG.

YtrevBupiCoupe o1 n H’ 1Tou divetal amd tnv (1-33) Kal N @q TTOU diveTal

ato TNV (1-34), gival TpwTNnG TAgNG.

ZXNuaTiCovrag TNV aykuAn Poisson Twv @q ME Ta @3, ammd Tnv (1-34)
TTAIPVOUME Vam[®Pm,P3) €TTITTAéOV OpOUG O1 OTToIoI £gavifovTal aoOevwg.
Eg@ooov o1 6pol Vam £XOUV 0pIOTEl WOTE va IKavoTrolouv TNV (1-30), Ta Qq
gival Tpwtng 1é¢NG. Opoiwg, n (1-28) pe Ta Um yIa TA Um Ocixvel 611 n H’

gival TTpwTnNG TAgNG.

‘ET01, n (1-33) divel TNV OAIKI) XAMIATWVIOKI € OPOUG PIAG TTPWTNG TAgNG
XapiAtwviavr H’, padi ye Tpwtng TaENS ouvoETUOoUG .

Kdabe ypauuIKOG ouvOUAONOG TWV @ gival QUOIKA £vag aKOun dEOUOS Kal
KAOE YPANMIKOG CUVOUAOUOG TWV TTPWTOYEVWY CUVOECUWYV gival évag
OKOUN TTPWTOYEVAG OUVOEOHOG. OTToTE KABE @¢ Eival TTPWTOYEVAG

OUVOEOHOG KalI gival TTPWTNG TAENG.
KataArjyouue Aoitmév o€ pia oAk XauIATwviavr TTou oTnv €KQpacn TnG
TTEPIEXEI TO ABPOICHA YIS TTPWTNG TAENS XAMIATWVIAVG PE TOV YPAUMIKO

OUVOUQONO TWV TTPWTOYEVWY, TTPWTNG TAENG CUVOECUWV.
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O apIBPoC TwV aveeapTNTWY Kal aubaipeTwV OUVAPTACEWY TOU XPOvou,
TTOU eu@avifovTal oTn YEVIKN AUON TwV €EI0WOEWV Kivnong, €ival iocog Pe
TO TTAB0C TWV TINWYV Tou O¢eikTN a. ‘loog, dnAadr ue Tov apiBud Twv
AVECAPTNTWYV TTPWTOYEVWY CUVOEOHUWY, Kal auTo dI1OTI OAOI 01 aveEapTNTOI

TTPWTOYEVEIC oUvdeT ol TTEPIAaUBAvovTal oTnv dBpoion (1-33).

2T OUMTTEPAOMATA auUTA KATOANEQUE, EEKIVWOVTAG aTTO TIC €EI0WOEIG
Kivnong Lagrange, TTepvwvTag ETTEITA 0TN XAUIATWVIAVT KAl AaduBAavovTag

utTOWn, TEAOG, TIC CUVONAKEG OUVETTEING.

ATO TIPOKTIKAG AtTOWNnGg, MTTOPEI KAVEIC va O&l TTOIEG AuBAipeTES
OUVAPTACEIC TOU XPOVoU eu@aviovtal oTn YEVIKI AUON TwV £EI0WOEWV
Kivnong atro TG IDI0TNTEG JETAOYXNMUATIOKMOU TOU OAOKANPpWUaTOG dpdong.
2€ KAOe pia atrd auTég TIC TUXAIEC OUVOPTAOEIS TOU XPOVOU QVTIOTOIXEI

EVAg TTPWTOYEVHG OUVOETHOG.

Mapéxetal €101 n duvaTdTNTA VA JIOKPIVOUUE TOUG TTPWTOYEVEIG TTPWTNG
TAENG OUVOECHOUG XWPIC va TTPOXWPNOOUKE OTOUG AVAAUTIKOUG Kal

ETTITTOVOUG UTTOAOYIOMOUG TWV aYKUAwYV Poisson.

H @uoik Kkatdotaon Tou CUCTAPATOG TTou €CeTAlOUPE €XEl WG €EAC -
EeKIVAUE aTTO TIG d0B¢cioeg ApXIKEG METARBANTEG KAl TTAiIPVOUUE Mia Auon
TWV £EICWOEWYV Kivnong, n otroia TTepIEXel auBaipeTeg ouvaptioelg. Ol
OPXIKEG METAPRANTEG TTOU pAG  XPEIAdovTal Eival Ol YEVIKEUPEVEG
OUVTETAYMEVEG (, P, EVW OEV XPEIACETAI VO YVWPICOUHE TIG APXIKES TIUEG
TWV OUVTEAEOTWYV U. AUTEG O OPXIKEG TIUEG TTEPIYPAPOUV TNV APXIKN
KaTtdoTaon ToU OUCTAPATOG. H @uoikrp KatdoTtaon Tou CUCTHPATOG
KaBopileTal uOvo aTTd TIG YEVIKEUENEVEG CUVTETAYUEVEG [, P Kal OXI ATTd
TOUG OUVTEAEOTEG U. H apxIKh KaTtdoTaon TOU CUCTAUOTOG TTPETTEN va

KaBopilel TN XPoVIKH Tou EEAIEN, AAAG OI YEVIKEUPEVEC CUVTETAYUEVEC (,
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p o€ MEANOVTEG XPpOVOUG dev TTPOCdIOPIOoVTal JOVOOHMavTa AOYyw Twv
auBaipeTWV CUVAPTACEWY U TTou gugavifovtal. AuTd onuaivel Ot dia
OUYKEKPIPEVN KATAOTAON TOU OUCTAMATOG OV QVTIOTOIXEI O€ €va
Movadikd CeUyog g, p TTAPOTI £va OUYKEKPIMEVO CeUyog ¢, P KaBopilel
TAAPWG Mia KaTdoTaon TOU CUCTAMATOGC.  YTTAPXOUV AOITTOV OpPKETA
Ceuyn q, p TTou TTEPIYPAQPOUV TNV idla KATAOTAON KAl TA OTToia XPEIAZETAl

va avalnTACOUE.

OAeg o1 TINEG TwV [, p TTOU €XOUV €EEAIXBEI aTTO Pia CUYKEKPIMEVN apXIKA

KATaoTaon, TTPETTEl Jia OedOPEVN XPOVIKI OTIYUA VA avTaTToKpivovTal

OTNnV KaTdoTaon TOU CUCTAUATOG, TN OTIYUA auTh.

OewpoUue AOITTOV CUYKEKPIPMEVEG QPXIKEG TIMEG VIO TIC YEVIKEUNEVEG

OUVTETAYMEVEG , P TN XPOVIKA OTIyuA t=0 Kal JEAETAPE TN CUMTTEPIPOPA

TOUG META ATTO £VA PIKPO XPOVIKO OIaoTnua Ot [Mevikd, yia dia QUVAIKD

METABANTA g YE APXIKN TIMA o, N €EENIEH TNG META aTTO XPOVO O Eival :
g(®) =go+g 6=

= 9() = go + [g,Hs] &=

= 9(5) = go + &t{[g,H] + Ua[g,Pal} (1-37)

O1 ouvTeAeOoTEG U gival evieAwg auBaipeTol Kal duvaTal va atTaAgipBouy.

Qewpwvtag OIAPOPETIKEG TIMEG U’ yId AUTOUGC TOUG OUVTEANEOTEG

TTaipvoupe éva d1apopeTikO g(d:). H diagopd Ag(dr) sival :

Ag(Bt) = 6t(Ua' Ua’) . [g,(Pa] (1-38)

KAl UTTOPEI va YPOPEi WG :
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Ag(d) = €a [9,9d] (1-39)

OTTOU  €q = Ot(Ua- Ua) (1-40)

gival évag PIKPOS auBaipeTog apIBPOC, HIKPOS AOYyw TOU CUVTEAEDTH] Ot KAl
auBaipeto¢ Adyw Twv U, U. AmO6 10 VOuo (1-39) ptTopouluEe va
METaoXNMATICOUHME OAEC TIC XAMIATWVIAVEG WETOABANTEC UE TIC VEEC VO
TEPIYPAPOUV TNV idla QuOIKA KatdoTtaon. Autl n aAllay oTIg
XaUIATWVIOVEG PETARANTEG TTEPIEXEI TNV EQAPMOYH €VOG ATTEIPOCTOU
METAOXNMATIOMOU  €TTAQNRG ME  Mia  yevvATpIa  OUVAPTNON  €aQa.
KataAfyouue €101 0TO CUPTTEPAOHA OTI TO Qg TTOU TTAPOUCIAlovTal €K
TTPWTNG WG TTIPWTOYEVEIG TIPWTNG TALEWGS CUVOETOI £X0UV TO £GAG VONUA
. WG YEVVNTPIEG OUVAPTAOEIG QTTEIPOOTWY METACXNMATIOPNWY ETTAPNAG
odnyouv og aAayEG Twv g, P, 01 OTToIEG OEV ETTNPEACOUV TNV KATAOTAON

TOU OUCTAPATOG.

MpoxwpwvTag éva akoun Bripua Tpog Tnv idia kateubuvar, epappolouue
O1ad0XIKA OUO PETAOXNMATIOPOUG ETTAPAG. TOV TTPWTO PE Hia YEVVATPIA
OUVAPTNON €uPa KAl TOV OEUTEPO PE YEVVATPIA CUVAPTNON YaPa, OTTOU TA
Y €ival KATTOIOI VEOI CUVTEAEDTEG MIKPNG TAENG MEYEBOUC. To aTToTEAEOUQ

gival :

g'=go * €[9,Pa] + Va9 + €[, Pa], Pa] (1-41)
(ZTnVv TTapatravw £k@pacn d1aTnPOUNE ToUug Opoug deUTEPNG TAENG TTOU
TEPIEXOUV TA €, Y KAl TTapaAcittovral ol deUTeEPNG TALNG OpPOI TTOU
TTEPIEXOUV €2 1 Y2 Kal BeV ival atTapaitnTol WoTe va AdBoupE To £MIOUUNTO

ATTOTEAEOHQ)

Eav e@apupdooupe TOUG OUO TTOPATIAVW METAOYXNMATIOMOUG HE TNV

avTiBETN O€IPA TO ATTOTEAEC A Eival :
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9" = do + Yo[0,Pa] + €d[g + Va9, Pc], @] (1-42)

BewpwvTag Tnv diagopd Ag To ATTOTEAEC A gival :

Ag = €aya{[[9,9d], 9] — [[9,Pal, Pal} (1-43)

Kai epapuolovTag Tnv tautdtnTa Jacobi (1-13) €xoupe :

Ag = €aYo[9[Pa, Pa] (1-44)

AuTi N dlapopd (AQ) TTPETTEI ETTIONG VO AVTATTOKPIVETAI O€ Mia aAAayn Twv
g, p n otToia dev TTEPIYPAPEI Kapia JETABOAR OTNV QUOIKI KOTAOTACH TOU
OUCTAHATOG, DIOTI TTIPOEPXETAI ATTO AVEEAPTNTEG OIODIKATIES OI OTTOIEG OEV
oxeTiovral Pe OTTOIAdNTIOTE WETABOAN OTn QUOIKN KOTACOTOON TOU

ouoTuatog. KaraAfyouue Aoittov oTo OTI n £EKppaon

[Pa, o] (TMBAVAC BEUTEPOYEVHG OUVOETHOG) (1-45)

MTTOPEI va XPNOIYOTTOINBEI WG YEVVATPIA CUVAPTNON €VOG ATTEIPOOTOU
METAOXNUATIOMOU ETTOPNG, XWPIC va TIPOKAAECEI TNV  OTTOIOOATTOTE

aAAayr) 0TV KATAOTOOT TOU OUCTHUATOG.

Ta @q €ival TpwTng TAENG, AUTO onuaivel 0TI oI ayKUAeG Poisson TTou
oxnuaridouv gival acBevwg undév, oTToTE £EI0WVOVTAl ICXUPA PE KATTOIA
YPAMMIKA ouvdpTtnon Twv ¢@. AUTA N YPOUMPIKA ouvdptnon Twv @
XPEIAZeTal Va gival TTPWTNG TAENG, AOYwW Tou BewpriuaTog TTou dei¢ape Aiyo
vwpitepa. BAETTOUME AOITTOV OTI TETOIOU €iIOOUG JETAOKNUATIOMOI, TTOU OEV
oXeTiCovTal YE PETABOAEC 0TV KOTAOTACN TOU CUCTAMATOG, £XOUV WG

YEVVATPIO ouvapTnon évav oUVOEOHO TTPWTNG TAENG.
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O pbévog TPOTTOG, WOTE Ol JETAOXNUATIOMOI auToi va gival TTIo YeVIKOoi aTTd
TOUG TIPONYOUMEVOUG €ival va  OTTAyOPEUCOUME OTIC  YEVVIATPIES
OUVAPTACEIC VA €ival TTPWTOYEVEIG oUVOETHOI TTPWTNG TAENG, aAAG Ba
MTTOpOoUCaV KAANIOTA Va €ival OEUTEPOYEVEIGC OUVOETOI TTPWTNG TALNG.
ATTOTEAECHA auTOU TOU UTTOAOYIOUOU €ival TO va OEICOUPE OTI UTTAPXE! N
duvatdTnTa va €xouue €vav OeuTEPOYEVI] OUVOEOHUO TTPWTNG TAENG WG
YEVVATPIO ouvApTNOoN €VOG ATTEIPOOTOU UETAOXNMUATIOMOU E£TTAPRG TTOU
odnyei o€ aAAayr Twv SUVANIKWY PETABANTWY g, p XwpPig va peTaBAAAeTal

N QUOIKA KATAOTOON TOU CUCTANATOG.

Mpog xapiv TnG TTANPAOTNTAG, XPEIACETAlI KAVEIG va O€igel OTI N ayKUAN
Poisson (H’, ®q) piag mpwing Tagews XapiATwviavAig H’ pe éva Tpwtng
TAENG @ aTTOTEAE Pia ypAPMIKA OuvaPTNON TTPWTNG TAENS OUVOET WY Kal
OTI €VOEXOMEVWG €ival YEVVATOPAG ATTEIPOCTWY HPETAOXNMUATIOPWY

ETTAPNG O1 OTTOIOI BEV PETARAAAOUV TNV KATACTACH TOU CUCTANATOG.

To TENIKO aTTOoTEAECUA €ival OTI QUTOI O JETAOXNUOTIOUOI TWV OUVAUIKWYV
METABANTWYV o1 oTtroiol dev PETABAAAOUV TnV QUOIKA KATACOTOON TOU
OUCTHHATOG EiVAI ATTEIPOCTOI JETAOYXNUOATICMOI ETTAQPNG, OTTOU N YEVVATPIA
ouvdpTtnon €ival TTPWTOYEVAG OUVOECHUOC TTPWTNG TAENG 1N TTIBAVWGS £vag

OEUTEPOYEVAG OUVOEOHUOG TTPWTNG TAENG.
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TO MPOBAHMA THZ KBANTQZH2

OdnynBnRkaue oTnv 10€a OTI UTTAPXOUV OUYKEKPIUEVES aAAayEG oTa g, p,
Ol OTTOIEG OEV AVTATTOKPIVOVTAl 0€ KATTOIA PETAPBOAN TNG KATAoTaoNG TOU
OUCTAMATOG KAl Ol OTI0IEC €XOUV WG  YEVVATPIEC OEUTEPOYEVEIC
OUVOEOUOUG TTPWTNG TAENG. KAt TETOIO UTTOBEIKVUEI OTI Ol £CIOWOEIG
Kivnong PMTTOPOUV va YeVIKEUBOUV £T01 WOTE va gival duvaTh N METABOAN
Miag duvauIKAG METABANTAG g ME TO XPOVO, OXI JOVO PE TOV TPOTTO TTOU
eMPBANEl N oxéon (1-21), aAAG yevikOTEPA HPE KABE TPOTIO TTOU O€EV

AVTATTOKPIVETAI O€ aAAayr TNG KATAOTAONG TOU CUCTAUATOG.

MNa 1o Adyo autd Bewpouue pia TTI0 YEVIKN £§iowaon Kivnong :

g = [g,He] (2-1)

ME pia yevikeupévn Hamiltonian He, TTou TTepIAQUBAVEl TNV TTPONYOUNEVN
Hamiltonian Ht, Kai OAOUG €KEIVOUG TOUG YEVVATOPEG Ol OTToiolI Ogv

odnyouv o€ aA\ayr TNG KATAoTAoNG UE AUBAIPETOUC OUVTEAEOTEG Uq -

He = Ht + Ua  Qa (2-2)

O1 yevvATOPEG €KEIVOI (Pq), 01 oTTOIoI dev TTEPpIAaUBAvovTal AdN oTnv Hr

ATTOTEAOUV TOUG OEUTEPOYEVEIG, TIPWTNG TAENG OUVOECTHOUG.

H Trapoucia autwv Twv emtmAéov O6pwv TG Hamiltonian em@épel
emITTAéOV aAAayEG OTa g, AAAG oI aAAaYEG EKEIVES DEV AVTATTOKPIVOVTAI O€
KATToI0 YETABOAR TNG KATAOTAONG, OTIOTE TIPETTEI va TTepIAauBAavovTal,

TTapdTI eV 0dNyNBRnKaue o€ auTtég atreuBbeiag, armrd ) Lagrangian.

AuTr Aoittdv gival n yevik XauiAtwviavr Bswpnon. H Bswpia Dirac, Tou

QVOTITUOCETAI OTNV TTAPOUCA £pyacia ava@épeTal PEXPI TTPOTIVOG Océva
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TTETEPACTPEVO TTANBOGC BaBuwWY EAEUBEPIQG, O OTN CUVEXEIA ETTEKTEIVETAI
BewpwvTag artreipous Babuoucg eAeuBepiag. O BeiKTNG TTOU Ava@EPETAI
oTOUG BaBuoug eAeuBepiag Tou CUCTAUATOG TTOU £CETACOUE €ival @ n=1,
..., N-. Xwpig BAGBN TNG yEVIKOTNTOG PTTOPEI Kaveig va Bewprioel To N va
Teivel oTo amelpo. Eival akdéun duvarr pia emtTAéovV yevikeuon, €Aav
Bewpnjooupe Tov aApIBUO Twv PaBuwv eAeuBepiag va eival ouveXwg
ameipog. Kal autd TO TTETUXAIVOUPE €dv BewpPrOOoUPE WG OUVAMIKES
METAPBANTEC TOU OCUOTAPATOG, EVavTl TWV d, P TIG Jx, Px, OTTOU 0 OEIKTNG X
duvartal va AABel OAeg TIG duvaTéG TIEG O€ éva OouvexEG @aoua. Edv
EPYAOTOUUE UE QUTO TO OUVEXEC X, Ba TTPETTEI va PETABAANOUPE OAEG TIG
aBpoioceig Tou N oTa TTPonyoupeva oAokAnpwuara. ‘OAol o1 utTToAoyIooi
TTou €xouv TponynOei PTTopouv va An@Bouv atreuBeiag uTTOWIvV
EVOWMNATWYOVTAG TNV avwTépw Bewpnon. H povn efiowon T1moU
XPeIAdeTal va ¢eTAOOUUE Aiyo DIAQOPETIKA, gival n e¢icwan TTou opilel TN

YEVIKEUPEVN OPUN.

pn=~—— (1-3)

Edv o 6€iktng n AGBel TINES aTTd €va ouveXEG AoPa, XPEIAleTal attd TV
TTOPATTAVW PEPIKA TTAPAYWYO VA KATAVONOOUNE Hia dladIkaoia YEPIKAG
TTapAywynong ouvdaptnong, N oTToia PITTOPE va Yivel akpIBrG PE ToV €EAC

TPOTIO :

Edv petapdAloupe TIG TaxUTNTEG KATA OQx OTn Lagrangian Kai

Bewpriooupe

oL = fpx 6qx (2_3)

O OUVTEAEDTNG TOU OQx TTOU guavifeTal 0TO oAoKANpwua dL opileTal va

givai px.
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HAekTpouayvntiko medio Maxwell

Metd Tnv TTapatrdvw  yeviky Bewpnon Oivetal wW¢ TTapAdelyua 1O
NAekTpouayvnTIKé TTEdio Tou Maxwell, To oTtroio KaBopileTal he SpPoug TWV

OUVOUIKWYV Ay.

O1 duvapikég ouvtetayuéveg TTepIAaUBAvouv Ta dUVAMIKA yia OAa T
OnUEia TOu XWPou pia dedOPEVN XPOVIKA OTIYUN, TTEPIEXOUV ONAQdN TOug
OpoUG Aux, OTTOU 0 JEIKTNG X TTAPICTA YIA TIC TPEIC TUVTETAYHEVES XL, X2, X3
éva onuEio oToV TPIOBIACTATO XWPO, VIA Jia dedopévn XpoVviKA aTiyur x°.
Kartd ouvETTEla o1 TaXUTNTEG TTPOKUTITOUV ATTO T XPOVIKA TTApAywyo TwV
OUVAUIKWY CUVTETAYUEVWY, TIG OTToieG oUUBOAICoupE e Evav OeikTn (0)

akoAouBoUpEevo aTTd éva KOUMQ.

KaBe o&¢iktng Ttpiv. amd TOvV OTroio  TTponyeital  KOPPa  dnAwveEl

TTapaywynon cUP@WVa JE TO TTAPAKATW YEVIKO OXAMA :

dg

"o

&, (2-4)

NAOGyw TOU OTI epyalopacTe HE €IOIK OXETIKOTNTA aveRAlouue Kal
KateAlouphe TOUG OEiKTEG OUPQWVA HE TOUG KAVOVEG TNG E€IBIKNG
OXETIKOTNTAG : 0 CUPPBOAICHOS aAANGdel eav aveBACOUNE 1l KATERACOUNE
évav atro Toug OcikTeG 1, 2 A 3 evw TTapauével o idlog edv aveBAooupe A

kateBdooupue Tov deikTn (0).

2¢ Mdovadeg Heaviside 11 Lagrangian Tou  TTEPIYPAQEl TNV

nAekTpoduvauikr Tou Maxwell givai :
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1
L=-7 [Fu P d>x (2-5)

STV Tapamavw oxéon n ékppacn dic onuaivel dit, di?, dd n
OAOKANpwWON YiveTal OTIG TPEIG DIOOTACEIG TOU XWPOU, EVW N EKPpacn fuy
OnAwvel 10 TTEdI0 0€ OPOUG DUVANIKWY, CUNPWVA UE TN OXEON

va = Av,p - Au,v (2'6)
H Lagrangian 1Tou opiCeTtal atrd 1n oxéon (2-5) gival n katdAAnAn, di161i 10
OAOKANpwa TTOU TNV opicel eival TO OAoKAfpwua dpdong Tou TTediou
Maxwell.
MNa va mepdooupe atd 1 Lagrangian otn Hamiltonian Tou cuoTHPATOG
XPEIACETAl QPXIKA va €I0AYOUME TN VYEVIKEUMEVN Opur.  AUTO TO

TTETUXAiVOUPE  METABAAAOVTOG TIG TOXUTNTEG OTNV  €KEPACN  TNG

Lagrangian :
1 0\ 3
6L:—§fF - OF - d'x =

= SL= [F*5A,, - d’x (2-
7)

H yevikeupévn opun BY opiletal atrd TN oxéon :
5L= [B" 3A,, - d’x (2-8)

KOl TTPETTEl VA IKAVOTTOIED TIG BACIKEG OXEOEIG TTOU KaBopifovTal atrd TIg

QYKUAEG Poisson.
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[Au.BY] = g" - 83(x-x), u,v = 0,1,2,3 (2-9)

2TnV TTapatravw oxéon 1a A, B AapBdavovtal avrioTtoixa ota onueia x, X'

TOU TPIOBIACTATOU XWPEOU, EVW Ta GUUBOAQ g‘lj, &3(x-x) givar avTioToixa To

0éATa Tou Kronecker kai n Tpiacdidotarn ouvaptnon OEATA Twv X, X'.
2UYKpivovTag TIG EKQPACEIS (2-7), (2-8) yia To L TTaipvOUE :

BH = FHO (2-10)
O 6pog FHY gival avTIOUPMETPIKOG.

FWv = _ Fw (2-11)

OmoTe eav Béooupe otnyv (2-10), u=0 To atToTEAECHA gival undév, dnNAadn
0 06pog BS gival ioog pe pndév. lMpdkerral AoImmov yia évav TTPWTOoYEVA

oUVOEOHO, OTTOTE YPAPETAI WG A0BEVNG 1I00TNTA :
BV~ (0 (2-12)

Tovifoupe OTI dev TTPOKEITAI ATTAA YIO €vaV TTPWTOYEV) OUVOECHO, N
eCiowon (2-12) opicel pia povooApavTa atreipiouca TPIAdA TTPWTOYEVWV
OUVOEOPWY, OI0TI AOyw Tou O€iKTN X TTOU TTAPIOTA £va ONMEIO OTOV
TPIAOOIACTATO  XWPO TIPOKUTITEI  €vag  OIAQOPETIKOG  TTPWTOYEVAG
ouvdeopog. Tlivetal Aoitrév dueca avtiIAnTITo OTI Ta ATTEIPA ONUEia TOu
TPIOOIAOTATOU XWPOU TTOU KABe €va atrd autd cupPoAiletal amd pia
OIaQOPETIKA TIUA Tou OctikTn X opifel €vav OIOPOPETIKO TTPWTOYEVH

ouvOEOO.
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OpiCoupe oTn ouvéxela pe TO OUVABN TpPoOTTO Tn Hamiltonian TTOU

TTEPIYPAPEI TO CUCTNNA :

H=[B"A,d-L=

= H=[(F°Ao+ ;F* s+ 1F°Fo)ds =

> H=[(FFo+ LFOF +F Ay )d} =

>  H=[(;F°Fq+ ;BB - A, B))d; (2-13)

KaraAriyoupe Aoimmov o€ pia ékgpaon g Hamiltonian n otroia dev
TTEPIEXEI TAXUTNTEG OAAG POVO OUVAMIKEG CUVTETAYMEVEG KOl OPHN Kal
TTaPOTI 0 OPOG Frs TTEPIANAUPBAVEI HEPIKES TTAPAYWYOUG TWV CUVAPTHOEWV
duvapikoU, ol TTapdywyol auToi ava@épovtal Hovo oTig Béoeig X2, X2, X3,

Aev gpgaviCovTal Aoitmév TTouBevd TaxUTNTEG.
Mpoxwpdue AoITTOV OOUAEUOVTOG ME TIG OUVOAKEG OUVETTEIOG TTOU
TTPOKUTITOUV OTTO TOV TTPWTOYEVI oUvOeopo (2-12). H eCiowon (2-12)
XPEIAZETAI VA IKAVOTTOIEITAI KABE XPOVIKA OTIyUA, OTTOTE N ayKUAn [B®, H)
xpeladetal va gival undév. Autd odnyei otnv aoBevi eCiocwon

,rr =0 (2-14)
TTOU ATTOTEAEI €vav AKOPN OUVOEOHO, €QPOOOV OEV TTEPIEXEI TAXUTNTEG.
MpokerTal yia éva OeUTEPOYEVH CUVOECHO TTOU EUPAVICETAI OTN BEwWpia TOu
Maxwell ye Tov TpOTTO AUTO.

Egetalovrag TepaItépw TIG CUVOAKEG OUVETTEIAG, EXOUME TN OXE0N

[B/r,H]=0 (2-15)
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n otoia IkavoTtrolgital TauToTiIKA (0=0), Xwpic va divel KATToIoV VEO

ouvOEOO.
‘Exoupe Aoittév TTAéov gvToTTioel GAOUG TouG OECOUG.

O1 eClowoeig (2-12), (2-14) pag divouv avTioTolxa TOUG TTPWTOYEVEIC Kal
TOUG OEUTEPOYEVEIC OUVOECHOUG TOU TTPORARUOTOGC. 2TO onueEio autd
XpelddeTal va Toug dlaxwpicoupe o€ TPWING 1 delTEPNg TAENGS

OUVOEOOUG.

EUkoAa p1TOpEi Kaveig va diakpivel o1l gival TTpwTtng 1agng. O1 épol Bo
TTEPIYPAPOUV TN VYEVIKEUPEVN OPJN, €VW oOXNnuatiCouv HETOEU TOUg
MNOEVIKEG aykKUAeG Poisson. MndevikéG aykUAeg Poisson oxnuarti¢ouv
METALU TOUG Kal ol 6pol B,'r, Bo kai B,"x, Bo. Na 1o Adyo autd dAeg auTtég
0l TTOOOTNTEG Eival TTPWTNG TAENG. Agv gu@avifovtal cUVOETUOI BEUTEPNG

TAENG O0TNV NAekTpodUVauIKA Tou Maxwell.

H ékppaon (2-13) Tng Hamiltonian eival pwtng 1G¢NG, dpa n H ptropei
oupoewva pe Tn oxéon (1-33) va yetaoxnuartiotei otnv H. OT11oTE N OAIKN

Hamiltonian €ivai :

Hr = [ (F™Fr*2BB)d3- [ AoBlds+ [ u,B%d; (2-16)
O 06pog ux eival évag auBaipeTog CUVTEAEOTNG yia KABE onuegio TOU
TPIoOIACTATOU XWPOU. H TTpooOnKn Twv aubaipeETWV CUVTEAECTWYV Uy
OTOUG TTPWTOYEVEIG, TTPWTNG TAENG CUVOECOUG €ival aTTapaitnTn yia va

e€ayoupe Tnv oAikr) Hamiltonian.

Me 6poug oAikig Hamiltonian n egiowon kivnong otnv KAQOOIKN TNG

Hop@n givai :
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g =[g,H1] (1-21)

O 6p0¢ g OTNV TTEPITTTWON AUTH PTTOPEI VA gival Jia OTToIadNTTOTE TTEDIAKN
TTO0OTNTA OE€ KATTOIO ONMEIO X TOU TPIOCOIAOTATOU XWEOU ] KOO Kal dia
ouvapTtnon TEdIOKWY  TTOCOTATWY  OE  OIAPOPETIKA onueEia  ToOu
TPIOOIACTATOU XWpPOoU. Oa utropouce yia TTapdadelyya va eivalr éva
oAoKARpwHa TTAvw oToV TPIACOIACTATO XWPEO, EVW YEVIKEUOVTAS OKOUN
TTEPICOOTEPO O OPOG g MTTOPEI va gival KABe mBavr) ouvaptTnon Twv

OUVAIKWY UETABANTWY g, p OTOV TPIOBIACTATO XWEO.
Mtropoupe va Bewprioouue AoITTov 611 g=Ao, OTTOTE :
Aoo =U (2-17)

010TI 0 6p0og Ao oxnuaTiCel UNOEVIKEG AyKUAEG Poisson pe oTIdRTToTE AAAO

EKTOG TWV Bo OTTWG TTPOKUTITEI ATTO TOV TEAEUTAIO OPO TNG (2-16).

‘ETOI 0 auBaipeTog OUVTEAEOTAG Ux TIOU gp@avifeTal oOTnVv  OAIKNA
Hamiltonian a1tokTd QUOIKO vOnua, atToTEAEI TNV XPOVIKI TTAPAYWYO TOU
Ao.

2Tn ouvéxela yia va AdBoupe Tnv €€iocwon Kivnong oTnv TTIO YEVIKA TNG
MOpP®NA XPEIAZeTal VO TTEPACOUNE OTNV eKTETAPEVN Hamiltonian. MNa va 10
TTETUXOUME AUTO TTPOCOETOUE OTOUG DEUTEPOYEVEIC CUVOEOHOUG TTPWTNG

TAENG aUBAIPETOUG OUVTEAEDTEG Ux.

KataArjyoupue pe Tov TpOTTO auTO OTNV eKTETANEVN Hamiltonian :

He = Hr + [ u,B"d; (2-18)
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O emmAéov 6pog oTn Hamiltonian €mTPETTEl Pia IO YeEVIKA Kivnon,
TTAPEXOVTAG MEYOAUTEPO €UPOC OTN METAPBOAN Twv [, P YEYOVOG TTOU
BonBd Ttnv TrepIypa®r €vog HETAOXNMATIOMOU PBabuidag. Me Ttnv
gl0aywyn auTtng TnG emTTAéOV PETABOAAG TWV g, p odnyoupacTe o€ éva

M0 YEVIKO (eUYOG [, P TO OTTOIO TTEPIYPAPEI TNV DI KATAOTOOT.

2T0 onueio auto gival duvaTh pia attAotroinon. AQopd Tig JETABANTES Ao,
Bo o1 otroieg AOdyw TOU OTI Oev €xouv 1D1aiTEPN onuacia duvartal va
TTapaAn@Bouv. H 1ToodtnTa Ao EKQPALEl TNV TUXAIA XPOVIKI TTAPAYWYO
eVOG peyEBoug Xwpic 181aiTepn onuacia, evw Bo=0 k&GO XpoviKA oTIyun.
H atmraAeipry Twv petapAnTwy Ao, Bo dev aAAoiwvel o€ Kapia TTEPITITwWON
TO QUOIKO TTEPIEXOMEVO TWV €EEICWOEWY, QVTIOETWG TIG OTTAOTIOIEI,
MEIWVOVTAG aTTd Tn dia Toug Pabuoucg eAeuBepiag TOu CUCTAPATOGC,
dlatnpwvTtag atmd TNV AAAN OAOUG eKEiVOUG TOUG BaBuoUg eAeuBEpiag TTou

€XOouV vonua.

MNa va TTETUXOUPE TNV aTTaAgIpr) Twv PETABANTWY Ao, Bo, TTapaAcitroupe
Tov 6po UxB? ammd tTn Hamiltonian. O 6pog auTtdg emITPETTEl TNV TUXAIO
METABOAR TOu Ao. O 6pog —AoB,"r otnv Ht duvatal va ouvduaoBei pe 10
uxB",r otnv extetapévn Hamiltonian. O ouvTeAeOTAG Ux €ival o€ KAOe
TepITTTwon évag auBaipetog ouvteAotig.  OTav ol dUo auTtoi Opol
ouvdUaOTOUV AVTIKOBIOTOUUE TO Ux PE Ux=Ux-Ao. O OUVTEAEDTNG Ux €ival

KaTd ouveTTEla €TTiong auBaipeTog. lMaipvoupue €101 pia véa Hamiltonian.

H = [ (;F®-Fis+2B,B)d3- f u,B'dy (2-19)
H véa autr) Hamiltonian Trapdyel TI¢ €€1I0WOEIC KivNONg VI OANEG EKEIVES
TIC METAPBANTEG TTOU MOG evOIOPEPOUV, Ol HETABANTEC Ao, Bo Ogv

eMoaviCovrar mmAéov oe autfv. [lpdékeirar yia T Hamiltonian 10U

TeEPIyPA®el TN Bewpia Tou Maxwell oTnv 1Mo atTAfl TNG HoPYN.
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2tnv KBavTik nAekTpoduvauik ouvnBifetal va XpnoIJoTTolEiTal dia
dlapopeTIK) Hamiltonian n otroia avaTrTuocoeTal CUPQWVA JE TN Bewpia

Tou Fermi kai TrepIAauBdavel Tov KATwOI TTEPIOPIoHOS YIa Ta OUVAMIKG :
Aﬂl: 0 (2-20)

H Hamiltonian otnv otroia kataAAgaue (2-19) dev TTepIANAUPAvEl TOV

mTepIopIoUS  (2-20), woTe va emMTPETEl TNV XPAON MIaG EVTEAWG

YEVIKEUUEVNG PaBuidag 1TTou Pondda oto va avadeixbouv ol 10€eg TTEPI

TIPWTOYEVWV KAl OEUTEPOYEVWIV CUVOETHUWV.
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KBANTQZH

EmoTtpépoupe o010 oOnueio autd otn  yevikil Bewpia woTe  va
OIATTPAYMATEUTOUNE TO TTPORBANUA TNG KBRAVTWONG TNG XAUIATWVIAVAG

Bewpiag.

MNa va dIaTTPaYUATEUTOUME TO EPWTNMA TNG KPAVTWONG, KAVOUUE aPXIKA
TNV uttéBeon OTI dev guaviovral deUTEPNS TALNG deopoi dTtav dAol ol

OECMOI Eival TTPWTNG TALNG.

ZEKIVAPE AOITTOV PETATPETTOVTAG TIG OUVAMIKEG OCUVTETAYMEVEG KAl TNV
OpMN O€ TEAEOTEC TIOU IKAVOTTOIOUV TIC OXEOCEIC METABEONG TTOU
QVTIOTOIXOUV OTIG OX£0€IG TwV aykUAwv Poisson TG KAQOOIKAG

Bewpnong. ZTn ouvéxela Bewpoupue Tnv e€iowon Schrodinger.

ih 2= Hy (2-21)

OTTOU Y €ival N KUpaToouvapTnon TTou KaBopideTal atrd TIG YEVIKEUPEVEG

OUVTETAYMEVEG (, p Kal H' n TTpwTNng Tdgng Hamiltonian 1TTou avo@Eépage.

Xpelacetal va eI0AYOUNE OUYKEKPIUEVEG CUNTTANPWUATIKEG CUVONRKES yia

TNV KUJOTOOUVAPTNON Y, CUYKEKPIYEVA :

Qyp=0 (2-22)
Me Tov TPOTTO auUTO KABE €vag atrd Toug CUVOECUOUG odnyei o€ dia
OUMTTANPWHATIKA OUVBAKN yIa TV KUPATIKA ouvaptnon Y. Xpeladetal

AOITTOV va €EETACOUNE €AV AUTEG OI €CIOWOEIC VIO TNV Y €ival OUVETTEIG

METAEU TOUG. @ewpouUpE yia To AOyo auTd dUO aTTO TIG CUUTIANPWHATIKES
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OUVOAKEG Kal €EETACOUMPE Tn METAEU Toug ouvétela. Ao Tnv (2-22)

TTAipVOUE

@y =0 (2-22)

TTOAAOTTAQGIACOUME PE Py’ KAl TTAIPVOUE

ereip =0 (2-23)

evw av TToAAatTAacidloupe TnV (2-22) PE @ TTAIPVOUE

@prp =0 (2-23)

ATIO TIG €Clowoelg (2-23), (2-23) TTPOKUTITEI :

[@s,95] W =0 (2-24)

H teAeuTaia ouvOnkn yia Tnv KUPATIK ocuvdpTnon g €ival avaykaia yia

AOYOUG CUVETTEING.
EmimrAéov atTaitoupue

[@3,95] = CaraHes™ (2-25)
€101 WOTE N (2-22) va TTPOKUTITEI WG APECN CUVETTEIQ TNG (2-22) Kal PE
TOV TPOTTO AUTO VA TTEPIOPICOUPE TO TTANBOG TwV CUVONKWYV yia TNV
Kuhgatoouvaptnon . ‘Etol OAeg ol avaykaie¢ OuvlAKeS yia Tnv

KupatoouvapTtnon Y mrepIAapBavovrtal otnyv (2-22).

Nvwpifoupe 0TI OAoI 01 GUVOETOI @ €ival TTPWTNG TAENGS. 2TNV KAACOIKNA

Bewpnon 1o yeyovog autd €xel oav CUVETTEID N aykUuAn Poisson duo
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OTTOIWVONTIOTE @ VA €ival YPAUMIKOG OUVOUACHOG TwV ¢. EmmoTpépovrag
oTnv KPBavTik Bewpia xpelaldpacTte pia mTapdpola egicwon yia Tov
METABETN, XWPIG KATI TETOIO ATTAPAITATA VO onuaivel 0TI OI CUVTEAEOTEG C,
TPETel va Bpiokovralr 6hol ota 0e€id. O Adyog yia TOV OTTOi0 Ol
OUVTEAEOTEG C TTPETTEN Va BpiokovTal oTa OeCIG gival OTI Ta ¢ TTPOKUTITOUV
YEVIKA va €ival CUVAPTACEIS TWV YEVIKEUPEVWY CUVTETAYUEVWY KAl TNG
OpMNG, OTTOTE €dv dev TOTTOBETNBOUV deia oTnv oxéon (2-25), dev Ba

IKQVOTTOIEITAI N OXéon WETABEONG UE TA .

2TO ONUEIO AuTO £XOUNE Va TTaPATNPHOOUNE OTI OTNV KPBAVTIKI Bewpnon
UTTAPXEI €va YEVIKOTEPO OTOIXEIO auBalpeTiag yia Toug cuvdEououg @. Ol
QVTIOTOIXEG EKPPAOEIC TTOU XPNOIUOTTOIOUPE OTNV KAQOOIKA Bewpnon
EVOEXETAI VA TTEPIEXOUV TTOOOTNTEG Ol OTTOIEG OTNV KPAVTIKI Bewpia dev
METATIBEVTAI KAI OTNV TTEQITITWON AUTA Ba TTPETTEI VA OTTOPACICOUNE VIO
TNV o€Ipd Pe Tnv otroia Ba ToTToBeTNBOUV auToi OI TTAPAYOVTES. TNV
TTEPITITWON TTOU €EETACOUNE, TAKTOTTOIOUME KOTAAANAQ Tnv O€Ipd Twv
TTPOAVaPEPBEVTWY  TTapayovTwy, €101 WwoTe n egiowon (2-25) va
IKQVOTTOIEITAI HE OAOUG TOUG OUVTEAEOTEG OeCId.  YTTAPXOUV QUOIKA Kal
TTEPITITWOEIG OTTOU KATI TETOIO OEV €ival EQIKTO Kal €101 OEV UTTOPOUHE va

€XOUME pia akpIPr) KBavTikr Bewpnon.

KataAA¢ape €101 0€ pia TTpwTn TTPOOCEYYION, Ol €Clowoel Ba €xouv
KABOAIKr 10XU €AV TIG €CETACOUME WG TTPOG TNV OKPIREIA PE TNV OTTOIA
TTapéxouv TN otaBepd Planck h, ayvowvTtag TToo0TNTEG TTOU TTEPIEXOUV
h2.

EAéyEape AOITTOV TIC TTPOUTTOBECEIC UTTO TIG OTTOIEG Ol CUMUTTANPWHMATIKES
OUVOAKEG €ival PETALU ToOug Ouvetteic.  'Evag TTapoOuolog €AeyXOG
XPEIACETAl WOTE va ETTIBERBAIVCOUME OTI OI CUNTTANPWHATIKEG CUVONKES
gival ouvetreic kar pe TNV e€iowon Schrodinger. TiBetar AoImmov 10

EPWTNMA, €AV EEKIVIIOOUNE PE Pia KUPATOOUVAPTNON Y TTOU IKAVOTTOIE TIG
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OUPTTANPWHATIKEG OUVONKEG (2-24) Kal a@rioouuE TNV Y Va HETARAAAETaI
ME TO XpOvo cUu@wva Pe TNV e¢icwon Schrodinger, TOTE N Y Ba cuveyxioel
VO IKAVOTTOIEI TIC CUMTTANPWHMATIKEG OUVONKES Kal ETTEITA ATTO KATTOIO

OUVTOMO XPOVIKO dIdoTnUQ;

MNa va 1oxvel KAt TETo10 oUPPWVA e TN oxéon (1-23) TTpETTEl

[@s,Hlw=0 (2-26)

TTOU onuaivel OTI N aykuAn [@i,H] xpeiddeTal va ivalr KATTola YPOuMIKN

ouvapTtnon Twv @, dnAadn :

[®3,H] = bar@y (2-27)

€TOI WOTE VA PNV XPEIOOTOUME Mia vEQ CUPTTANPWUATIK OUVONKN.
KataAAgaue €101 TTAAI O€ pia €¢icwaon TTou yVwPiCOUME OTI Eival GUVETTAG
oTnv KAaooik Bewpnon. O1 deopoi @y Kal n Hamiltonian H gival Tpwtng
TAENG, OTTOTE N AyKUAN Poisson 1Tou oxnuartifouv e¢agavifeTal acOevwg,
onAadn eival 1oxupd ion HE KATTOIO YPAUMIK) Ouvaptnon Twv .
XpeldZetal Aoitrov kai TTéAI va TaKToTToInBEi n ogipd Twv Opwv WOTE 0TV
avTioToixn KBavTikr e¢icwan Aol ol CUVTEAEOTEG va BpiokovTal Oe€Id, Qv

QUOIKA KATI TETOIO €ival EQIKTO.

40



KBANTQXH ME AEXMOYZ 2" TASHZ

Méxpr oTiyung cixape uttoBéoel 6T GAoI 01 OUVOECHOI TTOU EP@aviovTal
gival TTpwTnG TGENG. Ag e€eTdooupe AoItTdv OTO OnuEio autd Tov TPOTTO
ME TOV OTTOi0 duvaTal va emTEUXBEi N KBAvTwon TnG Bewpiag Hamilton,
OTav 0€ auTr) epavidovtal kal deuTePNG TAgNGS deopoi. MNpooeyyifoupe o€
TPWTN &on 10 TPORANUA péoa ammd £va TTOAU atTAG TTapddElyua.

Oewpoupue Toug BEUTEPNG TAENG OCUVOETHOUG :
g1=0kaip1=0 (2-28)

Edv ol mTapamdvw oUvOEOHOl EUQPAVIOTOUV OE€ KATTOIO TTPORANUA, n
QayKUAn Poisson tmou oxnupartifouv givalr didgopn Tou pNdevog, oTroTe

TIPOKEITAI YIA OUVOETUOUG BeUTEPNG TAENG.

2€ Mia TETOIQ TTEPITITWOTN OEV £XOUME TN dUVATOTNTA VA EQAPPOCOUNE TN
oxéon (2-28) ocav cUUTTANPWWUATIKA OUVONKN yia TNV KugatoouvapTnon
Y, OTTWG OTNV TTPONYOUMEVN TTEPITITWON, TTOU EiXAUE HOVO TTPWTNG TAENS
ouvdéououg. Edav dokopdooupue va Béooupe q1y=0, p1y=0 KaTtaAryoupe
aueoca og avrigaon agou (qipi-p1qi)w=ihw=0. ZTnVv TTEPITTTWON QUTA
XpelddeTal va akoAouBriooupe pia dIaQopeTIK oTpatnyikr.  Eivai
TTPOQAVEG OTI Ol HETAPBANTEG g1, P1 OEV TTAPOUCIAZOUV EVOIAPEPOV AV gival
TTEPIOPICUEVEG OTNV TIUA PNOEV. OTTOTE O BABPOG eAcuBepiag 1, dev €xel
Kaua onpacia.  Mtropoupe Aoimmév va  atroppiyouphe ToV [BaBuo
eAeuBepiag 1 Kal va €PyaoTOUME MPE TOUug UTTOAOITTOUG Babuoug
eAeuBepiag. Kartl TETOI0 OUVETTAYEI VAV DIAPOPETIKO OPIOUO TNG AyKUANG
Poisson. XpelaZeTal va epyacTouE e Evav opIoho TNG ayKUAng Poisson

oTnVv KAaOOIKr Bewpia.

9¢ On _ 9 On 50 2 N (2-29)
- - ue dBpoion, n=2,......... -
aqn apn apn apn

[S.n]
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H mmapatrdvw ékepaon gival ETTAPKNAG OIOTI KOAUTTTEI OAEG TIG METABANTES
TTOU £X0UV QUOIKO evdla@épov. 'ETol pttopouue va Bewpriocouue OTI OI 1,
p1 €ival TQUTOTIKA pNdEv. Aegv TTPOKUTITEI £TCI KATTOIQ QVTiIQAON Kal
MTTOPOUME VA TTPOXWPNOCOUNE OTNV KBAVTWON o€ 6poug Twv Babuwyv
eAeuBepiag N=2,......... , N.

2TV TeEAeuTaia TrEPITTTWON Ta PBAPATA TTOU  XPEIGOTNKAV YId VO
TTPOXWPNOOUUE OTnNV  KPRAvTwon ATav  OXETIKA  TTPOPavH. Ag
TPOOTIABNOOUYE VA YeVIKEUOOUWE T Ol1adikaoia yia 10 OUVOETEG
mepimTwoels. ‘Eotw o1 pi=0, qi=f(qr, pr), r=2,......... ,N, ye Tn f edw va
gival yia otroladATmoTe ouvApTNOoN OAWY TWV UTTOAOITTWYV [, p. MTTOpOUUE
va TTapaAgiyoupe Tov BaBud eAeubepiag 1 av avTIKOTACOTIOOUUE TOV OpO
g: Me f(gr,pr) oTNV ék@paon NG Hamiltonian kai otoug ouvdéopous. Kai
TTAAI €XOUME TN dUVATOTATA VA TTAPAAEiYou e Tov BaBud eAeuBepiag 1 kal
VO €PYOOTOUPE ME TOUG UTTOAOITTOUC BaBuoug eAeubepiag woTe va
TTEPACOUNE o€ Pia KBavTikA Bewpia. Kai TaAI xpelddeTal va EpyacTOUNE
ME TNV aykUAn Poisson TnG Mop®Ac (2-29), ava@epOUEVOl OTOUG

uTTOAOITTOUG BaBUOUG eAeUBEpIagG.

AUTA €ival o€ YEVIKEG YPANUES N dladIKACia PE TV OTTOIO PTTOPEI KAVEIG
Va TTPOXWPACEI OTAV KBAVTWON €VOG CUCTAUATOG TO OTTOIO TTEPIAAUBAVEI
ouvdéopoug OeuTepnG TaENG. H UtTapén ocuvdéopwyv delTEPNS TAENS
UTTOOEIKVUEI OTI UTTApXOoUV BaBuoi eAeuBepiag xwpig 1I01QITEPN QUOIKNA
onuacia. TNV TIEPITITWON QUTH XPEIAZETAl va €CAPAVIOOUPE TOUG
TTEPITTOUG BaBUOUG eAeUBepiag Kal va OpicOUUE VEEG AYKUAEG Poisson
TTOU VO avo@EPOVTAl O€ EKEIVOUG TOUG Babpoug eAeuBepiag TTou €xouv
QUOIK onuacia. Toéte pe Bdaon TIC VEEC AYKUAEG UTTOPOUME va
TTPOXWPAHOOUKE OTNV KBAvTwon. Tlleplypd@eTal 0Tn CUVEXEIQ Hid YEVIKN

d1adIKagia yIa TNV TTEPITITWON AUTH).
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EmoTtpépoupe yia Aiyo otnv KAaooik Bewpnon. ‘Exouue évav apiOuod
OUVOEOPWY Pi=0, PEPIKOI atmd TOUG OTToIoOUG Egival TTPWTNG TACNG KAl
MEpPIKOi deuTEPNG. MTTOPOUNE VA AVTIKATAOTHOOUUE TOUG OUVOECHOUG UE
avegapTNToOUG YPAPUIKOUG OUVOUAOMOUG TOUG, Ol OTToiol AEITOupyouv
e€ioou IkavoTToINTIKA, 600 Kal Ol apXIkoi ouvdeouol. [MpooTtrabolue va
Bewprjooupe KATAAANAOUG YPAUPIKOUG OUVOUQOUOUG, TETOIOUG WOTE 600
TO OuUVATOV TTEPIOCOTEPOI OUVOECHOI Va avaxBouv o TTpwTnG TALNG.
Ovoudloupe Toug evatToueivavTeg deUTEPNG TAENG OCUVOETOUG, TTOU Eival
TETOIOI WOTE KAVEVAG YPAUMIKOG OUVOUAO OGS TOUG OEV TTAPAYEI OUVOETHO
TPWTNG TééNg, Xs. O 0Oeiktng s Traipvel TINEG S=1,2,......... S Kal
UTTOOEIKVUEI TOV APIBPO TOUG. 2Trn CUVEXEIA OXNUATICOUME TIG AYKUAEG
Poisson 1Tou opiouv PJETALU TOUG OAOI Ol CUVOETOI Xs Kal BEwWPOUUE TV

opi¢ouoca A.
0 [X2.x4] [Xq.x3] ... [Xq,X6]
A= [X2’X1] 0 [X2’X3] T [X27XS]
[XS’X1] [XS’XZ] [Xs:XS]
ATTod€IKVUETAI OTI N opidouca A dev e¢a@aviCeTal oUTE KAV a0BEVWG.

H amrddeign pokUTITEl HE TNV €1 ATOTTO ATTAYWYN :

‘EoTw 611 n opifouca A eCagavifeTal. Auté onuaivel OTI €ival KATTOIOU
Babuou T<S.

OpiCoupe 0Tn ouvéxela Tnv opiouca A

X1 0 X1l o [X,X%q]
A=| X [X2:X1] 0 [XZ:XT]
Dol DrenXe] BreXel o [Xrenx)
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H A éxel T+1 otAeg Kal ypauuég. To 1TARBog T+1 gival pikpoTePO A i00
ammo S. Edv emekTeivoupe TNV A wg TTPOG TOUG OPOUG TWV OTOIXEIWV TNG
TPWTNG OTAANG Tng, Ba mdpouue KABe €va amd autd Ta OToIXEIa
TTOAMOTTAQCIOOPEVO PECA O Jia ammo TIG UuTro-opiouceg A.  2Tnv
TTEPITTTWON OTTOU OAEC 01 UTTO-0pIfoUcEC €CapavioTouV, XPEIAZeTal va
KATAVEIMOUME TA OTOIXEIA Xs TTOU OXNMATICOUV TIG YPOAUMES KOl TIG OTAAEG
ToU A HE BIOQPOPETIKO TPOTTO, £€TOI WOTE KATTOIEG OTTO TIG UTTO-0PI(OUCES
va emmiwoouy. AuTo gival eQIkTO, e@ooov N A eival BaBuou T, otrdTe N
BEATIOTN KOTAVOUN TWV Xs €ival N €TTIAOYA TOUG UE TPOTTO TETOIO WOTE Ol
OUVTEAECTEG TWV OTOIXEIWV TNG TTPWTNG OTAANG va PNV €ival 6Aol pndEv.
21N ouvéxela Ba dgicoupe OTI N A oxnMaTiCel PNOEVIKEG ayKUAEG Poisson
ME OAa Ta @. Edv oxnuaticoupe TNV aykUAn Poisson KATtTolou atro 1a ¢
ME TNV opidoucad TO ATTOTEAECUA TTPOKUTITEI OXNMATICOVTAG TNV QYKUAN TOU
@ PE TNV TTPWTN OTAAN TNG opifoucag, TTPOCcBETOVTAG TNV AyKUAN TOU @

ME TNV OeUTEPN OTAAN, K.O.K., ONAQON :

[(P,X1] 0 X1 O
[0.A] = [@x2]  Daxqi] o L[ X2 [@u1XeX4]] N
[@.XT41]  XTe1.X4] ... XT41  [@:[%7+1,X4]]
X1 0 [@,[x1,%2]]
+ | X [X2:X1] O +

X141 Xre: X1l [@,[X141,%2]]

MapdTi n dladikacia gival TTOAUTTAOKN, EUKOAQ UTTOPET KAVEIG VA DIOKPIVEI
OTI OAEC oI TTapATTAVW opifouceg ecapavicovral. H pwTn opifouca armd
Ta OeCId e€aaviCeTal : Qv 0 OUVOEOHOG @ €ival TTPWTNG TAENG TOTE N
TTPWTN OTAAN €gagavideTal, €av 0 @ eival OeUTEPNG TAENG TOTE TTPOKEITAI
yla KATTOIO aTTO TA Xs OTTOTE TTPOKUTITEI Wi opi(ouca n oTToia €ival JEPOG
TNG opioucag A pe T+1 ypauuég kal oTAAEG. Opwg éxoupe utToBETE! OTI
n A cival BaBuou T, ommdTte KABE PEPOS TNG PE T+1 OTAAES KAl YPAUMES
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eCagpaviCetal. H deuTtepn opifouca atmod Ta degId CapavileTal aoBevwg
agou n TTPWTN OTAAN TNG eCagavifetar aoBevwg. Mg Ouoio TpATTO
pNdeviovtal — e€agavifovral aoBevwg Kal OAEG o1 UTTOAOITTEG OpiCOUCEC
ME atTOTEAEOUO OAOKANPO TO O€€I6 PEANOC TNG TTAPATTAVW OXEONG VO
eCapavicetal ao0evws. KataAryoupe AoITtov 0TI N TToooTnTa A oXNMUATICEl
a00evwg undevIK aykKUuAn Poisson pe KABe évav atrd Toug ouvOEOHOUG
¢. Mrropouue €mTiong va etmekTeivoupe TNV opiouca A og Opoug Twv
OTOIXEIWV TNG TTPWTNG OTAANG Kal va ypaywouue Tnv A cav ypauuiko
OuVOUAO MO TwV Xs. OTIOTE TO ATTOTEAECUA €ival £vOG OUYKEKPIPNEVOG
YPOMUMIKOG OUVOUAOHOG TWV Xs VA TTAPAYEl UNOEVIKEG AYKUAEG Poisson pe
OAa Ta @. AUTO OcgiXVvel OTI O OUYKEKPIPEVOS YPOAUMIKOG OUVOUAOHUOG TV
Xs €ival TTPWTNG TAgNG. EpxOpaoTe £T01 O€ AVTIQAOT UE TNV APXIKI HAG

uTTOB€0N, OTTOTE ATTOdEIKVUETAI N TTAPATTAVW TTPOTACH.

Mapatnpoupe 0TI 0 APIBUOG TWV Xs TTOU ETTIRILOVOUV KAl OEV UTTOPOUV va
avaxBouv o€ TTPWTNG TAENG eival TTEPITTOG, dIOTI N opiouca A eival
QVTIOUMMETPIKA.  KdaBe avTIoOUPUETPIKN opifouca e dpTIO TTARBOC
YPOUMWYV Kal oTnAwv egagavicetal. H A dev egagavidetal, ommoTeE TO

TTARB0G TWV YPAPUWY KAl GTNAWY TNG TTPETTEI VA Eival TTEPITTO.

Eg@ooov n A dev e€agavideTal uTTOpoUE VA BEWPACOUNE TNV OUOTIMIA Cgg
TOU TTivaka aTrd Tov oTToio TTpoépxeTal N A. Opifouue ToV TTiVAKA Cqg WG
€¢NG

Cgg[Xg,Xg"] = Ogg (2-30)

Opiloupe €101 VEEGC QYKUAEG Poisson CUPQWVEG HPE TOV TTAPATTAVW

QOPHAAITUO.

AUO OTTOIECONTTIOTE TTOOOTNTEG &, N oxnpatiCouv aykUuAn Dirac T1TOU

opiceTal atrd TN oX€on
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[6,n]* = [€,n] — [G,Xs] Css [Xs',N] (2-31)

EUkoAa diatmoTwvel Kaveig 0Tl ol aykKuAeg Dirac, 61Tw¢ opiovral atrd mn
oxéon (2-31), eraAnBeuouyv TIG idIEG OXETEIG ME TIG AYKUAEG Poisson @ n
[€,n]* €ival QVTICUPPETPIKA METALU TWV &,n €ival YPAUMPIKA WS TTPOS &,n
IKavoTTolgi Tov product law [€1&2,n]*=€1[E2,n]*+[E1,n]"C2, OTTWG eTTiONG KA
TNV TautdTNTa Jacobi [[g,n]*,¢]*+[[n,¢]*¢]* +[[¢,§]*,n]*=0.

2uvexiovtag va egeTdloupe TIC IDIOTNTES TNG AyKUANG Dirac rapatnpouue

OTI 01 £CICWOEIG Kivnong £€X0OUV TNV idIa EYKUPOTNTA PE EKEIVEG TNG AYKUANG

Poisson.

[ngT]* = [g!HT] - [g,Xs]Css‘[Xs’,HT] = [g’HT]

O1 6pol [Xs,HT1] €ival acBevwrg undév kail eagavi¢ovral, epooov n Hr ival

TTPWTNG TAgNGS. MtTopoUue AoITTOV va YPAWOUE

g = [g,Hr]*

Edv Bewpriooupe pia otmoladATTOTE oUVAPTNON &, AveEapTnNTa aTTo TIG
OUVOUIKEGC OUVTETOYMEVEC (Q, P TOU €KAOTOTE TIPOPAANATOG, Kal
oxnuatiooupe TNV aykuAn Dirac PeTagu TNG ¢ KAl EVOG €K TWV XS, G TTOUUE

TOU XS”, TTAipvOUuE
(%] = [E.xs'] = [E xs]Css s xs'] = [Exs7] = [£%6] Bss:; = O
Mtropoupe dnAadn va Bécoupe eEapxnS Xs=0 TTPOTOU XPNOIKNOTTOINOOUUE

TIG ayKUAeg Dirac. Auto onuaivel 0TI n €giowon
Xs =0 (2-32)
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atroTeAei Ioxupn 100TNTA.

Me Tnv eiI0aywyn TNG aykuAng Dirac n KAAooIkA Bewpia TPOTTOTTOIEITAI KOl
TIPOETOINACETAI £TO1 TO £D0QOG YIa TNV KBAvTwon. Mepvaue oTnv KBAVTIKN
Bewpia, Aaupdavovrag TIC OXEoe€lg uETABEonG €101 WOTE  va
QVTATTOKPivOVTal OTIG OXEO€EIG TTou €TIBAAAOUV oI aykUAeg Dirac kai
BewpwVTAG TIG IOXUPEG ECIOWOEIG (2-32) WG e€lowaoelg Pe TEAeOTES. Ol
a0B¢eveic €ClowoeEIC TTOU atmopévouv gival OAeg TTpwTng TAENG Kal
Aaupavovtal Eavad wg CUPTTIANPWUATIKEG OUVOAKES YIO TNV KUPATIKA
ouvdptnon . To mpPOBAnua €101 avAyeTal OTNV  TTPONYOUNEVN
TTEPITITWON OTTOU UTTAPXAV JOVOV CUVOEOHOI TTPWTNG TAENG KAl EiXAME
KaTtaAn&el o€ pia pé€Bodo woTe va TTETUXOUME TNV KBAvVTWOoN TNG Bewpiag

Hamilton.

KataAA¢ape Aoimtév €101 0€ pia yeviky peBodoloyia yia Tnv KRAvTwon
EVOG OUCTNMATOG. TTAPATNPOUME OTI apou TTEPACOUNE OTNV KPBAVTIKA
Bewpia, n diIAKPION PETAEU TTPWTOYEVWV KOl OEUTEPOYEVWV OUVOECHUWYV
KATOAAYEl va PNV €XEl Kadia onuacia. ZTnV TTPayhaTtikotnTa Ogv
TIPOKEITAI YIA i ouoIacoTIKr Kal BgpeAiwwdn dIAKPIon, a@ou €CapTaTal
aueoa atod TNV apxikn ouvaptnon Lagrange tmou Ba €mMAELOUME Kal TV
OTTOia MTTOPEI KAVEIC va ayvonoel agou Ttepdoel otn Hamiltonian.
AVTIBETWG Ouwg n OIdkpion METAEU TTPpWTNG Kal OelTEPNG TAENG
OUVOEOHWV gival ECAIPETIKA ONPAVTIKA, BepeAIWdNG Kal ouolaoTikr. Eival
aATTaPaiTATO VA METATPEWOUHE OOOUG TO OUVATOV TTEPICOOTEPOUG OEF
TTPWTNG TANG Kal he BAon TIG ayKUAEG Dirac UTTopoUlE Va SIaxEIPIOTOUNE

TOUG EVATTOMEIVAVTEG DEUTEPNG TAENS OUVOETOUG.
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Mapadeiypa 1

S WwUaTISIo of payvnTikd Tedio (B=B(2))

— Lagrangian ypaupIKr wg TTPog TNV TaxuTnNTa.

Otwpoupe éva owpartidlo padag (m) pe @optio (g), TTEPIOPICUEVO va
KIVEITAI OTO X-Yy ETTITTEDO PHEOW EVOG I0XUPOU OETUOU UTTO TNV £TTiIdpACN
OMOYEVOUG payvnTIKou TreIdiou éviaong (B), TrpoocavatoAiopévou KABeTa

TTPOG TO £TTITTEDO Kivnong Tou cwuaTidiou (§=B(2)).

H ouvdptnon Lagrange 1Tou TTepIypd@el TO TTapattdvw cUoTNPA, JE TAV

KATAAANAN €TTIAOYN TTOPAUETPWY, Eival :

OTTOU A TO QVUOUATIKO OUVAMIKO yIa TO HayvNTIKO TTEdIO, € n TaxuTNTA TOU
QWTOG aTo Kevd kal V(T) éva auBaipeTo £EWTEPIKO BABUWTS SUVAUIKO TO
OTTOI0O WTTOPEI KAVEIG va ETTIAECEI VA €ival TETPAYWVIKO WG TTPOG TIG

OUVTETAYMEVEG X,y XWPIG BAGPBN TNG YEVIKOTNTOG.

H ékppaon 1Tou TTEPIYPAPEl TO AVUOUATIKO QUVAMIKO TTOU QVTIOTOIXEI O€
OMOYEVEG Kal 0TABEPO payvnTikO TTeEdio €vraong (B), TTpooavaToAIouEéVO

oTov z-Aagova, gival :

A=B (x@v®)

OmoTe n Lagrangian yiverai :
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m B
L= 3 (3 +92)+ 5= 9-y0-V(x,y)

KAl KATaAYOUlE £TO1 OTIG €CI0WOEIG Kivnong :

e oV, aB_
~oax ¢
- oV 0B .
¥z dy c x

MNa aptio duvauikd n KAion Tou V IKAVOTIOIE TIG CUVTETAYUEVES — (X,Y),

. . . . . . =N B
EVWG TA OpIa EVOG TTOAU 10XUPOU payvnTikou Trediou (B) ivai : rqn_c>>1'
AyvooUue Aoittév Tov KIVNTIKO OpO WOTE va TTOPACOUPE Mia KaTd

TIPOCEyyIon atrAouoTepn Lagrangian :
9B .
=5g (YyX)-V(xy)

ME TTPWTNG TAENS ECICWOEIS Kivnong TIG :

_¢c oV

qB'ax

c dV

aB dy
2NMEILVOUNE OTO onueio autd OTI N KATA TTPocEyyion Lagrangian €ivai

YPOMMIKI WG TTPOG TIG TAXUTNTEG. 2€ Mia TETOI TTEPITITWON N KAQOOIKN

MEBODdOG  Hamilton  armotuyxdvel, T1apoTt n  Lagrangian 110U
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XPNOIYOTIOIOUME €ival owaTr Kal o€ QopuaAioud Lagrange odnyei o€

OUVETTEIG £CI0WOEIG Kivnong.

AkoAouBwvTtag Tn nEBodo Hamilton n yevikeupévn opur) oXeTICETAI JE TRV

Béon kai gival :
_adL - oxe qB_
PX= 19D PX= 2c y
_adL R _qB_
PY=5y TPV X

KdaTi T€To10 €ival aouvnBeg, 16T dev ival avTIOTPEWIUN PE TNV TaXUTNTA
KAl TTPOKUTITEI va €ival ouvaptnon Twv B€0cwv, Ol TEOOEPIG XWPIKES

OUVTETAYMEVEG Eival YPOAUMIKA QVECAPTNTEG, OTTOTE ATTOTEAOUV TTANPN

Baon.

Epapudlovrag €évav  petaoxnuatiopd  Legendre  Traipvoupe TRV

Hamiltonian

H (%y,p,op, ) =50, +9p,-L=H (x,y.,.p, ) =V (x,y)

Maparnpouue 611 N TTapatTdvw EKPPacn dev apTATAl ATTO TNV OPMN
OTTOTE Ol £CIOWOEIC Kivnong TTou TTapdyel Ba €ival ACUVETTEIG, OTTOTE N
MEBODOG Hamilton oTnv TTepITITwon autry KAatappéel, aduvaTwyvTag Vo

dwaoel CWOTEG AUOEIG.

KartaArjyouue €101 otnv Kapdid Ttou TTPoBAnuaTog, dnAadry oto OTI n
EKQpacn Tn OpHNG TTEPIEXEI évav OUVOEOUO (BECUO) OTOV XWPO TWV
Qpacewyv (OeONO METALU OPPNAG Kal BEONG) Tov OTToi0 yia va AdPoupe

OUVETTEIG AUOEIG XpeIadeTal va AGBOUNE UTTOYIV JOG.
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Eg@appofovrag Aoimmév Tnv uéBodo Dirac n apxikry Hamiltonian kai o1 dUo

TIPWTOYEVEIC dETUOI gival :

H=V(x,y)
— + qB . — qB .
(p1 _pX 20 ya (pz_py' 20 X

ABpoifovtag Tnv apxikp Hamiltonian pe Tov TTOPAKATW YPOAUMIKO
OUVOUAO MO TwV @, TTOU OPICOUHE £TOI WOTE VA €ival uNOEV TTAIPVOUNE TN

véa Hamiltonian (H*).

- gB qB
H =V(x,y)+u; (px+% -y) Uy (py-% -X)

To emépevo BAPa eival va €QOPUOCOUPE TIG OUVOAKEG OUVETTEIAG

{@s,H*}Ps = 0, OI OTTOIEG O€ AUTHA TNV TTEPITITWON Eival :

oV qB
ov qB

Mapatnpouue OTI 01 €CI0WOEIC OTIC OTTOIEC KATAARLAPE dev aATTOTEAOUV
OEUTEPOYEVEIC CUVOEOUOUG OAAG OUVONKEG 01 OTToIEG TTPOCdIOPICOUV TOUG
OUVTEAEOTEG U1, Uz. OTTOTE BEV UTTAPXOUV DEUTEPOYEVEIC OUVOETHOI EVW
Ol auBaiPETOI CUVTEAEDTEG U1, U2 €ival TTANPWGS KaBopiouévol. KATI TETOI0

utTodnAWVEl OTI OV UTTAPYXOUV N METPAOIKOI BaBpoi eAcuBepiac.

AvVTIKOBIOTWVTAG TIG TIMEG TWV U1, Uz TTPOODIOPICOUHE TIG EGICWOEIG

Kivnong
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c aV

)'(:{X,H}pB+u1{x,(p1}pB+u2{x,(p2} = )'(:_q_B n

1 9V
ay

Ol OTTOIEC €ival CUVETTEIC Kal OUMPWVEG ME TIGC AayKpavTlIavES £CIOCWOEIG

Kivhong.

EUKOAQ BIOTTIOTWVEI KAVEIG OTI OI CUVOETUOI P1, P2 €ival deUTEPNGS TAENGS

agou :

gB

{0, ,<P2}pB=-{(P2,(P1 }sz ry

OTTOTE O TTIVOKAG Eival TG HOPPNAG :

B
m=(5 o)

KOl QVTIOTPEPOVTAG TTAIPVOUE :
4_C (0 A\ a1 C
M 1=_( ):Mc:b:'qT'sab

gB\1 O o

ME €ab TO OUMPBOAO Levi-Civika.
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OToTE 01 AYKUAEG Dirac ivai :

_ C€ab .
{f,g}DB_{fsg}pB+q—B {f’(pa}pB {(pb'g}pB

Edv kaveig €mmAEEEl va xpnoIhOTTIOINOEl TIG aykUAeg Dirac avti Twv
ayKUAwv Poisson, 10Te d¢ev TiBeTal BEPa yia TNV oeIpd PE TNV oTToia Ba
EQAPUOOEl TOUG OEOUOUG Kal Ba UTTOAOYIOE! TIG EKPPATEIC a@oU N aykKUAN
Dirac TToooTATWY TTOU €ival aoBevwg PnNdEv gival 1I0XUpa ion pe PundEv.
Mtropei Aoimmév kaveic va kataAngel oTic opBéc e€lowoelg Kivnong

XPNOIMOTTOIWVTAG TNV apxIkr Hamiltonian o€ aykuAeg Dirac.

KBaviwon

MNa TNV KBAVTWON TOU CUCTAPATOS XPEIACOVTAI Ol AYKUAEG Dirac peTagu
GAAWV TwV PETABANVTWY TOU XWpPoU Twv Qadcewv. EKeiveg TTou yia TO

ouoTnua auTd dev atTaAgipovTal gival :

C

{X,y}ps= C;_B

N —

xP.Jos™ (1)

Kal JE TOUG DIOOTAUPOUEVOUG OPOUG VA OTTAAEIPOVTAl, EXOULE :
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EmTopévwg n opBny ekTéAeon NG KAVoOVIKAG KPBAvTwong TTIBAAAEI TIG

TTAPOKATW OXECEIC NETABEONG :

w ~q_ .NC
[X,y]_-|4_c

[%6,=[76,]=12

ME TOUG dI0TAUPOUNEVOUG OPOUG va aTTaAEipovTal gival :

Emionuaivetal 0TI 0TO OUYKEKPIYEVO TTAPAdEIYUA O UETABETNG TwV X, §
gival d1GQopog Tou Pundevog. AuTd onuaivel OTI TO cuoTnua KabopileTal
a1roé aueETABETN (Nnon commutative) yewUETPIa, TTOU €XEI WG CUVETTEIQ Ol
OUVTETOYMEVEG X,y TOU  OUCTAMOTOG va  IKAVOTTOIoUV — Oxéon

aTTPOCdIoPIOTIAG.
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Mapadeiypa 2

YT1ep-oc@aipa

MNa eAeUBepn Kivnon o€ uttepo@aipa S", ol n+1 cUVTETAYUEVES UTTOKEIVTAI
o€ deaud TNG MOPPAG & Xi'X' = 1, evwy ammd Tn cuvdapTtnon Lagrange Trou
TTEPIYPAPEI TO CUCTNPA Eival EPPAVES OTI OI OPUEG Eival KADETEC O€ QUTEC
: Xi'p' = 0. OmdTE TO CUCTNUA TTEPIYPAPETAI ATTO TIC TTAPAKATW AYKUAES

Dirac :
{Xi’X]}DB=O
{xi,p]}DB =0j-XiX;

(b} =xPxipy

O1 (2n+1) deopeupéveg PETABANTEG (Xi, Pi) TOU XWPOU TwWV QPACEWV
avTaTrokpivovTal o€ TTOAU atTAoUOTEPEG AYKUAEG Dirac arrd Ot o1 2n
QoUVOETEG  METAPRANTEG. Kdavovtag xprion Twv aykUAwv Dirac
TTAEOVEKTOUNE O€ ATmTAOTNTA KAl KOMWES €EI0WOEIC HE KOOTOG BERala To

MEYAAUTEPO TTANBOG PETABANTWYV OTOV XWPO TWV QPACEWV.
Ei rapadeiyparti, yia Tnv eEAeUBepn Kivnon o€ TTEPIPEPEIR KUKAOU (n=1)
yId X1=z QTTOAEIQOVTAG TNV X2 aTTd To Oe0UO TNG Kivnong KATAARYOUUE

oTnv adéoueuTn Lagrangian :

102
"2 172

ME €€IOWOEIC Kivhong :
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.2

— Z —
Z=-z @ =-z-2E

TTOU  TTEPIYPAPEl  TOAAVTWON HE TO 1000UVOUO oUOTAPO  ME

2
EVOWMATWHEVOUG TOUG DECHOUG <H2=%=E> va divel :

XE{Xi,H}DB:pi
pi={pi’H}DB=Xi.p2
QTTO OTTOU TTPOKUTITEI VIO TIG OUO PETABANTES TOAAVTWON WE :

X'=-xi-2E
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