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Sazetak

U ovom radu prezentirana su neka osnovna svojstva gama i beta
funkcija te iskazan Bohr-Mollerupov teorem. Osim toga, razmatrane
su primjene gama i beta funkcija pri ra¢unanju integrala koje nije mo-
gude izracunati uobicajenim metodama.
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Abstract

In this paper, some properties of gamma and beta functions are
given and the Bohr-Mollerup theorem is presented. Applications of
gamma and beta functions in calculating integrals that cannot be sol-
ved by conventional methods are also considered.
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1 Gama funkcija

1.1 Definicija i uvodni rezultati o gama funkciji

Daniel Bernoullﬂi Christian Goldbadﬂu svojim radovima bavili su se pro-
blemima interpolacije redova te su se susreli s problemom proS$irenja fak-
torijela na skup realnih brojeva. Leonhard Euler je poku$ao pomo¢i u rje-
Savanju tog problema ¢ime zapocinje sustavno istrazivanje gama funkcije.
Spomenimo kako se gama funkcijom bavio i Legendreﬂkoji je poc¢etkom de-
vetnaestog stolje¢a uveo naziv "gama funkcija" i oznaku I'(x). Zanimljivo je
kako gama funkcija matematicare zaokuplja godinama pa su tako neki od
vaznih rezultata dokazani tek sredinom ili krajem dvadesetog stoljeca kao
npr. Bohr-Mollerupov teorem o kojem ¢e biti rijec¢i u nastavku. Gama funk-
cija svoju primjenu ima u teoriji brojeva, konkretno u proucavanju prostih
brojeva ¢ime se bavio Riemann (vidjeti [8]), ali i u teoriji vjerojatnosti, gdje
je susre¢emo u funkciji gustoée poznate gama distribucije (vidjeti [9], str.
222. i [10], str. 265.). Navedimo definiciju gama funkcije.

Definicija 1.1. Funkcijul : Ry — R4 zadanu formulom
T(x) = / Flemigy (1)
0

zovemo gama funkcija.

Kao sto vidimo, gama funkcija definirana je za pozitivne realne brojeve.
Razlog je ¢injenica da (1)) konvergira samo za pozitivne x (dokaz ove tvrd-
nje moZze se naci u [3]]). U ovom radu se ne¢emo baviti time, ali valja napo-
menuti kako se gama funkcija moZe definirati za sve kompleksne brojeve
kojima je realni dio pozitivan (vidjeti npr. [2] ili [7]). Graf gama funkcije
kojoj je domena skup pozitivnih realnih brojeva prikazan je na slici 1.

Osim (1) ¢esto se u primjenama koristi i ekvivalentan zapis gama funkcije:

T(x) =2 / 21, gy, @)
0

Daniel Bernoulli (1700.-1782.), §vicarski matematicar i fizicar
2Christian Goldbach (1690.-1764.), njemacki matematic¢ar
3 Adrien-Marie Legendre (1752.—- 1833.), francuski matemati¢ar
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Naime, ako u (1) uvrstimo t = u?

[e9) (o) (o9}
x) = /tx_le_tdt = /uzx—2e_”22udu = 2/u2" Lo—u?
0 0 0

iz kojih je vidljivo da su zapisi () i (2) ekvivalentni.

imamo sljede¢i niz jednakosti:

Primjer 1.1. Izra¢unajmo vrijednost gama funkcije I'(1).

Rjesenje. Kako se izra¢unavanje vrijednosti gama funkcije I'(1) svodi na
rjeSavanje nepravog integrala, vrijede sljedece jednakosti:

o n

r) = /tlfle*fdt:;}g& e tdt
0 0

. _o—tn — 15 _,n

= Jim, [=e7'l6] = Jim (=" +1)

=0+1=1. <«
I(x)
20 |
15 R
10 |
5 L

a a L 2 L X

0 1 2 3 4 5

Slika 1: Graf gama funkcije

Sljedeci teorem jedan je od najbitnijih rezultata o gama funkciji. Zahvalju-
juéi njemu ra¢unanje vrijednosti gama funkcije postaje jednostavnije.

Teorem 1.1. Za x € Ry vrijedi

I'(x+1)=xT(x). ©)]
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Dokaz. Dokaz ¢emo provesti koristeci parcijalnu integraciju.
Neka je x € R;. Tada vrijedi

e}

(i1l b, | U=t dv = e~ fdt
Te+1) = /t e I T I
0
n
= lim (—t"e*t’g —/—xtxfle*tdt)
n—00
0

n

= — lim n¥e™" + lim x/t"_le_tdt.

n—00 n—00
0

Uzastopnom primjenom L'Hospitalovog pravila dobivamo

lim n*e™" = 0.
n—oo

Kako je
n o]
lim x/ tlemtgy = x/ lemtgy,
n—oo O 0

slijedidajeT'(x +1) = xT'(x).

O

Gama funkcija nije jedina funkcija koja zadovoljava funkcijsku jednadzbu
(3), naprimjer funkcije x — sin(2k7tx) I'(x),k € Z \ {0} takoder zadovo-
ljavaju jednadzbu (B). Trebalo je proci gotovo dva stoljeca od otkri¢a gama
funkcije da Harald Bohlﬂi Johannes MollerupE] pronadu uvjet pod kojim

¢e gama funkcija biti jedina funkcija koja zadovoljava (3).

Teorem 1.2. (Bohr-Mollerupov teorem) Neka je f : Ry — R funkcija za

koju vrijedi:
i) f(1) =1,
(i) f(x+1)=xf(x),Vx € Ry,
(iii) log f je konveksna funkcija na R}
Tada je f(x) =T(x),Vx € Ry.

4Harald Bohr (1887.— 1951.), danski matemati¢ar. Dvije zanimljivosti vezu se uz Bohra: brat
je nobelovca Nielsa Bohra te je 1908. nastupio na Olimpijskim igrama za nogometnu re-

prezentaciju Danske.
5Johannes Mollerup (1872.— 1937.), danski matemati¢ar

6 Funkcija g : (a,b) — R, (a,b) C R je konveksna na intervalu (g, b) ako vrijedi g(Ax + (1 —

AMy) <Ag(x)+ (1 —A)g(y), zasvex,y € (a,b)iA € [0,1].
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Dokaz Bohr-Mollerupov teorema nije sloZen, ali zahtjeva posve drugi pris-
tup definiranju i prou¢avanju gama funkcije. Taj pristup detaljno je razra-
den u [2] (str. 1-60). Dokaz Bohr-Mollerupovog teorema takoder se nalazi
u [2] (str. 35).

Zakljucak prethodnog teorema je da je gama funkcija jedina funkcija koja
zadovoljava uvijete (i), (ii) i (iii).

Korolar 1.1. Neka je n € IN. Vrijedi sljedeca jednakost:

I(n) = (n—1)! 4
Dokaz. Neka je n € IN. Zbog (3) imamo sljede¢i niz jednakosti:
I'n)=mn-1)(n—2)T(n—-2)
=n-1)mn-2)---2-1-r(1)
=mn-1)n-2)---2-1-1
=(n-1)! O
Korolar 1.2. Nekajen € N ix € (0,1). Vrijedi sljedeca jednakost:
Fn+x)=m+x—-1)(n+x—-2)-- (x+1)xT(x). (5)

Dokaz. Jednakost se dobije uzastopnom primjenom (3)) dokle god je argu-
ment gama funkcije pozitivan. O

Prethodni korolari izuzetno su bitni jer pokazuju da se gama funkcija uis-
tinu moZe smatrati proSirenjem faktorijela na pozitivne realne brojeve.

1.2 ProSirenje gama funkcije na negativne realne brojeve

Namece se pitanje, postoji li nacin da se gama funkcija definira u svim real-
nim brojevima, dakle ne samo pozitivnima. Prisjetimo se da je u definiciji
gama funkcija definirana za x € Ry jer (1) konvergira samo za pozi-
tivne x. Stoga je ideja iskoristiti identitet (3), ali zapisan na sljedeci nacin:

r(x) = L&+ ©6)

X

Iz (6) odmah slijedi da se gama funkcija ne¢e mo¢i definirati u 0. Razlog je
i viSe nego ocit, u nazivniku zdesna ne moZe biti 0.
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Zbog istog razloga, gama funkciju ne¢emo moc¢i definirati niti u negativnim
cijelim brojevima. Neka je n € IN. Pretpostavimo da moZemo definirati
gama funkciju u toc¢ki —n. Tada bismo koristeci (6) imali sljedece:

_T(—n+1) T(-n+2)
Men)=—=———= —n(—n+1)
B T(—n+n+1) _T(1)

- —n(-n+1)---(-n+n) 0

Kako nula ne moze biti u nazivniku, opet zaklju¢ujemo kako ne¢emo moci
definirati gama funkciju u negativnim cijelim brojevima.

Sada kada smo pokazali da gama funkciju ne¢emo modi definirati u nuli
i negativnim cijelim brojevima, sli¢cnim razmisljanjem kao u dokazu koro-
lara [1.2]dobili bismo da zan € Nix € (0,1) vrijedi:

r'(1-—x)
(—n—x)(—n—x+1)(-n—x+2) - (—x)°

I'(—n—x)= (7)

Grafic¢ki prikaz gama funkcije nakon proSirenja na negativne realne brojeve
moZe se vidjeti na slici 2.

qél —2 2 4

710 -

Slika 2: Graf gama funkcije prosirene na negativne realne brojeve

Veé smo spomenuli ranije da je gama funkcija opéenito definirana za sve
kompleksne brojeve kojima je realni dio pozitivan. Na prethodno opisan
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nacin gama funkcija moZe se prosiriti da bude definirana u kompleksnim
brojevima kojima je realni dio negativan i nije cijeli broj.

Za daljnja razmatranja bit ¢e nam jos bitna sljedeca dva rezultata:

Teorem 1.3. Eulerova produktna formula
Neka je x € R\ (Z_- U{0}). Tada vrijedi sljedeca formula:

Fr(1—x) = sinnmc' ®)

Dokaz ovog teorema izrazito je sloZen i postoje razni pristupi njegovom do-
kazivanju. Najjednostavniji pristup je (vidjeti [4] ili [5]) da se prvo dokaze
Euler-Wallisova formula

. © x2
smx:x};I1 (l— 7_[2’12> ,
i onda se koristeci tu formulu dokaze (8).
Korolar 1.3. Gama funkcija nema nultocaka.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji x takav da je I'(x) = 0. Prema Eulerovoj
produktnoj formuli imamo

s
I(x)I'(1—x) = pr—
Kako je I'(x) = 0 slijedi
o
sin 7rx
Sto je nemoguce jer desna strana nikada nece biti 0. O

ViSe detalja o svojstvima gama funkcije moZze se vidjeti u [3] i [11].

Primjer 1.2. Odredimo vrijednost gama funkcije u tocki 1/2.

Rjesenje. Ako u Eulerovu produkinu formulu uvrstimo x = 1/2 dobit
¢emo: ,
T
SORENS
2 sin 7
iz ¢ega slijedi
r (;) _n. )
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Primjer 1.3. Odredimo vrijednost gama funkcije u to¢ckama 5/2i —5/2.

RjeSenje. Prema definiciji je

r (i) — /t%e*fdt.
0

Ovaj integral ne moZe se rijesiti nekom od uobicajenih metoda integracije.
Zato iskoristimo (5) i pojednostavnimo dobiveni izraz na sljedeéi nacin:

5 31 1 3 1 3
r(z) _2'2r<2> _4r<2> =gV
Dakle, problem smo sveli na izra¢unavanje vrijednosti I (1/2).

Izra¢unajmo vrijednost I' (—5/2).
Za izra¢unavanje I'(—5/2) iskoristimo (7):

L5 FG)
e e

i) --m )

15 \2

1.3 Specijalne vrijednosti gama funkcije

U ranijim smo primjerima ve¢ pokazali da je

r(1) =1,
()

Neka je n € INg i k € N. Uo¢imo da zbog (5) vrijedi:

r(neg) = (nrp-1) (nrg-2) o (neg-n)r ()

_(nk+1—k).(nk+1—2k)”.1+k'1r 1
N k k kK k \k

(nk+1—k)-(nk4+1—2k)---(14+k)-1 (1>
- kn v
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Specijalno, za k = 2, 3,4 imamo sljedece izraze:

r<n+;>:1'3'“(2”2—”3)(2”—1)\/;, .
F<n+;):1'4"'(3”3_”5)(3”_2)r(;),
r(n+i):1.5...(4n4n7)(4n3)r(;>'

Analognim se razmisljanjem moZe pokazati da za n € INg i k € IN vrijedi
sljedeca jednakost (cijeli izvod moZe se vidjeti u [1]):

_1\n+1  gn+1
r —n—1 = (=1) k r 1—1 .
k 1-(1+k)---(nk+1—k)(nk+1) k
Stoga za k = 2 imamo:

1 B (_1)n+1 _2n+1
r<_”_2> - 1-3--~(2n—1)(2n+1)ﬁ'

Dosada nisu pronadene to¢ne vrijednosti gama funkcije u tockamal/n,n €
IN,n > 2. Ono $to se zna je da suI'(1/3) i I'(1/4) transcendentni brojevi.
Te tvrdnje dokazali su Le Lionnais 1983. i Chudovsky 1984. Ipak, postoje
rezultati (vidjeti npr. [2] ili [5]) koji omogucavaju priblizno izrac¢unavanje
vrijednosti gama funkcije u tim to¢kama. Navodimo neke od priblizno iz-
racunatih vrijednosti

—

~ 2.6789385347077476337,

=1

~ 3.6256099082219083119,

~ 4.5908437119988030532,

—

—
T N7 N7 NN

~ 5.5663160017802352043.

Q= U= P Q=
— N N

2 Beta funkcija

Definicija 2.1. Funkciju B : Ry X Ry — R zadanu formulom

1
B(x,y) = /tH(l — g (11)
0
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zovemo beta funkcija.

Naziv beta funkcija uveo je 1839. Jacques Binet. Beta funkcija ¢esto se na-
ziva i Eulerov integral prve vrste dok se gama funkcija naziva Eulerovim
integralom druge vrste (vidjeti [2]). U nastavku navodimo osnovna svoj-
stva beta funkcije.

Propozicija 2.1. Neka su x,y € R. Tada vrijedi
B(x,y) = B(y, x). (12)
Dokaz. Neka su x,y € R;. Prema (T1) je

Sada supstitucijom u = 1 — t imamo
0 1

B(y,x)=— [(1 —u)y ' ldu = [u*1(1—u)V"'du = B(x,y). O
1 0

Dakle, beta funkcija je simetri¢na.

Propozicija 2.2. Neka su x,y € R.. Tada vrijedi

B(x,y) =2 sin?* 1t cos2V 1 tdt. (13)

O\N\::

Dokaz. Neka su x,y € R;. Uvedimo supstituciju t = sin? ¢. Tada je (1 —
t) = cos® ¢, a dt = 25sin ¢ cos pd¢. Primijenimo to pa imamo:

P —pylae

—

B(x,y) =

%
=2 / sin?* ! g cos® ! pde. O
0
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U sljedecoj tvrdnji je dana veza izmedu beta i gama funkcije.

Teorem 2.1. Neka su x,y € R. Tada vrijedi:

I'(x)T'(y)
I'(x+y) (14)

Dokaz. Pomo¢u (2) dobivamo sljedeée jednakosti

B(x,y) =

I'(x)['(y) =2 uzx—le_”zdu~2/v2y—1e_”2dv

=4

0\8 O'\S

[e9)
/e u +v 2x7102y71dudv'
0

Nakon toga, uvedemo polarne koordinate u = rcos ¢ i v = rsin ¢ (0 uvo-
denju polarnih koordinata vidjeti [6], str. 70) pa vrijedi

0=+
0

$to moZemo rastaviti na dva integrala

2(x+y)— 2x

e cos® L gsin® ! pdrdg,

O\N\tl

oo 3
=2 /rz(’“ry)_le_rzdrl /cos Lpsin? ! pdg.
0 0
Ocito je prema (2)
2/r2 )1 dp = T(x + ).
0
Takoder, vidimo da je prema
%
2/(:052"71 @sin? 1 ¢dg = B(y,x) = B(x,y).
0

Prema tome dobili smo

F(x)I(y) =T(x+y)B(x,y)
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pa vrijedi
T (y)
B(x,y) = =———=.
Kako prema korolaru[I.3]gama funkcija nema nulto¢aka ovaj izraz je dobro
definiran. n

Uoc¢imo da zbog prethodnog teorema mozemo beta funkciju prosiriti tako
da bude definirana u negativnim realnim brojevima. Kako smo ranije po-
kazali da gama funkciju nije moguce prosiriti tako da bude definirana u
negativnim cijelim brojevima i nuli, moZzemo zakljuc¢iti da beta funkciju ne
mozemo definirati u tockama:

e (x,y):x,yeZ_U{0},

e (x,y):x,y e R\ (Z_U{0}),x+y =0,

e (x,y):x,y e R\ (Z_U{0}),x+yeZ_.
Korolar 2.1. Neka su x,y € R,. Tada vrijedi

B(x+1,y) = XLWB(x,y). (15)

Dokaz. Prema zax +1iyimamo

I'(x+1)I'(y)
B Ly)=w—""+
ALY = oy
Sto je prema (3) jednako
Blrt1y) = — W)X gy D

(x+y)T(x+y) x+y

3 Primjene gama i beta funkcija na integriranje

Gama i beta funkcije imaju brojne primjene u vjerojatnosti i teoriji brojeva.
Mogu se, takoder, koristiti i za izraCunavanje odredenih integrala koji se ne
mogu rijesiti nekom od uobicajenih metoda. U ovom poglavlju bavimo se
primjerima takvih integrala.
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Primjer 3.1. Neka je (W,) niz realnih brojeva i neka je op¢i ¢lan zadan na
sljededi nacin

W, = [ sin"xdx, n € N.

O\N\:l

Odredimo to¢nu vrijednost ¢lanova niza (W,,). E]

1 1
Rjesenje. Ako u uzmemo x = _ ; iy= 3 dobit ¢emo sljededi izraz:

7
n+1 1Y\ o
B<2,2)2/Sln tdt
0
n+11
B <2,2) — 2W,. (16)

Sada primjenom jednakosti imamo:

n+1 1
p(ntll _r( 2 )r<2)
2 72) o (n+2 ‘
2
Moramo razlikovati dva slucaja u ovisnosti je li # paran ili neparan broj.
Akojen =2k + 1,k € INp, onda vrijedi

B(zk+1+1 1) _B<k+1,1> _ r(k+1)r<;)

2 2 2 F(k-l—l—i—;)

"Integrali W, nazivaju se Wallisovi integrali prema matemati¢aru Johnu Wallisu koji je prvi
uspio to¢no odrediti vrijednosti tih integrala. Te vrijednosti izra¢unao je i Euler znatno
jednostavnijom metodom koriste¢i gama i beta funkcije.
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Koristeci (3), (5) i dobivamo
|
B k+1,1 = Ky

2 PR T P
2 2
B kl/m

B 1\1-3---(2k—1

o )T

2 2k
2k+1k!
T 1.3 (2k+1)

1
(k012)
2k+lk!
1-3---(2k+1)
2Kk!

TTE @)

Sada je zbog
Wort1 =

1
2
1
2

Ako je n = 2k, k € N, onda vrijedi

’ <2k;1;) -F <k+;;> - r<kr+(1%2j)(i>

Opet primjenom (@) i (5) te prema dobivamo

1-3---(2k—1
B k+11 — 25‘ >ﬁﬁ
2'2) k!
13- (2%k—1)m
B 2Kk
Po (16) slijedi
1 11\ 1:3---(2k—1)
WZk—zB(”z'z)—zkﬂk!”

Sada kona¢no moZemo vrlo jednostavno odrediti vrijednosti Wallisovih in-
tegrala. U tablici 1 su dane vrijednosti Wallisovih integralazan = 0,1,2,4,
5,6.
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n 0123|456
T w2 3n 8 5
Wa E‘l‘Z‘E‘E‘E‘ﬁ

Tablica 1: Vrijednosti Wallisovih integrala zan = 0,1,2,4,5,6

Uocimo da za n = 0 vrijednost Wallisovog integrala predstavlja povrsinu

polukruga radijusa 1, dok za n = 2 predstavlja Cetvrtinu povrsine kruga
radijusa 1. Wallisov integral za n = 2 prikazan je na slici 3.

1 1.5 2

-1 -05 0.5

Slika 3: Wallisov integral za n = 2 predstavlja povrSinu omedenu krivu-
ljom y = sin® x, pravcima x = 0i x = 7 i osi apscisa. <

Primjer 3.2. Izra¢unajmo vrijednost integrala
/ Ve~ VEdx.
0

Rjesenje. Ovaj se integral vrlo elegantno moZe rijesiti pomocu gama funk-
cije.

Uvedimo supstituciju x = t*. Uo¢imo da se granice integracije ne mijenjaju.
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Pocetni integral tada postaje:
(o) (o)
/}%*%ﬁdh=4/}%*ﬁt
0 0

Dobiveni integral jednak je specijalnom slucaju integrala (I) iz definicije
gama funkcije za x = 6. Prema tome je

(/¢k—%ﬁx:4m®=4'm:4m. <
0
Primjer 3.3. Izra¢unajmo vrijednost integrala

3
X
/Vﬂ—ﬁ“'
0

Rjesenje. Napravimo sljedecu transformaciju zadanog integrala:

Uvodenjem supstitucije u = o dobijamo x = 3u i dx = 3du. Uoc¢imo da

granice integracije postaju 0 i 1. Integral sada nakon sredivanja ima oblik:

1
"
/ 1—u3du'
0

Uvedemo novu supstituciju v = u® te dobijamo u = v idu =

do
3V
Granice integracije se ne mijenjaju pa je novodobiveni integral oblika:

v*%(l —v)*%dv. (17)
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Usporedimo li i vidimo da je integral dobiven u (I7) vrijednost
beta funkcije u x = y = 1/2. Prema tome je (I7) jednako

1 11
3P (2’ 2> '
§to je pak prema teoremu [2.T)jednako

1r(;>r<;> _VEVE_ 7
3

3 T(1) 3

Primjer 3.4. Odredimo vrijednost integrala
1
/x2(1 — x)3 In xdx.
0

Rjesenje. Integral
1
/x2(1 — %)% Inxdx
0

moZe se rijeSiti parcijalnom integracijom ali je sam postupak dosta duga-
¢ak. No uzmemo li recimo supstituciju x = e™¥ dobijemo dx = —e~Ydy.
Takoder, uo¢imo da se mijenjaju granice integracije u oo i 0. Stoga imamo
sljededi integral:
0
/e*2y(1 — e ¥)3yeVdy,
(o9}

8to nakon kubiranja zagrade i sredivanja postaje
0
/(e*’y —3e W £ 367 — ¢~%)ydy.

Zamijenimo granice integracije te napiSemo prethodni integral kao sumu
viSe njih pa dobijemo sljedece:

—(/.e_3yydy—3/e_4yydy+3/.e_Syydy— /.e_6yydy).
0 0 0 0

Uvedemo u prvom integralu supstituciju u = 3y iz ¢egaslijedidy = (1/3)du.
Na analogan nacin uvedemo supstituciju u preostala tri integrala, dakle na
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nacin da supstituiramo izraz u eksponentu eksponencijalne funkcije. Dobit
éemo sljedece:

17, 17, 17, 17
(9/e udu — 3 /¢ udu + 3 5 /e udu % /¢ udu>
0 0 0 0
— 19 i —u
=~ (gm0 | ¢ "du).
0

Dobiveni integral je prema (1) vrijednost gama funkcije u tocki 2. Kako je
I'(2) =T(1) =1, rjeSenje je —19/1200. <
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