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Resumen

Los osciladores electromecánicos son un componente indispensable en cualquier dis-

positivo electrónico moderno, que necesite una frecuencia patrón para sincronización o

cronometraje y son ampliamente utilizados en la fabricación de sensores. Los oscilado-

res de cristales de cuarzo han sido utilizados clásicamente para este tipo de aplicaciones.

Sin embargo, recientemente con el auge en el estudio de sistemas microelectromecánicos

(MEMS), el desarrollo de osciladores a escalas micrométricas representa una alterna-

tiva potencial para sustituir a las tecnologías a base de cuarzo. La implementación

de osciladores y sensores basados en MEMS, no solo permite disminuir enormemen-

te las dimensiones físicas de esta clase de componentes, sino que también presenta la

ventaja de que los métodos de microfabricación son compatibles con la tecnología de

producción de semiconductores, lo que permite la incorporación de los osciladores y

sensores en circuitos integrados directamente en su etapa de fabricación. Desafortuna-

damente, la aparición de fenómenos no lineales al reducir los mecanismos resonantes

a tan pequeña escala, resulta un gran impedimento a la hora de conseguir sistemas

con frecuencias de funcionamiento estables, di�cultando así la aplicación de MEMS en

sensores u osciladores.

En este trabajo se presenta un estudio teórico-experimental de la dinámica no lineal

que domina el comportamiento de un tipo especial de MEMS, denominado resonador

clamped-clamped. En particular se ahondará en el desarrollo de modelos analíticos que

permitan describir la interacción entre distintos modos de vibración del resonador me-

diante una resonancia interna, y que demuestran como la misma puede utilizarse como

mecanismo de estabilización de la frecuencia de operación del microoscilador. Quartz

oscillators have been conventionally used for such applications.

Palabras clave: RESONANCIA INTERNA, MEMS, DUFFING, MICROOSCILA-

DOR NO LINEAL, CLAMPED-CLAMPED
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Abstract

Micromechanical oscillators are an essential component of practically every modern

electronic device requiring a frequency reference for time keeping or synchronization

and are also widely used in frequency-shift-based sensors. However, recently with

the rise in the study of microelectromechanical systems (MEMS), micro- and nano-

mechanical oscillators are being developed as an alternative to quartz oscillators. The

implementation of oscillators and MEMS based sensors, not only allows greatly reduce

the physical dimensions of such components, but also presents the advantage that the

microfabrication methods are compatible with the technology of semiconductor pro-

duction, allowing incorporate sensors and oscillators in integrated circuits directly at its

manufacturing stage. Unfortunately, as the dimensions of the vibrating structures are

reduced to the micro-sacle, their dynamics response at the amplitudes needed for op-

eration frequently becomes nonlinear. These nonlinearities are the biggest impediment

to getting systems with stable operating frequencies, thus hindering the application of

MEMS sensors or oscillators.

This thesis presents a theoretical and experimental study of nonlinear dynamics

that dominates the behavior of a special type of MEMS resonator called clamped-

clamped beam resonator. In particular we will deal with the development of analytical

models to describe the interaction between di�erent vibration modes of the resonator

through an internal resonance, and showing how it can be used as a mechanism for

stabilizing the operating frequency of the microoscilador.

Keywords: INTERNAL RESONANCE, MEMS, DUFFING, NONLINEARMICHROME-

CHANICAL OSCILLATOR, CLAMPED-CLAMPED
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Capítulo 1

Introducción

�There's Plenty of Room at the Bottom�

� Richard P. Feynman, 1959

Desde que se desarrollaron los primeros sistemas microelectromecánicos (MEMS por

sus siglas en inglés) algunas décadas atrás, la madurez alcanzada por esta tecnología

ha sido tal, que hoy muchos dispositivos MEMS están siendo utilizados en nuestra vida

diaria. Ejemplos del amplio espectro de sus aplicaciones van desde acelerómetros (Fig.

1.1 A) y sensores de presión en autos, microespejos en TVs Plasma, interruptores de

radio frecuencia y micrófonos en teléfonos celulares, hasta sensores de movimiento en

video juegos. Buena parte del éxito en la implementación de estos sistemas se debe a

los grandes avances en los métodos de fabricación a escala micrométrica, incluyendo

técnicas de micromaquinado y fotolitografía de gran versatilidad, que han permitido

realizar diseños que desafían los límites de la imaginación. Esto sumado a la gran

precisión que han demostrado tener los MEMS al utilizarse como sensores (Fig. 1.1

B) y actuadores, ha hecho de los mismos un área de gran interés para la ciencia y la

ingeniería, que promete permanecer a la vanguardia del desarrollo tecnológico de los

próximos años.

Sin embargo, con la creciente demanda de tecnología MEMS, aparecen grandes

desafíos. Diseños cada vez más agresivos y con�guraciones más pequeñas y complejas,

han llevado a estos sistemas a desempeñarse peligrosamente cerca de los límites de

las teorías lineales, lo que ha despertado en los investigadores el interés de explorar la

posibilidad de operar MEMS en regímenes no lineales.

Actualmente uno de los campos con potenciales aplicaciones para los MEMS y en

el cual la coexistencia con fenómenos no lineales es inevitable [2], es el de la fabrica-

ción de resonadores mecánicos para ser utilizados en generadores de frecuencia o en

sensores de masa, fuerza y campo magnético [3�10]. Desde su invención en 1920, los

osciladores de cristales de cuarzo (Fig. 1.1 D) han sido utilizados casi exclusivamente

con este propósito, demostrando ser altamente con�ables. Sin embargo, limitaciones en

1
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B

Figura 1.1: Imágenes tomadas con un microscopio electrónico de barrido (SEM) de: (A) El
interior de un giroscopio 3D construido con tecnología MEMS. (B) Un sensor de fuerza basado
en un MEMS torsional, diseñado para medir el efecto Casimir. (C) Un MEMS tipo clamped-

clamped, sistema prototipo para ser usado como microresonador en un generador de frecuencia.
(D) Un oscilador de cuarzo típico.

la miniaturización de los cristales dadas por di�cultades en su construcción y posterior

encapsulado, aumento indeseable de la frecuencia de resonancia natural y por ende

en su consumo energético, entre otras, establecen un límite a la aplicabilidad de este

tipo de tecnología. Es así que desarrollo de osciladores a escalas micrométricas se ha

convertido en una de las alternativas más viables para reemplazar a los osciladores de

cuarzo, debido no sólo a sus pequeñas dimensiones y bajo consumo energético, sino

también a su compatibilidad intrínseca con las técnicas de fabricación de semiconduc-

tores, pudiendo los mismos ser incorporados directamente como parte de los circuitos

integrados en la etapa de fabricación [11, 12].

Debido a la facilidad de fabricación a escala micrométrica, uno de los tipos de MEMS

con mayor perspectiva para implementarse en sensores o generadores de frecuencia, es

el de los resonadores clamped-clamped (C-C) [12]. Los mismos están constituidos por

una o varias vigas de silicio empotradas en ambos extremos que pueden ser actuadas

eléctricamente (Fig. 1.1 C). Desafortunadamente, las dimensiones típicas de estas mi-

croestructuras reducen el rango de respuesta lineal del sistema, hasta el punto en el

que la amplitud de las señales necesarias para obtener comportamientos lineales está

por debajo de los niveles de ruido de operación. Grandes deformaciones relativas son

entonces indispensables para el funcionamiento del MEMS, fenómeno que en general

ampli�ca las no linealidades geométricas de las estructuras. Esta fuente de compor-

tamientos no lineales sumada a otras tales como las no linealidades intrínsecas de los

acoples electrostáticos o de algunos mecanismos de disipación mecánica, pueden desem-

peñar un rol determinante en la dinámica del microoscilador degradando su desempeño

como generador de frecuencia [13�16].
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El objetivo del presente trabajo es analizar algunos aspectos de la dinámica no

lineal de un microresonador C-C como el de la Fig. 1.1 C. En particular exploraremos

como un fenómeno de resonancia interna entre modos de vibración del microresonador

puede ser usado como mecanismo de estabilización de su dinámica, posibilitando la

implementación del mismo en un generador de frecuencia.

En las siguientes secciones introduciremos algunos conceptos necesarios para enten-

der el principio de funcionamiento de un generador de frecuencia y como la presencia

de no linealidades puede afectar su desempeño. También se describirá brevemente el

fenómeno de resonancia interna y su vínculo con las no linealidades del sistema.

1.1. Oscilaciones autosostenidas y generadores de fre-

cuencia

Los generadores de frecuencia u osciladores (llamados a menudo simplemente clocks),

son un componente esencial de prácticamente todo dispositivo electrónico que requiera

una frecuencia de referencia para sincronización o cronometraje. Para poder ser utili-

zados como patrones de frecuencia, los osciladores deben generar una señal estable y

autónoma de frecuencia bien de�nida, es decir una señal que dependa únicamente de

las características intrínsecas del oscilador y que ante pequeñas perturbaciones en las

condiciones dinámicas del mismo su valor no se vea afectado. Esto se consigue fruto de

la interacción de un resonador mecánico con un circuito electrónico de realimentación.

De esta manera el movimiento mecánico del resonador se traduce a una señal eléctrica

(este acoplamiento en el caso de los resonador clamped- clamped aquí tratado es capa-

citivo), que es acondicionada para luego ser reinyectada al resonador como una fuerza

externa. Según el tipo de acondicionamiento que sufra dicha señal, el conjunto reso-

nador + realimentación que conforman el oscilador, puede converger a un estado

de movimiento autónomo o ciclo límite estable. Esta oscilación autosostenida tendrá

algún período determinado que puede usarse como patrón de tiempo o frecuencia. Si

bien el oscilador es el resultado de la interacción entre resonador y la realimentación,

es normal abusar de la terminología y referirse a la estructura resonante directamente

como oscilador. En la Fig. 1.2 A, se muestra un esquema simpli�cado de una con�gu-

ración autosostenida típica. En la misma el acondicionamiento de la señal consiste de

una etapa de desfasaje de la señal a la salida del resonador y de un etapa de control de

amplitud que �ja la amplitud de la señal de realimentación a un valor predeterminado.

Si bien para funcionar como patrón de frecuencia un microresonador tiene que estar

incorporado en una con�guración autosostenida como la de la Fig. 1.2 A, es común recu-

rrir a una con�guración a lazo abierto como la de la Fig. 1.2 B, a la hora de caracterizar

el comportamiento dinámico del resonador, debido principalmente a conveniencias en
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Figura 1.2: (A) Con�guración autosostenida: La componente principal de la respuesta del
resonador a1 cos(ωt), es desfasada en un ángulo φ y su amplitud es controlada a un valor f1 para
ser luego reinyectada al resonador como una fuerza externa. (B) Con�guración a lazo abierto:
Se actúa sobre el resonador con una excitación de amplitud f1 y frecuencia ω controladas y se
detecta su respuesta en amplitud y fase a frecuencia ω.

las implementaciones experimentales. Ambas con�guraciones son equivalentes dentro

de ciertos límites, lo que permite obtener información del comportamiento del oscila-

dor, caracterizando la dinámica del resonador. La diferencia fundamental entre ambas

con�guraciones, es que en el sistema autosostenido las variables de control son la fase

φ y la amplitud f1 de la señal de realimentación, mientras que para la disposición a

lazo abierto las mismas son la frecuencia ω y la amplitud f1 de la señal de excitación.

El desempeño de un oscilador como el de la Fig. 1.2 A, esta relacionado con las �uc-

tuaciones que experimenta su frecuencia de operación ν. Si bien existen diversas fuentes

de ruido que pueden contribuir a dichas �uctuaciones, en este trabajo se prestará espe-

cial atención en aquellas que son producidas por la presencia de ruido en la amplitud

de la señal de realimentación, fenómeno típicamente asociado con comportamientos no

lineales [17] y conocido como efecto Amplitud-Frecuencia (A-F).

1.2. Interacción entre modos mediante resonancias in-

ternas

Las resonancias internas (RRII) ocurren en sistemas mecánicos cuando los acopla-

mientos no lineales entre distintos modos de vibración producen, bajo ciertas condicio-

nes, un fortalecimiento de la interacción mutua [18], generando intercambio de energía

entre los modos que puede producir un gran número de fenómenos tales como inestabi-

lidades, sincronización, etc. La interacción entre dos modos no lineales puede pensarse

mediada por un potencial dado por:

U =
1

2
ω2
1x

2
1 +

1

2
ω2
2x

2
2 + c1x1x

3
2 + c2x

3
1x2 + c3x

2
1x

2
2 + .... (1.1)

Según la forma de los términos no lineales dominantes, distintos tipos de RRII pue-

den aparecer. Por ejemplo, el término correspondiente a c1 está asociado a RRII 1:2,

mientras que el término c2 está vinculado a una RI 1:3, donde la notación indica la
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relación existente entre las frecuencias de resonancia natural de los modos interactuan-

tes.

Recientemente Dario Antonio et al [1], han reportado resultados experimentales que

muestran como un mecanismo de RI 1:3 entre modos de vibración no lineales podría

ser utilizado para disminuir las �uctuaciones en la frecuencia de operación de un mi-

crooscilador clamped-clamped . Dicho trabajo motiva a realizar una profundización en

la caracterización experimental de esta clase de sistemas, como así también desarrollar

una descripción teórica que brinde un mayor entendimiento del fenómeno.

1.3. Organización de los tópicos abordados en este

trabajo

El presente trabajo aspira a contribuir a la comprensión de los distintos aspectos de

la dinámica no lineal de un microresonador clamped-clamped y en particular aportar

al desarrollo de modelos analíticos predictivos que permitan describir los fenómenos

de interacción entre modos de vibración del resonador mediante RRII, con el �n de

aprovechar estos mecanismos como estabilizadores de frecuencia que posibilitarían la

implementación de estos MEMS como generadores de frecuencia o sensores.

Para ello comenzaremos por realizar en el Capítulo 2 una caracterización expe-

rimental del microresonador tanto en una con�guración a lazo abierto como en una

autosostenida. Se prestará especial interés en investigar la dependencia de las RRII

con la forma funcional de la señal de excitación.

El Capítulo 3 se iniciará describiendo la dinámica del modo principal del micro-

resonador, para luego presentar un modelo de dos modos interactuantes mediante no

linealidades cúbicas que intenta reproducir los resultados experimentales del Capítulo

2.

En el Capítulo 4 se presentará una manera de optimizar el fenómeno de estabiliza-

ción de frecuencia, fortaleciendo el mecanismo de RI 1:3 al usar señales de realimenta-

ción saturadas.

Este trabajo �naliza en el Capítulo 5 con una breve discusión de los resultados

obtenidos, su signi�cancia y las posibles dirección que se podrían tomarse para trabajos

futuros en el área.



Capítulo 2

Caracterización experimental del

microoscilador

Este capítulo está destinado a la presentación de una serie de resultados experi-

mentales concernientes al comportamiento dinámico del microresonador C-C, operando

tanto en una con�guración a lazo abierto como en una autosostenida. El objetivo del

mismo es demostrar la existencia de un fenómeno de saturación en la frecuencia de ope-

ración del microoscilador, que puede ser adjudicado a la presencia de una resonancia

interna entre dos de sus modos de vibración.

Debido a facilidades en cuanto a la implementación y posterior adquisición de datos,

la mayor parte de las mediciones aquí reportadas son en el marco de una con�guración

a lazo abierto. Estos resultados, por lo desarrollado en la Sec. 1.1, pueden ser luego

utilizados para predecir algunos aspectos de la dinámica autosostenida.

Se comenzará el capítulo realizando una descripción del resonador C-C, sus posibles

modos de vibración y su interfaz electromecánica. Luego se presentará la con�guración

experimental a utilizar y se reportarán los resultados de las mediciones a lazo abierto.

Cabe separar dichas mediciones en dos grupos, según el tipo de fuerza utilizada para

excitar al resonador, por un lado cuando la fuerza que actúa sobre el resonador es de

tipo armónica y en segundo lugar cuando es una señal saturada (onda cuadrada). Por

último se mostrará, para una elección particular de parámetros experimentales, como

es el comportamiento del microoscilador autosostenido.

2.1. El microresonador clamped-clamped

En la Fig. 2.1 se muestra un imagen SEM del microresonador mecánico estudiado

en este trabajo. El diseño del mismo es idéntico al utilizado por Dario Antonio et al.

[1] y fue fabricado en polysilicio por la empresa MEMSCAP [19], utilizando un proceso

denominado Polisilicon Multi-User MEMS Processes (PolyMUMPs).

6
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La estructura del resonador esta compuesta de tres vigas voladizas paralelas de

500µm de largo, 3µm de ancho y 10µm de espesor, empotradas en ambos extremos

y unidas entre sí por un tabique transversal, el mismo a su vez es solidario en ambos

lados a sendas comb-drives que hacen las veces de actuadores y detectores capacitivos

y constituyen la interfaz electromecánica del resonador.

Figura 2.1: (A) Imagen SEM del microresonador C-C donde pueden verse: Las vigas voladizas
empotradas en ambos extremos, las comb-drives y la super�cie exterior recubierta de oro donde
pueden soldarse contactos para actuar y detectar al resonador. (B) Ampliaciones que muestran
en detalle las comb-drives.

Si bien la estructura del microresonador fue diseñada para oscilar en el plano que

contiene las comb-drives, la misma posee además otros modos de vibración. Conocer

los mismos es de suma importancia para poder describir adecuadamente posibles in-

teracciones entre el modo principal de oscilación y modos de orden superior.

A partir de resultados de simulaciones utilizando técnicas de elementos �nitos [1], es

posible determinar que para una estructura como la del microresonador aquí tratado,

además del modo principal de �exión dentro del plano, que llamaremosmodo 1 y cuya

frecuencia de resonancia natural es ν1 ≈ 70kHz, existen otros dos modos de interés que

podrían llegar a interactuar con el modo principal mediante resonancias internas 1:2 y

1:3. Ellos son el modo de �exión principal fuera del plano (modo 2, ν2 ≈ 170kHz) y

el modo principal de torsión (modo 3, ν3 ≈ 230kHz). En la Fig. 2.2 se muestran los

resultados de las simulaciones para los modos de vibración del microresonador C-C,

obtenidos de la referencia [1].

En la siguiente sección se describirá de que manera estos distintos modos de vibra-

ción pueden ser excitados y que comportamientos no lineales podemos esperar en su

dinámica. Se hará especial énfasis en la descripción del modo 1, ya que es el mismo el

único que se excita y detecta de manera directa en los experimentos.
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Figura 2.2: Imágenes obtenidas a partir del análisis de los modos de vibración del micro-
resonador C-C usando simulaciones con técnicas de elementos �nitos que permiten estimar las
frecuencias de resonancia naturales de los distintos modos (ver referencia [1]). (A) Modo princi-
pal de �exión dentro del plano, ν1 ≈ 70kHz. (B) Modo principal de �exión fuera del plano, ν2 ≈
170kHz. (C) Modo principal de torsión, ν3 ≈ 230kHz.

2.2. Interfaz electromecánica y no linealidades

Como se ha mencionado anteriormente, las comb-drives constituyen el mecanismo

de transducción que permite actuar y detectar eléctricamente el movimiento mecánico

del microresonador. En la Fig. 2.3 A se presenta una con�guración típica utilizada para

excitar eléctricamente un resonador C-C. En la misma se muestra como la estructura

resonante es conectada a un voltaje de polarización continuo (o bias) denominado Vdc,

mientras que por uno de las comb-drives el sistema es excitado con una tensión alterna

Vac(t) = Vac cos(ωt).

Figura 2.3: (A) Esquema de una con�guración típica utilizada para excitar eléctricamente un
microresonador clamped-clamped. (B) Esquema detallado del funcionamiento de las comb-drives.

En una primera aproximación podría pensarse al movimiento del resonador, cuya

posición denotaremos con x1(t), descrito por una dinámica lineal forzada dada por:

m1ẍ1 + η1ẋ1 + k1x1 = F1 cos(ωt), (2.1)

dondem1 es la masa efectiva del resonador, η1 es su constante de roce viscoso, k1 es una

constante elástica lineal y F1(t) = F1 cos(ωt), es la fuerza de excitación de amplitud

F1 (proporcional a las tensiones Vac y Vdc) y frecuencia ν = ω
2π

( El subíndice 1 en

estas variables viene del hecho que el análisis se enfoca, en esta etapa, en describir

el movimiento del modo 1). Sin embargo a lo largo del Cap. 1 se ha remarcado la

presencia ineludible de fenómenos no lineales en la dinámica de esta clase de sistemas.

Es necesario entonces, incorporar términos adicionales de la forma k2x
2
1 y k3x

3
1 en la

Ec. 2.1, para contemplar de esta manera posibles no linealidades cuadráticas y cúbicas
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(vamos a despreciar contribuciones no lineales de mayor orden).

Las no linealidades presentes en la dinámica de MEMS pueden tener orígenes muy

variados [18, 20�22], saber cuales son los efectos no lineales dominantes es de vital

importancia a la hora de modelar el comportamiento de estos sistemas. En particular

para estructuras tipo C-C, vale la pena resaltar dos fuentes típicas de comportamientos

no lineales [23, 24]. En primer lugar están las no linealidades geométricas, producto

de una elongación estructural fuera de los límites de un comportamiento tipo Ley de

Hooke. Y en segundo lugar se encuentran aquellas de origen eléctrico, asociadas a

no linealidades en la fuerza de excitación electrostática. A continuación se describirá

brevemente como las mismas in�uyen sobre la dinámica del microresonador.

Nolinealidades geométricas:

Cuando se consideran no linealidades mecánicas, si la estructura del resonador está

diseñada para ser simétrica ante desplazamientos positivos y negativos, los términos

no lineales cuadráticos pueden ser despreciados. La in�uencia de la geometría sobre la

dinámica puede aproximarse entonces usando un término de la forma k1gx1 +k3gx
3
1 [25,

26], donde el subíndice g indica que las constantes están asociadas a las contribuciones

geométricas.

Nolinealidades eléctricas:

Las no linealidades eléctricas son producto de la fuerza de excitación electrostática

generada entre las comb-drives, que viene dada por:

F1(t) = Fe(t) = Fizquierda(t)− Fderecha(t), (2.2)

donde cada uno de los términos de fuerza es proporcional a la variación en la capaci-

tancia con la distancia en la siguiente forma:

F (t) =
1

2

∂C

∂x
V 2 (2.3)

A partir de las ecuaciones 2.2 y 2.3 y haciendo una analogía entre las comb-drives y un

capacitor de placas paralelas podemos escribir �nalmente que para una con�guración

como la de la Fig. 2.3:

F1(t) =

[
1

2
V 2
dc

ε0Ae

(d− x1)2

]
−
[

1

2
(Vdc − Vac(t))2

ε0Ae

(d+ x1)
2

]
, (2.4)

donde ε0 es la permitividad del espacio vacío y Ae y d son respectivamente, el área

de interacción electrostática efectiva y la longitud de interpenetración entre las comb-

drives. Por último, expandiendo la Ec. 2.4 para pequeños desplazamientos x1(t) y
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considerando que Vdc >> Vac, con lo cual los términos proporcionales a V 2
ac pueden ser

despreciados, obtenemos:

F1(t) = k1ex1 + k3ex
3
1 +

ε0Ae
d2

VdcVac cos(ωt), (2.5)

donde k1e =
2ε0AeV 2

dc

d3
, k3e =

4ε0AeV 2
dc

d5
y el subíndice e denota que se trata de las contri-

buciones eléctricas.

Combinando los efectos de las no linealidades geométricas y eléctricas se obtiene la

siguiente ecuación aproximada para la dinámica del resonador:

m1ẍ1 + η1ẋ1 + k1x1 + k3x
3
1 =

ε0Ae
d2

VdcVac cos(ωt), (2.6)

donde ahora k1 = (k1g − k1e) y k3 = (k3g − k3e), esta última ecuación brinda valiosa

información sobre la dependencia de la dinámica del resonador con los parámetros de

la excitación (Vac y Vdc).

El análisis precedente puede ser extrapolado a la descripción de la dinámica de los

modos 2 y 3 ajustando convenientemente los valores de Ae y d.

A continuación se presentará la con�guración experimental utilizada para caracte-

rizar la dinámica no lineal del modo 1 y sus posibles interacciones con los modo 2 y

3.

2.3. Con�guración experimental

En la Fig. 2.4, se muestra un esquema de la disposición experimental utilizada para

caracterizar la dinámica del microoscilador, tanto a lazo abierto como en su con�gura-

ción autosostenida.

La caracterización a lazo abierto se hará utilizando dos tipos de fuerza de excitación,

por un lado un señal armónica de amplitud Vac y frecuencia ν y por otro lado una señal

saturada u onda cuadrada de amplitud Vsaturada y frecuencia ν. El interés en estudiar

el comportamiento del microresonador ante una señal cuadrada, tiene tanto un origen

fundamental como aplicado.

La motivación fundamental consiste en entender como la presencia de armónicos de

orden superior puede in�uir en los mecanismos de RI especialmente cuando, como en

este caso, existen RRII (1:3) que coinciden con las relación entre las frecuencias de los

primeros armónicos de un desarrollo de fourier de la señal de excitación. Como sucede

en el caso de la onda cuadrada ya que:

Vsaturada(t) = V 1er

ac cos(ωt) + V 3er

ac cos(3ωt+ π) + ..., (2.7)

donde V 1er

ac = 4
π
Vsaturada y V

3er

ac = 4
3π
Vsaturada.
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Figura 2.4: Disposición experimental utilizada para caracterizar la dinámica del microoscilador
en distintas con�guraciones: (A) Lazo abierto con una fuerza de excitación armónica. (B) Lazo
abierto con una fuerza de excitación saturada. (C) Autosostenida.

Por otro lado, la motivación aplicada viene del hecho que, al implementar un cir-

cuito de acondicionamiento para autosostener al microoscilador, resulta más sencillo

electrónicamente hablando, que después de una etapa de control de fase, la señal acon-

dicionada sea directamente saturada a un valor constante pre�jado. Esta clase de cir-

cuito guarda mas similitud con los típicos Pierce oscillators, ampliamente utilizados

en clocks a base de cristales de cuarzo [27] y pueden resultar más versátiles en futuras

aplicaciones.

Los esquemas para las con�guraciones a lazo abierto se muestran en las Fig 2.4 A

y B, puede verse que en ambos casos la señal es generada mediante un Lock-in, pe-

ro mientras que para A es directamente aplicada sobre el microresonador (Excitación

armónica), para el caso B es previamente saturada utilizando el circuito de acondicio-

namiento antes mencionado. Este circuito electrónico consta de una etapa de control

de fase y una de saturación y se diseño especí�camente en el marco de este trabajo,

para utilizarse en la con�guración autosostenida del microoscilador representada en la

Fig. 2.4 C (Para más detalles respecto del diseño del circuito véase el apéndice A).

La detección del movimiento del microresonador se realiza mediante la medición de

la corriente generada por el mismo, la cual es proporcional a:

i(t) ∝ Vdc
∂x

∂t
, (2.8)

y su frecuencia coincide con la de la excitación. Dicha señal de corriente es luego

ampli�cada y convertida a una señal de tensión, que será luego detectada por el Lock-

in, si la con�guración es a lazo abierto, o en su defecto será ingresada al circuito
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de acondicionamiento para producir la señal de realimentación en la con�guración

autosostenida.

Durante todas las mediciones el microresonador se encuentra a temperatura am-

biente y a un presión de vació de aproximadamente 10−6Torr.

En la siguientes secciones se presentan los resultados obtenidos utilizando las tres

con�guraciones experimentales antes mencionadas.

2.4. Resonancia del sistema ante una excitación ar-

mónica

Se realizaron mediciones a lazo abierto de la respuesta del microresonador en am-

plitud y fase como función de la frecuencia (en barridos ascendentes y descendentes),

para una excitación armónica de amplitud Vac=20mV y aplicando al resonador una

tensión de polarización de Vdc=25V. Los resultados obtenidos se muestran en la Fig.

2.5.

Figura 2.5: Mediciones a lazo abierto del microresonador para Vac=20mV y Vdc=25V, las
�echas indican la dirección en que se realizaron las mediciones. (A) Curva de resonancia. B
Respuesta en fase.

Para analizar la dependencia de las curvas de resonancia con la amplitud de la ex-

citación, se efectuó una seria de mediciones variando Vac para Vdc=25V. Los resultados

se muestran en la Fig. 2.6 A. Los mismos son compatibles con mediciones reportadas

para sistemas similares (véase [23, 28, 29], entre otros), en las que las curvas de reso-

nancia re�ejan un comportamiento no lineal típico, asociado a la preponderancia de no

linealidades geométricas en la dinámica del modo principal de �exión en el plano.

Sin embargo comportamientos cualitativamente distintos aparecen al modi�car fuer-

temente el valor de las fuerzas de excitación, reduciendo la tensión de polarización a

Vdc=6V (véase Ec. 2.6). Los resultados obtenidos en este caso para diferentes valores
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de Vdc se muestran en la Fig. 2.6 B. En los mismos se ve que para un valor especí�co

de frecuencia, que denominaremos frecuencia de resonancia interna νRI , los picos de

resonancia saturan en un mismo valor. Este fenómeno de saturación se produce dentro

de cierto rango de amplitudes de excitación alterna, superando un cierto valor umbral

(para este caso aproximadamente Vac=190mV) las curvas de resonancia vuelen a tener

un comportamiento similar al mostrado en las Fig 2.6 A.

Este fenómeno de saturación fue reportado por primera vez por [1] y se asoció a un

intercambio de energía entre el modo 1 y el modo 3 del microresonador, producido una

resonancia interna cuya frecuencia viene dada por νRI ≈ ν3
3
.

El capítulo siguiente esta destinado a dar un marco teórico al conjunto de com-

portamientos anteriormente presentados, con el �n de determinar cuales son las no

linealidades de relevancia a la hora de generar resonancias internas entre distintos mo-

dos de vibración.

Figura 2.6: (A) Curvas de resonancia para Vdc=25V y variando Vac entre 5mV y 25mV. (B)
Curvas de resonancia para Vdc=6V y variando Vac entre 5mV y 190mV.

2.5. Resonancia del sistema ante una excitación satu-

rada

Con el objetivo de analizar cual es la in�uencia de la forma de la señal de ex-

citación sobre el comportamiento del microoscilador, se realizaron mediciones para

Vdc=25V y variando la amplitud de la señal de excitación saturada entre V 1er

ac =20mV

y V 1er

ac =190mV. Los resultados obtenidos se presentan en la Fig. 2.7. En la misma se

incorpora a su vez una curva de resonancia efectuada con una excitación armónica

para Vac=50mV. Puede verse que no hay diferencias apreciables entre las curvas para

Vac=50mV y V 1er

ac =50mV. Con lo que puede a�rmarse que la presencia de armónicos

de orden superior no in�uye de manera signi�cativa en el comportamiento general de
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la curva de resonancia. Sin embargo para valores de V 1er

ac entre 25mV y 40 mV, el

fenómeno de RI se hace presente, siendo que el mismo no existía para el caso de la

excitación armónica a idénticos valores de tensión alterna (ver Fig. 2.6) A. De esto

último puede concluirse que la presencia de los armónicos de orden superior en la se-

ñal de excitación saturada (en particular el tercero), juegan un rol muy importante en

cuanto al mecanismo de RI se re�ere, fortaleciéndolo de alguna forma. En la Fig. 2.7 se

resalta a su vez un segundo valor de frecuencia cercano a 77kHz para el cual pareciera

producirse otra resonancia interna, posiblemente debida a interacciones de tipo 1:2 y

sobre la cual no ahondaremos en este trabajo (consúltese [30]).

En el Cap. 4 se profundizará un poco más sobre la in�uencia de los armónicos de

orden superior en el mecanismo de resonancia interna.

Figura 2.7: Curvas de resonancia para una excitación saturada, con Vdc=25V y variando V 1er

ac

entre 20mV y 190mV. Se resaltan las frecuencias en las cueles se producen resonancias internas.

2.6. Comportamiento del sistema autosostenido

Por último y empleando la con�guración autosostenida de la Fig. 2.4 C, se midió

el comportamiento del microoscilador autosostenido. Para ello se controló la fase de

la fuerza de realimentación en las cercanías de dos valores de interés (0 y π
2
) y se �jó

la amplitud de la realimentación en 500mV. Los resultados obtenidos se presentan en

la Fig. 2.8 A, junto con la curva de resonancia para una excitación saturada a lazo

abierto con V 1er

ac =190mV. De dichos resultados vale la pena resaltar la equivalencia

evidenciada entre las caracterización a lazo abierto y autosostenida.
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Figura 2.8: (A) Curvas de resonancia para una medición autosostenida variando la fase en las
cercanías de 0 y π

2 (Vsaturacin=500mV), junto con una curva de resonancia a lazo abierto para

V 1er

ac =190mV. (B) Respuesta temporal del microresonador para φ ≈ π
2 . (C) Respuesta temporal

del microresonador para φ ≈ 0.

En las �guras 2.8 B y C se muestra el comportamiento temporal de la excitación

y de la respuesta del resonador, cuando la fase se controla en las cercanías de 0 y π
2

respectivamente.



Capítulo 3

Modelos para la dinámica del

microoscilador

El objetivo de este capítulo es entender y describir la dinámica no lineal del re-

sonador C-C presentado en el Cap. 2 cuando el mismo trabaja en una con�guración

autosostenida. En particular, es de interés comprender como las diferentes fuentes de

no linealidades en el sistema afectan el comportamiento del microoscilador cuando el

mismo se encuentra en las cercanías de un resonancia interna y como las mismas pueden

ser utilizadas para estabilizar su frecuencia de operación.

Se comenzará el análisis presentando al oscilador de Du�ng como un modelo sencillo

que rescata los ingredientes no lineales básicos para una descripción adecuada del modo

de vibración principal del resonador (modo principal de �exión dentro del plano o modo

1). Para la resolución de esta dinámica tipo Du�ng, se introducirá a su vez un método

perturbativo conocido como el Método de las Múltiples Escalas, el cual se usará a

todo largo de este trabajo como herramienta para resolver, de manera aproximada, las

diferentes ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales vinculadas a los

modelos.

Acto seguido, se desarrollará un descripción analítica de la interacción, a través de

resonancias internas, del modo principal con los diferentes modos de orden superior

presentes en el resonador (ver Sec. 2.1). Nos enfocaremos en aquellos modos que, por

sus frecuencias de resonancia naturales, son candidatos a producir resonancias internas

1:2 y 1:3 con el modo principal (modo 2 y modo 3).

Los resultados de ambos modelos (el de un modo resonante aislado y el de dos

modos interactuantes), se utilizarán para reproducir cualitativamente los resultados

experimentales de la Sec. 2.4.

Por último se mostrará como la interacción entre distintos modos de vibración del

microresonador, a través de resonancias internas especí�cas, puede actuar como un

mecanismo que produce una disminución abrupta de las �uctuaciones en la frecuencia

16
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de operación del microoscilador autosostenido (se considerará que las mismas se deben

únicamente a posibles fuentes de ruido en la amplitud de la fuerza de realimentación).

La magnitud de estas �uctuaciones puede utilizarse como una medida del desempeño

del microoscilador como un generador de frecuencia o clock.

Los resultados del presente capítulo se presentarán mediante las características cur-

vas de resonancia (curvas Amplitud vs Frecuencia) o mediante grá�cas de la frecuencia

de operación como función de la fuerza de realimentación cuando se quieran resaltar

los fenómenos de saturación en frecuencia producidos por las resonancias internas.

3.1. El oscilador de Du�ng y el Método de las Múl-

tiples Escalas

En la Sec. 2.2 se analizaron las fuentes usuales de no linealidades que pueden afectar

la dinámica del microresonador C-C. Se determinó a su vez que el comportamiento del

modo principal del mismo, puede ser descrito dentro de cierto límites por una ecuación

diferencial de la forma:

m1ẍ1 + η1ẋ1 + k1x1 + k3x
3
1 = F1 cos(ωt), (3.1)

donde k1 = (k1g − k1e), k3 = (k3g − k3e) y F1 = ε0Ae

d2
VdcVac. La Ec. 3.1 es conocida

con el nombre de ecuación u oscilador de Du�ng y ha sido ampliamente utilizada

para modelar no linealidades en MEMS tipo C-C ([1, 28, 29, 31�36]) ya que la misma

presenta, como veremos en la siguiente sección, comportamientos tipo hardening (o de

endurecimiento) asociados a no linealidades geométricas dominantes (k3g > k3e) y tipo

softening (o de ablandamiento) comunes en sistemas con no linealidades electrostáticas

dominantes (k3e > k3g) .

La Ec. 3.1 puede ser normalizada por m1 para obtener:

ẍ1 + 2µ̃1ẋ1 + ω2
1x1 + γ̃1x

3
1 = f̃1 cos(ωt), (3.2)

donde ω1 =
√

k1
m1

es la frecuencia de resonancia natural del modo 1 y por comodidad

el coe�ciente de viscosidad normalizado se escribe como 2µ̃1, siendo Q1 = 1
2µ̃1

el factor

de calidad del modo 1.

Se resolverá a continuación la Ec. 3.2 considerando al término f̃1 cos(ωt) como una

fuerza externa, lo que se corresponde con pensar al sistema en una con�guración a lazo

abierto y por ende el parámetro de control será ω. Inmediatamente despúes, se repetirá

el procedimiento considerando a la excitación como un término de realimentación del

sistema cuando el mismo trabaja en una con�guración autosostenida.
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3.1.1. Dinámica a lazo abierto

Existen diversos métodos para resolver ecuaciones diferenciales no lineales (véase

por ejemplo [37, 38]), caben destacarse: el Método de Balance Armónico, el Método del

Promedio y el Método de las Múltiples Escalas (MME). Dadas la ventajas del MME

para tratar sistemas amortiguados y con múltiples términos de exitación, se empleará

el mismo repetidamente en este trabajo, se comenzará por utilizarlo para resolver 3.2.

Se considerará que los términos de excitación y viscosidad, así como también el tér-

mino no lineal, pueden ser tratados como una pequeña perturbación al comportamiento

lineal del sistema. Con lo cual la Ec. 3.2 se transforma en:

ẍ1 + 2εµ1ẋ1 + ω2
1x1 + εγ1x

3
1 = εf1 cos(ωt), (3.3)

donde µ̃1 = εµ1, γ̃1 = εγ1, f̃1 = εf1 y ε es el parámetro perturvativo.

La idea subyacente a la utilización de esta técnica, es la de considerar que la solu-

ción de 3.3 puede ser representada mediante una expansión en serie de potencias del

parámetro ε, en la cual los términos de dicha expansión serán funciones de múltiples

variables independientes o escalas temporales en lugar de solo una. De esta manera es

posible discernir entre una escala de tiempo típica de O(1) asociada al movimiento os-

cilatorio y escalas de tiempo mas pequeñas vinculadas a cambios lentos en la amplitud

y la frecuencia. Estas nuevas variables independientes se de�nen como:

τn = εnt para n = 0, 1, 2, ... (3.4)

Luego, las derivadas respecto a t se representan en término de derivadas parciales

respecto a τn de acuerdo con:

d

dt
=
dτ0
dt

∂

∂τ0
+
dτ1
dt

∂

∂τ1
+ ... = D0 + εD1 + ...

d2

dt2
= D2

0 + 2εD0D1 + ε2(D2
1 + 2D0D2) + ...

(3.5)

La solución de 3.3 puede entonces ser escrita como:

x1(t; ε) = x10(τ0, τ1, ...) + εx11(τ0, τ1, ...) + ... (3.6)

Nótese que el número de escalas de tiempo independientes necesarias para escribir la

solución, depende del orden de aproximación deseado. En este caso se considera una

expansión a O(ε), con lo que son necesarias τ0 y τ1. Sustituyendo 3.4, 3.5 y 3.6 en 3.3

e igualando los coe�cientes de O(1) y O(ε) obtenemos:
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D2
0x10 + ω2

1x10 = 0 (3.7)

D2
0x11 + ω2

1x11 = −2D0D1x10 − 2µ1D0x10 − γ1x310 + f1 cos(ωτ0) (3.8)

Adviértase que debido a este ordenamiento, la fuerza de excitación, el coe�ciente de

amortiguamiento y el correspondiente a la no linealidad aparecen juntos en 3.8.

Se considerará de aquí en adelante que la frecuencia de la fuerza de exitación toma

valores cercanos a la frecuencia de resonancia natural del modo 1 (ω1), lo que se conoce

como resonancia primaria del sistema y se denota como:

ω = ω1 + εσ1, (3.9)

donde σ1 es una variable deO(1) conocida como parámetro de sintonización, que pasará

a ser la nueva variable de control de la dinámica.

La solución general de 3.7 puede escribirse como:

x10 = A1(τ1) exp(iω1τ0) + cc, (3.10)

donde cc representa el complejo conjugado de la expresión precedente y A1(τ1) es

una función indeterminada en este punto. Sustituyendo 3.10 en 3.8 y expresando el

cos(ω1τ0 + σ1τ1) en su forma compleja, tenemos:

D2
0x11 + ω2

1x11 = −
[
2iω1(A

′
1 + µ1A1) + 3γ1A

2
1Ā1

]
exp(iω1τ0)

− γ1A3
1 exp(3iω1τ0) +

1

2
f1 exp [i(ω1τ0 + σ1τ1)] + cc, (3.11)

donde cc representa el complejo conjugado de los términos precedentes.

De 3.11 puede verse que si se aspira a una solución x11(τ0, τ1) uniformemente válida,

es condición necesaria que los términos proporcionales a exp(iω1τ0), conocidos como

términos seculares, se anulen. Esto se debe a que, en caso contrario, la solución par-

ticular de 3.11 tendría un término proporcional a τ0 exp(iω1τ0), el cual diverge para

τ0 −→∞. Dicha condición puede escribirse como:

2iω1(A
′
1 + µ1A1) + 3γ1A

2
1Ā1 −

1

2
f1 exp(iσ1τ1) = 0 (3.12)

Cabe resaltar que la presencia de un término cuadrático de la forma k2x
2
1 en la Ec.

3.1, no hubiese aportado en esta instancia ningún término secular a la Ec. 3.11 y es

por esto que, como se a�rmó en la Sec 2.2, el término cúbico es el primer término no

lineal de interés en este tipo de análisis.
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Para resolver 3.12, se escribe A1 en su forma polar:

A1 =
1

2
a1 exp(iϕ1), (3.13)

donde a1 y ϕ1 son reales, luego reemplazando 3.13 en 3.12 y separando en parte real e

imaginaria obtenemos:

a′1 = −µ1a1 +
1

2

f1
ω1

sin(σ1τ1 − ϕ1)

a1γ
′
1 =

3

8

γ1
ω1

a31 −
1

2

f1
ω1

cos(σ1τ1 − ϕ1)

(3.14)

El sistema de ecuaciones 3.14 puede ser transformado en uno autónomo (es decir que

no depende del tiempo) si se toma:

φ1 = σ1τ1 − ϕ1 (3.15)

Lo que resulta en:

a′1 = −µ1a1 +
1

2

f1
ω1

sin(φ1)

a1γ
′
1 = σ1a1 −

3

8

γ1
ω1

a31 +
1

2

f1
ω1

cos(φ1)

(3.16)

El sistema 3.16 presenta un movimiento estacionario cuando a′1 = φ′1 = 0, lo que

corresponde a la solución de:

µ1a1 =
1

2

f1
ω1

sin(φ1)

a1σ1 −
3

8

γ1
ω1

a31+ = −1

2

f1
ω1

cos(φ1)

(3.17)

Así �nalmente, 3.17 puede resolverse para obtener la curva de resonancia, que viene

dada por:

σ1 =
3

8

γ1
ω1

a21 ±
(

f 2
1

4ω2
1a

2
1

− µ2
1

) 1
2

(3.18)

Conociendo a1 = a1(σ1) y a partir de 3.17 se puede determinar φ1 = φ1(σ1) como:

φ1 = arcsin

(
2µ1a1ω1

f1

)
(3.19)

Por último a partir de 3.9, 3.10, 3.13 y 3.15, la solución de 3.3 puede escribirse

como:

x1(t) = a1 cos(ω1t+ εσ1t− φ1) +O(ε) = a1 cos(ωt− φ1) +O(ε) (3.20)
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La Ec. 3.20 representa una respuesta oscilatoria de amplitud a1(σ1), totalmente sincro-

nizada con la frecuencia de la exitación y desfasada de la misma en −φ1(σ1).

En la Fig. 3.1 se muestra la forma usual que toman a1(σ1) y φ1(σ1) para diferentes

valores del parámetro γ1. En las mismas pueden observarse comportamientos no lineales

tipo hardening (γ1 > 0) y softening (γ1 < 0) que se apartan de la respuesta lineal para

γ1 = 0. Para esta última, tanto la curva de resonancia como la respuesta en fase

son univaluadas, mientras que para γ1 6= 0, existe una región multivaluada en la que

conviven dos soluciones estables (líneas llenas) y una inestable (línea punteada). Para

más detalles sobre el cálculo de la estabilidad de las soluciones estacionarias véase [37].

Figura 3.1: Soluciones analíticas para diferentes valores del parámetro no lineal γ1 de: (A)
Curvas de resonancia a1(σ1). (B) Respuesta de la fase φ1(σ1).

La conjunción de soluciones con diferente estabilidad en una misma región, produce

lo que en este contexto se conoce como feómeno de salto. El mismo se representa

mediante �echas en una de las curvas de la Fig. 3.1. Las discontinuidades asociadas a

los saltos se observan entre 1⇒ 2, cuando la curvas se recorren aumentando σ1 y entre

4⇐ 3 al disminuir σ1.

Para mostrar cuan �elmente un modelo tipo Du�ng reproduce los resultados ex-

perimentales de la Sec. 2.4, se realizó en primera instancia un ajuste de las mediciones

presentadas en la Fig. 2.5, utilizando las ecuaciones 3.18 y 3.19 y considerando que

para el modo 1, las no linealidades preponderantes son de índole geométrica con lo

que γ1 > 0. Los resultados de dicho ajuste se muestran en la Fig. 3.2, donde se ve

que eligiendo adecuadamente los parámetros del modelo el acuerdo entre los datos

experimentales es excelente.

Siguiendo esta línea, se ajustó correspondientemente los valores de f1 con la idea

de reproducir la dependencia de las curvas de resonancia con la fuerza de excitación

mostrada en la Fig. 2.6 A. Los resultados obtenidos se muestran en la Fig. 3.3. Una

vez más existe un buen acuerdo entre los resultados experimentales y el modelo. En el
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Figura 3.2: Ajuste de los datos experimentales para Vac=20mV , utilizando un modelo tipo
Du�ng con ω1 = 62,77, f1 = 100, γ1 = 3,3 y µ1 = 0,0147. (A) Curva de resonancia. (B)
Respuesta de la fase.

interior de la Fig. 3.3 se presenta un ajuste de Vac como función de f1, donde se ve que

la relación entre estos parámetros es básicamente un factor de escala constante.

Figura 3.3: Resultados del modelo tipo Du�ng (ω1 = 62,77, γ1 = 3,3 y µ1 = 0,0147) para la
dependencia de las curvas de resonancia con la fuerza de excitación f1, compárese con la Fig. 2.6
A. En el recuadro interior se muestra una ajuste lineal satisfactorio de Vac = Vac(f1).

En la Fig. 3.3 se ha resaltado a su vez el efecto A-F presente en la dinámica del

resonador. Este fénomeno, como ya se ha mencionado, es una de las causas principa-

les de degeneración del desempeño de un microoscilador, ya que convierte ruido de

amplitud en �uctuaciones de su frecuencia de trabajo. Para entender mejor esta pro-

blemática, resolveremos a continuación la dinámica tipo Du�ng en una con�guración

autosostenida.
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3.1.2. Dinámica autosostenida

Como se mencionó en el Cap. 1, el análisis y caracterización de un sistema resonante

a lazo abierto y en una con�guración autosostenida son en cierto límite equivalentes.

Sin embargo, ambos enfoques guardan algunas diferencias, como por ejemplo, la esta-

bilidad de las soluciones estacionarias [39�41]. Además de esto, un análisis del sistema

autosostenido da una visión más intuitiva del comportamiento real del microoscilador

y ayuda a entender la degeneración producida por efecto A-F. Afortunadamente la

metodología de resolución mediante el MME para la dinámica autosostenida es idén-

tica a la desarrollada en la sección anterior, con la cual la solución puede escribirse

directamente como:

x1(t) = a1 cos(ω1t+ εσ1t− φ1) +O(ε) = a1 cos(ωt− φ1) +O(ε) (3.21)

Debe quedar claro en este punto, que para este caso las variables de control pasan

a ser la amplitud de la fuerza de autosostenido f1 y la diferencia de fase entre dicha

fuerza y la señal a la salida del resonador φ1 (ver Fig. 3.4 D). Pese a que la fase φ1

aparece explícitamente en la solución 3.21, dado que la referencia de fase es arbitraria,

es equivalente pensar a la solución del sistema como a1 cos(ωt) y a la fuerza de reali-

mentación como f1 cos(ωt + φ1), donde la amplitud a1 y la frecuencia de operación ω

son las variables a determinar.

En la Fig. 3.4, se muestran las soluciones del sistema autosostenido con su corres-

pondiente estabilidad. En la misma, ademas de las clásicas curvas de resonancia y de

respuesta en fase, se gra�ca la dependencia de la frecuencia de operación del sistema

con la amplitud de la fuerza de realimentación. En esta última puede observarse como

el efecto A-F transforma ruido en la señal de realimentación (ξf1), en �uctuaciones de

la frecuencia de operación (ξω).

En las �guras 3.4 A y B puede verse que a diferencia de la con�guración a lazo

abierto, en este caso todas la soluciones estacionarias son de hecho estables.

En la siguiente sección se presentará un mecanismo de reducción del efecto A-F,

mediante el uso de la interacción de dos modos de vibración del resonador atreves de

una resonancia interna.

3.2. Modos acoplados mediante resonancias internas

Los resultados experimentales presentados en la Fig. 2.6 B, muestran que para

ciertos valores de la fuerza de excitación la dinámica del microresonador C-C se aleja

claramente de comportamiento tipo Du�ng usual. En su lugar aparecen valores espe-

cí�cos de frecuencia, que se han denominado frecuencias de resonancia interna (νRI),

cerca de los cuales se produce una saturación de los picos de resonancia. Este tipo de
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Figura 3.4: Soluciones analíticas del oscilador de Du�ng autosostenido (las líneas llenas indi-
can soluciones estables). (A) Curva de resonancia. (B) Frecuencia como función de la fase. (C)
Dependencia de la frecuencia con la fuerza de realimentación, se esquematiza la conversión de rui-
do de amplitud en �uctuaciones en la frecuancia de operación. (D) Esquema del funcionamiento
de la con�guración autosostenida.

comportamientos fueron reportados en MEMS por primera vez por Dario Anonio et al

[1] y propuestos como un posible mecanismo para estabilizar la frecuencia de opera-

ción de un mircooscilador autosostenido. Otros tantos fenómenos de interacción entre

modos de vibración en microestructuras han sido reportados recientemente [42�45], lo

que hace al estudio de estos procesos un tópico de gran interés.

El objetivo de esta sección es dar un marco teórico que describa la fenomenología de

la Fig. 2.6 B y muestre que la misma es debida a un mecanismo de resonancia interna

1:3 entre el modo principal de �exión dentro del plano y el modo de torsión principal.

Esfuerzos similares están siendo llevados a cabo en forma simultánea a este trabajo por

Scott B. Strachan [46].

En las últimas décadas, gran cantidad de trabajos teóricos se han abocado al estudio

de las resonancias internas en estructuras mecánicas, en particular, muchos de ellos se

han dedicado a investigar el mecanismo de resonancia interna entre dos o más modos

de vibración de un alambre delgado [47�51]. En estos trabajos se deduce de primeros
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principios un modelo que describe la dinámica de dos modos de vibración (modos

de �exión dentro y fuera del plano) acoplados mediante no linealidades cuadráticas,

mecanismo que presenta fenómenos de saturación y que sería equivalente al caso de

una posible interacción entre los modos 1 y 2 del microresonador C-C. Sin embargo,

la evidencia experimental presentada en el Cap. 2, brinda argumentos para pensar que

el modo de orden superior que interactúa en este caso con el modo 1 es el modo 3.

Por ello y basados en los trabajos previamente mencionados, se propone a continuación

un modelo de dos modos de vibración acoplados mediante no linealidades cúbicas que

puede presentar las resonancias internas 1:3 y con ello los fenómenos de saturación

deseados.

La interacción entre los modos puede representarse mediante el siguiente sistema

de ecuaciones diferenciales acopladas:

ẍ1 + ω2
1x1 = −2µ̃1ẋ1 + β̃1x

2
1x3 + α̃1x1x

2
3 + γ̃1x

3
1 + ρ̃1x

3
3 + f̃1(t)

ẍ3 + ω2
3x3 = −2µ̃3ẋ3 + β̃3x

3
1 + α̃3x3x

2
1 + γ̃3x

3
3 + ρ̃3x1x

2
3 + f̃3(t)

(3.22)

Donde µ̃i = εµi, β̃i = εβi, γ̃i = εγi, ρ̃i = ερi, f̃i(t) = εfi(t), para i = 1, 3. Con

f1(t) = cos(ωt) y f3(t) = cos(ωt + θ3) como términos de excitación para cada uno de

los modos.

El sistema 3.22 se resolverá utilizando el método de las múltiples escalas de forma

análoga a lo desarrollado en la secciones anteriores. Para ello se proponen soluciones

de la forma:

x1 = x10(τ0, τ1) + εx11(τ0, τ1) + ...

x3 = x30(τ0, τ1) + εx31(τ0, τ1) + ...
(3.23)

Sustituyendo 3.23 en 3.22 e igualando los coe�cientes de O(1) y O(ε) obtenemos:

Orden 1:

D2
0x10 + ω2

1x10 = 0

D2
0x30 + ω2

3x30 = 0
(3.24)

Orden ε:

D2
0x11 + ω2

1x11 = −2D0(D1x10 − µ1x10) + γ1x
3
10 + β1x

2
10x30 + α1x10x

2
30

+ ρ1x
3
30 + f1 cos(ωτ0) (3.25)
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D2
0x31 + ω2

3x31 = −2D0(D1x30 − µ3x30) + β3x
3
30 + α3x

2
10x30 + ρ3x10x

2
30

+ γ3x
3
30 + f3 cos(ωτ0 + θ3) (3.26)

Luego la soluciones de 3.24 puedes ser expresadas como:

x10 = A1(τ1) exp(iω1τ0) + cc

x30 = A3(τ1) exp(iω3τ0) + cc
(3.27)

Sustituyendo 3.27 en 3.26 y 3.25 y considerando que:

ω = ω1 + εσ1, (3.28)

y

ω3 = 3ω1 + εσ3, (3.29)

Pueden obtenerse los términos seculares del sistema igual que se hizo en la sección

3.1. A partir de eliminar dichos términos seculares se llega �nalmente al siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales:

8ω1(a1µ1 + a′1)− β1a21a3 sin(φ3)− 4f1 sin(φ1) = 0

8ω3(a
′
3 + a3µ3) + β3a

3
1 sin(φ3) = 0

8ω1a1ϕ
′
1 + 3γ1a

3
1 + 2α1a1a

2
3 + β1a

2
1a3 cos(φ3) + 4f1 cos(φ1) = 0

8ω3a3ϕ
′
3 + 3γ3a

3
3 + 2α3a

2
1a3 + β3a

3
1 cos(φ3) = 0

(3.30)

Donde φ1 = σ1τ1 − ϕ1 y φ3 = σ3τ1 + ϕ3 − 3ϕ1.

Para obtener soluciones estacionarias de la dinámica pedimos que a′i = φ′i = 0, con

lo que se obtiene �nalmente:

8ω1a1µ1 − β1a21a3 sin(φ3)− 4f1 sin(φ1) = 0

8ω3a3µ3 + β3a
3
1 sin(φ3) = 0

8ω1a1σ1 + 3γ1a
3
1 + 2α1a1a

2
3 + β1a

2
1a3 cos(φ3) + 4f1 cos(φ1) = 0

8ω3a3(3σ1 − σ3) + 3γ3a
3
3 + 2α3a

2
1a3 + β3a

3
1 cos(φ3) = 0

(3.31)

El sistema de ecuaciones algebraicas 3.31 puede ser resuelto analíticamente para

obtener las curvas de resonancia para el modo 1 (a1 = a1(ν)), con ν = ω
2π
. En la Fig.

3.5 se muestran los resultados obtenidos para dichas curvas de resonancia, en los que

se ve como el fenómeno de resonancia interna modi�ca cualitativamente la soluciones

en las cercanías de νRI y como el mismo depende del valor de la fuerza de excitación.

Para valores de f1 mayores a un cierto umbral, la curva de resonancia recupera la
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continuidad en las cercanías de νRI .

Figura 3.5: Resultados para a1 = a1(ν), Los parámetros utilizados fueron: ω1 = 62,77, ω3 =
212,007, σ3 = 236,97, µ1 = 0,0147, µ3 = 0,1, γ1 = −3,3, β1 = −0,15, β3 = −0,0015 y el resto de
los coe�cientes no lineales iguales a cero.

3.2.1. Estabilización de la frecuencia de operación

Para comprender mejor como el fenómeno de resonancia interna puede actuar co-

mo un mecanismo de estabilización de la frecuencia de operación de un microoscilador

autosostenido, se resolvió nuevamente el sistema 3.31, pero esta vez tomando como

variable de control la fuerza de excitación, �jando la fase entre la excitación y la res-

puesta del microresonador en π
2
y calculando la frecuencia de operación del sistema.

Los resultados se presentan en la Fig. 3.6.

Puede verse claramente el fenómeno de saturación producido por la resonancia

interna en las cercanías de νRI y como de esta manera se reducen abruptamente las

�uctuaciones de la frecuencia de operación debida a ruido en la amplitud de la fuerza

de realimentación.
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Figura 3.6: Resultados para ν = ν(f1), para una excitación armónica. Los parámetros uti-
lizados fueron: ω1 = 62,77, ω3 = 212,007, σ3 = 236,97, µ1 = 0,0147, µ3 = 0,1, γ1 = −3,3,
β1 = −0,15, β3 = −0,0015 y el resto de los coe�cientes no lineales iguales a cero.



Capítulo 4

Optimización de la estabilización de

frecuencia

Este capítulo este destinado a la presentación y breve descripción de un posible

mecanismo de optimización del fenómeno de resonancia interna 1:3. El mismo está

motivado en los resultados experimentales presentados en la Fig. 2.7, en los cuales

puede notarse que la forma funcional de la señal de excitación tiene la capacidad de

modi�car cualitativamente el comportamiento de las curvas de resonancia del sistema

en las cercanías de una resonancia interna. En particular como se dijo anteriormente,

el desarrollo en serie de fourier de la señal de excitación saturada, pone en evidencia

que la frecuencia de su primer armónico de orden superior es tres veces la del armónico

principal. Esta relación particular entre las frecuencias de los armónicos más signi�-

cativos puede ser aprovechada para que, al mismo tiempo que el modo 1 se aproxima

a la frecuencia de resonancia interna, el modo 3 este siendo excitado con una fuerza

sintonizada con su frecuencia de resonancia natural, mecanismo que tiende a fortalecer

la interacción entre ambos modos. Esta situación puede ser representada mediante el

modelo desarrollado en el capítulo anterior de la siguiente manera:

ẍ1 + ω2
1x1 = −2µ̃1ẋ1 + β̃1x

2
1x3 + α̃1x1x

2
3 + γ̃1x

3
1 + ρ̃1x

3
3 + f̃1(t)

ẍ3 + ω2
3x3 = −2µ̃3ẋ3 + β̃3x

3
1 + α̃3x3x

2
1 + γ̃3x

3
3 + ρ̃3x1x

2
3 + f̃3(t)

(4.1)

Donde µ̃i = εµi, β̃i = εβi, γ̃i = εγi, ρ̃i = ερi, f̃i(t) = εfi(t), para i = 1, 3. En este caso

los términos de excitación vendrán dados por:

f1(t) = f1 cos(ωt) +
f1
3

cos(3ωt+ π) + ...

f3(t) = f3 cos(ωt) +
f3
3

cos(3ωt+ π) + ...,

(4.2)

cada uno de los cuales es básicamente el desarrollo en serie de fourier de una onda

cuadrada. Por simplicidad y sin pérdida de mayor generalidad se considerará en lo que
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sigue que f1 = f3.

Para resolver el sistema 4.1 mediante el MME, se procede de forma idéntica que

en la Sec. 3.2, obteniéndose para las soluciones estacionarias el siguiente sistema de

ecuaciones algebráicas:

8ω1a1µ1 − β1a21a3 sin(φ3)− 4f1 sin(φ1) = 0

8ω3a3µ3 + β3a
3
1 sin(φ3) + 4

f1
3

sin(3φ1 − φ3) = 0

8ω1a1σ1 + 3γ1a
3
1 + 2α1a1a

2
3 + 2β1a

2
1a3 cos(φ3) + 4f1 cos(φ1) = 0

8ω3a3(3σ1 − σ3) + 3γ3a
3
3 + 2α3a

2
1a3 + β3a

3
1 cos(φ3)− 4

f1
3

cos(3φ1 − φ3) = 0

(4.3)

El sistema 4.3 puede ser resuelto analíticamente para obtener �nalmente una grá�ca

de la frecuencia de operación del sistema autosostenido como función de la fuerza de

realimentación saturada (ν = ν(f1)). En la Fig. 4.1 se muestra el resultado obtenido

para ν = ν(f1) y a modo de comparación se incorpora la misma curva calculada cuando

la fuerza de realimentación es monoarmónica.

Figura 4.1: Resultados para ν = ν(f1), para una excitación saturada (f3 = f1
3 ) y una armónica

(f3 = 0). Los parámetros utilizados fueron: ω1 = 62,77, ω3 = 212,007, σ3 = 236,97, µ1 = 0,0147,
µ3 = 0,1, γ1 = −3,3, β1 = −0,15, β3 = −0,0015 y el resto de los coe�cientes no lineales iguales a
cero.

Puede verse que el rango de estabilización de la frecuencia crece considerablemente

debido a la presencia del armónico superior en la fuerza de realimentación. Esto sumado

a las ventajas en la implementación electrónica de un circuito de acondicionamiento

que sature la señal de realimentación, hace de esta con�guración un excelente candidato

para futuras aplicaciones en circuitos para microosciladores autosostenidos.



Capítulo 5

Conclusiones

La coexistencia, en muchos casos inevitable, de la dinámica de los MEMS con

fenómenos no lineales constituye una problemática de índole tanto aplicado como fun-

damental. Este trabajo ha abordado algunas de las aristas de este problema utilizando

herramientas tanto teóricas como experimentales. Se comenzó por realizar una carac-

terización experimental de microresonador clamped-clamped bajo distintos parámetros

de operación. Se demostró que la dinámica del mismo puede ser descrita en cierto

rango, por un único modo no lineal tipo Du�ng. Sin embargo se mostró que existen

con�guraciones para las cuales la dinámica del microoscilador presenta fenómenos de

saturación, alejándose cualitativamente de un comportamiento usual tipo Du�ng. Re-

sultados similares a estos fueron reportados originalmente por Dario Antonio et al [1]

y los mismos se asociaron a la presencia de un resonancia interna 1:3 entre el modo

principal de �exión dentro del plano y el modo de torsión principal del microresona-

dor, proponiéndose de esta manera a este mecanismo como un posible estabilizador

de la frecuencia de operación del microoscilador. Estas observaciones experimentales

constituyeron la motivación para desarrollar un modelo que permita describir dicha

fenomenología. El modelo propuesto se presentó al �nal del Capítulo 3 y se corroboró

que el mismo reproduce los resultados experimentales a lazo abierto. Para demostrar

la existencia del fenómeno de estabilización de frecuencia, se resolvió a su vez la di-

námica autosostenida del nuevo modelo, completando así una descripción satisfactoria

del fenómeno de RI.

Por último en el Capítulo 4 se presentó un posible mecanismo de optimización de la

estabilización de frecuencia mediante el uso de señales saturadas de realimentación. Se

adjudicó este fortalecimiento de la resonancia interna a la presencia de un armónico de

orden superior en el desarrollo de fourier de la señal saturada cuya frecuencia guarda

una relación 1:3 con la del armónico principal. Se demostró la mejora en la estabiliza-

ción de frecuencia resolviendo la dinámica autosostenida para el modelo de dos modos

interactuantes adaptado a la excitación saturada y comparando estos resultados con los
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del modelo armónicamente excitado. De esto último puede concluirse que incorporar a

la forma funcional de la señal de realimentación como una variable más a la hora de

diseñar microosciladores, representa un tópico a tener en cuanta para futuros trabajos

en esta área. Y en particular utilizar circuitos de realimentación con señales saturadas,

pueden constituir una alternativa a la hora de implementar microosciladores, tanto por

la optimización de la estabilización de frecuencia, como por las conveniencias en su

diseño electrónico.

En conclusión, el resultado más importante de este trabajo es la demostración de

que existen diferentes mecanismos que permiten operar MEMS en regímenes nolineales,

posibilitando de esta manera su implementación como sensores, actuadores o genera-

dores de frecuencia.



Apéndice A

Esquema del circuito de

realimentación

Figura A.1: Esquema del circuito de acondicionamiento de la señal de realimentación. El
mismo consta de una etapa de control de fase y una etapa de saturación.
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