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Resumen

En este trabajo se desarrollé una metodologia de expansion de las funciones de onda
asociadas al problema de tres cuerpos cuantico, en el cual dos de las particulas involu-
cradas son livianas, y la tercera pesada. Este problema es adecuado para el tratamiento
de sistemas atomicos, como por ejemplo los estados ligados del atomo de He o la ioni-
zacién de dtomos de un electrén por impacto de electrones (e,2¢). La técnica empleada
para la solucién de la ecuacion de Schrodinger consistio en la aplicacion del método de
Configuracién Interaccién (CI), en el cual la funcién de onda total se escribe como una
superposicion de configuraciones electrénicas separables, expresadas en coordenadas
esféricas. Las funciones angulares empleadas fueron los arménicos biesféricos, autofun-
ciones de los operadores del cuadrado del momento angular total y de la proyeccién del
mismo a lo largo de un eje fijo en el espacio. Como base radial se utilizé el conjunto de
autofunciones de un problema Sturmiano de dos cuerpos. En la ecuacién que satisfacen
las funciones Sturmianas la energia se fijo externamente, mientras que como autovalor
se considerd a un parametro multiplicativo de un potencial de corto alcance. También
se agrego a dicha ecuacion un potencial de largo alcance, que permitié incorporar al
comportamiento asintético de la base la influencia Coulombiana deseada. Emplean-
do distintas estrategias numeéricas, pudo imponerse a la base condiciones asintéticas
generales, que resultaron independientes del autovalor. También se incluyeron en la
ecuacion potenciales arbitrarios, que permitieron generalizar la interaccién entre las
particulas livianas y la pesada.

Presentamos el método de Configuracion Interaccion con funciones Sturmianas
(CIFS), para el calculo de energias y funciones de onda de los estados ligados del
atomo de helio e ion del hidrégeno. Se mostré la versatilidad del método en su apli-
cacion a sistemas de dos electrones ligados para dos modelos de confinamiento. Por
ultimo desarrollamos una metodologia de expansion de la funcién de scattering para el

problema de fragmentacion en sistemas de tres cuerpos. Para ésto se utilizo una base
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de funciones Sturmianas con condiciones de flujo no nulo. Se estudié la convergencia

del método mediante su aplicacion a tres modelos de fragmentacion.



Abstract

In this work we present a new methodology to solve the Schrodinger equation for
the three body problem, where one of the particles involved is heavy while the other
two particles are light. The method is based on the Configuration Interaction approach
(CI), where the wave functions are expanded by means of two—body states, in spherical
coordinates. The angular functions employed are the Bispherical Harmonics, which are
eigenfunctions of the total angular momentum. The radial basis are solutions of a
Sturmian eigenvalue problem, obtained from a two body radial equation, where the
energy is externally fixed and the eigenvalue is a multiplicative factor of a short-range
generating potential. That equation also includes an auziliary potential, which can have
Coulomb behaviour, and allows us to incorporate the correct asymptotic condition of
the Sturmian basis set. By means of different numerical schemes, general asymptotic
boundary conditions can be selected, which are independent of the eigenvalues. The
auxiliary potential can include the interaction between the light and heavy particles,
in order to remove them from the three body Schrédinger equation.

Convergence of this Configuration Interaction method with Sturmians Functions
(CISF) is tested with the expansion of the Helium and Hydrogen ion bound state
eigenfunctions. Besides, we apply the method to two electron model systems with
confinement, to show the versatility of the method. We also employed the CISF method
to compute scattering wave functions for different break-up processes, using Sturmians

functions with outgoing and incoming asymptotic fluxes conditions.
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El problema de tres cuerpos es de fundamental interés en fisica atémica, dado que
consiste en el sistema cuantico de particulas interactuantes mas basico, para el cual
no se conoce una solucién cerrada. El campo de aplicacién del mismo abarca todos los
procesos en los que se vean involucradas tres particulas, como por ejemplo, los sistemas
ligados del atomo de helio, ion negativo de hidrégeno, y otros sistemas atémicos de dos
electrones activos. Ademads, son de interés los problemas en los que al menos una de las
particulas se encuentra en el continuo, como por ejemplo la ionizacion de atomos por
impacto de particulas cargadas, o en la fotoionizacién simple y doble de atomos. Estos
procesos pueden encontrarse en los fenémenos de fosforescencia y fluorescencia, en los
plasmas estelares, en descargas sobre gases y en el pasaje de ondas de choques a través
de los mismos. Dado que no existen soluciones analiticas a la ecuacién de Schrodinger
asociada al problema de tres cuerpos, debe recurrirse a métodos numéricos para el
calculo de las funciones de onda, las cuales constituyen el tinico medio de evaluacién

de los observables del problema.

Entre los métodos de resolucion para tratar con estados ligados podemos mencio-
nar al calculo variacional, la evaluacién numérica directa, la expansion en un espacio
de configuraciones, o los métodos de funcional densidad. Estas técnicas no presentan
mayores dificultades que las de un algebra detallada, para tratar adecuadamente la
correlaciéon entre las particulas. Aunque la implementacién de los métodos puede ser
complicada, los estados se encuentran en una region acotada del espacio y la condicién
asintotica que deben satisfacer los mismos puede reproducirse facilmente. La aproxi-
macién mas adecuada para sistemas atomicos generales de N electrones corresponde al
método de Configuracién Interaccion (CT). Este se basa en una expansion de la funcién
de onda en términos de productos de configuraciones mono-electrénicas, que dependen

solamente de las coordenadas del electrén a las que estdn asociadas.

Por otro lado, para la evaluacion de los estados del continuo, de extension espacial
infinita, las técnicas numeéricas se tornan mucho mas complejas. Esto se debe principal-
mente a que los dominios espaciales que pueden considerarse computacionalmente son
acotados, y las condiciones asintéticas deben aproximarse mediante condiciones de con-
torno. Dado que la mecanica ondulatoria es no local, la funcién de onda en las regiones

de interaccién sera fuertemente dependiente de dichas condiciones de contorno.

Para el problema de ionizacion de hidrégeno por impacto electrénico existen diver-
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sas metodologias mediante las cuales se han evaluado las secciones eficaces totales y
diferenciales, como por ejemplo las numerosas implementaciones de métodos de Clo-
se Coupling (CC) [1, 2], el método de Exterior Complex Scaling (ECS) [3, 4], o los
modelos perturbativos de onda distorsionada (CDW) [5]. Aunque todas éstas teorias
han sido empleadas para el calculo de la cinematica completa de las tres particulas en
el continuo, sélo el FCS ha demostrado ser completo, en el sentido en que converge
adecuadamente a los resultados correctos, tanto para el calculo de las secciones efica-
ces de ionizacién totales como diferenciales. Los métodos de C'C, aunque convergentes,
presentan oscilaciones no fisicas en la seccion eficaz diferencial de ionizacién, y ain hoy
se encuentra en discusion si esto se debe al resultado del calculo de la funcién de onda,
o bien a la técnica empleada para evaluar las amplitudes. Otra metodologia que es
formalmente convergente la constituyen las diversas implementaciones de los métodos
dependientes del tiempo [6, 7]. Los mismos se basan en la solucién de la ecuacién de
Schrodinger dependiente del tiempo, con funciones de onda de cuadrado integrable.
Estos métodos no pueden representar una particula incidente con momento definido,

aunque pueden reproducir la resoluciéon experimental.

Las técnicas experimentales han ido incluso mas alla del problema de tres cuerpos,
dado que se han medido procesos de ionizacién por impacto electrénico (e,2¢) en d&tomos
de muchos electrones, moléculas, y hasta en superficies. Las areas de interés involucran
cada vez mas electrones activos para el continuo y el blanco, como los procesos (e,3e),
excitacién-ionizacion, excitacién-autoionizacion [8], y doble ionizacién por impacto de
iones [9], donde la correlacién electrénica de los electrones del blanco es de crucial
importancia. La variedad de mediciones experimentales presenta un desafio importante
para la teoria. Por otro lado, las metodologias tedricas ab-initio no han seguido este
progreso, lo cual constituye una importante falencia si se tiene en cuenta el continuo
incremento en la capacidad computacional de los ordenadores actuales [10] (y esta

tendencia parece perpetuarse en el tiempo para las tecnologias que se aproximan).

En esta tesis se propone una nueva metodologia para evaluar estados de dos elec-
trones en presencia de un potencial central, que permite incluir adecuadamente en las
funciones de onda las condiciones asintéticas caracteristicas del problema fisico en con-
sideracion. La técnica presenta dos ventajas. Por un lado, para los estados ligados la

convergencia serda mas veloz que con una base de configuraciones separables que no
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incluya la informacién del comportamiento asintético. Por otro, para los estados de
dispersién se podréa garantizar la convergencia del método a los autoestados correctos.
Si esto no se tuviese en cuenta, las expansiones podrian converger en autoestados del

continuo estacionarios, que no contienen informacion sobre los procesos de colision.

El método que se expone aqui para la evaluacién de la funcion de dispersion se
basa en su expansion en términos de configuraciones de dos cuerpos, similar al método
de Configuracion Interaccién para estados ligados. La condicion asintética de la misma
debe imponerse sobre las funciones de onda radiales que constituyen las configuraciones,
en los contornos del dominio numérico. La misma consiste en un comportamiento de
flujo de particulas saliente o entrante en esas coordenadas. De esta manera puede
simularse el escape de las particulas a través de los limites del dominio. Luego, la
funcién de dispersion puede escribirse como una superposicion entre la funcién de onda
representando a un canal inicial no perturbado de la colisién, y otra que contenga toda
la informacién que concierne a los productos que se originan de ésta. El canal inicial
se encuentra definido en forma externa, de acuerdo al problema a tratar, mientras
que el término que contiene la informacién del scattering de particulas es el que debe
expandirse para incluir la correlacion, y es el cual debe contener la condicion asintotica
adecuada. Los coeficientes de la expansion se obtienen a partir de la resolucién de un

sistema lineal de ecuaciones que resulta de la aplicacién del método de Galerkin.

La técnica también es apropiada para calcular estados ligados, donde la funcién
de onda se compone solamente de la expansion en las configuraciones. En este caso
las funciones de base deben decaer exponencialmente a grandes distancias, de modo
que la funcién de onda total sea también acotada. Para lograr una convergencia 6pti-
ma, dichas configuraciones deben incluir ademas la informacién acerca de la accion
del potencial atémico sobre la dinamica de las particulas en las regiones asintéticas.
Aplicando el método de Galerkin se llega a un problema de autovalores, del cual se ob-
tienen las autoenergias del Hamiltoniano del problema. Dado que actualmente existen
numerosas teorias que permiten evaluar los estados ligados de atomos de dos electro-
nes, no sera nuestro objetivo principal el obtener autofunciones y autovalores precisos
para los mismos. Sin embargo, la evaluacién de los estados ligados serd empleada como
prueba de la convergencia del método. Permitira demostrar la completitud de la base

y analizar su comportamiento cuando se imponen diferentes condiciones de borde y
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potenciales de confinamiento.

La base de funciones que utilizaremos aqui corresponde a un conjunto de funciones
Sturmianas (FS), provenientes de un problema de autovalores de un potencial central
de corto alcance. Ademas, en la ecuacién que satisface la base de F'S también se encuen-
tra presente un potencial de largo alcance, que incluye la informacién de la dindmica
asintotica de las particulas en el campo del nicleo. El potencial que se emplea para
generar la base es de menor extension espacial que el auxiliar, de modo que el conjun-
to de funciones obtenidas de este problema satisface una tnica condicién asintdtica,
independiente del autovalor. Para evaluar las funciones Sturmianas con parametros,
potenciales y condiciones asintéticas arbitrarios, deben emplearse métodos numéricos

de alta precision.

La tesis se divide en dos partes. En la primera parte estudiamos el problema de dos
cuerpos, y obtenemos la base de configuraciones. Resolvemos el problema en términos
de los autovalores de la energia y de la magnitud de los potenciales, con diferentes
condiciones asintéticas. Mostramos las metodologias numéricas utilizadas para resolver

las ecuaciones cuando hay potenciales y condiciones asintoticas arbitrarias.

En la segunda parte de la tesis estudiamos las expansiones de las soluciones de los
sistemas atémicos, ya sea para el problema de obtencién de autoestados ligados como
la de estados de dispersion, en particular los correspondientes a la fragmentacion de

un sistema de dos particulas ligadas por el impacto de una tercera.

Para mostrar la precision de las expansiones estudiamos la convergencia de la serie
en ondas parciales correspondiente de los estados ligados de los sistemas de helio y
H~, y comparamos los resultados con otras teorias que utilizan otro tipo de bases.
Luego estudiamos dos modelos de atomos confinados de interés actual: el atomo de
helio confinado en una esfera de paredes infinita, o en una cascara esférica de potencial
atractivo. Estos modelos sirven para estudiar atomos bajo presién, o &tomos confinados
por moléculas de fullereno, respectivamente. El tratamiento del primer modelo se logra
gracias a la libertad que tiene el método numérico de imponer una condiciéon de borde
homogénea, forzando a todos los elementos de base, y por lo tanto a la funcién de
onda total, a anularse en el borde de la caja. El segundo modelo es de muy facil
implementacion, puesto que es posible utilizar un potencial central arbitrario en el

método que genera la base, que a su vez remueve dicho potencial de la ecuacion de
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Schrodinger del sistema total. Se estudia el comportamiento de los niveles de energia
respecto al tamano de la caja esférica y de la profundidad del pozo confinante del
fullereno.

Por ultimo aplicamos la teoria desarrollada en base a las F'S para la expansién de la
funcion de scattering de los estados de dispersion. Para demostrar la convergencia del
método a las funciones de onda exactas comparamos los resultados con las soluciones
analiticas de tres modelos de dispersion simples. El primero de ellos consiste en la
representacion de la dinamica de dos particulas emitidas por una fuente ubicada en
el origen de coordenadas. El segundo corresponde a un modelo de fragmentacion del
estado ligado de dos particulas por el impacto de una tercera, que constituye una
simplificacion de un proceso de ionizacién atoémica por impacto electronico. En estos dos
primeros ejemplos las funciones de base tienen condiciones de onda saliente. La funcion
de scattering esta conformada por una superposicion de los canales finales de la colisién.
El tercer modelo consiste en la colision de particulas en el continuo. En este tltimo
caso la funcién de scattering corresponde al estado previo a la colision, y se construye
con una superposiciéon de los canales iniciales, con condiciéon de onda entrante. Como
resultado de la colisién se obtiene un estado en el cual todas las particulas se encuentran
en el continuo con momentos definidos. Estas funciones de onda son adecuadas para

obtener amplitudes de dispersién de problemas de scattering de tres particulas.






El problema de dos cuerpos






Capitulo 1

Consideraciones generales

Existen dos razones fundamentales que han impulsado el desarrollo de métodos
precisos de resoluciéon numérica de la ecuacion radial de dos cuerpos. Una de ellas es
la obtencién de funciones para potenciales para los que no existe solucion analitica, o
bien para los cuales éstas existen pero su expresion es de dificil evaluacién. La otra,
se relaciona con el hecho de que algunas de las técnicas numéricas resultan en una
discretizacion del espectro de autovalores continuos. Ademas, los estados evaluados de
esta manera consisten en general en una aproximacién de cuadrado integrable para
la funcion de onda exacta del continuo, encontrandose éstos confinados a una region
espacial finita. Esto los hace adecuados para el tratamiento de problemas de tres o mas
particulas, los cuales, por medio de su representacion en una base finita y de cuadrado
integrable (L?), pueden ser abordados en forma aproximada mediante el método de
Galerkin y/o técnicas matriciales. A las aproximaciones a los estados del continuo por

una solucién de cuadrado integrable suele llaméarselas pseudoestados [11, 12].

Uno de los métodos de discretizacion mas empleados en teoria de colisiones atomicas
consiste en una expansién de las soluciones en términos de una base L?, tipicamente una
familia de polinomios, multiplicados por un término exponencial que impide la diver-
gencia. Empleando una base de tamano finito IV, el conjunto completo de autovalores
del problema resulta discretizado en N valores. Los estados ligados del mismo tendran
una representacion cada vez mas adecuada a medida que el tamano de base se incremen-
ta, y los autovalores asociados seran cada vez mas exactos. Por otro lado, los estados
del continuo de extensién espacial infinita, tendran una representacién L? aproximada
para la funcién de onda, mientras que los infinitos autovalores vendran representados

por un conjunto discreto, determinado por el método de discretizacion a partir de las
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raices de el polinomio caracteristico del problema. Los autovalores obtenidos corres-
ponden a las abscisas de la aproximacién por cuadraturas, de cualquier representacion
espectral (de estados u operadores) en los autoestados del sistema [13, 14, 15, 16]. El
método se aplico extensamente a la ecuacién radial del atomo de hidrégeno, por medio
de una base de funciones L? del tipo Laguerre [14, 17, 18]. También se desarroll una
teorfa de scattering basada en funciones L? [19], que pudo generalizarse para cualquier
base que conduzca a una representacion tridiagonal del Hamiltoniano [20]. En el limite

de base completa, las expansiones coinciden con las soluciones exactas.

Otro método de discretizacion de las funciones de onda del continuo consiste en
imponer sobre un punto del dominio radial (tipicamente un punto que se considera
alejado del origen de coordenadas) una condicién de borde sobre la funcién y/o la
derivada, de modo de seleccionar del conjunto de soluciones continuo solo aquellas que
la satisfacen. Este método se aplicé a sistemas de un electrén para calcular propiedades
de dtomos bajo confinamiento [21, 22, 23], y como método de discretizacién del espectro
en implementaciones del Convergent Close Coupling [24]. La misma técnica puede ser
empleada para un potencial arbitrario, por medio de métodos numéricos de resolucion
de la ecuacién en un dominio radial finito. Para el problema Coulombiano, el esquema
numérico de diferencias finitas conduce a una expresion analitica para el valor de la
funcién radial en la grilla, para el caso [ = 0 [25]. En otras situaciones el problema
puede transformarse en un sistema de ecuaciones matricial, o iterativo. Los métodos
de evaluacion numéricos pueden implementarse con un alto grado de precision, de modo

de obtenerse funciones de onda radiales muy precisas.

Alternativamente al conjunto de funciones que derivan del problema de autovalores
de la energia, se pueden utilizar autofunciones considerando como autovalor a algin
otro parametro lineal en la ecuacion, mientras se mantiene la energia fija como parame-
tro en la ecuacién. Un ejemplo lo constituye el conjunto de funciones que se obtiene
considerando como autovalor a un factor que multiplica al potencial central. Dichas
funciones fueron denominadas Funciones Sturmianas (FS) por M. Rotemberg [11], de-
bido a su conexiéon con el problema de Sturm—Liouville. Las F'S han sido ampliamente
utilizadas en fisica atémica [26, 27|, en particular aquellas que consideran como autova-
lor a la carga Z de un potencial Coulombiano. En rigor, las funciones Sturmianas estan

conectadas con un problema de Sturm-Liouville siempre que el potencial sea de corto
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alcance, como por ejemplo el conjunto de autofunciones de la magnitud de un pozo
esférico de potencial obtenidas por G. Rawitscher [28]'. Cuando las mismas estdn aso-
ciadas a un potencial Coulombiano se denominan Funciones Sturmianas Coulombianas
(FSC) [31].

Una de las principales ventajas de las F'S es que para energias negativas el conjunto
de autofunciones es discreto, infinito y completo, con lo que su implementacion no tiene
problemas formales de completitud. Por otro lado, para energias positivas, el espectro
de las soluciones depende del tipo de condiciones asintoticas que satisfacen las funcio-
nes. Aquellas con condicién de onda estacionaria son de espectro continuo, mientras
que las de flujo puramente entrante o saliente son de espectro discreto [13, 28]. Estas
ultimas son las adecuadas para la simulacién de particulas alejandose (o acercandose)
del ntcleo, convenientes para el tratamiento de los problemas de colisiones. Ademas,
constituyen un conjunto de funciones de base con un tinico comportamiento asintoti-
co, lo cual las hace indicadas para la expansién de todo tipo de estados ligados y de

dispersion para el problema de dos cuerpos.

En las secciones siguientes expondremos el proceso de separacién de variables de
la ecuacion. Veremos que las ecuaciones angulares son independientes de la forma del
potencial, y encontraremos un conjunto completo de autofunciones del momento angu-
lar, que seran utilizadas a lo largo de la tesis. Luego haremos un extenso analisis de las
posibles soluciones de la ecuacién radial. Por un lado buscaremos autofunciones de la
energia, y estudiaremos en particular los autoestados de atomos del tipo Hidrogenoide.
Por otro lado, estudiaremos las autofunciones de la magnitud de un potencial arbitra-
rio. En ambos casos podremos imponer tanto condiciones de onda estacionaria como
condiciones sobre el operador de flujo radial de particulas. Estas ultimas condiciones

estan conectadas con pardmetros y/o autovalores complejos en la ecuacién.

Estudiaremos las diferentes soluciones que admite la ecuacién de Schrodinger, que
dependen de las condiciones asintéticas o de contorno que se impongan sobre las mis-
mas. Analizaremos los casos de dos potenciales que conducen a soluciones analiticas de
la ecuacion radial: el potencial de Hulthén y el potencial Coulombiano. Veremos con

estos ejemplos que existe una diferencia fundamental en la condicién asintética que se

LG. Rawitscher introdujo ademds la denominacién “estados Weimberg”, haciendo referencia a los
desarrollos de ese autor [29, 30]
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relaciona con el largo alcance del potencial Coulombiano.

Una vez analizadas algunas de las posibles soluciones de la ecuaciéon radial, veremos
cémo se combinan dichas funciones con las soluciones de las ecuaciones angulares para
construir un estado de dispersién, y mostraremos un ejemplo de aplicacion para éstos
y para estados ligados.

Por dltimo estudiaremos una estrategia numérica para resolver la ecuacién radial
con potenciales arbitrarios y condiciones de borde generales. La misma esta basada en
un esquema de diferencias finitas y algoritmos de diagonalizacién () R para la obtencion
de los autovalores, seguida de un proceso de iteracién inversa para la evaluacion de las
autofunciones. La precisiéon de las soluciones numéricas obtenidas puede incrementarse
mediante estos algoritmos, con un esquema de diferencias finitas de orden superior.
Compararemos los resultados numéricos con las soluciones analiticas correspondientes
a los potenciales de Hulthén y Coulombiano. Mostraremos un ejemplo de aplicacion
de la expansion con funciones Sturmianas tanto de estados ligados como de estados de

dispersion.



Capitulo 2

Solucion de sistemas con simetria
esférica

Llamemos r al vector de posicién relativa del par de particulas en el sistema del
centro de masa. Como ya hemos mencionado en el capitulo anterior, el problema de
dos cuerpos puede reducirse al de una particula de masa reducida en presencia de un
potencial central. La ecuacion de Schrodinger de dos cuerpos mas general que vamos a

considerar para este sistema es de la forma:
1
—@W +U((r)+pV(r)— E| ¥(r) =0. (2.1)

En la ecuacion anterior hemos empleado unidades atomicas (u. a.) que seran empleadas

a lo largo de la tesis salvo indicacion:

unidad de longitud | ag = 0,529 x 1071V m
unidad de velocidad | vg = 2,188 x 10° m/s
unidad de tiempo 2,42 x 10717 s

unidad de energia Ry = 13,605 eV
constante de Plank | A =1 u.a.

Tabla 2.1: Unidades Atémicas

El primer término de la ecuacién (2.1) corresponde al operador de energia cinéti-

mima

i es la masa reducida del sistema de particulas. El parametro £

ca, donde p =
corresponde a la energia del sistema. U es el potencial modelo de interaccion entre las
particulas, que puede ser puramente Coulombiano, de corto alcance o una combina-
cion de ambos, que denominaremos potencial auziliar. La expresiéon mas general que

consideraremos para el mismo puede escribirse como:

Ur) = Up(r) + 2. (2.2)

r
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donde Uy, (r) = 0 si r > r., siendo . el alcance del potencial U;,, y Z la carga Coulom-
biana de U.

El potencial V' (r) se llamara potencial generador, y por el momento serd un potencial
de corto alcance (no tiene comportamiento Coulombiano a grandes distancias). El
mismo debe ser tal que V(r) # 01 0 < r < 7., de modo que no haya divergencias en
la inversa de su representacién matricial, y V(r) = 0 si r > r., que se impone para
regular adecuadamente el comportamiento asintético de las soluciones de 2.1. Ademas,

en la regién cercana al origen los potenciales que consideraremos deben satisfacer:
lim |7? U(r)| < o0 y lim |77 V()] < o0 p <2, (2.3)
r—0 r—0

y deben ser analiticos para todo r > 0. En las secciones siguientes veremos el rol que
cumple el potencial V (r) y su constante de proporcionalidad 5. Veremos que la condi-
cién Uy, (r) = V(r) = 0 para r > r., junto con las restricciones (2.3), no corresponden
a una limitacién importante en cuanto a los sistemas fisicos a considerar, puesto que
cualquier potencial modelo atémico tiene comportamiento puramente Coulombiano en
la regién asintdtica, o bien decae rapidamente a cero (Z = 0). De todos modos, cuando
presentemos ejemplos de potenciales que conduzcan a soluciones analiticas, la condi-
cién sobre SV se relajara para incluir un comportamiento Coulombiano y estudiar los

efectos sobre las soluciones obtenidas.

2.1. Separacién en coordenadas esféricas

El tipo de interacciones presentes en el problema permite la separacion en coorde-

nadas esféricas (ver figura 2.1):
x=rsinfcosy, y=rsinfsing, 2z =rcosb.
En este sistema el Laplaciano se escribe como:
10 0 1 0 0 1 0?
V= (r?= ———— | sinf— —_— 24
r2 or <T 87’) +7’281n989 (sm 36’) +r28in295302’ (24)

donde el diferencial de volumen es dv = r? sin fdrdfdp. Reemplazando (2.4) en (2.1)

puede verse que el Hamiltoniano es completamente separable, y que el comportamiento
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en las variables angulares es independiente de la forma del potencial. La solucién puede

escribirse de la siguiente manera:

W(r) = F()Y (60,9, (25)

donde las funciones Y, (6, ¢) son soluciones de la ecuacién:

1 0 (., 0Yi.0,9) 1 0%Yim(0, )
—— — | sinf—= : ’
sin 6 06 00 sin? 4 0p?

FU1+ 1)Yim(0,0) =0,  (2.6)

mientras que las funciones Fj(r) satisfacen:

+U(r)+pV(r)—E| F(r)=0. (2.7)

NS
244 dr? 212

En lo que sigue denotaremos la dependencia de Y, en (0, ¢) como Y;"*(T).

Para que las soluciones de la ecuacién (2.1) tengan sentido fisico, tanto ¥(r) como
cada una de las componentes de su gradiente V¥(r) deben ser continuos en todo el
espacio (y por lo tanto regulares) como funcién de r, excepto quizas en el origen, donde
los potenciales U y V' pueden tener singularidades, y, por lo tanto, V¥(r) puede ser
discontinuo. En el origen, la funcién de onda puede ser divergente (véase, por ejemplo

[32], pagina 113), pero el elemento de probabilidad:
|U(r)|2dv = |¥(r)[*r?* sin Odrdfde.

debe ser acotado para todo 7.

Imponiendo continuidad en la funcién y en cada una de las componentes del gra-
diente se obtiene que las soluciones a la ecuacién (2.6) son los arménicos esféricos, que
pueden escribirse como:

Vir(s) = \/ S sty

donde los P™(x) son los polinomios asociados de Legendre:

_1)m dl+m

P(z) = ( S (1= )" el G )" (2.8)
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2

€T

Figura 2.1: Sistema de coordenadas esféricas.

Los armonicos esféricos son acotados, analiticos, y forman un set ortonormal y

completo. Estas satisfacen las siguientes propiedades de ortogonalidad:

2T T
/ dp / Y (E) Y () sin 0d0 = 6,16, e
0 0

y clausura:

o0

l
Yo YT EYE) =6F 1)

=0 m=—I

Al realizar la separacién de variables en coordenadas esféricas (2.5), estamos impo-
niendo que las soluciones sean autoestados de los operadores momento angular total y
de su proyeccién a lo largo del eje z. Los estados con proyeccion del momento angular

a lo largo del eje z no nula tienen un flujo de magnitud m en torno a dicho eje.

2.2. Condiciones de borde y asintéticas para la fun-
ciéon de onda radial

Como vimos en las secciones anteriores, las soluciones a la ecuacién (2.1) deben
ser acotadas en todo el espacio, excepto quizas en el origen de coordenadas, donde
los potenciales pueden tener una singularidad. Para que las funciones de onda radiales
sean apropiadas para describir un sistema fisico, basta que las soluciones de la ecuacién
radial (2.7) cumplan con las siguientes condiciones:

lim Fi(r) =0 (2.9)

r—0

lim |F(r)] < oo (2.10)
r—00
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La condicién de borde (2.9) debe satisfacerse para evitar la divergencia de la funcién

! en la ecuacién (2.5). Nétese que a

de onda en el origen, causada por el término r~
pesar de esta restriccién, el producto Fj(r) x r—! atin puede ser divergente en el origen
si el primer orden de la expansion en serie de la funcién F; es de la forma F; ~ r°, con
0 < s < 1. Estos casos estan excluidos de nuestros andlisis gracias a la condicién sobre
los potenciales (2.3). Para ver esto, supongamos que el potencial total central tenga un
comportamiento en el origen de la forma Uy(r) ~ Uyr~", donde de acuerdo con (2.3),

p < 2. En las proximidades del origen los términos predominantes en la ecuacién (2.7)

Son:

— %s(s — 1) 4 WT‘S_Q + Upr®? ~ 0.
Dado que s > 0 y p < 2, la potencia predominante es s — 2. Existen dos raices
de s que anulan la constante de proporcionalidad de la mayor potencia, asociadas al
comportamiento en el origen de dos soluciones independientes: s = =l y s = [ + 1.
La segunda es la que se corresponde con (2.9), dado que [ > 0, y esta asociada a la

solucién regular.

Si la constante Uy es positiva, el potencial sera repulsivo y la funcion tiende natural-
mente a cero en el origen por accién repulsiva del potencial, atin para p > 2 (tomando
el comportamiento s > p). En cambio, si es negativa pero de magnitud suficientemente
pequena, la condicién sobre p asociada al potencial de la ecuacién (2.3) podria ex-
tenderse al caso p = 2, obteniéndose como soluciones estados de cuadrado integrable,
divergentes en el origen. Si Uj es negativo y de magnitud lo suficientemente grande, se
obtiene un fendmeno interesante llamado “caida al centro de fuerzas” (véase [32], pagi-
na 132). No consideraremos esa clase de problemas, puesto que no existen potenciales
atoémicos de interés fisico con divergencias tan pronunciadas. En general sera suficiente

con modelar una divergencia del tipo Coulombiana (p = 1).

Habiendo evitado la posible singularidad de la funcién de onda en el origen, dispo-
nemos de funciones acotadas en cualquier dominio finito. Sin embargo, ain pueden ser
asint6ticamente divergentes. Es por esto que debe imponerse la condicién (2.10), que
como veremos serd fuertemente dependiente de los parametros Z y E presentes en la

ecuacion radial (2.7).
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2.2.1. Soluciones generales

Los operadores H, L? y L, forman un conjunto completo de observables que conmu-
tan. Para un dado set de pardmetros {l,m, E, Z, B} la solucién fisicamente aceptable,
si es que existe, debe ser Uinica a menos de un factor multiplicativo complejo constante.
Sin embargo, la ecuacién radial (2.7) es lineal y de segundo grado, con lo cual tiene
asociado un conjunto de dos soluciones linealmente independientes. Veamos cémo se

conectan éstas con las soluciones asintéticas de la ecuacién radial (2.7).

Como vimos en la seccién anterior, el potencial U;, + SV se anula en la region

r > r., por lo tanto, la ecuacién (2.7) puede escribirse como:

1 & (+1) Z
2udr?  2ur? T B\ E(r) =0, para 1 2 Te, (2.11)

para donde Z es la carga del potencial Coulombiano incluido en U. La solucién analitica
de ésta ecuacién se conoce en forma cerrada ([32], pagina 135), y la estudiaremos en los
ejemplos de las secciones siguientes. Por ahora vamos a analizar sus formas asintéticas.

Es facil ver que dos soluciones linealmente independientes de (2.11) son:

lim .Fl:t<7‘) — e:ﬁ:i(kr—%ankT)7 (212>

r—00

donde k = \/2FE .

El supraindice + de las soluciones (2.12) esta asociado al flujo cuantico de particulas
en la regién asintdtica, que depende del valor del parametro E y condiciona dicho
comportamiento. Por ejemplo, teniendo en cuenta la definiciéon de flujo, podemos ver

que la componente radial correspondiente a los estados FljE es de la forma:

Fig*(r) 9 +i(kr—Z4 In 2kr) F2Im{(kr— Z& In 2kr)} 7
7Y oc Im ‘ (< - =45 - mii(k—2L) L
r or r r? kr

Si la energia es real y positiva, resulta:

1 Z
Y+ (k- 2E).
I X ( kr)

A grandes distancias el término dominante es proporcional a r~2, de modo tal que su

integral sobre la superficie de una esfera centrada en el origen es proporcional a +k.
Estos autoestados modelan un sistema que crea (+) o absorbe (—) particulas desde

las regiones internas del potencial. Los llamaremos estados de flujo saliente o entrante
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respectivamente. Es posible obtener diferentes pares de soluciones independientes a

través de combinaciones lineales de los mismos. La solucién general puede escribirse

como:
E:I: (’f’) o C—i-ei(k’r—% In 2kr) + C—e—i(kr—% ln2k:7")‘ (213)
Mediante la eleccion C~ = FCT* en la ecuacién (2.13) se obtiene
_ . Z
F (r) o sin(kr — - In2kr + &) (2.14)
6
-+ Zp
FiF(r) o< cos(kr — ~ In2kr 4 &) (2.15)

respectivamente, donde & es la fase de C'". Estas funciones corresponden a otro par
de soluciones linealmente independientes, con propiedades diferentes a las dadas por la
ecuacion (2.12): si la energia es real y positiva estos estados son puramente reales y de
flujo nulo. A esta clase de funciones se las llama estados estacionarios.

Por otro lado, si consideramos la energia real y negativa en el limite (2.12), también
se obtienen estados estacionarios. Uno de ellos es exponencialmente divergente, y por
lo tanto también lo serdn las combinaciones F;-. La tinica solucién de energia real
y negativa que no es divergente a grandes distancias se obtiene mediante la eleccion

C~ =0 (C* #0) en la ecuacién (2.13):

lim F;"(r) o e_’"_%ln@’"), (2.16)

T—00

donde K = /—2uE. Si Z € R, éste comportamiento asintético es puramente real,
con lo cual el flujo radial se anula y los autoestados de energia real negativa seran
siempre estacionarios. Vemos que las funciones que para energias reales y positivas y
cargas reales tienen flujo finito, se transforman en funciones de flujo nulo para energias
negativas. Esto pone en evidencia el hecho de que la condicién asintética de un estado
estd determinada por los pardametros y autovalores de la ecuacion. Si el valor de Z es
complejo, los estados tendran un flujo distinto de cero en las regiones intermedias, y a

grandes distancias tendran un decaimiento exponencial gobernado por la energfal.

! Aunque los estados ligados estan asociados con potenciales atractivos, el valor de Z en la ecuacién
(2.16) puede ser mayor que cero. En este caso, el estado puede ser acotado debido a la estructura
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2.2.2. Soluciones regulares

Para obtener la solucién regular tnica correspondiente a un dado conjunto de
pardmetros {l,m, F, Z, f}, debemos combinar las soluciones generales de modo de im-
poner la condicién de regularidad en el origen (2.9), junto con la condicién asintética
(2.10). Un par de soluciones independientes esté constituido por las funciones FljE de la
ecuacion (2.12). Para energias reales, positivas y potenciales reales, una funcién es la
conjugada de la otra, y ambas son acotadas en la regién asintotica. Matematicamente,
las funciones con condicién de onda saliente o entrante no pueden ser regulares en el
origen. La condicion de regularidad puede imponerse por medio de una combinacién

lineal de la forma:
Fl<T):31_(Ev275)Fl+(7a)_3?_(EaZ76)Fl_(r)7 (2'17)
donde J es la funcién de Jost ([33], pagina 341), que se define como:
~t Ve 1t
Ji (E7Z7B> - l%ﬂ (T‘)

Si 3 es real, la funcién (2.17) corresponde a una funcién con el comportamiento asintoti-
co senoidal (ecuacién (2.14)), mientras que si es complejo serda una combinacién lineal
entre las funciones de comportamiento (2.14) y (2.15). La fase & corresponde al argu-

mento de la funcién J; , que puede escribirse como:

I
&= —3‘1‘7714-517

donde —Im/2 es el corrimiento de fase constante generado por la barrera de repulsién
centrifuga (segundo término de la ecuacién radial (2.11)), y m = arg[l'[l + 1 £ iZ]|
es el corrimiento de fase constante generado por el potencial Coulombiano. §; es el
corrimiento de fase constante generado por la estructura de los potenciales de corto
alcance. La funcién (2.17) se obtuvo en forma independiente del valor de los pardmetros
en la ecuacion, y serd valida siempre que la carga sea real y la energia, real y positiva.
Decimos que estas soluciones son de espectro continuo.

En el caso en que la energia sea real y negativa, o compleja, o que la carga sea

compleja, alguna de las soluciones Fli(r) sera asintoticamente divergente. En estos

interna del potencial. Incluso cualquiera de los pardametros de los potenciales puede adoptar valores
complejos, siempre que la funcién satisfaga las condiciones (2.9) y (2.10).
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casos, para que la solucién sea acotada, los pardmetros {E, Z, 5} deben estar sujetos

a la condicién:
(B, Z,8) =0, (2.18)

de modo tal que el coeficiente del término divergente en la ecuacién (2.17) se anule.
En general, existe un conjunto discreto de soluciones a la ecuacion (2.18), y se dice
que las soluciones son de espectro discreto. Un ejemplo es el conjunto de energias reales
negativas que se obtienen para los estados ligados atémicos, si es que el potencial central
es lo suficientemente atractivo (en el sentido de las condiciones de suficiencia. Véase,
por ejemplo [34, 35]). También es posible imponer a las soluciones el comportamiento
de alguna de las funciones FljE ain cuando ambas sean acotadas en la region asintotica

[28], buscando los valores de 3, Z 6 E compatibles con la ecuacién (2.18) y la condicién

(2.10).

Alternativamente a la solucién presentada en la ecuacién (2.17), podemos escribir

una combinacién lineal arbitraria compuesta por las funciones (2.12):
Fi(r)=CYEf(r)+ C F (r), (2.19)

donde los coeficientes C* se imponen externamente. Esta solucién serd regular en
el origen, siempre que el conjunto de pardmetros {E, Z, 5} sean compatibles con la

ecuacion:
CY3 (B, Z,8)+ C 3 (B, Z,8) =0, (2.20)

que discretiza el espectro. Si se toma a la carga o energia como autovalor, se obtendran
en general autovalores complejos para las mismas. En ese caso, alguna de las funciones
FljE serd divergente, y por lo tanto la combinacién de la forma (2.19) no tendrd un
conjunto de autovalores asociados con soluciones fisicamente aceptables. Por otro lado,
si se considera a [ como autovalor, tomando a V' como potencial de corto alcance, y
cuando la carga sea real y la energia real y positiva; las autofunciones seran regulares,
sin importar el valor de (3, puesto que el mismo no influye en la forma asintética de
las funciones (2.12). Los valores complejos de la magnitud  generan un potencial
complejo en la ecuacién radial. Puesto que gracias a ellos puede imponerse condiciones

de regularidad sobre autofunciones de flujo no nulo, estos pueden interpretase como
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fuentes o sumideros de particulas.

Comunmente se considera a la energia como parametro a determinar, puesto que los
autovalores y autofunciones asociados contienen informacion de relevancia fisica sobre
los estados del sistema. Sin embargo, en esta seccion hemos considerado la posibilidad
de elegir los pardmetros Z y [ como autovalores, extendiendo incluso el dominio de
buisqueda a todo el plano complejo. Este procedimiento permite obtener un set com-
pleto de autofunciones de energia fija, adecuado para representar estados de varias
particulas, cuyas energias son aproximadamente conocidas, pero cuya forma funcional

es desconocida por la complejidad del sistema.

2.3. El problema de autovalores de la energia

En esta seccion estudiaremos el conjunto de funciones que se obtiene a partir de la
ecuacion de dos cuerpos radial, junto con las distintas condiciones asintéticas discutidas
en las secciones anteriores, cuando se la resuelve como un problema de autovalores
de la energia E. Denotaremos con R,; a las autofunciones asociadas al espectro de
autovalores de la energia, donde 7 es el indice asociado a la cuantizacién de la energia,
que puede ser un indice discreto o continuo, mientras que [ es el nimero cudntico
angular.

De acuerdo a lo discutido en la seccién anterior, cuando los parametros de la ecua-
cién son todos reales el espectro de autovalores es mixto. Por un lado tendremos un
continuo de estados de energfa positiva dados por la combinacién (2.17), admisibles tan-
to por potenciales atractivos como repulsivos. Por otro lado, tendremos autoestados
de energia negativa, que pueden estar presentes sélo para potenciales suficientemente
atractivos [34]. El espectro de estos estados es discreto, y serd finito para Z > 0 e
infinito para Z < 0%. Los autovalores de estos estados se encuentran a partir de las
ecuaciones (2.18).

En el caso en que el parametro § sea complejo y V sea de corto alcance, se ob-

tendra un conjunto continuo de autofunciones de la energia, pero su comportamiento

2Recuérdese que en el caso general que estamos considerando, la carga Z no tiene por qué ser
negativa, puesto que el estado puede ser ligado gracias a la componente atractiva del potencial U;,, +
BV.
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asintético vendra dado por una combinacién lineal (2.13). Si, por otro lado, V' es de
largo alcance, un valor complejo de 8 provocara una divergencia potencial en la regién
asintética en alguna de las funciones de la combinacién (2.17), con lo cual las soluciones
ya no seran fisicamente aceptables.

Sin embargo puede buscarse, a través de las ecuaciones (2.18), el conjunto discreto
de autovalores que correspondan a una solucién regular en el origen y acotada en la
region asintotica. La existencia de dichos autovalores dependerd en general de la fase de
los parametros complejos de la ecuacion, y los autovalores de la energia correspondientes
seran en general complejos, dando origen a funciones con un decaimiento exponencial
a grandes distancias. El flujo de estos estados sera finito en las regiones en las que
la funcion de onda tenga una amplitud apreciable, e ird asintéticamente a cero, como
producto del decaimiento exponencial de los mismos. Dichos estados corresponden a
la continuacion analitica de las soluciones de cuadrado integrable correspondientes a

energias negativas.

2.3.1. Ortogonalidad y clausura

Las autofunciones de la energia conforman un conjunto ortogonal. Eligiendo la

normalizacion apropiada puede obtenerse un set ortonormal:

/0 TR Ry (r)dr = 6y — )

donde & corresponde a la delta de Dirac cuando ambos indices son continuos, a la delta
de Kronecker cuando ambos son discretos y a cero cuando uno es continuo y el otro
discreto.

La completitud del set ortonormal obtenido puede expresarse de la manera siguien-

te:
> R () Ro(r) + /0 h R (1) Ry (r)dy = 6(r — 1) (2.21)

de modo tal que el set completo de autofunciones de la energia de la ecuacién (2.1)

satisface:
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donde v = {l,m,~v}.

2.3.2. Ejemplos

A pesar de haber establecido las condiciones U;,, = V = 0 si r > r., adecuadas al
desarrollo de la teoria de Configuracion Interaccion que expondremos mas adelante, en
uno de los ejemplos que estudiaremos a continuacion tomaremos a V' como un potencial
Coulombiano, de modo de contemplar dos casos analiticamente resolubles. Esto se hace
por dos motivos. En primer lugar, veremos que se dispone de una expresién analitica
simple y de facil evaluacion, ya sea para los autovalores como para las autofunciones, en
términos de los demés parametros de la ecuacion. Los ejemplos donde los potenciales
son cortados de modo tal de que su valor sea estrictamente cero en la regiéon r >
r. conducen a ecuaciones trascendentales para los autovalores, de dificil resolucién
analitica. Por otro lado, sera 1util estudiar las autofunciones asociadas al autovalor /3
cuando V' sea un potencial de largo alcance, para comparar el comportamiento del

espectro respecto del caso en que V' es de corto alcance.

El problema de autovalores del potencial de Hulthén

Consideraremos a continuacion el caso de un potencial de corto alcance cuya solu-
cién se conoce en forma cerrada; el potencial de Hulthén;

e—r/a

V() =1——=7

(2.22)

donde a es un parametro real relacionado con el rango de accién del potencial. Las solu-
ciones analiticas y la cuantizacion de los autovalores pueden encontrarse en la literatura
([33], pdgina 421). Es conveniente, sin embargo, disponer de las formas funcionales, en
términos de todos los parametros de la ecuacién. Veremos mas adelante cémo se conec-
tan estas expresiones con las del problema en el que el parametro [ que acompana al
potencial de corto alcance es considerado como autovalor. Debemos agregar, ademas,
que el potencial de Hulthén corresponde a uno de los pocos potenciales que conducen
a ecuaciones de la forma (2.7) y (2.18) analiticamente resolubles. Esto, constituye una
herramienta fundamental para poner a prueba las rutinas numéricas que utilizaremos

para resolver la ecuacion en el caso de un potencial general.
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La ecuacién radial para este problema puede obtenerse a partir de la expresién (2.7),
eligiendo U(r) = 0. Su solucién analitica se conoce sélo para el modelo de onda s, el
cual consiste en tomar [ = 0 en la ecuacién radial. Realizando el cambio de variable

x = e "/% la ecuacién puede escribirse como:

— E| Ry(z) = 0. (2.23)

El par de soluciones independientes de comportamiento asintético dado por la ecuacion

(2.12) viene dado por:
RE(r) = e** o Iy [Fika — iaf, Fika + iaf,1 F 2ika,e 4], (2.24)

donde k = \2uE, f = \/k?>+2up.
El simbolo 5 F7 [a, b, ¢, 2| representa a la funcién hipergeométrica de Gauss, definida
por la serie:

— (@)r (D) 2

oFy a,b, e, z] = 2] <1,

k=0

donde los (a) son los simbolos de Pochhammer:

~ T(a+k)
(a)k = W

Puede deducirse facilmente que la funcién hipergeométrica satisface el limite:

lim oF; [a,b,c,2] = 1.

z2—0

Por lo tanto, el comportamiento asintotico de las funciones Rki’O estd gobernado por
la exponencial exp(tikr), y el comportamiento asintético de las funciones radiales
coincide con la expresién (2.12) tomando Z =0y [ = 0.

Como vimos en la seccién 2.2.2; la solucién para energias reales y positivas (ecuacién

(2.17)) puede escribirse como:
Rivo(r) = 36" (.0, 8)Ro(r) = 36" (B, 0, )Ry (r), (2:25)

donde la funcion de Jost para este problema se obtiene a partir del valor de las funciones
(2.24) en el origen:

(1 F 2ika)

~HE(5 0 3y —
o (B0, 5) L'(1Fiaf —iak)L'(1 Fiaf + iak)

(2.26)
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Si 5 € R, el comportamiento asintético de la funcién (2.25) es:

lim Ry o(r) o sin(kr + dy),

T—00

donde 9§y = arg[fjéH)_(E,O, £)], mientras que si § es complejo la funcién tendré el

comportamiento asintético dado por la funcién (2.13). Independientemente del valor
de (3, el espectro de funciones es continuo, puesto que cualquier valor real y positivo

de k tiene una solucion regular en el origen y asintoticamente acotada.

Cuando la energia se aparta del eje real positivo, el momento k se vuelve complejo,
y si Im{k} > 0 (< 0), sélo la funcién R, (R, ) es acotada a grandes distancias. Los
valores de energia que regularizan en el origen a ambas funciones a través de los ceros
de la funcion de Jost, tienen expresiones analiticas idénticas. Estos se corresponden con
los polos de las funciones I' del denominador de (2.26). Los mismos pueden escribirse

COImMo.:

2 1 9,28)2
E, = _M7 n=12 .. N, (2'27)
8n2a’p

donde 1,4, es el nimero maximo de autovalores, que viene dado por:

M = || VRe[=20%p} |

donde los doble corchetes corresponden a la funcién parte entera de la magnitud ence-
rrada. Vemos que para ambas funciones, el nimero de autovalores es distinto de cero
siempre que Re{f} < 0. En cuanto a la parte imaginaria, debe ser positiva (negativa)
para que la funcién R, (Ry,) sea acotada a grandes distancias. Si Im{} = 0, las

energias son reales y negativas, y corresponden a los estados ligados del sistema.

El conjunto completo de autovalores de la energia viene dado por los valores con-
tinuos asociados a energias positivas, unido al conjunto de n,,,, autovalores discretos,
dados por la ecuacién (2.27). Si nye = 0 el sistema no adopta estados ligados, (ni
estados discretos de energia compleja), y el conjunto completo de autovalores viene
dado sélo por los estados del continuo de energia positiva. Por otro lado, si 1,4, # 0,
el conjunto completo viene dado por los valores continuos unido al conjunto de 7,4,

autovalores discretos. En ese caso se dice que el espectro de autovalores es mixto.

Ademés de las funciones de la forma (2.25), existe otra familia de soluciones de-

terminada por la ecuacién (2.20). La misma nos permite encontrar los autovalores de
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la energia correspondientes a las soluciones de la forma (2.19). En el caso general,
las soluciones a la ecuacién (2.20) tendran autovalores complejos y discretos, los cua-
les provocaran la divergencia de alguna de las funciones Fli. Por lo tanto, no existen

soluciones regulares de la forma (2.19).

El problema de autovalores del potencial Coulombiano

Ya hemos visto en las secciones anteriores la forma de ecuacién radial correspon-
diente al potencial Coulombiano (2.11). La misma puede obtenerse mediante la eleccién
U(r)=Z/ry B = 0enlaecuacion (2.7), y sus soluciones de comportamiento asintético

(2.12), pueden escribirse como:
+ ik (- I+1 T 28 AT )
Rif(r) = e (Fi2kr) ez U |1+ 1 izT,Ql + 2, F2ikr| (2.28)

De acuerdo a lo discutido en las secciones anteriores, si la carga es real, la energia real
y positiva, las funciones con forma asintética (2.12) deben ser irregulares en el origen.
En el caso particular del potencial Coulombiano, no sélo las soluciones no satisfacen
la condicién (2.9) en el origen, sino que ademds son divergentes. Dicha divergencia
proviene de la funcién hipergeométrica de Tricomi Ula, b, z], que se define de la siguiente

manera [36]:

_ -9 Lo-1 1y .
U[CL, b7 Z] - F[CL bt 1] lFl[a7 b7 Z] + F[CL] z lFl[a b+ 1,2 b7 Z] /7 b ¢ Z,
Ula,b,z] = éln%) Ula,B,z2] /; b€ Z. (2.29)

donde Fi[a,b,z] es la funcién hipergeométrica confluente:

1F1abz i

k=0

—
@‘@

En nuestro caso el parametro b es entero, con lo cual debemos considerar el limite de
la definicién de Ula, b, z]. Esto no es un problema mayor, dado que la cuantizacién de [
proviene de imponer condiciones apropiadas a las funciones angulares. Una vez hecha la
separacién, podemos modificar este valor sin perturbar las propiedades de la ecuacion y
de sus soluciones radiales (un procedimiento similar puede verse, por ejemplo, en [33],
pégina 380). Luego, podemos estudiar el comportamiento de Ula, b, z| en la expresién
(2.28) como si [ no fuera un entero, para luego tomar el limite.

Dado que las funciones Rli no son regulares en el origen, la funciéon de Jost para
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este problema debe definirse de manera alternativa. Tomando el primer término de la
serie de potencias de las funciones RljE en la regién cercana al origen, obtenemos:

T[20 + 1]

_ (:FZikr)_l + O(rl+1),
Tl 41 £422)

siendo éste el tinico término responsable de la divergencia en r — 0. Notese que a pesar
de la divergencia, la funcién de onda puede regularizarse por medio del factor que la

acompana, que depende de todos los parametros de la ecuacién radial. El andlogo mas

cercano a la funcién de Jost viene dado por el siguiente limite [33, 37]:

_] mZp

Ti2k) ez T T2l + 2
T[4+ 1+422]

N E. Z,5) = lim B (r)r' (20 +1) = ( : (2.30)
r—r

La funcion de Jost Coulombiana es adecuada para construir una combinacion lineal de
la forma (2.17), regular en el origen. Para energias reales y positivas y cargas reales,

dicha solucion puede escribirse en forma compacta:

Zp

D[+ 14 i28]fe 2%

Ria(r) = 2T [20 + 2]

, Z
(2kr)! e Py |1+ 1+ 2'7#7 21+ 2, =2ikr|, (2.31)

y tiene el comportamiento senoidal de la forma sin(kr — (Zu/k) In 2kr+&;) (ec. (2.14)),
con & = arg[”l(c)f(E, Z,B)] = m — I /2. El conjunto de autofunciones es de espectro
continuo.

En el caso en que la carga sea compleja, alguna de las funciones RljE (dependiendo
el signo de Im{Z}) se vuelve potencialmente divergente, de modo tal que ya no son
admisibles autofunciones de energia real y positiva y espectro continuo. En ese caso los
autovalores pueden encontrarse regularizando dichas funciones en el origen, por medio

de los ceros de la funcién de Jost. Los mismos consisten en los valores de energia que

resultan de los polos del denominador de la expresién (2.30):

Z25
Ey=—-—"t . e NU{0}.
T (ny + 14 1)2 " {0}

siempre que Re{Z} < 0. n, es el nimero de nodos radiales que tiene la funcién R;.
Al igual que en en caso de la magnitud S en el potencial de Hulthén, sélo la funcion
Rz(+) (Rz(_)) es regular si Im{Z} > 0 (Im{Z} < 0). Las autofunciones obtenidas son de
cuadrado integrable, puesto que la energia compleja impone un decaimiento exponencial
a grandes distancias. Ademas tienen flujo finito en las regiones donde la amplitud de

la funcién es apreciable.
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Cuando Im{Z} = 0 se obtienen energias reales y negativas, que corresponden a
los estados ligados del sistema. Dado que no hay una cota maxima para el valor que
pueda tomar n en la ecuaciéon que da origen los autovalores, el conjunto de estados
ligados para potenciales Coulombianos es infinito. Dichos autovalores convierten al
primer argumento de la funcion de la hipergeométrica de las funciones radiales en un

entero negativo (—n), lo cual reduce a la funcién de Tricomi a un polinomio de grado

n [36]:
Ul-n,a+1,z] = (=1)"n!Ly(z), (2.32)

donde las funciones L%(z) son los polinomios asociados de Laguerre?® [39, 38]. Luego la

solucion normalizada para estados de energia negativa es:

n \4n : e +1 - 20+1
Ry (r) = (< +<n25_)'<1§!2;2”') @hr) e I 2] (2 < 0) (233)

donde k =ik = /—2uk.

Al igual que en el caso del potencial de Hulthén, el espectro de autofunciones
depende del valor de Z. En el caso en que la misma sea real y positiva, el conjunto
completo de soluciones consiste en los autoestados estacionarios de la ecuacién (2.31),
de espectro continuo y forma asintética senoidal. Si la carga es real y negativa el
espectro es mixto, compuesto por funciones de la forma (2.31), junto con los estados
ligados de la ecuacién (2.33). Si la carga tiene componente imaginaria no nula y parte
real negativa, el conjunto de soluciones es de espectro discreto y de cuadrado integrable,
dado por la continuacién analitica de las funciones (2.33). En el caso en que Im{Z} # 0
y Re{Z} > 0, el problema no tiene soluciones fisicamente aceptables. Para el potencial

Coulombiano tampoco existen autofunciones asociadas a la combinacién lineal (2.19).

3Existe mas de una notacién para los polinomios de Laguerre, lo cual puede causar confusién al
comparar las expresiones expuestas aqui con las que se encuentran en la literatura. En esta tesis
utilizamos la definicién de la referencia [38]
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2.4. El problema de autovalores del potencial cen-
tral

El caso mas general que consideraremos para este problema es el correspondiente a
la ecuacién radial (2.7), donde el pardmetro § que aparece multiplicando al potencial

generador hace las veces de autovalor. La ecuacién puede reescribirse como:

1 & I(l+1)

24 dr? 2pur?

+U(r)— E| Si(r) ==V (r)S(r). (2.34)

Las funciones derivadas del problema de autovalores de un potencial se denominan
funciones Sturmianas. Estas se obtienen imponiendo condiciones de borde en dos puntos
finitos: 7 = 0 y r = r.. Fueron llamadas asi por Rotemberg, debido a su conexién con
el problema de Sturm-Liouville [11]. Para distinguir de las autofunciones de la energia,

las asociadas al autovalor 3 seran denotadas con la letra S.

Comenzaremos el andlisis considerando el caso en que los potenciales V' y U satis-
facen las propiedades discutidas al comienzo de la seccién 2.1, cuando los pardametros y
autovalores de la ecuacién son todos reales. En este caso, dado que un estado de energia
positiva serd admitido por cualquier potencial, cualquier valor de 3 real serd autovalor
de la ecuacién, y los autoestados tendran la condicién de onda estacionaria senoidal
(2.14). Dichas funciones pueden expresarse como una combinacién lineal de solucio-
nes de la ecuacion (2.34), irregulares en el origen, y con comportamiento asintético
dado por (2.12). Los comportamientos asintéticos de las funciones correspondientes a
distintos autovalores difieren en el corrimiento de fase constante agregado por 3 V.
Si, por otro lado, V' tuviera una componente asintotica Coulombiana de carga Zy, el
comportamiento asintotico de dichas funciones seria:

. Zy b
lim Sli(r) _ eiz(krf%lnmcr)
r—r00

Y

donde Z, = Z + BZy. En este caso, todas las funciones oscilan de acuerdo al mismo

momento k, pero con un corrimiento de fase logaritmico diferente para cada autoestado.

Si la energia es real y negativa, el problema puede pensarse como el de obtener
todas las magnitudes de un dado potencial V' que sean capaces de soportar un estado
ligado con esa energia E. Una magnitud lo adoptard como estado fundamental, otra

como primer excitado, otra como segundo, y asi siguiendo, sin importar el rango de
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accion de V. El conjunto de autovalores de la magnitud del potencial para energias
reales y negativas, es de espectro discreto e infinito. Su forma asintética viene dada

por:

, —pr— 2t
lim S, (r) oc N e "= =% In@sr),
r—r00

Vemos que, para una energia fija dada, el conjunto de autofunciones del potencial
tienen el mismo comportamiento asintético, a menos que Zy # 0, en cuyo caso en cada
autoestado interviene un factor logaritmico diferente.

También pueden obtenerse autofunciones regulares en el origen y con condiciones
de flujo no nulo, correspondientes al comportamiento (2.12). En efecto, veremos que a
diferencia del problema de autovalores de la energia, aqui puede obtenerse un conjunto
completo de funciones con dicho comportamiento para energias reales, siempre que el
potencial V' no tenga componentes Coulombianas (Zy = 0). En el caso en que Zy # 0,
el autovalor complejo generarda un crecimiento potencial en los comportamientos de
la forma (2.12), provocado por el factor logaritmico. En ese caso pueden obtenerse
soluciones regulares sélo si se toma a la energia compleja, de modo tal que las soluciones
presenten un decaimiento exponencial a grandes distancias.

Los autoestados de la magnitud de un potencial tienen ciertas ventajas respecto de
las autofunciones de la energia, al momento de ser usadas como funciones de base. Por
un lado, los espectros no son mixtos. Como veremos, para energias negativas el espectro
es discreto y completo, lo cual hace posible representar una funcion radial atémica como
una serie en términos de estos autoestados. Por otro lado, al tener todas las funciones
el mismo comportamiento asintotico, este se puede ajustar con el correspondiente al
estado a representar, haciendo coincidir la energia de la base con la de dicho autoestado.
Esto incrementa notablemente la eficiencia de la representacion respecto a otras bases.
Ademas, si el potencial generador es de corto alcance, cada funciéon del conjunto de
soluciones tiene exactamente el mismo comportamiento en la regién r > r., incluyendo

entre las posibilidades el factor logaritmico de tipo Coulombiano.

2.4.1. Ortogonalidad y clausura

Las autofunciones de la ecuacion radial (2.34) constituyen un conjunto ortonormal y

completo. A diferencia del caso de autofunciones de la energia, en este caso el producto
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escalar debe definirse teniendo en cuenta la funciéon de peso, constituida por el potencial

V:

/0 " S )V () Sya(r)dr = 5 — ) (2.35)

donde & corresponde a la delta de Dirac cuando la energia es positiva y se imponen
condiciones de onda estacionarias, o la delta de Kronecker cuando la energia es ne-
gativa o compleja. En la ecuacién (2.35) hemos tenido en cuenta que V(r) = 0 para
re < 1 (seccién 2.1). Ademas el producto escalar se define sin tomar el conjugado de
las funciones. Esto es indispensable cuando se desea que el producto escalar pueda
continuarse analiticamente fuera del eje real de los pardmetros de la solucién [40].

La completitud del set ortonormal obtenido puede expresarse de la manera siguien-

te:
D Sualr )V (r)Sualr) = 6(r —1"), (2.36)

que es valida para energias negativas y complejas, y ademds para energias positivas con

condiciones de flujo no nulo. Para estados estacionarios de energia positiva tenemos

/Ooo S 71(7’/>V<7’)S'y,l<7’>dE7 — 5(7, _ T/),

Teniendo en cuenta las igualdades anteriores, puede verse que el set completo de auto-

funciones del potencial V' de la ecuacién (2.1) satisface:

donde el simbolo ¥ denomina que sélo las funciones angulares deben tomarse conjuga-

das.

2.4.2. Ejemplos

Consideraremos aqui los casos en los que el potencial auxiliar es nulo y el potencial
generador es el potencial de Hulthén (en el modelo de onda s) o el potencial Coulom-
biano. Las expresiones analiticas utilizadas para las funciones de onda son las mismas
que en el problema de autovalores de la energia, pero cambiaremos el modo en que se

consideran los pardametros y los nimeros cuanticos en dichas soluciones.
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El problema de autovalores del potencial de Hulthén

La ecuacién radial para el problema de autovalores del potencial de Hulthén es

idéntica a la ecuacion (2.23). En este caso nos conviene reescribirla como:

S@o(l’).

1—=x

donde x = e/, Las soluciones Sﬁi,o de comportamiento asintético (2.12) vienen dadas

por:
SEo(r) = e** 3 Fy [Fika — iaf, Fika +iaf,1 F 2ika,e =], (2.37)
donde k = \2uE y [ = \/k?+2u83. La solucién regular en el origen, andloga a la

expresion (2.25) puede escribirse como:
Sso(r) =3 7(B, B)SHo(r) — 3T (B, B)S5o(r). (2.38)

Para energias reales y positivas la funcién regular (2.38) es acotada asintéticamente,
independientemente del valor de . Por lo tanto, el espectro de autovalores de [ es
continuo y puede tomar cualquier valor del plano complejo. Para el caso de autovalores
G reales, las funciones tienen el comportamiento asintético dado por la ecuacién (2.14),
tomando Z = 0, donde el corrimiento de fase constante depende del valor de 3, y
viene dado por 6y = arg[fjéH)_(E, B)]. Por otro lado, si § es complejo, la funcién se

comportard en la regién asintotica como una combinacién lineal de funciones (2.14) y

(2.15), igual que para el caso de autovalores de la energia.

Para ciertos valores del espectro continuo de [, las soluciones adquieren el com-
portamiento de las funciones Sg'[o: donde la energia es real. Dichos autovalores son las
soluciones de la ecuacion 38H)i(E, B) = 0, y se obtienen de modo andlogo al de la

relacion (2.27):

n (n F 2aik)

Estas funciones tienen flujo finito que tiende a k a grandes distancias, y la amplitud de

la funcién no decae exponencialmente. Los autovalores 5 reducen el primer o segundo

pardmetro de la funcién hipergeométrica de las soluciones (2.37) a un entero negativo:

Sio(r) = e oIy [—ika —iaf,", —n, 1 — 2ika, e_ﬂ , (2.40)



40 El problema de dos cuerpos

Spo(r) = e ™ sFy [—n,ika +iaf, 1+ 2ika, e’ﬂ : (2.41)

n

donde f; = \/k? +2uBE. Las funciones »F) corresponden ahora a polinomios de
grado n en x. Las expresiones precedentes constituyen las tinicas soluciones de cuadrado
integrable para energias complejas, siempre que Re{+ik} < 0. Para energias negativas
la solucién viene dada por la continuacién analitica de las funciones (2.40), que podemos

reescribir como
S%O(T)ZZG_”TQPH[ma——iaj§3-—n,1%—2ma,e_§],

donde k = /—2uF, mientras que los autovalores vienen dados por:

/Bn:_n(n+2cm)’ I
202

Esta vez, el nimero de autovalores no es acotado, puesto que n puede ser cualquier

numero natural. Las funciones son de cuadrado integrable, con flujo finito en las regio-

nes en las cuales la amplitud de la funcién de onda es apreciable.

Ademés del conjunto discreto de funciones (2.40) y (2.41), podemos obtener so-
luciones de la forma (2.19), que asintéticamente son una combinacion lineal de las
anteriores, y por lo tanto validas sélo para energias reales y positivas. El espectro de
autovalores serd también discreto, y vendra dado por la ecuacién (2.20), que en este

caso podemos reescribir como:

['(1+ 2ika)T(1 — iaf — iak)T(1 —iaf + iak) ct

(1 +iaf —iak)T(1 +iaf +iak)D(1 — 2ika)  C—

No se dispone de una solucion analitica para los autovalores.

Cuando todos los pardmetros de la ecuacién son reales, las funciones con condiciones
de flujo no nulo se componen de dos soluciones independientes de condiciéon de onda
estacionaria. Como la solucién regular es tnica, la funcion con condicién de flujo no nulo
es irregular. Por otro lado, cuando los autovalores de la ecuacién (2.39) son complejos,
este término acopla las partes reales e imaginarias de la solucion. Dado que las funciones
tienen flujo no nulo a grandes distancias y son regulares en el origen, podemos pensar
al término complejo SV como un potencial que emite o absorbe particulas, de acuerdo

al signo de su parte imaginaria.
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Esta interpretacién nos permite entender la divergencia y el decaimiento exponen-
cial de las funciones (2.12) cuando la energia es compleja, puesto que la misma puede
considerarse como una fuente activa que emite u absorbe particulas en todo el espacio.
El caso en que la energia tenga un valor complejo tal que las funciones (2.37) tengan
un decaimiento exponencial es de interés, puesto que las funciones obtenidas son de

cuadrado integrable.

El problema de autovalores del potencial Coulombiano

Estudiaremos ahora las soluciones de la ecuacién radial (2.34) cuando U = 0y
V = r~L. Aligual que en el caso del potencial de Hulthén, las expresiones analiticas de
las soluciones son conocidas, pero el espectro difiere en la manera en que consideremos
el conjunto. Buscaremos todas las cargas [ que sean compatibles con un estado de
energia F. La carga del potencial Coulombiano de este ejemplo es Z = [, y por lo

tanto las soluciones vienen dadas por la expresién (2.28):

Bﬂ

SE(r) = eXmed T eF =) (zi2kr) U {z + 140,20+ 2, qﬁikr} (2.42)

Cuando la energia es positiva los autoestados estacionarios son [41]:

T2l +2)e 5%
2T (1 + 1 + i3]

Spu(r) = (2kr) et | By [l +1+ z%u 20 + 2, —Zikr} :

que tiene exactamente la forma funcional de los estados (2.31), y son validas sélo
si la energia es real y positiva. El espectro de estas funciones es continuo, y todas
las funciones tienen la misma energia, y por lo tanto, un comportamiento asintotico
similar. Sin embargo, el valor de (8 interviene en la regién asintética a través de la fase
logaritmica. Esto implica que, a diferencia del caso del potencial de Hulthén, en el que
B podia tomar autovalores complejos, en este caso su parte imaginaria debe ser nula,
puesto que, de otra manera la funcién se vuelve potencialmente divergente.

Los autovalores que regularizan las funciones (2.42) vienen dados por

 =4(n+1ik, (neN).

n,l =

A diferencia del caso de potenciales de corto alcance, el comportamiento asintético de
las funciones (2.42) depende en forma funcional del autovalor 3%, que en este caso es

puramente imaginario. Por inspeccién de la fase del comportamiento asintético (2.12)
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puede verse que, cuando la energia es real y positiva, las funciones (2.42) son potencial-
mente divergentes. Por otro lado, eligiendo una energia compleja (con la fase adecuada),
serd posible obtener funciones regulares en el origen y con un decaimiento exponencial
asintotico a partir de las formas funcionales Sli. En las regiones intermedias, donde la

funcion tiene una amplitud apreciable, el flujo de la funcién serd no nulo.

Si la energia es real y negativa el autovalor asociado a la funcién regular en la region

asintética puede escribirse como:

Bur=—(n+1)/-2uE <0, (n€N). (2.43)

Vemos que los autovalores son negativos y discretos, dado que una energia negativa no
es admisible con un potencial Coulombiano repulsivo. Los autovalores (2.43) convier-
ten al primer parametro de la funcién hipergeométrica de Tricomi (2.29) en el entero
negativo —n, que la transforma en un polinomio de Laguerre (ecuacion (2.32)). Las

soluciones ortonormalizadas de acuerdo a (2.35) pueden escribirse como:

n+ 20\
Spa(r) = (%) (2/{7’)“1 e " L2 [2kr] (E<0) (2.44)
n—1)!
donde kK = /—2uFE es ahora un parametro constante que no cambia con n. Estas
soluciones son las cominmente denominadas Funciones Sturmianas Coulombianas, u

orbitales tipo Laguerre.

Por ultimo, debemos considerar las soluciones de la forma (2.19). En este caso, la
energia debe ser real, puesto que de otro modo alguna de las funciones S;—L seria diver-
gente. Los autovalores deben encontrarse a partir de una ecuacién (2.20), y serdn en
general complejos. Dado que los mismos producen la divergencia de alguna de las fun-
ciones S;°, no es posible obtener la combinacién (2.19) para el problema de autovalores

del potencial Coulombiano.

La diferencia fundamental entre el conjunto de funciones S; con las R;, es que el
primero constituye un conjunto completo de soluciones de espectro discreto, mientras
que el ultimo debe ser completado con autoestados del continuo. A pesar de que las
formas funcionales S; y R; son similares, el valor de los parametros en cada una es
diferente. Para R; el argumento del polinomio de Laguerre y de la exponencial varia
de un autovalor a otro, mientras que en S; se mantiene fijo, variando solo el orden

del polinomio. Este simple hecho puede ser fundamental en cuanto a cuestiones de
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completitud, como lo demuestran las relaciones de clausura (2.21) y (2.36).

Ademas, las autofunciones de la magnitud S tienen todas el mismo decaimiento
exponencial, asociado a un estado ligado de energia F de cualquier potencial central
que decaiga a grandes distancias. Esta es una propiedad buscada ya que un set con
dichas caracteristicas nos permitird imponer su comportamiento a cualquier funcion
que expandamos con él. Sin embargo, puede verse para las funciones S; que ademés del
decaimiento exponencial aparece un factor logaritmico caracteristico de los potenciales

Coulombianos, en este caso de magnitud f,.

2.5. Expansién de estados ligados y de dispersion
estacionarios

En esta seccién veremos los primeros ejemplos de aplicacion practica para el con-
junto de funciones Sturmianas estudiado en la seccién anterior. Por un lado mostra-
remos el procedimiento de obtencion de estados ligados de un sistema atémico por
diagonalizacion con dichas funciones. Por otro lado, presentaremos el procedimiento de
construcciéon de estados de dispersion, correspondiente al de una particula que incide
con un momento definido sobre un potencial central.

Trataremos el caso analiticamente resoluble asociado al potencial Coulombiano,
para luego mostrar el procedimiento de obtencién de la funcién de scattering para un
potencial arbitrario U. La teoria de estos problemas de dispersion puede encontrarse
en la literatura (véase, por ejemplo [32], pagina 542 o [33], pdgina 260) y en general
estd dedicada al caso de dispersion por potenciales de corto alcance o Coulombianos

puros. Mostraremos aqui una metodologia de resolucion para potenciales generales.

2.5.1. Estados ligados

Se desean obtener los estados ligados de un potencial atractivo U(r) (que supon-
dremos por ahora esféricamente simétrico). La ecuacién de Schrodinger del sistema es
de la forma:

1 2 —
5Vt Ur)— E| ¥(r) =0, (2.45)

donde tanto la energia E como las funciones ¥ son incognitas del problema.
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Utilizaremos para la solucién una expansion de la forma:

U(r) = animSus(r)Y"(F) (2.46)

n,l,m

donde S, ;(r)Y;"(T) satisface:
1 ~
—ZV2 + U(T’) + 5nV(7") — E0:| Sml(?")Yim(I') = O,

y donde la energia es fija y menor que cero, de modo tal que el espectro de autovalores

B, es discreto, y el conjunto de autofunciones asociadas a ellos, completo.
Reemplazando la expansion (2.46) en la ecuacién (2.45), utilizando la ecuacién

que satisfacen las funciones S, ;(r)Y;"(r) y proyectando por la izquierda con dichas

funciones, obtenemos:

[ST'V + Eol] ap = Eay (2.47)

T L. . .
donde ay .y = (a1,1m,@20m, -, ANym) - I es la matriz identidad y S es la matriz de

solapamientos, cuyos elementos se definen como:

Eligiendo la normalizaciéon apropiada para las funciones Sturmianas se tiene que V =1,

puesto que:
[V]n’,n == / Sn/J/(T)V(T)SnJ(T)dT X (571/7”7 (248)
0
de acuerdo las propiedades de ortogonalidad de las funciones Sturmianas.

El conjunto de autovalores de la ecuacion (2.47) puede resolverse mediante el empleo
de la subrutina ZGEEV de LAPACK [42]. En el capitulo 3 discutiremos los resultados

de la esta metodologia.

2.5.2. Estados de dispersion estacionarios

Un estado de dispersion consiste en la superposicién de dos términos: uno corres-
pondiente al estado inicial no perturbado (estado preparado), y el otro correspondiente

al término que representa el efecto de la colisién con el centro de fuerzas:

YT (r) = ¢ (r) + vu(r).


http://www.netlib.org/lapack/complex16/zgeev.f
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El mismo es solucién a la ecuacién de Scrodinger de energia E para el potencial:

U(r) = Un(r) + 2.

r

donde Uy, es de corto alcance, y donde ¢ es la funcién de scattering asociada al

potencial Coulombiano de carga Z o bien una onda plana en el caso en que Z = 0.

El comportamiento asintético de esta funcién resulta (véase [33], capitulos 11, 12y
14):
oi(kr— 22 In(2kr))

im W(r) _ ei(k.r+i%ln(kr7k.r)) + f+(9) ’ (2.49)

7—00 T

donde f(f) se define en términos de ¢ como sigue:
£7(6) = — 5 (K1)
47 ’

donde |k) es la onda plana de momento k.

Tanto el estado inicial no perturbado (primer término de la ecuacién (2.49)) como
la componente de onda esférica saliente (segundo término) son comunes a cualquier
potencial, excepto por los factores que incluyen la magnitud Z del campo Coulombiano.
La diferencia reside en la amplitud de dispersién f7, relacionada con la estructura del
potencial. Ademads, esta cantidad esta relacionada con la seccion eficaz de dispersion

elastica:
do n
— = 0)|2.
=17 0)

La solucién en ondas parciales para el caso general de una particula moviéndose en

un potencial U puede escribirse como:

o !
V) = 1S e R(r) S0V E) 1 (R) (2,50
=0

m=—1
donde Ry,; corresponde a una autofuncién de la energia de la ecuacién radial (2.7),
tomando 8 = 0 y con comportamiento asintético dado por (2.14). Por ejemplo, para
el caso Coulombiano la funcién Ry, viene dada por la ecuacién (2.31). Para el caso de
potenciales generales la solucién puede obtenerse para cada valor del momento angular
[, por medio de una expansion en términos de las funciones Sturmianas discutidas en

la seccién anterior, para luego realizar la suma de la ecuacién (2.50). La expansién de
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la funcién radial puede escribirse como:

N
Rii(r) = Rip(r) + Y anSih,(r) (2.51)
n=1

donde Rf, es la solucién estacionaria asociada al potencial Coulombiano puro (ec.
(2.31)), de igual carga que la componente Coulombiana de U, y las funciones S}
corresponden a soluciones de la ecuacién (2.34), con comportamiento asintético de

onda saliente dado por la ecuacién (2.12) tomando el signo positivo.

Los coeficientes de la expansion de la funcion de scattering se calculan de la ecuacion
lineal que se obtiene al proyectar por la base la accién del operador [H — E] sobre el

estado 1™ por cada uno de los elementos de la base. El sistema puede escribirse como:
al/7m/ == V_1¢l’,m’7 (252)
donde V viene dado por (2.48) y

Ve = [ Sura0 )V ©Vn(r)" (1)

La inversién de la matriz V puede realizarse por medio de la rutina ZGETRI la cual

demanda previamente una factorizacién LU con ZGETRF de LAPACK [42].

En este caso, la forma asintética de la ecuacién (2.51) puede escribirse como:

Z Z ,
sin(kr — - In2kr + &) = sin(kr — Z In2kr + &) + gilkr=% m2kn) g (2.53)

donde d; = ), a;,. Puede verse que, debido a que el potencial generador es de corto
alcance, y a la naturaleza de la condicién asintodtica, la influencia del potencial gene-
rador sobre el comportamiento de las funciones de base a grandes distancias puede
factorizarse. El corrimiento de fase &, puede obtenerse de la ecuacién (2.53):

Sin(gl,c) + dl

tan(&,}’) = COS(&’C) + Zdl

El comportamiento asintético de la funcion de scattering puede escribirse como:
eikrfi%ln(kTQ)

lim 77Z}—"_(l{7 r) — e’ik-l‘-f—i%ln(k;r_k_r) + f+(0)—7

7—00 T


http://www.netlib.org/lapack/complex16/zgetri.f
http://www.netlib.org/lapack/complex16/zgetrf.f
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donde

fr(0) = Zdze 13N Y E)Y (k).

0o l
Z (rkju(kr) D Y @)Y™ (k)
=0 m=—1

donde las funciones j;(kr) son las funciones de Bessel esféricas, relacionadas con la

funcién de Bessel de primer tipo J,(z) mediante:

T \1/2
itkr) = (=) ey (k).
El producto rj;(kr) corresponde a la solucién libre de la ecuacién (2.7), y cuyo com-
portamiento asintético viene dado por (2.14), donde ¢(r) = kr — 5.

Ademas de la fase constante 1, el potencial Coulombiano genera un corrimiento con
dependencia logaritmica en la coordenada, divergente para r — oco. Dicha fase refleja el
hecho de que las particulas que interactiian a través de potenciales Coulombianos nunca
estaran completamente libres, ain cuando la distancia entre ellas sea muy grande.
Esto introduce diferencias en el tratamiento de las colisiones entre las particulas que
interactian a través de potenciales Coulombianos, respecto del problema de interaccion

con potenciales de corto alcance (véase por ejemplo [43, 44]).

2.6. Metodologias numéricas para potenciales arbi-
trarios

Para evaluar las funciones Sturmianas correspondientes a potenciales y condiciones
asintéticas generales, y para cualquier valor del momento angular, debemos disenar una
metodologia numérica de resolucién de la ecuacién radial. A continuacion discutiremos
c6mo resolver la ecuacion (2.34) con un esquema de diferencias finitas.

Primero vamos a proponer una discretizacion de la funcién de onda radial S,,; (r):
Sn,l(ri) = Si7 1= 1, 2, ceey N (254)

donde hemos suprimido momentaneamente los niimeros cuanticos [ y n para simplificar
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la notacion. Los valores r; corresponden a los puntos de una grilla de abscisas radial
uniforme; r; = iAr, donde Ar = r./N de modo tal que ry = r.. En la regién 0 <
r < r. el potencial generador satisface V' (r) # 0, mientras que V(r) = U, (r) = 0
para r > r.. La region r > r. serd denominada regién asintética. En dicha regién el
potencial auxiliar es puramente Coulombiano, y las funciones S,; pueden escribirse
como una combinacién lineal de soluciones independientes de la ecuacién (2.11), que
tienen expresiones analiticas conocidas.

Dentro del esquema de diferencias finitas aproximaremos la derivada segunda de la
ecuacién radial Sturmiana a orden O(Ar?), mediante la férmula:

d*Spy(ri)  Sig1 — 284+ S

o N + O(Ar?). (2.55)

Luego, la ecuacién (2.34) puede escribirse aproximadamente como:

1 1 1 1
S+ S — — -8, = =B,V (r:)S; Ar? 2.
donde:
1 1 I(1+1)
| = N —FE|. 2.
hi LA + T + U(ry) (2.57)

Esta ecuacién puede escribirse en forma matricial:
Hs = — (Vs (2.58)

donde s es el autovector de elementos S;, V es la matriz diagonal de elementos V' (r;),

[ es el autovalor, y H es la matriz tridiagonal de la forma:

1 1
b kg0 0
1 1 1 1
e " e .O (2.59)
1 1
0 —k L hy

2.6.1. Condiciones de borde naturalesen r=0y r =r,

Al sistema matricial de la ecuacién (2.59) debemos imponerle las condiciones de
borde apropiadas en los extremos del dominio radial. La condicién de regularidad en

el origen (2.9) debe imponerse fijando el valor Sy = 0, y en nuestro caso la abscisa rg
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entra fuera del sistema matricial de ecuaciones (véase 2.54). Sin embargo, la condicién
se impone de manera natural en la ecuacién (2.57) al haber truncado la relacién tri-
diagonal (2.56) en el origen, puesto que no hay columna en la matriz (2.59) destinada
a actuar sobre el elemento Sy. Por lo tanto, no hay contribucién en S; proveniente de

esa componente.

Andalogamente, en ry 1 = ry+Ar la condicion de borde que se impone naturalmen-
te es Sy41 = 0, condicion que en inglés suele denominarse “box boundary condition”
(condicién de borde de caja). El nombre hace referencia a las condiciones que deberfan
imponerse si el sistema estuviera confinado dentro de una caja esférica de paredes im-
penetrables. Ademds de ser ttiles en el estudio de atomos confinados, estas condiciones
resultan apropiadas para estudiar estados ligados atomicos cuya extension espacial es
menor a ry. Esto se debe a que los estados ligados decaen exponencialmente, y si la
caja es lo suficientemente grande el decaimiento exponencial correcto tomaria un valor

muy cercano a cero en el borde.

2.6.2. Condiciones de borde generales en r =r.

La condicién de borde natural sobre ry.1 es Syy1 = 0, y no se impone restriccion
alguna sobre la derivada. Intentar imponer a Sy; un valor finito particular no tendria
sentido, puesto que las autofunciones estan definidas a menos de un factor multiplicati-
vo de normalizacién. Sin embargo, sera ttil imponer un valor a la derivada logaritmica
en el borde. Es posible fijar ademas el valor de las funciones, siempre que este sea
finito, mediante una eleccién apropiada del factor de normalizacién. De esta manera
quedarian fijos el valor de la funcién y de la derivada en ry, tomando éstos el valor

que se desee.

Supongase que deseamos imponer sobre la funcién radial y su derivada una condi-
cién dada por una funcién arbitraria f,s. Si suponemos que la derivada logaritmica de

S coincide la de derivada de f, en el punto ry, tendremos aproximadamente:

—1 fas(rN + AT) - fas(rN)
Ar

Sn+1 — SN
Ar

Sy' = fas(rn) . (2.60)

Esta condicién puede escribirse como una relacion lineal entre los valores de la funcién
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en Syi1y Sn:
fas(rn + Ar)

fas(rN)

Luego, puede utilizarse para fijar la condicién en el borde de (2.58), sustituyendo:

Sn+1= 5N

1 1 fas(ry +Ar)

2 A fou(ry) 26!

hN—)hN—

Maés adelante veremos que ésto genera la condicion apropiada sobre la derivada lo-
garitmica en las soluciones numéricas. El siguiente paso consiste en renormalizar las

funciones S, de acuerdo a:

S(r) — S(r) (f as (" + AT)) .

S(ry + Ar)

Antes de proceder con la resolucién de las ecuaciones es conveniente transformar el
sistema de autovalores generalizado (2.58) con las condiciones (2.61) a un problema de
autovalores estandar. Para lograr esto, multiplicamos ambos miembros de la ecuacién
(2.58) por izquierda y derecha por V~'/2 (la matriz diagonal de elementos V (r;)~'/?),

utilizando para el vector s la expresién V~/2V1/2s tenemos:
H's' = 3¢ (2.62)
donde H' queda definida como:
H = -V 12HV /2,

y s’ = V/2sV~1/2 Dado que en la representacién matricial el potencial V es diagonal,

1/2 son diagonales.

se tiene que tanto V/2 como V-~

La matriz H' es tridiagonal y simétrica, y si la funcién f,s es tal que hy es real, el
problema es ademas hermitico. La misma puede guardarse numéricamente en la me-
moria reservada para dos vectores, uno de dimension N que contiene a los elementos
diagonales, y otro de dimensién N —1, que contiene los elementos sub diagonales (idénti-
co este 1dltimo al vector correspondiente a los elementos supra diagonales). Debido al
bajo consumo de memoria, la discretizacion numérica de una dada region 0 < r; < ry
puede hacerse muy fina, de modo que Ar sea muy pequeno y la expresién (2.56) muy
precisa.

Para matrices hermiticas existen bibliotecas que resuelven este tipo de problemas

de autovalores (véase por ejemplo la biblioteca LAPACK [42]). Sin embargo, en el caso


http://www.netlib.org/lapack/

Solucidén de sistemas con simetria esférica 51

de contar con una condicién asintética dada por una funcién compleja f,s, se tiene
que hy serda complejo, debido a la modificacién de la ecuacién (2.61). Luego la matriz
del sistema de ecuaciones se torna no hermitica, y no existen en las librerias de acceso
publico una subrutina para resolver el problema en forma eficiente. Pueden utilizarse
rutinas para matrices generales no tridiagonales, que demandan un consumo de memo-
ria mucho mayor, puesto que deben guardarse innecesariamente todos lo valores nulos
de los elementos de la matriz fuera de la diagonal y sub—diagonales. Sin embargo, existe
un algoritmo que puede ser aplicado para resolver este inconveniente, y obtener una
diagonalizacién de una matriz compleja tridiagonal simétrica [45]. El mismo se encuen-
tra descripto en el apéndice A. Asi mismo, se muestran en el apéndice los algoritmos de
iteracion inversa utilizados para generar los autovectores a partir de los autovalores, y
un esquema de diferencias finitas que, junto con los algoritmos de interaccién inversa,
permite incrementar la precisién de los autovalores y autofunciones en varios 6rdenes

de magnitud.



Capitulo 3

Resultados

Este capitulo tiene como objeto demostrar la convergencia de los métodos tedricos
y numéricos expuestos en la seccién anterior, para resolver el problema de autovalores
(2.34), en el caso en que V sea un potencial de corto o largo alcance, en el tltimo caso
sOlo para energias negativas. Mostraremos los resultados de la evaluacion de autofun-
ciones y autovalores correspondientes a las distintas condiciones de borde y asintdticas
discutidas en la seccion 2.4, que seran comparados con las soluciones analiticas corres-

pondientes al caso de los potenciales de Hulthén y Coulombiano.

También mostraremos ejemplos de aplicacién de las bases a la resolucion de proble-
mas de dos cuerpos radiales, tanto para la bisqueda de estados ligados de un potencial,
como para el calculo de las componentes radiales del desarrollo en ondas parciales de

los estados de dispersion.

3.1. Evaluacion numérica de las funciones Sturmia-
nas radiales

Consideraremos la masa reducida igual a 1 u. a., para modelar funciones de onda
asociadas a particulas livianas, tipicamente electrones, con el niucleo, cuya masa se
considera infinita. Los demés parametros seran variados de acuerdo al problema que
estemos considerando. Ademads, en esta seccién la presencia del potencial U no es

necesaria, con lo cual consideraremos U = 0.
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3.1.1. Energias negativas

Comenzaremos estudiando el problema de autovalores del potencial V' cuando la
energia del sistema es negativa. Tomaremos para la misma el valor de —0,5 u. a., dado
que conduce a numeros racionales para los autovalores exactos de los potenciales de
Hulthén y Coulombianos, lo que permite apreciar claramente las diferencias con los
valores numéricos.

Consideraremos primero el potencial de Hulthén de la ecuacién (2.22), tomando
a=1,V(r)=exp(—r)/(l —exp(—r)). La figura 3.1 muestra el comportamiento de las
primeras 4 autofunciones. En el grafico de la izquierda se muestran las funciones evalua-
das mediante su expresion analitica, comparadas con las que resultan de la evaluacién
numérica, empleando una grilla radial de r. = 30 u. a., dividida en 30000 puntos (1000

puntos por unidad atémica), con condiciones de borde de caja en r..

1

T i 0.8
- So,l (exactas)

05 04l |
c i c
= - 0.2 .
(@] ! (@]
)] ol |0 i
il 0
— S, (hum.cb2) B, , =-12.294 (u. a)|
0.2 — S, (num.cb 1) B, = -12.008 (u. &)| |
-0.5 0 4’ — S, (exacta) B, , =-12 (u. a) ]
| L L L
0 4 6 8 0 2 4 6 ‘ 10
rua) r(u.a)

Figura 3.1: Autofunciones de la magnitud del potencial de Hulthén para energias ne-
gativas.

Dado que las funciones que hemos graficado tienen un valor despreciable en 7., y
que la densidad de puntos de la grilla radial es muy grande, las soluciones numéricas
no presentan diferencias con el resultado analitico. Para los graficos de la figura 3.1 el
tiempo de cédlculo de una base de 10 funciones es del orden del minuto. En un ordenador
de escritorio el niimero de puntos de la grilla radial puede incrementarse hasta 1,5 x 105
aproximadamente.

En el grafico de la derecha se muestra el resultado del calculo del cuarto estado
excitado evaluado en una grilla menor, de r. = 12 u. a. con otros dos calculos evaluados

utilizando un un tamano correspondiente a r. = 6 u. a. (donde el potencial de Hulthén
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tiene un valor del orden de ~ 0,0025), imponiendo distintas condiciones de borde. La
curva en rojo fue obtenida imponiendo en r. el comportamiento dado por la ecuacién
(2.16) (cbl), tomando Z = 0, mientras que la curva en azul corresponde al caso de
condiciones de borde de caja (¢b2), que seran utilizadas més adelante para simular
atomos confinados. Puede verse que imponiendo el comportamiento correspondiente al
decaimiento exponencial asintético, se obtiene una mejor aproximacién al autoestado
exacto.

Dado que el potencial de Hulthén tiene un decaimiento exponencial, nunca sera es-
trictamente cero en el extremo de la grilla radial. Para los autoestados que tienen
amplitud apreciable en esa region, el valor de los autovalores sera dependiente de r..
La figura 3.2 muestra los valores de 8 como funcién del nimero cuantico radial, para

distintos valores de r. y la condiciéon de borde c¢b 1.

O w w w w
r 1 n | B (u. a.) | B+ O(Ar?) (u. a.) | Bn + O(ArY) (u. a.)
-100- LI i 1| —15 —1,5000006 —1,5000000000
| "0, | 2 —4. —4,0000032 —4,0000000002
% 31 75 —7,5000104 —7,5000000041
_-200- € 7 i —12 ~12,000025 ~12,000000031
R . e ] 5 —175 ~17,500053 —17,500000158
5 -300- |* Exactos ® i 6| —24 —24,000099 —24,000000627
S | |o Numericos =10 (u. a o | 7| —315 —31,500170 —31,500002062
8 8| —4o. —40,000272 —40,000005884
-400- |0 Numéricos [=6 (u. a.) @@ h 9 —495 —149,500416 —49,500014982
I Numéricos = 4 (u. a.) 8 0] —60. ~60,000609 —60,000034798
-500- g
I ) Tabla 3.1: Autovalores discretos de la
60—t 15 15 20 ~ 35 ~ 3¢ nagnitud del pote‘:ncial de Hulthén pa-
n ra energias negativas para r. = 10 wu.

Figura 3.2: Magnitud de los autovalores del
potencial de Hulthén.

En la tabla 3.1 se comparan los resultados analiticos de los mismos, con los obte-
nidos numéricamente con los esquemas de discretizacién tridiagonal, de orden O(Ar?)
correspondiente a la ecuacién (2.56), y pentadiagonal de orden O(Ar?) detallado en la
seccion III del apéndice A. Puede verse de la tabla y las figuras que la convergencia del
calculo se encuentra en excelente acuerdo con los resultados analiticos.

Notese que a diferencia de la mayoria de métodos utilizados para evaluar autovalores
de la energia en la mecanica cudntica, aqui los autovalores del potencial convergen por

debajo del valor exacto. Este fenomeno esta relacionado con el rol que cumple cada
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uno de los parametros en la ecuacién. Para cada valor numérico de la magnitud del

potencial, la energia (que se fija externamente) tendrd un valor mayor a la que el

potencial puede soportar.

06/ — So,l (exactas)
f — Sy,

0.4 - So,s
‘ S

04

SO,Z
-04 SO,3
S0,4

So,l (numericas) 1

r(u. a)

15

SO,n

0.6
0.4 f
0.2 -
0
— S, (num. cb 2) B, , =-4.0052 (u. &) 1
-0.2 — Sy, (num. cb 1) B, , =-4.0015 (u. &)
— 80’4 (exacta) [30’4 =-4(u.a)
- | 1 |
04 5 10 15 20
r(u.a)

Figura 3.3: Autofunciones de la magnitud del potencial Coulombiano para energias

negativas.
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Figura 3.4: Magnitud de los autovalores del
potencial Coulombiano como funcién del or-

den.

n | Ba (u. a.) | Ba+ O(AT?) (u. a.) | B, + O(ATY) (u. a.)
1 -1 —1,00000028 —1,00000000006
2 -2 —2,00000056 —2,00000000015
3 -3 —3,00000084 —3,00000000035
4 —4 —4,00000112 —4,00000000074
5 -5 —5,00000141 —5,00000000123
6 —6 —6,00000169 —6,00000000218
7 -7 —17,00000197 —7,00000000414
8 -8 —8,00000227 —8,00000002570
9 -9 —9,00000307 —9,00000055121
10 10 —10,0000133 —10,00001049430

Tabla 3.2: Autovalores discretos de la
magnitud del potencial Coulombiano
para energias negativas y r. = 30 u.
a.

Para el potencial Coulombiano realizaremos exactamente el mismo andlisis que

para el caso del potencial de Hulthén. Los resultados de los calculos pueden verse en

las figuras 3.3, 3.4 y la tabla 3.2. Como puede verse de los resultados, la convergencia,

tanto de las autofunciones como de los autovalores es excelente.

La precision con que las funciones son evaluadas puede incrementarse atin mas em-

pleando grillas més densas. Empleando una grilla de 1,5 x 10° puntos en un dominio de

tamano r., = 20 u. a., la precision tedrica de los esquemas de diferencias finitas indica
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que los autovalores serdn evaluados con un error relativo de ~ 1,6 x 10719, si emplea-
mos el esquema tridiagonal. En teoria, este error disminuiria a un orden de magnitud
aproximado de ~ 4 x 1072 mediante la correccién con el esquema pentadiagonal. Sin
embargo, de acuerdo a lo que vimos en la seccién anterior, la condicion de regularidad
en el origen que empleamos con este esquema es aproximada. Ademas, los métodos
de iteracion inversa y directa empleados para buscar las autofunciones incrementan
este error, y la precisién total alcanzada no llega a ser del orden de O(Ar?). Aunque
la precisién de los algoritmos numéricos sea elevada, en las aplicaciones computacio-
nales nunca superaremos la precision con la que los nimeros son almacenados en el

ordenador, que es del orden de 10713,

I I
h: e-on =1, O(Ar)
110 =an=10@rY) |
E 2
F n=2, O(Ar)
< 1x10°F 1
' a4 =2 0
2
< 1x10°F
1x10™"°F
1x107 2k 1% 10°
00 05 10 15 20 25

Figura 3.5: Precision del calculo de los distintos esquemas numéricos como funcion del
nimero de puntos.

Esta pérdida de precision obtenida con el esquema pentadiagonal (ver apéndice A-
III) puede llegar a ser tan grande como para no producir ninguna mejora, e incluso
empeorar los resultados obtenidos con el esquema tridiagonal. Esto puede verse en la
figura (3.5), donde se muestra el valor absoluto de la imprecisién de los primeros dos
autovalores de la carga para el potencial Coulombiano, para distintas densidades de
una grilla de 20 u. a.. Vemos que para un nimero de puntos mayor a 125000 el esquema
pentadiagonal no produce mejoras respecto del tridiagonal.

A pesar de haber empleado una metodologia numérica desarrollada para potencia-

les generadores de corto alcance, en el caso de energias negativas puede emplearse un
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potencial Coulombiano como potencial generador, puesto que los autoestados tienen
una amplitud despreciable en r., y no se notan los efectos de borde. Es importante
destacar la convergencia de las funciones obtenidas numéricamente para potenciales
generadores de corto y largo alcance, puesto que el resultado de su empleo en el proble-
ma de tres cuerpos serd comparado con calculos realizados con funciones analiticas de

métodos ab—initio existentes, basados en Funciones Sturmianas Coulombianas (FSC).

3.1.2. Energias positivas: discretizacion del espectro

El calculo realizado en la seccion anterior puede repetirse sin dificultad para energias
positivas y condiciones de borde correspondientes a ondas estacionarias. En este caso,
el conjunto completo de soluciones es de espectro continuo, y las autofunciones tienen
una extension espacial infinita. Los autovalores obtenidos mediante el método numeéri-
co corresponden sélo al subconjunto discreto del conjunto total de autovalores, y las
autofunciones a aquellas que satisfacen la condicién implicita en la matriz del Hamil-
toniano discretizado, en r.. Para obtener la totalidad del conjunto asociado a éste tipo

de condicién asintética, debe realizarse un calculo para cada valor real de la derivada

logaritmica impuesta en el borde.

Figura 3.6: Autofunciones de la magnitud del potencial Coulombiano para energias
positivas.

En cuanto a la convergencia de las soluciones, la misma es comparable a la obtenida
para autoestados de energias negativas. El resultado de las funciones de onda se muestra
en la figura 3.6, para £ = 0,5 u. a. y r. = 30 u. a. S6lo mostramos aqui el resultado

de dos diagonalizaciones: una con condicién de borde homogéneas (figuras 3.6 a y b),
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y otra en la que tanto la funcién como la derivada tiene un valor negativo (figuras 3.6
cy d).

Las figuras 3.6 a y ¢ muestran autofunciones correspondientes a valores de [ negati-
vos (potenciales atractivos), mientras que las figuras 3.6 by d corresponden a valores de
B positivos. Corresponden a autofunciones con comportamiento notablemente diferente

en las regiones internas.

3.1.3. Energias positivas y condiciones de flujo

En esta seccion mostraremos la convergencia de las autofunciones con condicién
de borde de flujo no nulo y energias reales (consideraremos solamente el caso de flu-
jo saliente). Como hemos visto, el potencial generador no puede tener componentes
Coulombianas, puesto que las soluciones correspondientes tendrian un comportamien-
to potencialmente divergente. Consideraremos entonces el caso de dos potenciales de
corto alcance.

Comencemos con el potencial de Hulthén, paraa =4 u. a., 7. =20 u. a. y E=0,5
u. a.. El resultado de las primeras 4 autofunciones y de los autovalores para distintos

valores de 7. se muestran en la figura (3.7), junto con los autovalores.

2 \
T T T T T T T T L 4
L » Exactos i 1- — Re{S, H A
20 . =20(u.a) c F Re{ So'l}
r=40(@ua)l{ S0 02 1\
Cc U) L - Re{ SO 3}
—~15- I, =60(u.a) || - _Re(S.}
® r.=100 (u. a) i o 04
=) r, =200 (u. a)| -2 : : : : :
&= 10
—
E .
5 h
! ] ! ] | | . |
% 20 - 20

10 0 10
Re{B} (u.a)

Figura 3.7: Autovalores y autofunciones de la magnitud del potencial de Hulthén para
energias positivas y condicién de onda saliente.

En cuanto a las primeras autofunciones, éstas no presentan diferencias con el resul-
tado analitico que puedan apreciarse en un grafico, por lo que sélo hemos graficado las

analiticas. Observando los autovalores notamos que se necesita incrementar bastante
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el dominio de evaluacion r. para que las curvas correspondientes al resultado numérico

se acerquen a la analitica.

Tomando valores de r. muy pequenios (por ejemplo r. = 10 u. a.) los efectos del
borde se manifiestan en dos aspectos. Por un lado, la curva g que define el compor-
tamiento Im{3} = g(Re{S}) estd por debajo de la correspondiente a los autovalores
exactos. Por otro lado, aparecen autovalores con parte real positiva, que no existen
para el problema de autovalores exactos. Los mismos describen una curva aproxima-
damente recta que pasa por el origen, y rota en sentido antihorario a medida que 7. es
incrementado. Estos autovalores persisten atin para valores r. para los que el potencial
de Hulthén tiene una magnitud muy pequena. Para r. mayores a 60 u. a., la inversa
de la representacion matricial del potencial contiene elementos muy grandes y presenta
inestabilidades en el algoritmo. Para r. = 60 u. a. el valor del potencial es del orden
de 3,2107% w. a., v es considerado nulo para r mayores. Esta pequena diferencia en
la condicion asintética respecto del valor exacto tiene consecuencias notorias sobre el

resultado del autovalor.

Para poder calcular los autovalores para r. mayores debié agregarse un valor cons-
tante al potencial del orden de magnitud de 107 u. a., entre 0 < r < r.. Sin embargo,
se encontrd que la convergencia a los autovalores exactos no es alcanzada, como pro-
ducto de la presencia de dicho factor. La rama de autovalores que originariamente (para
r. pequenos) se encontraba a la derecha se acerca a la rama correcta de la izquierda a

medida que r, aumenta, pero la magnitud no se corrige completamente.

Sin embargo, esto no debe considerarse como un problema del método, ni que el
resultado de las diagonalizaciones sea erréneo. Lo que sucede es que las autofunciones
tienen una magnitud apreciable en todo el espacio, y el efecto de cortar al potencial en
la regién externa produce diferencias en los autovalores. Las curvas correspondientes a
los autovalores numeéricos de la figura 3.7 corresponden a las soluciones del potencial

de Hulthén cortado en r..

Para demostrar que, dentro del dominio radial numérico las soluciones son adecua-
das, vamos a resolver el problema de autovalores de un pozo esférico de potencial de

la forma:

-1 si r<r,
0 si ro<r
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con condiciones de onda saliente. En este problema, el potencial es estrictamente cero
cuando r > r.. Los resultados numéricos son comparados con la soluciéon numérica a
la ecuacion trascendental analitica, que puede calcularse con un programa comercial.
Los resultados de nuestro calculo se muestran en la figura 3.8, para r. = 50 u. a. y una

energia de 0,5 u. a., y se encuentran en excelente acuerdo con los resultados exactos.

T T T T T
0.04- © -
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s + Exactos g
y o @®
—~0.03 © Numericos . © |
@ ©©©
] - o .
= ©©©©©©©©©©©©©©©©©©©©©©@
—~ 0.02- ° -
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- r ® B
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- 001* ® n
®
| ® A
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4 -3 -2 -1
Re{B} (u. a.)

Figura 3.8: Autovalores y autofunciones de la magnitud de un pozo de potencial esférico,
para energias positivas y condicion de onda saliente.

3.2. Evaluacion de estados ligados

A continuacién mostraremos un ejemplo de aplicacion al calculo de estados ligados
del 4&tomo de hidrégeno, evaluado de acuerdo a la teoria expuesta en la seccion 2.5. Para
esto hemos impuesto a la base una condicién de borde de caja en un dominio radial de
r. = 100 u. a. dividida en 50000 puntos, de modo de poder representar correctamente
hasta el quinto estado excitado. El tamano de la base se denota con la letra N,. La
energia de la base se eligio igual a la de éste ultimo: —0,02 u. a., y como potencial
generador un potencial de Yukawa de la forma rV(r) = exp(—0,1r). Tomando estos
parametros son necesarias sélo 10 funciones de base para obtener entre 4 y 7 cifras

significativas correctas en las energias obtenidas por diagonalizacién (ver tabla 3.3).
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’ n \ exacto Ny=25 Ny, =10 ‘
1]-0,5 —0,490572891055593 —0,499999987179610
2 | —0,125 —0,08297288207926015 —0,124999985253508
3 —0,05 —0,01999997122591904 —0,05555465994822262
4 | —0,03125 0,03806937539784576  —0,03120415179494549
51 —0,02 0,752235026130298 —0,0199999712258519

Tabla 3.3: Energia de las expansiones para el dtomo de hidrogeno.

Como puede verse en la tabla 3.3 el mejor resultado para la energia corresponde a
la del quinto estado. Esto se debe a que, ademas de hacer coincidir la energia de la base
con la del estado, hemos elegido el valor adecuado para el decaimiento exponencial del
potencial de Yukawa, de modo tal que toda la base tenga el comportamiento asintético
correspondiente a dicho estado (ver figura 3.9).

En la figura 3.9 se muestra el resultado de la expansion con 10 funciones de base,
junto con las soluciones exactas, donde puede verse que no existen diferencias aprecia-

bles entre ambas.

1 T T T T T T T T
Roylx(numericas) — Rys (exactas) |
Ro,zX - R0,2 ]
Ro,3 X - RO,B ]
R0,4 x Roa i
Ro,s X>< R0v5
% O'ZR XXXV x exp(-0.1r)
oH —
1 L | L | L |
40 60 80 100
r(u.a)

Figura 3.9: Resaltado de la expansion de los estados ligados para el potencial Coulom-
biano.

Debemos destacar que el método empleado para evaluar las funciones Sturmianas
es mucho mas sofisticado y preciso que la expansiéon que acabamos de evaluar. El
resultado de las autoenergias del dtomo de hidréogeno puede obtenerse empleando una
base de energia nula con condiciones de borde de caja, y empleando un potencial

auxiliar de la forma (3.1). En tal situacidn, el parametro 5 juega exactamente el mismo



62 El problema de dos cuerpos

rol que una energia, puesto que su accion es constante en el espacio. Las funciones
Sturmianas obtenidas son equivalentes a las autofunciones de la energia del dtomo de
hidrégeno. Empleando una grilla radial similar a la empleada para la base con que se
realizé el calculo de la figura 3.9 se obtienen los autovalores de energia que se muestran

a continuacion:

[ n| exacto B, + O(Ar?) (u.a.) B+ OAr?) (u.a.) |
1 —0,5 —0,4999995000 —0,499999999980
2| —0,125 —0,1249999687 —0,124999999991
3 —0,05 —0,0555555493 —0,055555555547
4 | —0,03125 —0,0312499980 —0,031249999991
) —0,02 —0,0199999706 —0,019999971494

Tabla 3.4: Niveles de energia del atomo de hidrégeno obtenidas con el método de la
funcién Sturmiana equivalente.

Puede verse de la tabla que la precision en los autovalores es excelente.
Por ultimo debemos hacer un testeo sobre la convergencia de los autoestados al
expandirlos con una base cuyo comportamiento asintético no estéa relacionado con el

de los estados buscados.

100

Figura 3.10: Resultado de la expansién de los estados ligados para el potencial Coulom-
biano con autoestados con condiciones de flujo no nulo.

Tal es el caso de la obtencién de los autoestados de la figura 3.10, pero con una base

de energias positivas y condiciones de borde de flujo. El resultado de las autofunciones
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correspondientes al cuarto y quinto estados excitados se muestran en la figura 3.10, y

los autovalores de energia en la tabla 3.5.

’ n ‘ exacto N =50 N =60 ‘
11]-0,5 —0,49999981905 —i1,4 10~ —0,49999981935 — i6,1 10~
2 | —0,125 —0,12499998647 + 44,6 10713 —0,12499998650 + 1,1 1012
3| —0,05 —0,05555555054 — 39,09 10719 —0,05555555205 + 31,6 10712
41 —-0,03125 —0,03123591985 — 44,7 10~ —0,03124997918 — 47,8 107°
51 —0,02 —0,01890781099 — 1,8 1074 —0,01997242560 — 6,5 1076

Tabla 3.5: Energia de las expansiones para el atomo de hidrégeno.

Como puede verse de los resultados, la convergencia es mas lenta, pero puede ser

alcanzada porque la base es completa.

3.3. Evaluaciéon de estados de dispersion radiales

Como 1ltimo ejemplo de aplicacién de las funciones sturmianas a sistemas de dos
cuerpos vamos a tratar brevemente un problema de dispersién, en el cual una particula
que incide con momento definido k; se dispersa por un potencial de la forma rU(r) =

Z +rUp(r), donde Z = 1 w. a., y U, es un potencial Coulombiano cortado:

— (% — %) si r<r.
Uin(r) = ¢ (3.2)

0 si re<r
donde r. = 10 u. a. y £ = 0,5 u. a.. Para resolver el sistema de ecuaciones se utilizé una
base de Sturmianas con potencial auxiliar U, y un potencial generador de la forma (3.1).

El estado inicial no perturbado viene dado por las funciones radiales Coulombianas

(2.31).

& (Ar=10"* u. a.)

[ 0 1 2 3
N =101 0,92613 1,41370 0,93379 0,61675
N =2010,92546 1,41330 0,93567 0,61676
N =3010,92545 1,41327 0,93589 0,61677
exacto | 0,92557 1,41325 0,93590 0,61727

Tabla 3.6: Corrimientos de fase para la dispersion por el potencial Coulombiano super-
puesto a un potencial Coulombiano cortado.
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En el la tabla 3.6 se muestra la convergencia de los corrimientos de fase para distintos
tamanos de base. Notese que se obtienen las primeras dos cifras significativas con sélo
diez funciones de base. Dado que las funciones Sturmianas tienen el comportamiento
asintético adecuado, la convergencia se da en todo el espacio, mientras que el calculo

se realiza solo en la regién r < r..

Figura 3.11: Componentes radiales del estado de dispersién de un electréon por un
potencial esférico.

Los resultados del calculo de las funciones de onda para las primeras 4 ondas par-

ciales puede verse en la figura (3.11), y es comparado con la solucién analitica.



Capitulo 4

Sintesis del problema de dos
cuerpos

En los capitulos precedentes se realizo el estudio de la ecuacion de Schrodinger
para sistemas de dos particulas que interactiian mediante fuerzas que dependen de la
distancia entre ellas, y que actia sobre la linea que las une. Se escribié la ecuacién en
coordenadas esféricas y se emplearon armonicos esféricos para representar la dindamica

angular. De ese modo, el problema se redujo al estudio de la ecuacion radial.

El anélisis de la ecuacién radial fue intensivo. Se investigaron las soluciones regulares
e irregulares. Se estudiaron los casos en que los parametros involucrados en la ecuacion
son reales o complejos, y para potenciales de interaccién de corto y largo alcance. Se
realiz6 también un estudio de las condiciones de existencia de las soluciones fisicamente
aceptables (es decir regulares), para las diferentes condiciones asintéticas y dominios

de los parametros en el plano complejo.

Se analizaron las propiedades de los espectros de autovalores, tanto de la energia
como de la magnitud del potencial central, para distintas condiciones asintoéticas. Para
el problema de autovalores de la energia se encontro el resultado conocido: un espectro
discreto para energias negativas y uno continuo para energias positivas, suponiendo
que se trata de un potencial real. Si el parametro 5 es complejo, los autovalores dis-
cretos se vuelven complejos, mientras que los continuos permanecen en el eje real si el
potencial es de corto alcance. Para 8 complejos multiplicando un potencial de compor-
tamiento Coulombiano, el espectro de autovalores continuo no corresponde a soluciones

fisicamente aceptables.

Para el problema de autovalores del potencial los resultados también son fuertemen-

te dependientes tanto de las condiciones asintéticas, como del valor de los parametros
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de la ecuacién. Para energias reales y negativas, el espectro completo de autofunciones
es discreto y negativo. Para energias reales y positivas el mismo es continuo y abarca
todo el eje real si el potencial es de largo alcance, y continuo y perteneciente a cualquier
punto del plano complejo si el potencial es de corto alcance. Para energias complejas

solo existen autovalores complejos.

En todos los casos, los pardametros reales en la ecuacién condujeron a soluciones
con condiciones de onda estacionarias, mientras que los parametros complejos a au-
tofunciones con condiciones de flujo no nulo, tanto entrante o saliente como mixto.
Se mostraron ejemplos de las soluciones encontradas para el potencial de Hulthén y
para el potencial Coulombiano, para el problema de autovalores de la energia y para el
problema de autovalores de 5. De todas las soluciones encontradas nos interesan funda-
mentalmente dos conjuntos: los autoestados de potenciales centrales correspondientes
a energias reales y negativas fijadas externamente, y los correspondientes a energias

reales y positivas, con condiciones de flujo no nulo.

Para imponer las condiciones asintéticas apropiadas a las funciones Sturmianas,
debemos utilizar dos potenciales. Un potencial generador, el cual se encuentra mul-
tiplicado por el autovalor 3, y un potencial auziliar que permite, entre otras cosas,
modelar la forma asintética de las funciones de onda. Eligiendo un potencial generador
de corto alcance, y un potencial auxiliar con componente Coulombiana, puede obtener-
se una base en la cual todos sus elementos tienen el mismo comportamiento asintotico,
correspondiente al de una particula con energia definida, moviéndose en un potencial

de largo alcance con condiciones de onda estacionaria o de flujo no nulo.

En la seccion 2.6 desarrollamos esquemas numéricos de discretizacion para resolver
la ecuacién radial con potenciales y condiciones asintéticas generales. Estos procedi-
mientos dependen de la diagonalizacién de una matriz tridiagonal simétrica. Para con-
diciones de flujo no nulo dicha matriz no es hermitica, y no se dispone en las bibliotecas
de acceso publico de una subrutina para diagonalizarla. Por medio de los algoritmos
publicados por F. T. Luk and Q. Sanzheng [45] se desarrollé el software para resolver
dicho problema, el cual es adecuado también para matrices tridiagonales hermiticas no

simétricas.

En el capitulo 3 se demostro la convergencia del método numérico propuesto para la

evaluacion de las autofunciones y autovalores de la magnitud del potencial, para distin-
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tas condiciones asintéticas y valores reales de la energia. También, mediante distintos
ejemplos, se demostrd la utilidad de las mismas para resolver problemas de estados
ligados y distintos procesos de colisiones.

Hasta el momento, no existian en la literatura estrategias sofisticadas para generar
funciones Sturmianas con condiciones de borde arbitrarias y para cualquier valor de la
energia. El trabajo presentado en esta parte de la tesis apunta en esa direccién, y en

ese sentido es uno de los resultados mas importantes de la misma.



El problema de tres cuerpos






Capitulo 5

Introduccion

El problema de tres cuerpos cuantico constituye uno de los desafios tedricos méas
importantes de las tultimas décadas en el area de la fisica atomica, debido a que el
mismo corresponde al problema de varios cuerpos méas simple para el cual no se conoce
una solucion analitica. La evaluaciéon de la funcién de onda de estos sistemas es funda-
mental en el estudio de las configuraciones electrénicas de los estados ligados atémicos
y moleculares, asi como también en el de procesos que involucran la dinamica de las
particulas en el continuo, como por ejemplo los problemas de ionizacién por impacto de
proyectiles o de fotoionizacién, entre otros. Es por este motivo que distintas estrategias
numeéricas de solucion de la ecuacion de Schrodinger de tres cuerpos se han desarrollado
continuamente y probado durante los ultimos anos.

Las aplicaciones de dichos métodos abarcan un amplio rango de procesos fisicos,
tales como la ionizacién de hidrégeno por impacto electrénico (e,2e) [46], la fotoioni-
zaciéon de dtomos de dos electrones [47, 48], etc. Las técnicas experimentales, por otro
lado, han avanzado significativamente [49, 50|, dado que han medido procesos (e,2e)
en atomos de muchos electrones, moléculas y hasta superficies, junto con procesos de
fotoionizacién multiple. También procesos (e,3¢) que estéan lejos de ser representados
adecuadamente por una técnica ab-initio.

Para problemas de estados ligados de sistemas de tres particulas, la obtencion de
la solucién no presenta mayores dificultades, y existen diversas metodologias de apro-
ximacién de las mismas [51, 52, 53]. Uno de los métodos mas empleados en el célculo
de estados ligados de dtomos de dos electrones es el de Configuracién Interaccién (CI).
El mismo, aunque de convergencia lenta, es de facil implementacién respecto de otros

métodos [54, 55|, y su extensién a sistemas atémicos de més electrones es natural.
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El método CI ha sido empleado ademas para el calculo de la evolucién temporal de
los estados ligados atémicos en problemas de fotoionizacién [56], y para el estudio de

atomos en presencia de campos eléctricos estaticos [57].

Por otro lado, los estados de dispersion correspondientes al proceso de fragmentacion
atomica por impacto de proyectiles son de extensién espacial infinita, por lo cual gran
parte de las metodologias han resultado ser de menor eficacia, o bien, si convergentes, de
consumos computacionales muy grandes [58, 2]. El problema de los estados del continuo
de tres cuerpos tiene dos dificultades principales. Por un lado, el empleo de dominios
numeéricos para la evaluacién de un estado de extensién espacial infinita implica algiun
tipo de aproximacion en la forma asintética de la funcion, lo cual influye en el resultado
de calculo en todo el dominio numérico. Por otro lado, una vez evaluada la funcion de
onda, debe extraerse la informacién relacionada con la probabilidad de ocurrencia de
los distintos procesos (o canales) finales de la colisién [59, 60]. Para ambos problemas
se han desarrollado metodologias numéricas que llevan eficientemente a los resultados

correctos para los problemas tratados [46, 1, 6].

En los capitulos que siguen presentaremos una metodologia completa para tratar
sistemas atémicos, ya sea para el calculo de estados ligados, como para el estudio de los
estados de dispersiéon, basado en las funciones Sturmianas estudiadas en los capitulos
anteriores. Una de las propiedades importantes que estas funciones tienen para el tra-
tamiento de estados ligados se encuentra en el tratamiento de la condiciéon asintotica
de la base. Debido al amplio rango de potenciales auxiliares y generadores y diversas
condiciones asintéticas que puede imponerse en las coordenadas radiales electrénicas,
este nuevo enfoque constituye una generalizacién de los cédlculos de configuracién in-

teracciéon desarrollados hasta el momento [61].

Por otro lado, para el cédlculo de estados de dispersion, mostraremos que la parte
de scattering de la funcién de onda puede expandirse adecuadamente por medio de
las funciones Sturmianas de energias positivas y condicién de onda entrante o salien-
te, apropiadas al problema en consideracion. Mostraremos que la convergencia de la
funcién de onda es acorde a la del método de Exterior Complex Scaling (FCS') (en con-
traste a la convergencia de los métodos de Close Coupling). Ademds mostraremos la
aplicacion del calculo para dos funciones de scattering distintas, asociadas a los canales

iniciales y finales de una colision. La funcién de scattering correspondiente el canal final



72 El problema de tres cuerpos

de la colisién sélo ha sido tratada en forma ab initio por el método de Close Coupling,
para problemas de doble fotoionzacién [62, 63]. Se empleara una técnica desarrollada
para el método ECS que nos permitira extraer la amplitud de dispersion, tanto para
la funcion de scattering inicial como final.

En el capitulo siguiente haremos una descripcion de las distintas metodologias exis-
tentes basadas en funciones Sturmianas Coulombianas, y expondremos el método de
CI con funciones Sturmianas (CIFS), donde emplearemos las funciones numéricas es-
tudiadas en los capitulos 2 y 3. Mostraremos un ejemplo de la eleccién adecuada de
parametros de base y de potenciales centrales, cuantificaremos la precisién numérica
de célculo, y mostraremos la convergencia para la expansion en ondas parciales de los
estados ligados de helio e ion hidrégeno. Mostraremos ademas el resultado del célculo
para algunos estados excitados.

En los tltimos capitulos desarrollaremos la teoria para la expansion de las funciones
de onda iniciales y finales para el problema de fragmentacion. Presentaremos tres ejem-
plos analiticamente resolubles, muy sencillos, pero que contienen todas las dificultades

en cuanto a la imposicién correcta de la condicién de dispersion.



Capitulo 6

Atomos de dos electrones

El método de Configuracion Interaccion CI ha sido extensamente utilizado en el
célculo ab-initio para sistemas atémicos de N electrones [26, 64, 65, 66, 67, 52]. Su
aplicacion consiste en la expansion de la solucién de la ecuaciéon de Schrodinger en
términos de una base de funciones antisimetrizada, construida a partir de productos
de orbitales atémicos, expresados en las coordenadas esféricas electrénicas [67]. En la
mayoria de las aplicaciones de CI, el ntcleo se considera en reposo en el origen de
coordenadas, y solo se toma en cuenta la dindmica de los electrones en el potencial
central asociado a la interaccién entre éstos y el nicleo. De esta manera, y por medio
de una expansion multipolar del término de repulsién interelectrénica, la ecuacién
3N dimensional (una variable para cada coordenada electrénica) puede convertirse
en un set de ecuaciones N-dimensionales acopladas, que dependen unicamente de las

coordenadas radiales electrdnicas.

Las principales ventajas de un método de CI respecto de otras aproximaciones es
su simplicidad y flexibilidad, dado que el célculo ab-initio para sistemas de dos o mas
electrones es relativamente facil. Su desventaja, por otro lado, es la baja tasa de con-
vergencia de los autovalores de energia y otros observables, como funcién del niimero
de funciones de base. Otro tipo de expansiones han sido implementadas para sistemas
de dos electrones (véase, por ejemplo [55, 68, 69]), cuya convergencia como funcién del
numero de funciones de base es sustancialmente mejor. Tal mejora se debe a que las
funciones de base de estas expansiones incluyen la dependencia en las coordenadas re-
lativas o perimétricas, de la que también depende el potencial de repulsién electrénico.
Diferentes bases de este tipo han sido discutidas por R. C. Forrey [54]. Otras combi-

naciones de funciones construidas en términos de series de potencias, del estilo de las
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originalmente propuestas por E. A. Hylleraas [70], han sido implementadas reciente-
mente por K. Rodriguez y colaboradores [51, 71], obteniéndose excelente convergencia
con un numero pequenio de funciones de base. Sin embargo, el algebra involucrada
detras de este tipo de expansiones es sumamente complicada [69], y la diagonaliza-
cion del Hamiltoniano requiere un importante consumo de recursos computacionales.
Ademas, las coordenadas perimétricas no estdn definidas para sistemas atémicos ge-
nerales de N —electrones, y sélo recientemente pudo extenderse el método al caso de
tres electrones [72]. En este sentido, la extension del algebra de los métodos CI para
sistemas de varios electrones es inmediata, y esa es la razon por la cual la teoria es

mejorada y testeada continuamente en sistemas de dos electrones.

Entre las metodologias de CI que han sido aplicadas a sistemas atémicos, las mas
eficientes han sido aquellas que usan una base de FSC (también llamadas del tipo
Laguerre), estudiada en la seccién 2.4.2. Para estados de un solo electrén, la misma
remueve el término de energia cinética de la ecuacién, y provee un comportamiento
asintotico similar al del autoestado que se esta expandiendo, si se elige adecuadamente
la energfa (paramétrica) de la base. En expansiones de sistemas de dos o més electrones,
los parametros asociados a la base de funciones F'SC pueden ser optimizados, de modo
de obtener los mejores valores de energia para un dado nivel [52]. Estos también pueden
elegirse complejos, de modo de imponer condiciones adecuadas en la expansion de
estados autoionizantes o de dispersién [56]. Aunque los mismos se eligen de acuerdo
a consideraciones fisicas, rara vez se hacen coincidir con la energia del sistema, y esta
cantidad no resulta removida de la ecuacién de tres cuerpos. Una excepcion es el caso
de las funciones Sturmianas Generalizadas GS, propuestas por Avery y colaboradores
[73, 26, 64, 65]. La base GS se construye como producto de funciones FSC de dos
cuerpos, donde las energias paramétricas asociadas a la base se combinan de modo tal
de remover la energia del sistema. El método GS resultd ser eficiente en la expansion
de estados ligados de atomos de dos y tres electrones, asi también como en sistemas
moleculares. Sin embargo, recientemente se ha comprobado que la base de funciones G'S
no es completa, y que los elementos de base no incluidos estan asociados con funciones

FSC de dos cuerpos de espectro continuo [74, 75|, con energias de base positivas.

Habiendo demostrado su eficiencia las funciones FSC [67, 52, 68, 56], se ha men-

cionado (véase [26], capitulo 3) que la misma estd relacionada con el correcto com-
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portamiento asintético de la base, el cual coincide con el del estado a expandir. Sin
embargo, hemos visto en los capitulos anteriores que ésto no es asi, puesto que que las
FSC incluyen un factor logaritmico que depende del autovalor, y por lo tanto varia
de un elemento de base a otro. Esto implica que para obtener estados atémicos con el
comportamiento asintético exacto, las FSC también deben expandir la region asintéti-
ca. Sin embargo, existen otros conjuntos de F'S que pueden utilizarse, mas adecuadas
para el problema en estudio (e incluso al estado particular que desea expandirse), que

permiten incrementar la eficiencia de las expansiones [61].

Un set adecuado de FS consiste en el conjunto que se origina a partir de un po-
tencial generador de corto alcance. Este potencial, no incluye el factor logaritmico
caracteristico del potencial Coulombiano. Ademas, puede incluirse un potencial auxi-
liar, que modele la dinamica del electrén con el niicleo. Este potencial puede ser de largo
alcance, y proveer a la base de un unico factor logaritmico Coulombiano, independiente
del autovalor, e igual al del estado en expansion. Luego, el comportamiento asintotico
adecuado se obtiene fijando las energias de la base de acuerdo a consideraciones fisicas

respecto al estado que desea representarse.

La construccion y testeo de la metodologia que acabamos de describir es uno de los
propésitos del presente capitulo. Para obtener las funciones Sturmianas se emplearan
los métodos numeéricos que hemos desarrollado y testeado en los capitulos 2 y 3, los
cuales nos permitiran tratar con diferentes tipos de potenciales centrales atémicos y
condiciones de asintéticas de la base. El testeo de la convergencia se realizard estudiando
la energia del estado fundamental del atomo de He y H™, para distinto ntimeros de
ondas parciales (configuraciones angulares electrénicas) incluidas, y seran comparadas

con dos calculos de otros autores, realizados con el método CI y con la base de FSC.

Una vez expuesta la metodologia para estados ligados de atomos libres, realizaremos
un estudio de dos modelos de atomo de He confinado, que ademas de ser sistemas
fisicos de interés actual nos permitiran testear el calculo con distintas condiciones
de contorno y potenciales centrales. Dicho estudio es necesario e interesante, puesto
que las propiedades de los atomos confinados son notoriamente diferentes a las de su

contraparte libre [76, 77].

El primer calculo de un atomo confinado fue realizado con el dtomo de hidrégeno, y

se debio a A. Michels y colaboradores [21]. El sistema sigue despertando el interés en la



76 El problema de tres cuerpos

comunidad [22, 23]. Para dtomos de dos electrones el primer estudio fue realizado por
C.A. Ten Seldam y S.R. De Groot 78], mediante métodos variacionales con funciones de
Hylleraas. Posteriormente, calculos CI fueron realizados por E. Ludena y M. Gregori
[79], y evaluaciones con métodos de Monte Carlo por S. Goldman y C. Joslin [80].
Estos modelos son adecuados para el estudio de dtomos bajo presion, confinamiento de
hidrégeno, y el efecto de atomos de hidrogeno y helio intersticiales en redes cristalinas,

como principales causantes de fracturas en metales.

Otro problema de interés actual consiste en el confinamiento de todo tipo de espe-
cies atémicas y moleculares en moléculas de fullereno C,,. El confinamiento de atomos
y moléculas por fullerenos es un area en continuo desarrollo experimental y promete-
dora en el area de desarrollo de materiales y entendimiento de sintesis y dindmica de

macromoléculas [81, 82, 83, 84].

Mostraremos que la resolucién de estos sistemas con bases de funciones Sturmianas
es muy simple, dado que la informacion sobre el confinamiento puede ser incluida en

la misma. Mostraremos resultados de relevancia fisica y computacional actual.

El orden de los proximos capitulos es el siguiente. En primer lugar daremos una
expresién para el Hamiltoniano en las coordenadas esféricas que posicionan a los elec-
trones, de modo que nos sirvan las separaciones presentadas en la seccion 2.1. Este
sistema es adecuado para emplear expansiones de las soluciones en una base de fun-
ciones que sean autoestados del momento angular total y de su proyeccién a lo largo
del eje z. Veremos que la dependencia angular puede ser resuelta analiticamente, y
que el problema se reduce a resolver un sistema de ecuaciones radiales bidimensionales

acopladas por el término de interaccién electronica.

Luego mostraremos un conjunto de funciones radiales de dos electrones generado a
partir de las funciones de dos cuerpos estudiadas en el capitulo anterior. Compararemos
dicha base con otras construcciones de Sturmianas actualmente utilizadas en el calculo
de estados ligados atémicos. Por iltimo discutiremos la metodologia numérica utilizada
en la obtencion de los autoestados de la energia que resultan de la solucion del conjunto

de ecuaciones radiales acopladas.

Estudiaremos la convergencia de la expansion en F'S para el sistema del atomo de
helio y del ion hidrégeno. Luego presentaremos ejemplos de aplicacion de la base en sis-

temas modelos de atomos confinados, de modo tal de poner en evidencia la versatilidad
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de la base numérica en el tratamiento de diversas condiciones de borde.

6.1. El método de Configuracion Interaccion para
estados ligados

Si utilizamos coordenadas esféricas ({r;,0;, p;}, i = 1,2) para describir la posicién
de los electrones respecto del origen de coordenadas (donde se supone el nicleo del
atomo en reposo), el potencial central en el que se mueven los electrones dependera so-
lamente de las respectivas coordenadas radiales r;, mientras que la interacién entre ellos
dependerd de su distancia relativa ris = |r; — ry|. Con este tipo de interacciénes los
autoestados del sistema pueden expandirse en términos de autofunciones del cuadrado

del momento angular total y de su proyeccién a lo largo de un eje.

6.1.1. Expansion del Hamiltoniano en ondas parciales

La ecuacién de Schrodinger més general que consideraremos en esta tesis, para el

problema de tres cuerpos, es:
[H — E]VU(ry,re) =0, (6.1)

donde el Hamiltoniano es de la forma:

H= -9 = 292 4 U.(r) + Up(ra) + —| . (6.2)

2p 70 2p 712
U; (j = a,b) es el potencial que modela la interaccion entre cada electréon y el niicleo.
E es la energia del sistema y 112 = |ris| = |r; — ro| es la distancia entre los electrones.
Para el término de interaccién electrénica emplearemos la siguiente expansion en ondas
parciales:
l

1 . rl< 471' m (o mx* (23
— = ZEm D Y)Y (F), (6.3)

r
12 =0 m=—

donde 7~ (rs) es el menor (mayor) entre 71 y ro.
Por simetria es ficil demostrar que el Hamiltoniano de la ecuacién (6.1) conmuta

con el operador momento angular total L, y con su proyeccién a lo largo del eje z, L,
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(véase [85], pagina 1000). Las componentes de L no conmutan entre si, pero cada una
de ellas conmuta con L?. Por lo tanto, es posible exigir a los autoestados de energia
que también sean autofunciones de L? y L.. En coordenadas esféricas electrénicas, el
operador momento angular total actia sélo sobre las variables angulares, y se conoce la
combinacion lineal de productos de armonicos esféricos en cada coordenada electronica
angular que forman un conjunto de autoestados de L? y L, con respectivos autovalores
L(L +1) y M. Dado un par de niimeros cuanticos I, y I, correspondientes a L? y L3,
serd un autoestado de los operadores L? y L, del sistema de dos electrones cualquier

funcion de la forma:
\Ili”]l\f(rl’ ry) = R(r1, 7“2)371{.:’,?54(?1,?2)7

siempre que los nimeros cudnticos satisfagan la regla de seleccién del tridngulo ([85],

pégina 1023)
|la - lb’ S L S ’la + lb’a

donde a denota la configuracién asociada al electrén 1 y b la asociada al electrén 2.

Las funciones ) se conocen como armonicos biesféricos, y se definen como:

Vi (81,7) Z Z (s Iy My my| L, MYY;™ (£1)Y,™ (%) =

Mmae=—lg mp=—1p
Min[lg,M+l)
> (Lo by M, M — mg| L, M)Y,™ (1) VM 77 (3,), (6.4)

mae=Maz[—la,M—1p]

donde los elementos de matriz (l,, lp; Mg, mp|L, M) son los coeficientes de Clebsch—
Gordan [86]. También es posible expresar los productos de arménicos esféricos en

términos de los armonicos biesféricos:

la+lp
)/l <r1> Z Z aalb>maamb|L M):yl b (r17/f2) =
L=|la—lp| M=—L
la+lb
> (o i M, | L g 4+ mp) Ym0 (5, ). (6.5)
L=|la—1y|

Los arménicos biesféricos satisfacen las siguientes propiedades de ortogonalidad:

s 2 ™ 2
/ d@l sin ‘91/ ngl/ d92 sin 92/ d@gyi:?j*(?l,?Q)yijiw </I'\1,/I'\2) = 5L,L’5M,M(6-6>

0 0 0 0
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y clausura:

la""lb
L M* o~ o~ o~ ~ o~ ~
E : E , Ve Ao 17r2)yl zb( T ) = (1 —T17)6(T2 — Ty) (6.7)
L=|la—ly| M=—L
Notese que los arménicos biesféricos constituyen sélo una reexpansion del producto
de funciones de base angulares Y, y que la suma en los niimeros cuanticos my y ms

en la clausura ha sido reemplazada por la suma en L'y M (ecuacién (6.7)).

En general, los estados autofunciones del Hamiltoniano (6.2) y de los operadores de
momento angular, se escribirdan como una combinacion lineal de funciones con diferentes
valores de [, y [,, que satisfagan la regla del tridngulo con L. La expresién mas general
para un autoestado de los operadores de momento angular pude escribirse como:

Lo Min[L+l1q,Lp]

Uetenr) =3 > RO, )V (R (6.8)

la=0 ly=|L—1l,|

. . L.M . . ,
donde las funciones radiales R’ ;, correspondientes al nivel de energia «, dependen

de la forma funcional de los potenciales U y 75 .

Puede verse que hemos impuesto las cotas superiores L, v L; a los valores que
pueden tomar las ondas parciales configuracionales [, y [, respectivamente. En general
el término V, acopla todas las ondas parciales, de modo tal que el autoestado exacto se
alcanza sélo en el limite L, — oo y L, — oo. Sin embargo, en el momento de aplicar
numéricamente la metodologia a sistemas atémicos mediante un algebra matricial,
tanto los valores L, y L, como los limites en los indices de las sumas radiales (véase mas
adelante, ecuacién (6.10)) deben ser finitos, de modo que siempre tendremos estados

aproximados.

Otro operador que conmuta tanto con el Hamiltoniano como con el operador de
momento angular es el operador de paridad. Teniendo en cuenta la forma del estado

WLM -y ytilizando la propiedad:

Y1) = (-1)'Y"(1),

tenemos:

L, Mln[L+la 7Lb]

Uit (—ry, —1y) = Z Z (— )l“HbRal lb(Tl,Tz)yl i o (F1,T2).

lu:O lb:IL—la‘
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Vemos que si queremos pedir al autoestado que conserve la paridad debemos restringir
la suma en I, a aquellos términos tales que (—1)*» = (—1) donde II es un entero
par o impar. Cuando sea necesario utilizaremos el valor Il = 0 y II = 1 para denotar

funciones pares e impares respectivamente.

Por 1ltimo, para que la funciéon de onda cumpla con el principio de exclusion de
Pauli debemos exigirle que sea totalmente antisimétrica respecto al intercambio de
coordenadas, tanto espaciales como de espin, es decir, que al realizar el intercambio
en las coordenadas 1 <> 2 la funcién de onda total cambie de signo. Considerando los
estados de espin electrénicos |4) combinados para formar autoestados de S, y S?, se

obtienen autoestados singletes:

Uyio(ry, 12) [+-)=1=+)

— X
V2 (
y tripletes:

|+ +)
W (re,12) X H+=)+1=+)

==
donde las funciones espaciales \Ifiy ¢ son simétricas (S = 0) o antisimétricas (S = 1):

1
\Ilézﬁ/{s(rl, ry) = E (\Ifi”M(rl,rg) + (—1)5\IJ§=M(1~2, rl)) , (6.9)

y las funciones |+) y |—) son estados de espin ortonormales:
FH =) =L+ = () =0.

Para compactar la notacion utilizaremos en lo que sigue el indice I en lugar de los
nimeros cudnticos de paridad momento angular y espin: I = {L, M, S, 11}, de modo

tal que la funcién de onda de la ecuacién (6.9) puede escribirse como WY .

Si se aspira a conseguir autoestados de mucha precision con recursos computaciona-
les moderados, serd muy importante tener en cuenta la simetria y paridad al momento
de realizar el calculo. Esto se debe a que las mismas definen subespacios mutuamente
ortogonales. Por lo tanto, las configuraciones angulares correspondientes a las funciones
pares no contribuirén a la convergencia de las funciones impares, y viceversa. Un argu-

mento analogo se aplica a las configuraciones espacialmente simétricas y antisimétricas.
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Como veremos en la secciones siguientes, estas simetrias pueden transferirse a la base
de funciones con las cuales se expande el estado, para obtener autoestados con una

simetria especifica.

Para definir completamente el método de Configuracion Interaccién para sistemas

LM

de la ecuacion
a,la,lp

atémicos de dos electrones, sélo queda definir la funcién radial R,
(6.8). La misma se expande en términos de funciones radiales, soluciones a la ecuacién

(2.7):

No o N FO ) F@
REM () = 30 S s Fna (1) B (72) (6.10)

T T

na=1ny=nyp o

donde v = {ng, ny, l4, [y }. Los pardmetros ¢ son los coeficientes de la expansién, donde
los indices n, y n, son discretos, puesto que se asume que se utilizaran soluciones
de la ecuacion radial para dos cuerpos de espectro discreto, o bien soluciones de un
espectro continuo discretizado mediante alguna metodologia numérica. Los enteros N,
y N, representan el maximo de configuraciones radiales incluidas para cada electrén, y
la metodologia debe ser completa en el limite N, — oo, N, — oo, L, — 0oy Ly — o0.
El supraindice (i) (i = 1,2) en las funciones radiales F' se agrega para tener en cuenta
las posibles diferencias en el valor de los parametros de la ecuacién o en condiciones
asintéticas que determinan las funciones F(M y F®) de modo tal que para valores

ng =Ny v lg = I la forma funcional de las funciones pueda ser diferente.

Cuando se fija la simetrizacién (6.9) es posible que aparezca una dependencia (o
quasi dependencia) lineal entre los elementos de base radiales, que puede provocar
inestabilidades numéricas entre los estados de base tales que [, = [,. Para evitar re-
dundancias en la expansién, la suma en n;, se toma desde un indice n, que puede

definirse como:
nyo = (Na + fsy1 —1) 6y, + 1. (6.11)

donde hemos introducido el factor f,,, que puede definirse como:

hzci%zv. (6.12)

LM

otod, Comienza desde 1, excepto cuando [, = Iy,

Esto implica que la suma en n;, para R

en cuyo caso comienza desde n, para los estados espacialmente simétricos y desde n,+1
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para los antisimétricos.

Teniendo en cuenta las consideraciones mencionadas, podemos escribir para la ex-
pansion de la funciéon de onda total:

Lo  Min[L+l14,Lp)

Ny
\IJI r17r2 Z Z fP+la+lb Z Z 90041/ v I'1,I‘2) (613)

la=0ly=Min|[Ly,|L—14]] na=1np=npo

donde,

FO ) FD ()
(I),{(I'l,rz) = AS la7n¢l< 1> lbanb( 2)

yi:;‘j (T1,T2). (6.14)

El operador Ag se introduce para cumplir con el principio de exclusion de Pauli, y se

define como:
1

V2

Llamaremos N, al niimero total de elementos de base que satisfacen una dada pari-

AgU(ry,ry) = [\If(rl,rg) + (—1)S\IJ(r2,r1)] )

dad y simetria incluidos en la expansién (6.13), de modo tal que ésta puede escribirse

en forma compacta:

E I
I‘171‘2 ()004 Vq) rlar2)

donde v = {l,, ly, nq, np }. Hasta este punto no hemos hecho més que definir el método
de Configuracién Interaccién para sistemas atémicos de dos electrones. La eficacia del
método estard intimamente relacionada con la eleccién de las funciones F'. En la seccion
siguiente mostraremos las posibles elecciones en términos de funciones Sturmianas de

la clase estudiadas en la seccién 2.4.

6.1.2. Bases de funciones Sturmianas

En esta seccion nos focalizaremos en la eleccién de las funciones F' que conforman
la base del método CI. En particular, utilizaremos las autofunciones estudiadas en la
seccion 2.4, que consideran a [ como autovalor y a F como un parametro fijo. El
parametro u presente en las ecuaciones (2.1) y (6.1) corresponde a la masa reducida
del par electrén nicleo, y su valor es 1 en unidades atémicas. Por lo tanto, el producto
de funciones que conforman la base (6.13) remueve los operadores de energia cinética

de la ecuacion (6.1).
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Algunas de las teorias de C'I desarrolladas hasta el momento utilizan FSC| que se
obtienen tomando U = 0y V = 1/r. Existen dos estrategias para la eleccién de las
funciones. La primera de ellas corresponde al método C'I utilizado por H. Shull y P.
O. Lowdin [67]. El mismo consiste en fijar el valor de los parametros E, y Ej y realizar
una diagonalizacion con el producto de FSC' obtenido, que tienen la expresion analitica
dada por la ecuacion (2.44). El segundo corresponde al método G'S desarrollado por J.
Avery [87], en el cual las energias de los electrones son variadas de un término a otro,
manteniendo constante la suma de las energias de las configuraciones electronicas, de
modo tal que dicha suma coincida con el autovalor del Hamiltoniano total, y que el

autovalor [ sea el mismo para cada configuracién.

A continuaciéon expondremos brevemente estas teorias y veremos sus ventajas y
desventajas en cuanto a la resolucion de sistemas atémicos ligados. Luego expondremos
la teoria en términos de las funciones S desarrolladas en esta tesis, donde U coincide

con el potencial central de la ecuacién (6.1), y V' es un potencial de corto alcance.

Funciones Sturmianas Coulombianas (FSC)

El método con FSC' esta basado en la implementacion de las funciones FSC en la

base CI:

Ol (r1,12) = Ag rirrye e L2 2,0y L2 [2k4r0] V7 (F1,T2).

donde hemos omitido el factor de normalizacién y factores multiplicativos presentes en
la ecuacién (2.44). Teniendo en cuenta la definicién: k = /—2uF, podemos ver que al
reemplazar la expansién (6.13) en la ecuacién (6.1) se obtiene:

La Min[L+1q,Lp) M

Z Z Z Z fP+la+lb90aV

la=01,= MZTL[L{,,|L ZH ng=1np= =MNp,0

[VFSC(T17T2)+‘/'6(T12) (E - E, Eb)] ®!(ry,ry) =0, (6.15)

VFSC se define por su accién de la siguiente manera:

VFSC(Tl,TQ)(D,{(I‘l,I‘Q) = —Ag <U(7’1) . ( - + U(?“Q) . (nb +rib>/€nb)

Stama (11) Sty (12) VEM(E 5).

7/.1 7/.2 a,lb

donde el operador

Na + la)kn,
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y hemos utilizado la expresién (2.43) para los autovalores de las funciones Sturmianas
Coulombianas.

En la base de funciones F'SC solo se varian los indices discretos radiales y angulares,
mientras que las energias se consideran fijas. Para un dado autovalor E,,, éstas pueden
elegirse de modo tal que E, ~ E,+ Ej, lo cual optimiza la convergencia de dicho estado
[56]. Debe notarse que las funciones de base utilizadas incluyen un factor logaritmico
que no coincide con la del autoestado buscado, puesto que es dependiente del autovalor,
y en general diferente al que provoca la carga Z del potencial U. Como veremos,
este comportamiento puede corregirse eligiendo Sturmianas generadas con un potencial
de corto alcance. Sin embargo, para cada par de energias negativas F, y FE} la base
generada es completa en todo el espacio, y la precision con la que se obtienen los

autoestados pueden siempre ser incrementada aumentando el tamano de la base.

El método GS incompleto

El método de las Sturmianas Generalizadas formulado por J. Avery [26] consiste en

una expansion a partir de las soluciones del siguiente problema de autovalores separable:

1, 1 / 1 1 I
e e —FE| P =—0,—+— | P, (ry, 6.16
e Vi g VB[ @l = 6, (L4 ) eltur) (010
junto con las siguientes condiciones de regularidad:
lim 7;®! (r;,1;) =0 y lim 7 ®l(r;,r;)| < 00 (1,7 =1,2)
r;—0 r;—00,r; finito

(6.17)
donde v = {ng, l,, np, Iy}, E es un pardmetro (por el momento) fijo, y 3, es el autovalor,
que corresponde a un factor multiplicativo comin a ambos potenciales.

La estrategia G\S para encontrar las autofunciones de este problema consiste en
proponer un producto de funciones FSC| cada una dependiente de las coordenadas de
uno de los electrones. Como el autovalor cambia con los indices n, y n, y es paramétri-
camente dependiente de la energia, se varfan las mismas para que para cada par (n,, 1)
origine el mismo f,, exigiéndose ademas que E = E, + E,. Utilizando la expresién en
términos de los niimeros cudnticos y demds parametros de la ecuacién (ecuacién (2.43))

para los autovalores, la coincidencia de los mismos implica:

ﬁnmla’nb% = —(na + la)\/ —Q,MEa = —(nb —+ lb)\/ —2[LEb Ng, Ny € N. (618)
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Y la condicion sobre la suma de las energias es:

Bt 1 1
E:Ea+E — _ " Masta,Mby% 4 .
’ 2p ((na + lzz)2 (nb + lb)Q)

Trabajando con las dos ecuaciones anteriores se llega a una expresion para el autovalor
en funcién del parametro energfa en la ecuacion (6.16):

V=2pE (ng + 1) (np + 1)
V(e + 1)+ (np + )2

(6.19)

/Bnaalavnbvlb ==

y a una expresion para las energias de las configuraciones a y b:

2 2
B — na,la,mplp Na,la,np,lp
a

B _Q,U(na +1a)? " _2:“(7% + 1)’

siendo ambas negativas y dependientes de los niimeros cuanticos ng, ny, l, v lp, aso-
ciados a las dos configuraciones. Las autofunciones obtenidas satisfacen relaciones de
ortogonalidad respecto de la suma de potenciales centrales Coulombianos, que no de-

tallaremos aqui (Véase [87], pagina 11).

Al reemplazar una expansién con los autoestados obtenidos de la ecuacién (6.16) y

condiciones de borde (6.17) en la ecuacién (6.1) se obtiene:

Lo Mi?’b[L—l—la,Lb} Ny No

Z Z Z Z fP+la+lb<Pi,u><

la:() lb:Min[Lb,lL—laH Nng=1 npy="np,0

{U(rl) +U(re) + B, (rl + i) + Ve(m)} ®!(ry,1y) = 0. (6.20)

1 T2
La diferencia fundamental entre el método con FSC y las GS es que en el 1ltimo,
la energia E es removida, y la matriz de los solapamientos no necesita ser evaluada.
Ademas, dado que el autovalor es comun a ambas configuraciones electronicas, en este
caso no aparece el potencial que involucra al operador de intercambio (potencial V en
la ecuacion (6.15)). Sin embargo, el espectro de soluciones asociadas a los autovalores
(6.19) no es completo [74]. Para entender esto consideraremos el caso en que una de las
energias correspondientes a las configuraciones a o b sea positiva, con lo cual cualquier
valor real de 3 sera autovalor de dicha configuracion. Podemos considerar una relacion
continua entre la energia y el autovalor, similar a la que existe para energias negativas,

que podemos escribir como:

67(1 = ~Ya QMEa Ya S R+
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y una expresion similar para el caso Ej, > 0. Realizando calculos andlogos a los que

condujeron a la ecuacién (6.19) se llega a que:

AV 2pE(ny + ) va

Branpdy = ny €N, 74 € (np + Iy, 0) (6.21)
V72— (i + 1)
parael caso £, >0y E, <0,y
V=2uE(n, + 1,
HE(a + L)y ne €N, v € (ng + 1y, 00) . (6.22)

B Nada — T
" \/’713 — (g + 1a)?

para el caso E, > 0y E, < 0, donde hemos impuesto en ambos casos la condicién
E = E, + Ej. El conjunto completo de autofunciones de la ecuacién (6.16) para E > 0
consiste de un espectro doblemente discreto, dado por la ecuacién (6.19), y un espectro
discreto embebido en el continuo, dado por las ecuaciones (6.21) y (6.22). De un modo
similar, ecuaciones de la forma (6.21) y (6.22) son vélidas para E > 0. En ese caso tam-
bién resulta un espectro doblemente continuo, pero no el conjunto doblemente discreto
de la forma (6.19) [75]. El conjunto de autovalores continuos no es tenido en cuenta en
las aplicaciones del método G'S, con lo cual la convergencia a los autoestados exactos
no puede obtenerse. Por otro lado, si se incluyeran los autoestados de energia positiva,
la expansién en indices discretos deberia estar acompanada por integrales en los coe-
ficientes continuos de expansién, y entonces no es posible aplicar un algebra matricial
para diagonalizar el Hamiltoniano. Se necesita de un procedimiento de discretizacién

del espectro, que conduzca a una metodologia completa.

El método GS completo

Para completar el método GS vamos a proponer una aproximaciéon con funciones
Sturmianas evaluadas numéricamente. Hemos visto que la aproximacion de diferencias
finitas, aplicadas a funciones de onda de energia positiva y condiciones estacionarias a
un dado radio fijo 7, resulta en una discretizacién del espectro continuo de (. Estos
autovalores numeéricos, resultan paramétricamente dependientes de la energia. Anélo-

gamente al razonamiento que condujo a la ecuacién (6.18), podemos escribir:
B (Ea) = B, (E — E,) (6.23)

Donde el supraindice N indica que los valores fueron obtenidos mediante un método

numérico que otorga N autovalores, y que para energias negativas convergen a los
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exactos, mientras que se vuelven densos en el continuo para energias positivas en el
limite N — oo. Como método de discretizacién puede utilizarse cualquier estrategia
numérica que permita evaluar los autoestados exactos con alto grado de precisién (como
por ejemplo los métodos mencionados en los capitulos 1, 2 y 3).

Teniendo en cuenta que este método implica una evaluacion numérica de las funcio-
nes de dos cuerpos, el Hamiltoniano para este método puede incluir tanto potenciales
auxiliares como generatrices. El problema de autovalores (6.16) puede extenderse a uno

de la forma:

1 1

“u Vn "o Via FU () + Ulra) + B, (V(11) + V(r2)) — E| @(r1,12) =0
donde los potenciales U y V' satisfacen las condiciones discutidas en la seccién (2.1), de
modo tal que el factor logaritmico que depende del autovalor es removido de la base,

si se lo desea.

[ [—n= 6r ,
20 |—--n=2 L E®

Tonss A [RED )

10+ n = 1 Exacta ~ -2 | - Bl(l%) 3 BA (Eo'E) /"/

. . . | L | |
-1 0 1 -1.5 -1 -05
Energia (u. a.) Energia (u. a.)

Figura 6.1: Coincidencia de los autovalores para el método GS completo.

Asi como la energia de los estados ligados de un dado potencial decrece (crece) cuan-
do el potencial disminuye (aumenta) su magnitud, las energias obtenidas por métodos
de discretizacion estandar son funciones monétonas de la magnitud del potencial, cre-
cientes o decrecientes, segtin el potencial sea repulsivo o atractivo, respectivamente. Por
ejemplo, si el potencial generador de la base V' es repulsivo, podemos decir que cada
una de las auto-magnitudes obtenidas por un método de discretizacion para el caso de
energias positivas es una funcién monétona creciente de la energia. Luego el término
de la derecha en la ecuacién (6.23) es mondtonamente decreciente como funcién de E,,

y tendra una coincidencia con el término de la izquierda para algin valor de particular
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de E,.

El comportamiento mondtono creciente de los autovalores como funcion de la energia
puede verse en la figura 6.1 a, donde se ve también el comportamiento de uno de los
autovalores exactos (sélo en la regién E < 0). En la figura 6.1 b vemos la coincidencia

de los dos autovalores de los subsistemas de dos cuerpos, que se da para una energia

(pardametro de separecién) aproximadamente igual a —0,5 . a..

Figura 6.2: Cuadraturas de las Sturmianas Generalizadas de espectro continuo.

En las figuras 6.2 a y 6.2 b mostramos dos estados de base para una energia de
—2,903 u. a. (cercana a la energia del estado fundamental del d4tomo de helio), y en
las figuras 6.2 ¢ y 6.2 d aquellas con una energia de —1 w. a. (la energfa del estado
doblemente excitado del helio en la aproximacién de electrones independientes), como
funcién de las coordenadas radiales electronicas. Los casos a y ¢ representan estados
discretos puros obtenidos de la ecuacién de autovalores (6.16), y corresponden a la
eleccion n, = ny, = 1y n, = np = 2 en la ecuacién (6.23) respectivamente.

El estado de la figura 6.2 a es equivalente al estado fundamental de un sistema de

electrones independientes, con carga efectiva (autovalor ) igual a —1,7 . a.. La figura
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6.2 b representa el mismo sistema, con un electrén ligado y una aproximacién L? de la
funcién de onda del continuo para el otro electrén, donde la carga central (autovalor 3)
es —2,78 u. a.. La figura 6.2 ¢ muestra un estado representando un estado doblemente
excitado en el modelo de electrones independientes, para una carga central de —2 u. a.,
y la figura 6.2 d un estado ligado—continuo, pero donde el valor de la carga autovalor es
ahora —2,03 u. a.. Los estados de base tienen condiciones asintéticas que pueden estar
presentes en estados atomicos reales. Por ejemplo, los estados ¢ y d se corresponden
con aproximaciones de electrones independientes para el estado doblemente excitado
(autoionizante) del d&tomo de helio, que es un estado con un electrén en el continuo y
el otro ligado superpuesto a una distribucién de probabilidad de la forma 6.2 c.

La base remueve la energia total y cinética de la ecuacion (6.1), tanto en el método
GS completo como en el incompleto. El factor logaritmico dependiente del autovalor
no esta presente en el método GS completo, lo cual constituye una ventaja adicio-
nal respecto de las expansiones con FSC. Sin embargo, la base que se obtiene en el
limite N; — oo (j = a, b) involucra autofunciones de extensién espacial infinita, corres-
pondientes a los autovalores del continuo asociados a funciones Sturmians de energias
positivas. Estos estados de base no tienen similitud con los estados ligados atémicos.
Para obtener convergencia deben agregarse muchos estados del continuo, que por un
lado completen la base en la regién atémica interna donde los autoestados tienen una
amplitud apreciable, mientras que por otro deben cancelarse en la regién externa, donde
la probabilidad de encontrar electrones es nula. Esto nos da la pauta de que metodo-
logia C'I con la base G\S completa no constituye la opcién mas adecuada para el célculo

de autoestados ligados atéomicos.

El método CI con Funciones Sturmianas (CIFS)

La propuesta de esta tesis es utilizar como funciones radiales un producto de Fun-
ciones Sturmianas (F'S) con energias fijas, elegidas externamente de acuerdo a algin
modelo fisico, o mediante una busqueda variacional. De esta manera se tendra una
metodologia de configuracion interaccion al estilo de las aplicadas por M. W. J. Brom-
ley [52] o E. Foumouo [56], donde los autovalores se toman respecto del potencial de
corto alcance V. La ventaja del conjunto de F'S respecto del set de FSC' consiste en el

comportamiento asintotico, cuya factor logaritmico no depende del autovalor.
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Al aplicar la expansién (6.13) en la ecuacién (6.1) se obtiene:

La Min[L+la,Lp) M

Z Z Z Z fP+la+lb<Pau

la=01,= MZn[Lb,|L la H ng=1np=np o

[f/”(rl,w)Jrve(m) (E - E, Eb)}cb(rl,rg) 0, (6.24)

donde el operador VF® se define de modo similar al operador VF5C:

VES(rr)®L(r1,12) = —As (Biom,V(r1) + Biym, V (r2))
S Ngq Sb ny o~ o~
lmrl(rl) l (T2>yL M(rl,r2) (625)

Por 1ltimo debemos recalcar que el método CIFS contiene, como caso particular,
al método CI con FSC. Como hemos considerado a V' como potencial de corto alcance,
mientras que el método GS usa un potencial Coulombiano, debemos tomar un proceso

al limite. Por ejemplo, el potencial V' puede definirse del modo siguiente:

rP—R1 si r<R _ e
V(r) = : o bien V(ry=r"te® R = oo,
0 si r>R

de manera tal que las funciones FS tiendan a las FSC en el limite R — oo.

En las secciones siguientes expondremos las técnicas de representacion matricial que
nos permitiran obtener los coeficientes de la expansién, y compararemos los resultados

que se obtienen con la base de F'S con los que se obtienen con distintos sets de FSC.

6.1.3. Representacion matricial de la ecuacién de Schrodinger
en la base de FS

En esta seccion estudiaremos el procedimiento de obtencion de los coeficientes de la

expansién de autoestados del Hamiltoniano (6.2), en una base de funciones Sturmianas.

Como es usual en los métodos CI, debemos reemplazar la expresiéon (6.13) en la
ecuacion (6.1), multiplicar por la izquierda por cada uno de los elementos de base (iDZ{,
e integrar en todo el espacio. En nuestro caso, para el calculo de estados ligados el

W r»

simbolo se define de modo tal que d = ®*, puesto que el producto escalar de las
funciones angulares se define de acuerdo a la ecuacién (6.6), mientras que las funciones

radiales son puramente reales. Cuando la base es finita el sistema de ecuaciones se
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transforma en un problema matricial de tamano Ny x N, y puede escribirse como:
H—(E—E,— E)S|¢ =0, (6.26)

donde ¢ es el vector que contiene los coeficientes de la expansion gogw, 0 es el vector
de elementos nulos, H es la representacién matricial del Hamiltoniano en la base ®!:
[H],,, = (®L|H|®!), v S es la matriz de solapamientos: [S],s,, = (®1,|®!). El detalle

del calculo de estos elementos de matriz se encuentra en el apéndice B.

La ecuacién matricial (6.26) puede reescribirse como:
He = ES¢p, (6.27)

donde E = E—E,— E,,. Considerando a E como autovalor, y luego de resolver el sistema
(6.27), los valores de energia del Hamiltoniano atémico pueden obtenerse a partir de:
E = E+E,+E,. El sistema de ecuaciones (6.27) constituye un problema de autovalores
generalizado que puede resolverse numéricamente con subrutinas desarrolladas para
tal fin. El método empleado aqui consiste en calcular la inversa de S y encontrar los
autovalores de la matriz S™'H. La inversa de S se obtiene por medio de la subrutina
ZGETRI de LAPACK [42], luego de una descomposicién LU con la rutina ZGETRE.
Luego se encuentra el conjunto de autovalores del producto de matrices ST H, mediante

la rutina ZGEEV.

Debe tenerse en cuenta que la existencia de la inversa de la matriz S esta supeditada
al cumplimiento de la condicién (6.11) en las sumas radiales. Sin embargo, esto no
siempre es suficiente. Al incluir en la base de funciones Sturmianas parametros no
lineales distintos para cada una de las configuraciones a y b, el sistema de ecuaciones
puede volverse sobrecompleto, y da lugar a inestabilidades numéricas. Una medida del
grado de dependencia lineal originada puede estimarse calculando los autovalores de S,
puesto que, aun debiendo ser estos positivos por ser S definida positiva, pueden llegar

a ser nulos e incluso negativos.

En caso que sea necesario estabilizar el calculo, se utilizard una técnica propuesta
por Foumouo [56], aplicada a un calculo C'I de estados altamente excitados con una
base de FSC' asimétrica. El procedimiento consiste en realizar un cambio de base
matricial al sistema de autovectores de S. En este sistema, S es diagonal y puede

escribirse como: s = T*ST, donde T contiene como columnas a los autovectores de S.


http://www.netlib.org/lapack/complex16/zgetri.f
http://www.netlib.org/lapack/complex16/zgetrf.f
http://www.netlib.org/lapack/complex16/zgeev.f
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En el método se elige un factor de corte adecuado € del orden de magnitud igual a
la precisién numérica (1071%), se descartan los Ny (< N,) autovalores asociados a los
autovalores de S menores que €, y se conservan los N, = Ny, — Ny mayores. Luego,
se realiza una proyeccién del sistema de ecuaciones (6.27) a un subespacio de menor

dimensién NV, X N,, y se arriba al siguiente sistema:
Hy = Eo, (6.28)

donde
H = (Ts™/?)'H(Ts /%)

@ =(Ts™'?) g
En el sistema de ecuaciones (6.28), H es una matriz de dimensiones N, X Np, ¢ es

un vector de dimensién N, x 1, mientras que (Ts~'/2) tiene dimensién N, x N,. El

problema de autovalores obtenido puede resolverse utilizando la subrutina ZGEEV.

6.2. Aplicaciones

En esta seccién aplicaremos la técnica de Configuracion de Interaccion con Funcio-
nes Sturmianas CIFS a sistemas atomicos, con el fin de demostrar su convergencia y
grado de precision en el calculo de estados ligados atomicos. Para tal fin se utilizaran las
teorias desarrolladas en las secciones anteriores, combinadas con una base de funciones
Sturmianas numérica, evaluada mediante las metodologias estudiadas en la seccion 2.6.

Resolveremos el problema de autovalores de la energia, cuando U(r;) = —Zr;"
(seccion 6.2.2), para Z =1 6 Z = 2 u. a. Con estos dos sistemas se expondran los
principales factores a tener en cuenta al momento de elegir los parametros y potenciales
que generan la base de F'S, y se demostrara la convergencia del método como funcion
del niimero de elementos de base radiales y angulares. Luego se probara la versatilidad
de la base mediante su aplicacién al estudio de sistemas atémicos confinados. Uno de
ellos es el del atomo de helio dentro de un pozo de potencial esférico, que puede ser de
paredes infinitas. Las soluciones para este modelo se obtienen mediante manipulacién

de la condicién asintotica de las funciones de base. También se estudiaran los estados


http://www.netlib.org/lapack/complex16/zgeev.f
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y energias del helio dentro de una céscara esférica de potencial atractiva, modelada
a través del potencial U. Este potencial sirve para estudiar el comportamiento de las

funciones de onda de atomos de dos electrones inmersos en moléculas de Fullereno Cx x

(HG@CGO).

6.2.1. Optimizacién de la base y errores numeéricos

Esta seccion esta destinada al estudio y eleccién de los parametros de la base de
funciones Sturmianas. Para tal fin se resolverd el modelo de Temkin-Poet (T'P) [88,
89, 90] correspondiente al d&tomo de helio, en el cual la interaccién interelectrénica es
aproximada por el primer término de la serie (6.3) (modelo de onda s). Este modelo
se utiliza en general como punto de partida para el estudio de la convergencia de
las teorias ab—initio de resolucion de sistemas atémicos. A pesar de ser un modelo tan
simple, la interaccion interelectronica que acopla las variables radiales tiene componente
Coulombiana, de modo que influye en el comportamiento a grandes distancias de las
soluciones del modelo. Dado que este tinico término no acopla los momentos angulares,

los autoestados de L? y de L, son también autofunciones de L?, L%, L. yLy..

Analizaremos las soluciones correspondientes al estado fundamental, cuyos niimeros
cudnticos vienen dados por L =1, =1, = 0 (I = {0,0,S,II}). La ecuacién a resolver

es:

1 168 10 18 2 92 1
T332 i 992 g o T BV =0 6.29
2007 1 0rp 20rs  r0ra  r1 T + . (ri,ro) =0,  (6.29)

donde, al igual que en la expresién (6.3) utilizaremos r~ = Mazx|ry, rs).

En este caso, la base consiste en un producto de F'S de la forma (6.14), con mo-

mentos angulares nulos:

(1) (2)
1 S n (Tl) S n (TQ)
O/ (ry,73) = E-AS s ;1 - ;2 :

donde el término (47)~! proviene de la funcién de onda angular yg;g (r1,73). Las fun-
ciones radiales Sélej (r;) (i = 1,2, 7 = a,b) son soluciones de una ecuacién radial de
la forma (2.7), donde § es considerado como autovalor, mientras que E'y Z (la carga
asintética de U) son pardmetros libres que pueden ajustarse para optimizar la conver-

gencia. También es posible variar las formas funcionales de los potenciales centrales U
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y V' y hacer un célculo de variaciones en la energia F' = E [U, V]. Tal célculo resultaria
tedioso, y ademads es innecesario, puesto que un método ab—initio debe ser siempre
convergente para cualquier forma funcional de U y V' a medida que se incrementa el
nimero de funciones de base. Sin embargo resulta ttil conocer el efecto que puede
tener el rango de accion del potencial V', o de la carga asintética de U. En el estudio
a realizarse de esta seccion este proceso de variaciones serd simplificado considerando
a U como a un potencial Coulombiano y a V' a un potencial de Yukawa de parametro

variable:

1d>  Z e or , ,
————%+anT—Ej Sn(r;) =0, 1=1,2, j=a,b.
La carga, la energia y el coeficiente o del potencial hacen las veces de pardmetros varia-
cionales, y pueden ser ajustados de acuerdo al estado se desee expandir. El parametro
a permite variar el rango de acciéon del potencial generador, e incluso contempla al

potencial Coulombiano en el limite o — 0, lo que convierte a las funciones S,, en FSC.

Los parametros Z; y E; pueden ser tomados de algiin modelo sencillo del sistema
que se esté considerando. Por ejemplo, para estados simétricos tales como el estado
fundamental del dtomo de helio, serd adecuado una eleccion Ey, = Ey = E,,/2 y
Z1 = Zy = —2, donde E,, es una aproximacién de la energfa de dicho estado. El mismo
puede ser redefinido luego utilizando el resultado obtenido en la primer diagonaliza-
cion del sistema. Puede implementarse un procedimiento iterativo y continuarse hasta
obtener un valor aceptable para la energia. Aunque no es posible afirmar a priori si
este procedimiento es convergente, ni mucho menos afirmar que este procedimiento
dard energias de la base I; coincidentes con el valor éptimo que brinda un calculo
variacional, es cierto que siempre se obtendran valores aceptables si el nimero de fun-
ciones radiales incluidas en la expansién es lo suficientemente grande, puesto que la

base es completa.

Para estados asimétricos, la eleccion Ey # Es y/o Zy # Z5 puede ser mas adecuada.
Estos valores deben obtenerse mediante un modelo fisico apropiado. Por ejemplo, un

modelo de electrones independientes podria ser adecuado, dado que los electrones se
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encuentran en regiones espaciales diferentes, y nos podria proveer de energias adecuadas
para cada una de las configuraciones asintéticas. Por otro lado la carga central que
siente el electrén “externo” puede considerarse una unidad (o alguna fraccién de ella)
menor a la que siente el electron interno, por un efecto de apantallamiento. Como vimos
en las secciones anteriores, cuando el potencial auxiliar utilizado para generar la base
no coincide con el potencial central atomico, entonces éste ltimo no es removido de la
ecuacion por la base, y la diferencia entre ambos potenciales debe ser diagonalizada.
Atn cuando la base represente de forma mas adecuada la condicion asintética por medio
de una carga efectiva, la convergencia puede verse afectada negativamente. Ambos

fenémenos compiten, y debe realizarse un estudio adecuado para cada sistema.

El método C'IF'S presentado aqui es lo suficientemente versatil y robusto como para
permitirnos obtener valores de energia y autoestados precisos sin necesidad de realizar
un proceso de optimizacion de los parametros de la base cada vez que se desee realizar
un calculo preciso. Esto se debe a que incluso con las capacidades computacionales
de los ordenadores de escritorio actuales es posible incluir un nimero muy grande de
estados de base. Sin embargo, resulta 1til conocer el comportamiento de las expansio-
nes como funcién de dichos parametros, especialmente de los que regulan la condicion
asintética de la expansién. Una eleccion apropiada incrementara notablemente la con-
vergencia, reduciendo los tiempos de cédlculo en las aplicaciones practicas. En lo que
resta del capitulo nos concentraremos en la optimizacién y ajuste de dichos parametros

con el objeto de mostrar las capacidades del método.

El modelo que hemos elegido como punto de partida es la aplicacion del método GS
de J. Avery empleando sélo el primer elemento de la base (Véase [87], pdgina 14). Dicho
modelo asume F, = Ej, y tiene la ventaja de dar como resultado expresiones analiticas
tanto para la energia como para la funcién de onda. La funcién espacial simétrica del

estado fundamental de atomos de dos electrones se aproxima como:

kS
0 (x) = —re hntr
™

donde k, es un pardmetro dependiente de la energia, que se auto determina con la

diagonalizacion:
5
Po=+/—2Eq = V2 (Z — 1_6> = 2k,

Para el atomo de helio tenemos Z = —2, con lo cual E((lfe) ~ —2. 8477y k,SHE) = 1,6875.
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Para el ion H~ tenemos Z = —1, con lo cual Eﬁfi) = —0,4726 y k, = 0,6875.
Utilizaremos la energia en E, = E, = E,,/2 como punto de partida en el calculo
de nuestros estados de base. Tomaremos Z; =2y Z; =1 (j = a,b) en la base para los
sistemas de helio y ion hidrégeno respectivamente, ya que el estado considera electrones
equivalentes en cuanto a su localizacion espacial, y estos valores remueven el potencial
central de la ecuacion (6.29).

El potencial generador debe ir a cero lo suficientemente rapido como para que, en la
regién asintética del estado, cada una de las funciones de base represente a un electrén
de energia fija moviéndose en un campo exclusivamente Coulombiano de carga Z o
Zrs. Para que esto sea posible, el rango de acciéon del potencial generador debe ser del
orden de magnitud del “tamano” del estado a representar. Por otro lado, en la regién
interna el comportamiento de la base sera similar al de las F'SC, puesto que el potencial

de Yukawa se comporta como un potencial Coulombiano.

-2.879024 - - - - - . .

-2.879025

-2.879026

-2.879027

E (u.a)

-2.879028

- ! | I | L I I
287902950503 o4 05 o8 " o7

a(u.a)

Figura 6.3: Energia del estado fundamental del dtomo de helio en el modelo Temkin—
Poet como funcién del parametro « del potencial de Yukawa.

En la figura 6.3 mostramos el resultado de un calculo simple de la energia del estado
fundamental correspondiente a la ecuacién (6.29) con el método CISF, para distintos

valores del pardmetro a del potencial de Yukawa (el mismo para ambos electrones),
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donde las energias individuales de los electrones es E,,/2, y donde se han utilizado 20
F'S por coordenada radial (210 CISF') en total. El minimo de la curva se encuentra
en a ~ 0,375 u. a..

Las primeras 20 F'S alcanzan su valor asintotico entre 8 y 10 u. a. aproximadamente.
En esa regién la funcion de onda del estado fundamental del modelo T'P tiene también
el comportamiento asociado a un decaimiento exponencial (ver figura 6.4). Para un
numero fijo de funciones de base, el decaimiento exponencial del potencial de Yucawa
ajustado variacionalmente .Aunque un valor de a pequeno puede reducir la tasa de
convergencia, la base generada siempre es completa en todo el espacio, y los autovalores
exactos siempre podran ser alcanzados incrementando el nimero de funciones. Por
otro lado, a medida que a aumenta, la magnitud de las funciones de onda en la region
asintotica se hace cada vez mas parecido, con lo cual hacen falta un niimero de funciones

muy grande para representar correctamente los autoestados.

1 | 1
_ -0375r -1
r

08l o |¥(r,0.2)|| {os

¥

4r (u. aﬁ)6

Figura 6.4: Comparacién del decaimiento del potencial generador éptimo con el perfil
del estado fundamental.

En la figura 6.4 se compara el decaimiento del potencial generador éptimo con el
perfil del estado fundamental como funciéon de una de las coordenadas, cuando la otra

vale 0,1 u. a.. Puede verse de la figura que el potencial decae a cero a una distancia
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que coincide aproximadamente con el tamano del estado. El calculo se ha realizado de
manera similar al de la figura 6.3, con o = 0,375 u. a. (el minimo de la curva de la

figura 6.3).

En la figura 6.5 se muestra una comparacién entre las funciones de onda S, o (n =
1,3,5,.,19) para a = 0 w. a. y F = —1,4238 w. a. (figura 6.5 a), « = 0 u. a. y
E = —11,52 u. a. (figura 6.5 b) y o = 0,375 u. a. y F = —1,4238 u. a. (figura 6.5 b).
El valor ' = —11,52 u. a. corresponde al mejor valor variacional obtenido por M. W.
J. Bromley [52]. De la figura puede verse que el efecto de poner un potencial central

de corto alcance resulta en una concentracion de las oscilaciones en la region atomica

interna.
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Figura 6.5: Funciones Sturmianas y FSC

Como puede verse de la figura 6.5, el efecto de incluir un potencial de corto alcance
es el de concentrar las oscilaciones en la region interna respecto de las funciones F'SC. Es
posible hacer lo mismo con la base F'SC estandar, pero al precio de utilizar una energia

que no se corresponde con la condicion asintética de decaimiento y factor logaritmico.
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Error del método numérico

Dado que la base de funciones radiales se obtiene por medio de un método numeéri-
co, que tiene un error implicito asociado, los valores de energias y autoestados deben
tener también una imprecisién debida a dicho error, cuya magnitud debemos estimar.
Llamaremos ¢, el grado de imprecision numérica de los métodos de diferencias finitas
que implementamos para las ecuaciones radiales unidimensionales (un error dependien-
te de Ar). Los elementos de matriz de la ecuacion (6.26) involucran la integracién de
las funciones de onda y de su error implicito. Para la cuadratura de Gauss-Laguerre
de las integrales hemos utilizado un nimero de puntos lo suficientemente grande como
para que el error en las integrales radiales sea mucho menor que ¢,. Esto se logra in-
crementando el nimero de puntos de la cuadratura y resolviendo cada vez el problema
de autovalores, hasta encontrar el tamano en que no se obtienen variaciones en los
valores de energia. Una cuadratura de 500 puntos resulta apropiada para que todas las

integrales excedan la precisién de las funciones de base.

Dado que las funciones tienen un error asociado ¢,, se deduce inmediatamente que
el error en los elementos de matriz de la ecuacién (6.26) es también del orden de &,

con lo cual nuestro problema de autovalores puede escribirse como:
[H' +R]p = Ep

donde H' = ST'"H+ (E, + Ey)I, [I],, = 6, es la matriz unidad y R es una matriz de

error cuyos elementos son del orden de magnitud de &,. Si llamamos ¢’ a los autovec-
tores exactos (obtenidos en el caso hipotético en que €, = 0), puede mostrarse [56, 68|
que los mismos satisfacen la desigualdad:

SOtH,QO _ QO’tH,

ZRQ + maz(|Rj;|) < max(|Rj;) <\/_+ )

con lo cual

<\/E + 1) | (6.30)

‘QOtH’QO . QOItHI

Las figuras 6.6 y 6.7 muestran las diferencias entre las energias calculadas con el méto-
do CISF y el valor de 21 digitos de precisién calculado por P. Goldman [91] como

funcion de N,, donde las discretizaciones de la ecuacion radial fueron realizadas con
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los esquemas (2.56) y (A.5) respectivamente.

4l .
10 \ —Ar=001
2 T Ar=0001
P A1 =0.0005
< s % | A1 =0.00033
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Figura 6.6: Convergencia del calculo con una base obtenida mediante el método de
discretizacion tridiagonal.
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Figura 6.7: Convergencia del calculo con una base obtenida mediante el método de
discretizacion pentadiagonal.
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Debe tenerse en cuenta que estos graficos no se corresponden con el calculo del lado
izquierdo de la ecuacién (6.30), puesto que en ese caso el vector es el exacto a un dado
orden Ny, mientras que el valor de Goldman, el cual consideraremos exacto debido a
su alto grado de precision, aproxima el resultado para N, — oo. La base utilizada
para realizar estos calculos fue simétrica, donde el dominio de cada coordenada fue
0 <7 <15u. a (i =172),el valor de las energias: £, = E, = —1,48385 u. a. y el
valor del pardmetro del potencial de Yukawa o = 0,375 u. a..

Puede verse en la figura 6.6 que todas las curvas tienden a un valor estacionario, y
que ese valor decrece con Ar. Todos los autovalores presentados en la figura 6.6 estan
por debajo del limite ascendente en Ny que impone la ecuacién (6.30). En la curva
correspondiente a Ar = 0,01 en la figura 6.7 el valor decreciente es interrumpido en
N, > 1000 y luego incrementa. Curvas para Ar pequenos no presentan tal comporta-
miento, y las discrepancias con los valores de Goldman son mas pequenos que los de la

figura 6.6.
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Figura 6.8: Comportamiento limite de la impresicién numérica del céalculo correspon-
diente a Ny = 5050, para Ar pequenos.

Las curvas que son puramente decrecientes indican que los errores numéricos no
estan influyendo en el calculo de autovectores a un orden de magnitud apreciable para

los valores de N, considerados. Sin embargo la figura 6.7 muestra un comportamiento
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no esperado, puesto que el menor valor de la energia es alcanzado por la curva corres-
pondiente a Ar = 0,0005 en N, = 5050, y luego la imprecisién aumenta al disminuir
Ar. Este comportamiento anémalo (mostrado en la figura 6.8) se debe principalmente
a la perdida de precisién en los algoritmos de iteracion inversa utilizados para eva-
luar los autovectores, cuya efectividad decrece cuando Ar es muy pequeno. Ademas,
el esquema de discretizacion pentadeagonal debe ser combinado con uno tridiagonal
en el origen para poder imponer adecuadamente la condicién de regularidad. Esto iflu-
ye negativamente en la presicion de las autofunciones y autovalores a medida que Ar
decrece, como puede verse en la figura 3.5.

El limite tedrico impuesto para el error de nuestro método numérico es Ar* x (v/Ny+
1), que para Ar = 0,0005 y N, = 5050 corresponde a el valor 4,5 x 1072, Sin embargo
los métodos iterativos tienen un error asociado, y la imprecisiéon aumenta a un orden

de 1 x 1077.

6.2.2. Estados ligados de helio y ion hidrégeno

En la seccién anterior se aplicé el método de C'IF'S al modelo de onda s para el
atomo de helio. Se utilizé una metodologia particular para la eleccion de los pardmetros
de la base y se demostr6 la convergencia del método como funcién del nimero de
configuraciones radiales. Ademads, se estimé el error de los resultados obtenidos.

En esta seccion se mostraran los resultados del cédlculo de los sistemas de helio e
ion hidrégeno completos, es decir incluyendo un nimero de ondas parciales lo suficien-
temente grande en forma progresiva, hasta que la energia de correlacién electronica
esté bien representada, de modo tal de probar la convergencia del método como fun-
cion del nimero de niimeros cuanticos angulares incluidos. El sistema de ecuaciones y
el método de calculo son los que hemos visto en las secciones 6.1.1 y 7.1.3, donde la

ecuacion puede ahora escribirse como:

1 A A 1
\VAJEp v — , =0.
" 2p B oY 7“2+7"12 (r1 r2)

1
24

H—

En la tabla (6.1) se muestra la energia del estado fundamental del atomo de helio como
funcién del maximo valor del momento angular L; (0 < I; < L;, j = a,b) que puede
tomar cada orbital radial. Estos resultados fueron evaluados con 20 funciones radiales

por momento angular incluido [;, y fueron generados con un potencial de Yukawa de
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parametro o = 0,375 w. a. (el minimo de la curva 6.3) y energias E; = E,,/2 =
—1,48385 . a., extraidas del modelo de Avery. La tabla (6.1) presenta resultados para
los valores 0 > L; > 12. Para el caso L; = 12 el tamano de la base fue N, = 2520
(menor que el valor maximo en las figuras 6.6 y 6.7), y la grilla radial Ar = 0,0005, que

conduce a los resultados mas precisos para la onda s, utilizando el esquema de orden

O(Ar?).

De acuerdo a la discusion de la seccién anterior, podemos asegurar una precision
del orden de 1 x 107Y para las energias. Comparamos los valores con los resultados de
E. Foumouo y colaboradores [56], que fueron obtenidos con 40 funciones radiales por
l; (j = a,b) para cada electrén; y también con los de Bromley y Mitroy [52], que utili-
zaron 20 funciones radiales por [; para cada electrén. En estos trabajos se emplearon
bases simétricas compuestas por productos de FSC, con valores de energia obtenidos
variacionalmente, o de una aproximacion a la energia de un modelo de electrones in-

dependientes.

En el trabajo de Foumouo, el parametro de la base es fijado a un valor particular
para todos los momentos angulares, mientras que en el de Bromley se varia separada-
mente para cada [; (12 parametros variacionales para el mejor valor obtenido con 20
FSC por ;). En ambos casos el uso de FSC implica que el comportamiento asintético
no es el adecuado para el estado que se desea expandir, puesto que el factor logaritmico
Coulombiano de las FSC' cambia de un elemento de base a otro. Este no es el caso en
la base de FS, que impone el mismo comportamiento para todas, con el mismo fac-
tor exponencial y factor logaritmico. La region asintética no es expandida por nuestra
base, dado que se encuentra optimizada en cada funcion, y el trabajo de expansién es

realizado sélo en la regién interna.
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L;(j=a,b) Energia fundamental del dtomo de He
CISF Bromley [52] Foumouo [56]
0 -2.879 028 654 -2.879 028 507 (A =4,8) -2.879 027 97
1 -2.900 515 957  -2.900 515 873 (A =7,8) -2.900 513 86
2 -2.902 766 371 -2.902 766 378 (A =10,1) -2.902 762 09
3 -2.903 320 378 -2.903 320 527 (A =12,1) -2.903 313 21
4 -2.903 517 659 -2.903 517 973 (A = 14,0) -2.903 506 82
) -2.903 604 533 -2.903 605 022 (A = 15,5) -2.903 589 25
6 -2.903 648 475 -2.903 649 142 (A =17,1) -2.903 628 16
7 -2.903 672 975 -2.903 673 821 (A =18,7) -2.903 661 00
8 -2.903 687 656 -2.903 688 677 (A = 20,1)
9 -2.903 696 951 -2.903 698 142 (A = 21,5) -
10 -2.903 703 098 -2.903 704 451 (A = 22,9) -
11 -2.903 707 307 -2.903 708 815 (A = 24,2) -
12 -2.903 710 272 -2.903 711 927 (A = 25,5) -
M. V. V. (L; = 12) | -2.903 712 009
Exacto [92] -2.903 724 377
Exacto, L; =0 [91] | -2.879 028 767

Tabla 6.1: Estudio de la convergencia en ondas parciales para la energia del estado
fundamental del atomo de helio.

Puede verse que optimizando s6lo un parametro para el caso L; = 0 se obtienen

mejores resultados que los de Bromley y Mitroy para los casos L; = 0 y 1, y que
los calculos de Foumouo para L; = 1,...,7. Para poder obtener mejores valores de
energia que los de Bromley para L; = 12 deben optimizarse nuevamente el valor de
a, puesto que se ha utilizado el mas apropiado para el modelo de interaccion T'P. Sin
embargo, se encontré que el modificar solamente o no fue suficiente, sino que ademas
hubo que optimizar el valor de la energia. Los valores 6ptimos para L; = 12 fueron
a =075 u. a. y F = 1,05 u. a., lo que condujo a una energia de —2,903712009 u.
a., correspondiente al mejor valor variacional (M.V.V.) presentado en esta tesis. En
este ultimo calculo ajustamos el comportamiento asintético y la regién donde el estado
fundamental esta definido (2 parametros variacionales). El procedimiento fue suficiente
para superar la optimizacion de cada onda parcial realizada por Bromley. El valor
puede ser mejorado aiin mas realizando un calculo variacional en Z. Para reproducir
exactamente los resultados de Bromley (y también los de Piraux), solo necesitamos
fijar Z = 0 u. a., @ = 0 w. a., y elegir una energfa acorde a E; = —\?/2 para cada

onda parcial, de acuerdo a los valores mostrados en la tercera columna de la tabla
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(6.1). Sin embargo de acuerdo a dichos valores esto equivaldria a definir una energia de
E = —11,52 u. a. para l; = 0y de £ = —325,125 u. a. para l; = 12. Estos valores de
energia no estan relacionados con el comportamiento asintotico del estado en cuestion.

La mejoria respecto al cédlculo realizado por Foumouo es también notable, puesto
que en ese caso el método C'ISF da mejores resultados incluso con la mitad de orbitales

FS radiales por momento angular!.

L, E;(j=a,b) a Energia fundamental del sistema H~

CIFS Referencia [56]
0 —1,25 0,425 -0.514 496 258 -0.514 496 14
1 —1,15 0,425 -0.526 584 655 -0.526 584 10
2 —1,05 0,45 -0.527 438 491 -0.527 437 44
3 —1,05 0,9 -0.527 625 592 -0.527 623 91
4 —1,05 0,9 -0.527 688 280 -0.527 686 18
5 —1,05 0,9 -0.527 715 221 -0.527 712 15

Exacto [93] ~0.527 751 016 35

Tabla 6.2: Anélisis de convergencia en ondas parciales de la energia del estado ligado
del sistema H~.

Esta mejora no es evidente en el estado fundamental del sistema H~ (tabla 6.2),
donde debimos utilizar 40 F'S radiales por electrén y para cada onda parcial [;, para
obtener resultados comparables.

En este sistema la mejoria de la base de F'S respecto de las FiSC no es tan evidente
por varios motivos. En primer lugar, la extensién espacial del estado fundamental del
sistema H~ es mayor que en el caso del helio. Luego el mejor valor de a para la energia
del modelo de Avery (0,2363 u. a.) es muy pequena (usamos a = 0,05 u. a. para los
resultados de la tabla 6.2), y las F'S resultan similares a las FSC. El pardmetro de la
base de Foumouo y colaboradores tiene el valor A = 1,0 u. a., que corresponde con
una energia de 0,5 u. a., dos veces nuestro valor. En este caso el modelo de Avery no
es muy realista, dado que no da una buena energia para el estado fundamental, de
hecho, ni de un estado ligado para el ion hidrégeno. Una optimizacion de la energia de

la base nos da un valor para la energia del estado de —0,5144963011 u. a. para L; = 0,

La restriccién (6.11) en la suma para evitar redundancias hace que el niimero total de funciones no
sea la mitad. En efecto, para la onda s el niimero de productos de funciones radiales, como funcién del
nimero de funciones incluida para cada coordenada (N,(N,, Np)) satisface Ng(40,40)/N,(20,20) ~
3,9, y imy_y00 Ns(N,N)/Ns(N/2,N/2) = 4.



106 El problema de tres cuerpos

tomando como valor del mencionado parametro de ajuste —0,0075 u. a.. Los valores
exactos fueron extraidos de [93].

Las figuras 6.9, 6.10 y 6.11 muestran los términos RZ’SI,ZQ (r1,72) de la descomposicién
en ondas parciales de los estados fundamental, primer y segundo estados excitados
respectivamente, (o« = 0, 1,2, multiplicadas por r; X r3) para distintos valores de l; y

ly (I; = ly = 1) como funcién de las coordenadas r y 7.
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Figura 6.9: Descomposicién en ondas parciales del estado fundamental del atomo de
helio.
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Figura 6.10: Descomposicién en ondas parciales del primer estado excitado del atomo
de helio.
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Figura 6.11: Descomposicion en ondas parciales del segundo estado excitado del atomo
de helio.
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6.2.3. Modelos de confinamiento Atdmico

Veremos a continuacién los resultados del método de CISF aplicado a otros sistemas
de dos electrones ligados. Primero estudiaremos la caja esférica de paredes infinitas para
modelar al atomo de helio confinado o bajo presion. Luego realizaremos un calculo con
un modelo del sistema He@QCgj. El objetivo del calculo aqui presentado es el de testear
la metodologia de cédlculo en sistemas de dos electrones de caracteristicas diferentes a

las del sistema de helio e ion hidrégeno libres.

Caja esférica impenetrable

La funcién de onda para el atomo de helio confinado se obtiene imponiendo a la
solucion del Hamiltoniano del helio condiciones de borde homogéneas, en el limite
impuesto por la caja. Esta condicién puede lograrse por medio de una diagonalizacién
del Hamiltoniano en una base de Sturmians que satisfaga S, ;(r.) = 0 para todo n,
que como hemos visto en la seccién (2.6.1), corresponden a las condiciones impuestas
naturalmente por el método numérico de evaluacion de dichas funciones. La expansion
con una base de este tipo dard una funcién de onda correlacionada cuyo valor es cero
cuando cualquiera de los electrones llega al borde. La condicion de pared finita puede
ser mas realista en cuanto a emplearse como modelo de helio confinado, y se obtiene

tomando para la base un potencial central de la forma U(r) = —2/r 4+ U.(r), donde:

0 if r<mr
Uc(ri) - , (631)
UO if T > To

donde en este caso ry debe ser menor que r. para tener en cuenta el comportamiento
asintético en la base. Sin embargo, y a modo de ejemplo consideraremos solo el caso
Uy — o0.

Una prueba adecuada para la metodologia consiste en el calculo del valor de la
energia fundamental del sistema para distintos valores del radio de la caja r.. Para
ello el procedimiento consiste simplemente en variar el tamano de la grilla radial de los
electrones, siendo este tamano el mismo para cada electrén. La figura 6.12 muestra el
comportamiento general de los niveles de energia fundamental y excitados como funcion

< 12 u. a. aproximadamente.

~Y

de 7., para una caja que varfa su tamano entre 1,5 < r,

El célculo de la figura fue realizado con L; = 5 (j = a,b) y 20 funciones radiales



Atomos de dos electrones 111

por electron para cada valor de momento angular incluido. Como potencial de corto
alcance se eligié el potencial de Yukawa, con pardmetros oy E; (j = a,b) idénticos a
los utilizados en el célculo de la figura 6.3. En este caso la naturaleza de la condicién de
borde provoca que tanto el valor de la energia como el alcance del potencial generador
(siempre que sea éste mayor que r.) no tengan relevancia. De la figura 6.12 puede verse
que el valor de energia de todos los niveles crece a medida que r. disminuye. Esto se
debe principalmente al incremento en la energia cinética media de los electrones al

volverse localizados.

=
I

o
I

Energia (u. a.)

N
|

—3_I I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 —

R(U.a)

Figura 6.12: Energias del atomo de helio confinado vs. radio de confinamiento.

Se observa un fenémeno de avoided crossings en las energias. Este fendmeno se debe
al reordenamiento de las distribuciones espaciales de las funciones de onda. Luego de
un cruce los niveles intercambian tanto el valor de la energia como la forma general
de la distribucion espacial, lo cual tiene asociado un intercambio en la entropia de
informacion de los estados. El fenémeno serd explicado en la seccién siguiente, pues
también aparece en el modelo del &tomo de helio confinado en una molécula de fullereno

Ceo-
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En la Tabla (6.3) se muestran los valores de las energias del estado fundamental
del atomo de helio confinado para distintos valores de r., con los mismos parametros
de base que hemos utilizados en la figura 6.12. Los resultados son comparados con los
valores de A. Banerjee y colaboradores (tabla 1 de la referencia [77]) quienes usaron

una base con dos parametros variacionales.

Energia fundamental del dtomo de He confinado
Te CISF  Referencia [94] Referencia [77] Referencia [80]
0.6 13.318157 13.318340 13.3343 -
0.7 7.925244 7.925512 7.9320 —
0.8 4.610434 4.610554 4.6157 —
0.9 2.463261 2.463319 2.4670 —
1.0 1.015794 1.015870 1.0183 1.0142
1.1 0.009049 0.009093 1.0106 -
1.2 -0.708767 -0.708716 -0.7079 -
1.3 -1.231029 -1.230927 -1.2304 —
1.4 -1.617296 -1.617154 -1.6167 —
1.5 -1.906938 -1.906740 -1.9061 -1.9081
1.6 -2.126566 -2.126335 -2.1253 -
1.7 -2.294726 -2.294441 -2.2928 -
1.8 -2.424470 -2.424157 -2.4219 —
1.9 -2.525279 -2.524920 -2.5219 —
2.0 -2.604013 -2.603630 -2.5998 -2.6051
2.2 -2.714523 -2.714077 -2.7088 —
2.4 -2.783556 -2.783051 -2.7765 -
2.6 -2.827123 -2.826562 -2.8191 —
2.8 -2.854807 -2.854192 -2.8462 —
3.0 -2.872474 -2.871808 -2.8636 -2.8727
3.5 -2.893574 -2.892808 -2.8851 -2.8935
4.0 -2.900465 -2.899687 -2.8931 -2.9003
4.5 -2.902687 -2.901988 -2.8963 —
5.0 -2.903390 -2.902813 -2.8978 -2.9032
5.5 -2.903608 -2.903136 -2.8985 -
6.0 -2.903673 -2.903278 -2.8990 -2.9035
Te — OO -2.903712 -2.903513 -2.8999 -2.9037
Exacto r. — oo [92] | -2.903724

Tabla 6.3: Energia fundamental del modelo de atomo de helio confinado, para distintos
radios de confinamiento (7).

También se muestran los valores de N. Aquino y colaboradores [94] obtenidos por
medio de una base de Hylleraas generalizada, y datos obtenidos mediante el método de

Monte Carlo Cudntico, por C. Joslin and S. Goldman [80]. Estos tltimos constituyen
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los mejores valores del modelo de helio confinado hasta el momento publicados. Los
valores en rojo corresponden a los valores al cual converge el método C'IF'S, y que

estan por encima de los valores de Joslin y Goldman (quinta columna).

El hecho de que los electrones estén confinados implica que sus energias de interac-
cién y cinéticas son mayores que en caso de atomos libres, aunque por el confinamiento
resulta ser mucho mayor esta iltima que las otras [94], con un crecimiento del orden
de 72 para valores de r. pequenos. Dado que la base de configuraciones elegida con-
tiene a la energia cinética, el grado de precision relativa debe ser mucho mayor en éste
modelo que en el del helio libre. En vista a esto, vemos que los 4 digitos de precisién
obtenidos con L; = 12 (j = a,b) en la seccién anterior serfan en principio, mejorados
en el modelo de confinamiento. En efecto, la tabla (6.3) muestra que todos los valores
obtenidos mediante el método de C'IF'S son mejores que todos los datos publicados,
excepto para los valores r. = 1,5, 2 y 3 u. a., para los cuales los calculos de Joslin y
Goldman dan mejores resultados. Sin embargo, hemos observado que la teoria alcan-
za un valor estacionario para L; ~ 14, lo que sugiere que los resultados de Joslin y

Goldman son erréneos.

Energia (u. a.)

Figura 6.13: Energias del atomo de helio confinado vs. radio de confinamiento.
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En la figura (6.13) se muestra el comportamiento de la energia fundamental del
estado fundamental del helio confinado como funcién de ., para L; = 1,3y 4 (j = a,b).
Las curvas correspondientes a L; = 3y L; = 4 estdn muy préximas. Esto se debe a que
la correccion que producen estos términos en el sistema confinado es proporcionalmente
menor que en el sistema libre, en la regiéon en que la energia por confinamiento es
grande. Mediante una interpolacion lineal de estas curvas puede estimarse el valor para
el cual la energia cruza el eje E = 0, obteniéndose un valor del radio critico igual a
R, = 1,101168 u. a. para L; = 3 y R. = 1,101125 u. a. para L; = 4. Estos valores
estdn en muy buen acuerdo con el mejor valor publicado R. = 1,1011 u. a. obtenido

por Aquino y colaboradores [94].

Modelo de helio confinado en una molécula de Fullereno: He@Cg,

En esta seccion estudiaremos un modelo de atomo de helio confinado por una
molécula de Fullereno He@Cgy, que ejerce una accién atractiva sobre los electrones.
No es nuestra intencién obtener valores de energias que puedan compararse con las
del sistema real, sino dar una descripcion cualitativa del comportamiento de los esta-
dos electrénicos que el sistema pueda admitir. En este modelo sélo los electrones del
helio se consideraran activos, y el efecto de los atomos de carbono serd aproximado
mediante una cascara esférica atractiva, de modo tal que el potencial central que ven

los electrones es de la forma:

Uy si Rf <r< Rf + 5Rf
Ulr)==2/r+Us(r) =-2/r+ ,(6.32)
0 si r<Ry o r>Rp+0R;.

donde Uy > 0, Ry ~ 5,7 u. a. y Ry ~ 1,9 u. a.. Los valores de R; y 6Ry fueron
estimados por Y. B. Xu y colaboradores [95], a partir de las dimensiones geométricas
estimadas del fullereno real. La parte de la cdscara es compatible con un calculo de
funcional densidad del potencial promedio que siente un electrén, en presencia de la red
de atomos de Carbono del Cgy [96]. Dado que el potencial atémico serd aproximado
por el modelo de la ecuacién (6.32), no serd necesario representar en forma precisa
el término de repulsion interelectréonica. En efecto, para incluir de manera simple la
correlacion, resolveremos el sistema en un modelo de interacciéon TP (L = L, = L, =
0).

Para no perturbar la convergencia de los estados excitados que consideraremos en
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el estudio de esta seccién, hemos utilizado un potencial Coulombiano como generador
de la base. Para optimizar la convergencia debié emplearse un potencial que decaiga
a cero en la distancia en la que el ultimo estado excitado considerado deja de tener
una amplitud apreciable, o realizar un calculo por separado para cada autoestado,
optimizando el potencial. Sin embargo, en vista de la cantidad de estados que deseamos
evaluar, se consideré mas apropiado el utilizar un potencial generador Coulombiano y
aumentar el tamano de base radial lo suficiente como para tener los seis primeros
estados excitados bien representados, en lugar de hacer una optimizacién por separado
para cada estado. Debemos tener en cuenta que esta base no es en absoluto un set de
FSC, puesto que contiene la informacion de la céscara a través del potencial auxiliar.
Sin embargo, al igual que las FSC| incluyen el factor logaritmico a grandes distancias,

el cual es diferente para cada estado de base.

Avoided crossings y mirror collapses

La figura 6.14 muestra el resultado del cédlculo de las energias del sistema como
funcién de la magnitud Uy del potencial de la ecuacién (6.32). En el cdlculo se utilizaron

los mismos parametros de base para cada coordenada radial.

-2_.2k e G\@\

2.4

4.49

11 12 13 16 17 1.8

14 15
U, (u.a)

Figura 6.14: Autovalores de la energia del sistema He@QCgy, como funcién de la profun-
didad de la cascara del potencial modelo.
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El ntmero de funciones por coordenada fue N, = N, = 65, que para el modelo
de onda s corresponde a Ny = 2145. Fijando el valor de las energias de la base a la
mitad del valor de la energia del cuarto estado excitado, se obtiene una convergencia
aceptable para los autovalores y autofunciones de este estudio. Para calcular las energias
correspondientes a un cierto valor de potencial se utilizé como energia de la base el
resultado del célculo correspondiente al valor de potencial anterior, y asi sucesivamente

(los detalles del célculo pueden obtenerse de la referencia [97]).

Las lineas horizontales de la figura 6.14 corresponden a estados cuyo comportamien-
to viene regulado por el potencial Coulombiano central. Si la profundidad del pozo no
es lo suficientemente grande los estados mantienen tanto su energia como su distribu-
cion espacial. Las lineas diagonales corresponden a estados con electrones localizados
en la cascara esférica. Existe una pendiente caracteristica m o« —Uy para las curvas
asociadas a estados con un solo electrén en la cascara, y otra 2m para los estados con
ambos electrones en ella. A medida que la profundidad del pozo aumenta, estos esta-
dos cambian notablemente su distribucién espacial. Las diferentes pendientes producen
cuasi degeneraciones de los niveles para determinados valores de Uy. Cerca del cruce se

produce el fenémeno de avoided crossing, similar al observado en la figura 6.12.

Analicemos la evolucion de los niveles como funciéon de Uy. Para valores de U
cercanos a cero, el estado fundamental mantiene su forma, puesto que los electrones no
“sienten” la presencia del pozo. Este no puede confinarlos, y la distribucion espacial del
estado no se solapa con el pozo. Su energia se mantiene igual al resultado de energia
fundamental en el modelo de onda s: Fi,2 = —2,879 w. a.. El primer estado excitado
1s2s, por otro lado, tiene mayor probabilidad de encontrar a uno de sus electrones en
la region externa. Para pequenos valores de Uy el estado se ve altamente perturbado,
y comienza a decrecer linealmente su energia, transfiriendo uno de sus electrones al
primer estado ligado del pozo. La funcién de onda de este estado serd denotada como
1s¢1, donde ¢; corresponde al i-ésimo estado del pozo confinante. A medida que el
estado 1s¢; disminuye su energia, esta se hace cuasi similar a la del estado 152, que
evoluciona en forma inperturbada. Aparece entonces una fuerte interaccion entre los
mismos, dando origen a un avoided crossing cuando la profundidad del pozo es igual
a Uy = 1,18 u. a.. La figura 6.15 muestra el detalle del cruce nimero 1 senalado en la

figura 6.14. Junto a las curvas de energia pueden verse las gréficas de las funciones de
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onda de los niveles en el cruce y a sus laterales, como funcion de r1 y 7.

-2.92

| . | . | . | |
1.12 1.14 1.16 1.18 1.2 1.22 1.24

Uo (u. a.)

Figura 6.15: FEnergias y forma de los autoestados alrededor del cruce 1 para el sistema
He@Cgy, como funcién de la profundidad del potencial.

Puede verse de la figura que el nivel fundamental tiene inicialmente ambos electrones
confinados alrededor de la carga central, mientras que el primer excitado tiene uno de
sus electrones cerca del niicleo y el otro confinado en la caja. En el valor cercano al cruce,
ambos estados tienen aproximadamente la misma distribucién de probabilidad espacial,
de modo tal que los electrones pueden ser encontrados ambos en las proximidades del
nicleo, o uno en el centro y otro en el pozo, con la misma probabilidad. Luego del
avoided crossing, los estados intercambian sus roles. El estado fundamental corresponde
a la situacion en que es més probable encontrar un electréon las proximidades del niicleo
y al otro en la caja externa. El primer estado excitado corresponde a la situacién en la
que es altamente probable encontrar a ambos electrones en la regién interna.

Un cruce mas interesante resulta el de la figura 6.16, correspondiente al cruce niime-
ro 5 indicado en la figura 6.14. El mismo se produce entre el primer y segundo estado
excitado, a una profundidad cercana a Uy = 4,48 u. a.. Existe otro cruce entre estos
niveles para la profundidad de Uy = 1,75 u. a.. El cruce 5 se produce luego de una
desviacién por parte de ambos niveles, el primer estado excitado con el estado funda-
mental, y el segundo estado excitado con el tercero, en la region 1,75 < Uy < 4,8 u. a..

Cuando Uy < 4,48 u. a., el primer estado excitado tiene el cardcter 1s¢, 1S, mientras
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que el segundo se comporta como ¢;¢y LS. Este ultimo, tiene una alta probabilidad de
encontrar ambos niveles localizados en la caja confinante externa, donde un electron se
encuentra en el estado fundamental de la misma, y el otro en el primer estado excitado.
La figura 6.16 muestra el intercambio de distribuciones electronicas provocada por la
“interaccién” de los niveles. El andlisis de otros cruces en el sistema puede encontrarse

en [97].

SR VA i — — ' ' —

-5.88 .

-59- v —

| |
4.478 4.48 4.482
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| |
4.484 4.486

Figura 6.16: Energias y forma de los autoestados alrededor del cruce 5 para el sistema
He@Cg, como funcién de la profundidad del potencial.

Para dejar mas en claro el motivo por el cual los cruces son evitables, podemos
hacer una analogfa con el caso unidimensional. Puede demostrarse [98] que el nimero
de nodos de una autofuncion de la ecuacion de Schrodinger permanece inalterable al
modificar adiabaticamente al potencial. El nimero de nodos N,, se encuentra intima-
mente relacionado con el valor de la energia, siendo el de mas baja energia el de menor
cantidad de nodos N,, = 0, y aumentando para valores mayores de N,,. El andlogo bidi-
mensional lo constituyen las curvas nodales, que corresponden a una relaciéon entre 7
y ro de la forma g, (r1,r2) = 0. El nimero y topologia de estas curvas debe conservarse
para cada uno de los niveles del sistema. En la figura 6.17 podemos ver las funciones

de onda correspondientes a la distribucién espacial 1s? 1S para distintos valores de Uj.



Atomos de dos electrones 119

a)

_ N
© ]
- -]
= =
N N
— —
- gh
@© @®
S S
= =
N N
- —

0

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
ry (u.a.) ry (u.a.)

0

Figura 6.17: Superficies nodales del estado 1s% 1S para distintos valores del pardmetro
Up.

Antes del primer cruce, esa configuracion se encuentra descripta por el primer estado
ligado del sistema (figura 6.17 a), que carece de curvas nodales. Luego del primer cruce,
ésta intercambia las distribuciones espaciales con las del primer estado excitado, el cual
da una descripcién del mismo que incluye una curva nodal (curva roja de la figura 6.17
b). Las figuras 6.17 b y ¢ muestran la posicién de la curva nodal del primer estado
excitado para los valores Uy = 1,21 u. a. y 1,748252 u. a. cercanos a dos crossings
distintos. Nétese que la curva nodal conserva aproximadamente su topologia (partiendo
de un punto sobre el eje 1 y llegando al eje ry sin cerrarse ni cruzarse). En ese punto

se produce un cruce, y para Uy = 1,748264 u. a. el estado 1s% 1S viene representado
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por el tercer estado ligado del sistema. Este estado tiene 2 curvas nodales, que no se
cruzan, una partiendo de un punto del eje r; y otra que parte del eje 79, retornando

ambas a su eje de partida (6.17 c¢).



Capitulo 7

El problema de fragmentacion

La dinamica de la colisién de un sistema de tres particulas puede describirse me-
diante la solucién de la ecuacion de Schrodinger de tres cuerpos, sujeta a las condiciones
asintéticas correspondientes al problema de scattering en consideracion. La solucion es
Unica, siempre que su comportamiento esté definido en todas las regiones asintéticas
[99].

Para describir los procesos de fragmentacién del estado ligado de dos particulas
por incidencia de una tercera, pueden emplearse dos tipos de soluciones de la ecuacién
de Schrédinger, que se obtienen imponiendo condiciones asintéticas diferentes para
cada caso. La primera de ellas es una superposicién del estado inicial (previo a la
colisién) con un conjunto de canales finales resultantes de la colisién (¥*) [100]. La
probabilidad de ocurrencia de los distintos procesos de fragmentacion esta directamente
relacionada con la amplitud relativa entre el estado inicial y los distintos canales finales
[101]. Por otro lado, puede utilizarse otra solucién, que representa la evolucién a partir
de una superposiciéon de canales iniciales a un tnico estado final, en el que las tres
particulas se alejan mutuamente con momentos definidos (V™). La informacién sobre
la fragmentacién estd contenida en la amplitud relativa entre el estado final y el canal
previo a la colisién en el cual dos de las particulas se encuentran ligadas, y la tercera
incide sobre ellas con momento definido. Ambas funciones pueden ser utilizadas para

evaluar la seccién eficaz en un problema de fragmentacién [102].

Sin embargo, sélo se conoce el comportamiento general de dichas soluciones [103]
en las regiones asintoticas, donde por lo menos una de ellas se encuentra lejos de las
otras dos [104]. Dicho comportamiento se puede escribir como una combinacién de

funciones de dos cuerpos de momentos generalizados que dependen de las coordenadas
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de todas las particulas. En la misma definicién del comportamiento asintdtico también
esta incluida la amplitud de dispersion, el observable de interés en los procesos de

fragmentacion [99].

Dado que no se conoce una forma cerrada de la solucién de la ecuacién de Schrodin-
ger de tres cuerpos, se debe recurrir a métodos aproximados para evaluar la amplitud de
dispersion. Basicamente, dos tipos de enfoques han sido utilizados. Por un lado, estan
los métodos que emplean series perturbativas para la amplitud de dispersion, que pue-
den evaluarse por medio de integrales que involucran los canales iniciales y finales de
la colisién. Entre ellos podemos mencionar a la aproximacién de Born [105, 106], que
descarta las interacciones Coulombianas entre el proyectil y el nicleo, o los calculos
con CDW (continuum distorted-wave) [107], CDW-EILS (eikonal initial state) [108],
que dan una descripcion mas adecuada del comportamiento asintético de la funcién
de onda. Estos métodos extraen la informacion de la matriz de dispersién a partir de
formulas integrales que involucran a la funciéon de onda U~ y distintas aproximaciones
para representar al estado preparado, correspondiente a una onda plana o distorsiona-
da para el proyectil incidente por un estado ligado asociado a las otras dos particulas.
Como estado de dispersién de tres cuerpos (U™) se utilizan modelos aproximados. Uno
de los més usados es el modelo CDW [109, 110}, conformado por un producto de tres
funciones de onda de dos cuerpos, que aproxima la dinamica de los tres cuerpos co-
mo una interacciéon entre cada par de particulas por separado. Esta funcién tiene el
comportamiento asintético exacto en la region asintotica en la que todas las particulas
estan lejos entre si [111]. Los métodos perturbativos son lo suficientemente precisos
como para obtener valores adecuados de las matrices de dispersién en un rango de

energias intermedias y altas (2 54 eV).

Por otro lado, existen métodos ab—initio, que permiten obtener soluciones completas
en un rango de energias mas bajas. Hasta el momento, y para el problema de e — H,
estos métodos se basan en una expansién de la funcién de onda ¥+, que incluye una

superposicion de los canales finales de la colision.

Uno de los primeros métodos ab—initio utilizados en el problema e — H corresponde
a las expansiones de Close Coupling (CC') originalmente introducidas por H. S. W.
Massey y C. B. O. Mohr [101] en el afio 1932. La hip6tesis bésica del método, es que la

funcién de onda de scattering puede escribirse como una expansion en términos de los
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autoestados del blanco con coeficientes a determinar, los cuales definen la amplitudes
de transicion. El método fue desarrollado para tratar procesos de scattering elastico y
excitacién, donde los canales finales de la colisién estaban representados por el conjunto

de estados ligados para el electrén atomico.

Posteriormente surgieron los métodos CC con pseudoestados [12] (los mismos que
fueron comentados en el capitulo 1), con el objeto de completar el conjunto (incom-
pleto) de estados ligados atémicos, empleados por el método CC. Es a partir de ese
momento en el cual la teoria se vuelve formalmente ab—initio, dada la naturaleza de
completitud de la base. Entre los métodos de C'C' que han surgido desde entonces
podemos mencionar al Intermediate enerqy R—matriz method (IERM) [112, 113], el
método J-matriz [114], el Hyperspherical Close Coupling [115] y el Convergent Close
Coupling (CCC) [116].

El célculo con pseudoestados condujo a pseudoresonancias de origen no fisico en
las amplitudes de excitacién [117]. Se encontré que el efecto de las mismas estaba
vinculado al tamano de base empleado, y que desaparecian cuando éste se incrementaba
[118]. Durante la década del "90, el método de CC fue tratado con mayores recursos
computacionales y presentado en una serie de trabajos de 1. Bray [119, 120]. Alli se
demostré la convergencia del mismo, tanto para las amplitudes de excitacién como
para la seccién eficaz total de ionizacién [121], origindndose lo que hoy se conoce como
el método CC' Convergente (CCC'). La seccién eficaz total de ionizacién se aproxima
en el método de CCC a través de la suma directa de los coeficientes de excitacion
a los pseudoestados de energia positiva, y mediante el empleo del teorema &ptico.
La convergencia de la seccién eficaz total de ionizacion generd grandes expectativas
respecto al método de C'CC, puesto que se estaba tratando con los estados del continuo
del problema de ionizacién en forma discreta, y con la misma simplicidad que con la

que se trataban los procesos de excitacion.

Sin embargo, para que una metodologia sea completa en el problema e — H, tiene
que reproducir adecuadamente la seccion eficaz diferencial de ionizaciéon, es decir que
debe representar en forma correcta a la amplitud con la que un canal final dado es po-
blado luego de la colision. Se sugirié que las amplitudes asociadas a los pseudoestados
de energia positiva, contendrian esta informacion, a menos de un factor de renorma-

lizacién, relacionado con la cuadratura del continuo provocada por los pseudoestados
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[122]. La amplitud de dispersién para los estados del continuo calculada de esta manera
tiene un orden de magnitud correcto, pero presenta estructuras oscilatorias no fisicas,
del orden de magnitud de las amplitudes mismas. Ademas, estas secciones eficaces no

tienen la simetria adecuada cuando se consideran particulas indistinguibles.

Se realizaron innumerables esfuerzos para reconciliar el método CCC' con la teoria
de ionizacién (ver [2] y referencias alli). Sin embargo no fue hasta el afio 1999, en que
T. N. Rescigno y colaboradores mostraron que los problemas del método CC' eran
intrinsecos a la manera en que la amplitud se extraia del método, y podian no estar
relacionados con el valor de la funcién de onda en si [59]. Sin embargo, los métodos
de CC imponen condiciones de onda estacionaria en una de las coordenadas. Como
veremos, ésta condicién no es la adecuada para describir la amplitud de dispersién

correspondiente al canal de fragmentacion.

En el ano 1962 A. Temkin [88], desarrollé en forma independiente a los métodos de
CC, una solucién al problema e — H en un modelo de onda s, en el cual sélo se conside-
raron momentos angulares electronicos iguales a cero. Luego el cédlculo fue optimizado
por R. Poet [90], resultando en lo que hoy se conoce como modelo de Temkin—Poet
(TP). En dicho célculo, la funcién de onda de scattering se escribe como una serie de
productos de autoestados separables, correspondientes al &tomo de hidrégeno o asocia-
dos a particulas libres. Con esas aproximaciones, el problema se reduce a una ecuacién
bidimensional en las coordenadas radiales electrénicas ry y ry, pero debe definirse se-
paradamente en dos regiones. Los coeficientes de la expansién se obtienen imponiendo
continuidad de la funcién de onda y de su derivada en el contorno r; = r9, y estan
directamente relacionados con la amplitud de dispersion, puesto que las funciones de
base coinciden con los canales finales de la colision. Las secciones eficaces diferenciales
y totales calculadas con ese modelo, han sido utilizadas posteriormente como testeo de
la convergencia de nuevas teorias ab—initio para el problema de ionizacién. La solucién
fue calculada posteriormente con gran precisién por J. Callaway y D. H. Oza [123, 118§]

quienes retomaron el problema considerando estrategias numéricas mas sofisticadas.

Una de las diferencias fundamentales entre el método C'C'y el método de Poet es que
el dltimo siempre considera un comportamiento de onda saliente para el electron que
se encuentra mas alejado del nicleo. Esta condicién de flujo saliente para los electrones

“externos” impone a la funcién de onda total el comportamiento asintético adecuado
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para el canal de ionizacion.

Siendo el comportamiento asintotico de la funcién de onda de importancia crucial
en la obtencién de las secciones eficaces de los problemas de dispersién, T. N. Rescigno,
C. W. McCurdy y colaboradores desarrollaron la técnica del Exterior Complex Scaling,
que permite obtener indirectamente condiciones de flujo saliente en las coordenadas
correspondientes a las particulas disperzadas luego de la fragmentacion. El método es
una adaptacién de la técnica utilizada por J. Nuttall y H. L. Cohen [124], quienes
realizaron una rotacion al plano complejo de las coordenadas, para evaluar variacional-
mente la amplitud de scattering eldstico e ineldstico en el problema de tres cuerpos con
potenciales de corto alcance. Luego T. N. Rescigno y V. McKoy aplicaron esta técnica
para calcular foto absorcién, utilizando una base de cuadrado integrable [125], mien-
tras que C. W. McCurdy la aplicé al célculo de elementos de matriz de Hamiltonianos
moleculares [126]. En una aplicacién a las soluciones de la ecuacion de Schrédinger de-
pendiente del tiempo, C. W. McCurdy y colaboradores [127] hicieron notar la absorcién
de la probabilidad de los paquetes salientes cuando se imponen contornos complejos.
De esta manera se pretende evitar reflexiones, y por lo tanto estacionaridad en las
ondas. Finalmente T. N. Rescigno y colaboradores demostraron la aplicabilidad del
método a potenciales de largo alcance [128], y desde entonces el ECS ha sido utilizado
con excelentes resultados en la evaluacién de la funciéon de scattering estacionario, sin
uso explicito de las condiciones asintéticas [129, 130, 131, 46, 132]. El método induce
la convergencia de la funcién de onda a la que representa el estado con la condicién

correcta, sin imponerlo directamente.

La version actual del FCS aplicado al problema e— H, propone una solucion numeéri-
ca directa al sistema de ecuaciones bidimensionales radiales acopladas, en un dominio
finito de las coordenadas radiales 0 < r; < ro. El método consiste plantear la solucién
de las ecuaciones bidimensionales acopladas mediante un método numérico de integra-
cién, ya sea diferencias finitas, elementos finitos, B-splines, entre otros (una revisién
completa del método y sus variantes puede verse en [133]). Para imponer las condicio-
nes de borde que modelen adecuadamente la condicion asintética, se utiliza la siguiente

transformacién en cada una de las coordenadas radiales:

, r sir<Ry
r— ' , (7.1)
Ry + (7” — R())@m sir> Ry
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donde Ry < rg. Teniendo en cuenta esta transformacién, es facil ver que cualquier

comportamiento de onda saliente en r se correspondera con un decaimiento exponencial

como funcién de 7/, mientras que cualquier funcién con condicién de onda entrante en
/7 . . / . . .,

r se corresponderd con una exponencial divergente en 7. Si se impone a la funcién de

scattering una condicién de borde homogénea cuando las coordenadas transformadas

alcanzan el valor rq, esto es \Ilgc = 0sir] =1y osirlh =ry lafuncién de onda

debera ser mondtona decreciente como funcion de r; en la region Ry < r; < rg. Dado
: . , . : -

que un comportamiento divergente en 7’ se vuelve incompatible con las condiciones

mencionadas, se tiene que la funcion de scattering no contiene componentes de onda

entrante.
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Figura 7.1: Rotacion de las coordenadas en el método de Exterior Complex Scaling
(modificacién del dibujo original).

En la figura 7.1 a podemos ver graficamente la transformacion (7.1) que se aplica
en cada una de las coordenadas radiales electrénicas. En la figura (7.1) b se muestra
un esquema del dominio radial sobre el cual se obtiene la solucion, donde se encuentra
especificada la regiéon en la que cada una de las coordenadas es compleja.

Dado que el método da lugar a una funciéon de onda evaluada en un dominio y no
una expansién en estados (ni pseudoestados) del blanco, el inico medio para extraer
la informacion del proceso de fragmentacion es el uso de férmulas integrales, o la
evaluacién del flujo de particulas en la regién cercana al limite del dominio numérico.
Los autores del método han desarrollado una serie de estudios [134, 58, 135] y han
desarrollado diferentes y exitosas tacticas para extraer la informacion de la amplitud
de dispersion, y evaluarse las secciones eficaces. El ECS es actualmente el tinico método
completo para la obtencion de la funcion de scattering estacionaria, en la representacién
independiente del tiempo.

Por 1ultimo, debemos mencionar los métodos de resolucion de la ecuacion de Schrodin-
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ger dependiente del tiempo, que constituyen una estrategia alternativa que permite
prescindir del problema de la imposicion de la condicion asintotica. El método consiste
en la resolucién de la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo, para un electron
que que se encuentra inicialmente representado por un paquete del tipo Gaussiano, in-
cidiendo sobre el par de particulas ligadas. El primer calculo de este tipo fue realizado
por C. Bottcher [136], quien resolvié numéricamente dicha ecuacién, para un Hamil-
toniano modelo bidimensional, donde la repulsién electrénica viene aproximada por el
potencial de Wannier [137]. Luego el mismo Bottcher obtuvo la solucién incluyendo
la correlacion completa [138]. Posteriormente surgieron otros calculos, entre ellos el
Time dependent Close Coupling (T DCC') aplicado por M. S. Pindzola y colaboradores
[6, 139, 140], y por W. Thra y colaboradores [141].

La ventaja fundamental del método T'DCC' sobre los métodos independientes del
tiempo consiste en que al considerar la evolucién del sistema en un dominio finito
permite obviar las consideraciones sobre las condiciones asintéticas de la funcién de
onda [6]. Por otro lado, el estado inicial separable considera un paquete Gaussiano para
el proyectil. Esto indica que su momento no estara bien definido, sino que habra una
distribucién inicial de momentos asociado al mismo. Es posible simular con este método
la resolucién experimental en energias [136]. Las amplitudes de dispersion se obtienen
mediante la proyeccién de la funcién de onda a un tiempo finito y suficientemente
grande posterior a la colisiéon, con funciones de onda con momentos definidos para

ambos electrones.

En los capitulos siguientes plantearemos una metodologia alternativa de evaluacion
de la funcién de onda de scattering estacionario, asociada a un proceso de fragmenta-
cion. La misma estd basada en la expansién de las funciones de scattering en términos
de productos de funciones Sturmianas de dos cuerpos con condiciones de flujo pura-

mente saliente.

Como mostraremos mas adelante, nuestro método presenta varias ventajas respecto
de los métodos expuestos mas arriba. Por un lado, las funciones Sturmianas permiten
remover la energia cinética de la ecuacion de Schrodinger de tres cuerpos, ventaja con
la que cuentan también los métodos con pseudoestados, no asi el método ECS. Este
simple hecho, como se vera, incrementa notoriamente la convergencia de las expansio-

nes. Dicha energia cinética es reemplazada por un término de energia potencial. Por
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otro lado, las funciones Sturmianas presentadas aqui son de espectro discreto, mientras
que los pseudoestados se obtienen mediante una discretizaciéon artificial de la energia.
Esto implica que la metodologia tiene un parametro menos con el cual probar la con-
vergencia: el pardmetro que regula la discretizacion de la base no esta presente en
nuestro calculo. Otra diferencia ventajosa respecto a los métodos C'C' (independientes
del tiempo) es que las funciones de base permiten imponer adecuadamente la condicién
asintética de flujo saliente en la funcién de scattering.

Ademas, este método permite obtener tanto la funcién de onda correspondiente al
canal inicial (U") como al final (¥7).

El plan de este capitulo es el siguiente. En la seccién 7.1 expondremos la forma
de las distintas funciones de onda, construidas por un estado que define el tipo de
funcién de onda a considerar (U* o ¥~). Analizaremos las condiciones asintdticas,
y como se conectan éstas con la amplitud de dispersion. Presentaremos la expansion
de la funcion de scattering en términos de las funciones Sturmianas con condiciones
de flujo entrante y saliente, y describiremos las técnicas matriciales empleadas para la
obtencion de los coeficientes de la expansion. Luego, en la seccién 7.2, estudiaremos tres
ejemplos modelo analiticamente resolubles, asociados a problemas de tres cuerpos que
incluyen las distintas condiciones asintdticas correspondientes a las funciones ¥ y W~
Las mismas corresponden a los primeros términos de la serie de Lippmann-Schwinger
para la funcién de scattering. Las soluciones a estos modelos seran comparadas con la

expansion de la funcién de scattering en términos de las FS.

7.1. Expansién de los estados de colision

En este capitulo se realizarda un anélisis sobre el tratamiento del problema de dis-
persion de tres particulas, en la que una de ellas se considera de masa infinita y fija en
el centro de coordenadas. Las otras dos particulas a considerar tendran masas simila-
res a la del electron, y por lo tanto consideraremos en adelante ¢ = 1. La ecuacion de
Schrédinger para este tipo de problemas coincide con la de las expresiones (6.1) y (6.2)
utilizadas en la seccién 6 para el estudio de estados ligados, y que en este caso puede

escribirse como:

[H — E]U*(ry,1y) = 0. (7.2)
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donde
1 1
H = —1V2 — 192 L U(r) + UGra) + Vilrao).

En los problemas de dispersién, la energia es positiva. Los autoestados del Hamil-
toniano para F > 0 son infinitamente degenerados, pero existe una tinica solucion para
cada problema de dispersion que se desee estudiar, el cual debe definirse a través de las
condiciones asintoticas de la funcién. El primer problema que vamos a considerar es el
de la fragmentacién de un sistema de dos cuerpos en un estado ligado, por el impacto
de una particula que incide sobre ellas con momento definido. En este caso, el estado
ligado se encuentra formado por una de las particulas livianas y la pesada, mientras
que el proyectil corresponde a la otra particula liviana. El resultado de la colisién co-
rresponde a una superposicion de canales, correspondientes a los procesos de scattering
eldstico, ineldstico (excitacion) o fragmentacién (ionizacién si las particulas estan car-
gadas). El primero de estos procesos corresponde a la situacién en la que la particula
incidente se dispersa por el subsistema ligado, dejandolo a éste en su estado original.
En el segundo caso el proyectil transfiere energia al par ligado, y se produce una transi-
cién a un estado excitado. Por 1ltimo, el proceso de fragmentacién, correspondiente al
caso en que ambas particulas livianas se encuentran alejandose de la particula pesada.
Este comportamiento se modela mediante términos en la funcién de onda que incluyen

ondas esféricas de condicién de onda saliente, W,

Otro caso de interés corresponde a la situacién en la que las dos particulas livia-
nas se encuentran inicialmente incidiendo sobre el centro dispersor (particula pesada)
con un momento definido. Como resultado de la colisién, puede obtenerse el proceso
de scattering elastico y de recombinacion, en el cual una de las particulas forma un
estado ligado con la particula pesada, mientras que la otra escapa con una energia
mayor a la energia inicial. El canal de scattering eldstico en el que ambas particulas se
encuentran en el continuo debe construirse con ondas esféricas entrantes. La funcion

correspondiente a este proceso se denomina .

Aunque estas funciones estan asociadas a procesos con condiciones iniciales dife-
rentes, ambas pueden ser utilizadas para obtener las probabilidades con que se daran
los distintos procesos en el problema de disociacién de un estado ligado de un par de

particulas por impacto de una tercera.

En las secciones siguientes expondremos las formas asintéticas de las funciones de
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scattering, y se realizard un andlisis sobre la informaciéon contenida en ellas. Luego
desarrollaremos una metodologia de expansion de la parte de scattering de estas fun-
ciones, en base a las funciones Sturmianas con condicién de flujo no nulo, discutidas

en los capitulos anteriores.

7.1.1. Condiciones asintéticas y amplitud de dispersion

Comenzaremos el analisis de la funcién de onda que modela un proceso de frag-
mentacién atéomica producida por el impacto de un proyectil. Designaremos las letras
a y b para referirnos a las particulas livianas, y ¢ para referirnos a la particula pesada.
Designando las coordenadas r; (rq) a la particula a (b) la funcién de onda que describe

la colision puede escribirse como:

\Ij+(r1, I‘Q) = \IJJF

ki (rl’ r2) + \Ijjc(rh r2)7 (73)

donde Wy, -, es el estado preparado de la colision:
1
Uy (r, 1) = 7 (i (£1) by (r2) + (= 1)U (12)Pag (r1)) - (7.4)

y al cual denominaremos estado inicial no perturbado. En la ecuacién (7.4), ¢, corres-
ponde a un estado ligado entre, por ejemplo, las particulas b y ¢, de energia Fy = —r2/2,
y donde o = {ng, lo, mp}. La funcién wf{:_ estd asociada al proyectil a. Esta corresponde

a un estado de dispersién estacionario de dos cuerpos (véase seccién 2.5.2), de momento

+

definido k;, y satisface la condicion asintética de onda saliente. La funcién Wy
19

es
solucién de un Hamiltoniano en el que no se tiene en cuenta la interaccion entre el par
a—b:

[Hl - E] \IIIL-770<I‘17 r2) - 07 (75)

donde H; puede escribirse como:

1 1
H1 = _§Vz1 - §V32 + U/(’I"l) + U(TQ).

En la ecuacién (7.5) se tiene que 2E = k? — k2. U es el potencial de interaccién de las
particulas ligadas, mientras que U’ es el potencial modelo de interaccién entre éstas y
el proyectil. El estado inicial no contiene la interaccién entre las particulas livianas, y

el potencial U’ considera so6lo las coordenadas relativas entre el proyectil y la particula
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pesada. Aunque las particulas livianas sean idénticas, el potencial U’ pede considerarse
distinto a U, de modo de tener en cuenta el apantallamiento del campo central, debido

a la presencia de la particula ligada a éste.

Dado que el estado inicial no perturbado es conocido, el problema consiste en hallar

_l’_

sc?

la funcion de scattering W7, la cual satisface la siguiente ecuacién no homogénea:

1 1
—§Vfl - §Vf2 + U(T’l) + U(T’Q) + %(Tlg) —F \I/jc(rl, I'Q) =

—‘/6(7’12)‘1112,%(1‘1,1'2)- (7.6)
La ecuacién (7.6) tiene una solucién formal de la forma:
W (r1,r0) = [ G sl rVa 1 W (1) (1.7
donde G* es el operador de Green, que se define a través de la ecuacion:

[H — E) G=(r1,1r5|v), 1) = —6(r; — 1})d(ry — 15). (7.8)

La funcién U7, contiene la informacién sobre las probabilidades asociadas a cada
proceso resultante de la colision, la cual esta vinculada al comportamiento de la funcién
de onda cuando las particulas estan lejos entre si. El andlisis de este comportamiento
puede separarse en cuatro regiones asintéticas del espacio de coordenadas [100]. Las

mismas se definen de la siguiente manera [102]:

Qo : T1,T9, 12 —> 00, T9/r1 — ¢ # 0,
Q- L — 00, r3/r; — 0,
Qy rg — 00, r1/r9 — 0,
y
Qs : r1,Te — 00, T12/T1,712/72 — 0.

En la region €y podemos escribir [103]:

1 . .
Winm) ~ = 3 [, 050 + (<1505 ()]
J
i(kwjm—kZT‘; In(2k~;71))
gb,yj(rg) 52_8, (79)

T
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donde v; = {E;,l;,m;} y k:gj = 2(E — Ej). Las energias del blanco E; incluyen tanto
los estados ligados como los estados del continuo estacionarios fisicamente permitidos,
regulares en el limite 1o — 0. f5, 1, ¥ Gy, cOrresponden a las amplitudes de excitacion
directas y de intercambio cuando los indices son discretos, y contienen la informacién
de la amplitud de ionizacién para E; > 0. En la regién (2, rige una expresion similar
a la de la ecuacién (7.9), que se obtiene intercambiando (ry,7r2) — (re,71). Para las

regiones (g y {23, el comportamiento asintotico de la funcién de scattering es:

1
\I/jc(rl,rg) ~ _E (

ik P
F) [f+(f1,f2,a)+(—1)Sf+(f2,f1,7r/2—oz)] X

(K p—(£(r1,r2,0)/ K) In(2Kp)) a#0, a 7T/2’ (7'10)

donde p = \/7? + 12, a = tan"!(ry/r;) y K = V2E. La funcién f* es la amplitud de
fragmentacion, y depende tanto de la direccion en la cual salen las particulas como de
la forma en que la energia se reparte entre ellas.

Hemos introducido la variable £, que se define de la siguiente manera!:

A N A n AT
sin()  cos(a) (1 — cos(f2)sin(2ar))1/2’

§(f1, Iy, Oé) =
donde cos(f12) = ry.r3, de modo tal que

Y ™ T2 12

¢_Z.,2 Zn

Este término contempla el caso en el que las particulas estan cargadas, de modo tal
que las livianas interactiian entre ellas a través de un potencial que asintoticamente es
puramente Coulombiano, de magnitud Z;5, y con el nicleo a través de un potencial
cuyo comportamiento asintotico Coulombiano es de carga Z.

Puede verse de la ecuacion (7.10) que el canal de fragmentacion corresponde a una
onda esférica saliente en el hiper-radio, que acopla ry y ry. El término también contiene
el corrimiento de fase logaritmico asociado a las interacciones Coulombianas, donde en
este caso el factor £ es el que cumple el rol de carga generalizada. El mismo depende
tanto de la direccion en la que salen las particulas, como del angulo relativo entre ellas.
La condicién asintdtica para el caso £ = 0 requiere un tratamiento separado, y no

serd considerado aqui [103].

LA diferencia del desarrollo de la referencia [103], hemos introducido el factor Z para considerar
otros centros Hidrogenoides de carga Z > 1.
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Las amplitudes de fragmentacién correspondientes a la colisiéon de la particula a con
el par ligado b — ¢, pueden ser extraidas mediante formulas integrales, que involucran
a la funcién W', o bien a una solucién ¥~ que se origina a partir de un estado inicial
no perturbado, asociado a dos particulas que inciden con un momento definido sobre

la tercera [102]. La funcién de onda para este problema puede escribirse como:
‘1/_(1'1,1'2> = \111:171(2(1'1,1'2> + \Ifs_c(rl,rg), (711)

donde
_ 1 _ _ _ _
Vi so(F102) = 5 (U5 ()0 (02) 4 ()0 (ra)ig (r) . (712)
Cada una de las funciones wlzj (7 = 1,2) tiene el siguiente comportamiento asintético:

. , —i(kr—Z% In(2kr))
lim '(ﬁi(r) — e*l(k.l‘“rl%ln(lﬂ‘fk.r)) + f’(@)e k (713)

r—00 T

que corresponde a una onda esférica entrante modulada por la amplitud f~, que se

superpone a una onda plana de momento definido k;.
La condicién asintética para la funcién W, en la regién € es:

_ 1 _ . _ .
U (ry,r2) ~ NG I |:f'yo,’yj(kj7r1> +(=1)%g3, ., (kj,11) | %
j
=ik m1— ,fo; In(2k;71))

¢’Y]‘ <r2)e y (714)

(8]

mientras que para la region {2, existe una expresion similar, que se obtiene mediante

el reemplazo (ry,rs) — (r2,71) en la expresién anterior. Para la region €y tenemos:

U (r1, 1) ~ —% (

i3\
F) [f_(fhfz,a)+(—1)Sf_(f2,f1,7r/2—a)] X

TIPSR )Y RKD) £ £ 7/2. (T.15)

Existen expresiones alternativas para la forma asintética de las funciones ¥ en térmi-
nos de funciones de onda de dos cuerpos con momentos generalizados, dependientes
de las coordenadas de las tres particulas [100, 102]. Sin embargo, utilizaremos las for-
mas (7.9) y (7.10), o alternativamente las expresiones (7.14) y (7.15), puesto que son
mas adecuadas para un tratamiento en ondas parciales. Para la funcion U_, rige una

ecuacién similar a la ecuacién (7.7), donde se emplea G~ y Wy .

En ausencia de potenciales Coulombianos, las formas asintéticas (7.10) y (7.15)
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son validas, siempre que £ = 0, incluso en el caso de potenciales de corto alcance que
actian sélo mientras ambas particulas livianas estan préximas al centro ¢ [60]. Dado
que la ecuacion de Schrodinger de este tipo de problemas es separable en cada una
de las regiones asintoticas, es de esperar que la soluciéon pueda expresarse en cada
una de ellas como un producto separable correspondiente a la solucién de un Hamil-
toniano de particulas no interactuantes correspondiente a cada regién. Sin embargo,
como producto de la colisién, y particularmente en la fragmentacién, la dependencia
en las coordenadas radiales m; y r2 queda acoplada a través de las variables p y a.
Este comportamiento puede expresarse como una combinacion lineal de soluciones del
Hamiltoniano de particulas independientes, y los coeficientes de la expansion estan di-
rectamente asociados con la matriz de dispersién. Los mismos tienen la informacién
sobre la probabilidad con la que dichos canales son excitados como producto de la

colision.

Analicemos el comportamiento asintético (7.10) en una dada direccién «. Sobre
esa direccién, las coordenadas esféricas electronicas estan acopladas por la ecuacién
ro = 7y tan(a), y el hiper-radio puede escribirse como p = 71/ cos(a). Veamos si la ex-
ponencial saliente puede escribirse en esa direccién como un producto de exponenciales
salientes en coordenadas esféricas. La exponencial en p de la ecuacién (7.10) puede

escribirse como:

. . _1 . .
6zKp _ ezKrl cos(a) _ €1k1r1+zk2r1 tan(a).

Dado que los momentos deben estar restringidos a los valores que conserven la energia

tenemos:
Kcos(a)™ = ky + 1/ K2 — k? tan(a)
de lo cual se obtiene el par de soluciones k; = K cos(a) y ko = Ksin(a). Vemos

entonces que cada valor de « esta asociado a un valor particular de momentos, y una
distribucién particular de la energia. El valor de f(r1, r2, ) corresponde a la amplitud
con la que es excitado el canal en el que las particulas se alejan del centro de dispersién
con momentos definidos k1 y ko. La dependencia en los versores Iy y ry estd asociada a

los posibles angulos de salida, que pueden relacionarse con la direccion de los momentos

k1 y kg.
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Tomando estos valores de momentos y suponiendo que tenemos particulas cargadas,
podemos ahora buscar las cargas centrales que conduzcan al mismo corrimiento de fase

logaritmico de la ecuacién (7.10). Las mismas deben satisfacer entonces:

— %ln(QKp) = _%;(a) In(2K cos(a)?p) — %r?(a) In(2K sin(a)?p)
Zl ZQ 1
- <cos(a) * sin(a)) K In(2Kp) + (e, b12),
donde
B, O3) = —%;(a) In(cos(a)?) — %&&) In(sin()?)

es una fase que no depende de p, y puede asociarse a la amplitud f(ry, 3, ).
Vemos que el producto de exponenciales tendré el comportamiento asintético ade-

cuado siempre que las cargas que originan el corrimiento logaritmico satisfagan:

z 4 1 Z Zy
sin(cv) i cos(a) " /1 — cos(f;2) sin(2a) B cos(a) * sin(a) (7.16)

La condicién (7.16) se conoce como condicién de Peterkop [142].

Utilizaremos esta informacion para realizar un estudio sobre la eficacia de las dis-
tintas metodologias existentes de obtencion de la funcién de scattering, y sobre las
consideraciones que deberia abarcar un método completo en cuanto a la presencia de
potenciales Coulombianos.

Veremos que una base separable compuesta por funciones Sturmianas puede ser
adecuada en una dada direccién « si se eligen adecuadamente las cargas y momentos

asociadas al comportamiento asintotico de la base.

7.1.2. Expansion de la funcién de scattering en una base de
FS

A continuacion realizaremos una expansion de la funcién de scattering de los pro-
blemas de dispersién que discutimos en la seccién anterior. Como ya hemos visto, el
Hamiltoniano del sistema (ecuacién 6.2) conmuta con los operadores L? y L., por lo

que puede realizarse una expansién en ondas parciales de la solucién:

‘Ifi(rl,rg) = Z Z Z\Ifli(rl,rg)

L=0 M=—-LII=0
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donde I = {L, M, S, 11},
\I/Ii(rl, I'2> = \Iléf(rl, 1'2) + \Ijgét(rl, 1'2). (717)
0
y donde

UlE(r) 1)) ngliﬂf& ry,ro). (7.18)

La funcion \I/I en la expresion (7.17) corresponde a la componente de niimeros cuénti-
cos I de la descomposmlon del estado inicial no perturbado \Ihi, donde 75 se define
como 73 = {k;, 70} si se estd expandiendo a la funcién W/*, o bien como 7, = {ki, ko }

si se expande la funcién ¥/~. La misma puede escribirse como:

0o L+,
I+ E §
\I/~i(r1,r2 = \I] I'1,I'2), (719)
Yo 70 dasly
la=01l,=L—l,

donde

\IJI:‘: (r17r2) ASR :i:l I (T17r2)yl b (r17r2)

Yo 7la7lb Yo stas

y donde R%Af:tb depende del estado de colisién que estemos considerando. En la su-
ma correspondiente al estado \Ihi, no es necesario aplicar las restricciones radiales
reguladas por la funcién fpi, 4, (ecuacién (6.12)), puesto que como veremos, en este
problema no es necesario evaluar la matriz de solapamientos.

Las funciones de base 1= (v = {l,, I, na, 7 }) que expanden la funcién de scattering

tienen una expresién similar a las de la ecuacién (6.14); la diferencia en este caso es

que las funciones Sturmianas utilizadas tienen condiciones flujo no nulo:

St (T1) Sty (72) pa o
U (1) 1) = Ag—2 ” ) S, 7}’ )yiM(rl,rQ). (7.20)
1 2

El término ¥'* p corresponde a la componente de niimeros cuanticos I en la expansion
del estado 1n101a1 no perturbado de las ecuaciones (7.4) o (7.12). Veremos a continuacion

como se descomponen dichos estados.

Estado inicial

En el estado inicial no perturbado de la ecuacién (7.4), correspondiente a la colisién

de una particula liviana a contra el par ligado b — ¢, la funciéon de onda asociada al
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proyectil tiene la siguiente expansion en ondas parciales:

l;

AT & i T e T
— = lez mRE L (r) Z Y1)V k), (7.21)

7,r za 7

1;=0 m;=—1;
donde RZ r, corresponde a una autofuncién de la energfa de ecuacién radial (2.7), de

espectro continuo y comportamiento asintético (2.14). Al estado ligado atémico 1., lo

consideraremos normalizado:

1 N 0o
¢’Yo (I‘) = ;Rloﬂo (T)YEZRO (I‘), / dr ’Rlo,no (T)‘Q = 1. (7‘22)
0

Seria posible proponer un estado ligado arbitrario que tenga en cuenta los efectos de
polarizacion por el proyectil, en cuyo caso debe utilizarse una expansion en ondas

parciales del mismo para proceder con el calculo.

Reemplazando las expresiones (7.21) y (7.22) en la expresion (7.4), y utilizando la
expansion del producto de armonicos esféricos en términos de los arménicos biesféricos

s . sz LM . <z
(expresién (6.5)) se obtiene, para la funcién R | asociada a la funcién Wy _ :
’ ki, v0,laslb kivo

LM+ LM Rlo,no(TQ) thk (r1)

ki, Y0,laslb (Tl’ T2) - 611“10 Nkivlmlo T r ’

donde

*

4 la ~
Ny = e s oy M = mo,mol L, M) (Y7 (k)

1

Estado final

Las funciones de onda que constituyen el estado inicial no perturbado W, —estan
constituidas por un producto de funciones de la forma 1, cuya expansiéon en ondas

parciales puede escribirse como:

_ 4:7T > e ing . _ m] = .
Vi, (1) = @Zlbem’ Ry, (r Z Y, " (k;), J=12
my=—l;

1,=0
Acomodando las series de un modo similar a lo realizado en la seccién anterior se

obtiene:

21+
L.M— 16742
R -

ki1,kolalp (r1,m2) = ei(maerb)yi%* (ki, kQ)Rl_a,kl (Tl)Rz_b,kg (r2).

kykoriry
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7.1.3. Representacion matricial de la ecuacién de Schrodinger

Estudiaremos el procedimiento de obtencion de los coeficientes de la expansion de
autoestados del Hamiltoniano (6.2), en una base de funciones Sturmianas. Para el
problema de dispersion, la energia se considera fija e igual a la del estado inicial no
perturbado (siendo este ultimo un autoestado del Hamiltoniano en una de las regiones

asintéticas), y cuya expansién en ondas parciales da lugar a las funciones radiales

L,M=+

L Al igual que para la expansion de estados ligados, podremos convertir el
0 »ltartd

problema de busqueda de coeficientes en un sistema lineal de ecuaciones.

Como es usual en los métodos CI, debemos reemplazar la expresiéon (7.18) en la
ecuacién (7.2), multiplicar por la izquierda por cada uno de los elementos de base ‘i/f/ de
la ecuacion (7.19), e integrar en todo el espacio. En este caso, tratandose del calculo de
estados de dispersion debemos conjugar solo la parte angular, puesto que las funciones
radiales son complejas, pero el producto escalar de las funciones Sturmianas se define
sin conjugar (véase seccién 2.4.1). Cuando la base es finita el sistema de ecuaciones se

transforma en un problema matricial de tamano N, x N,, y puede escribirse como:
+ _
[H - (E -k, — Eb)s] Psc = (Pfyoi> (723)

donde ¢ es el vector que contiene los coeficientes de la expansion l*, sz s el
vector de elementos [psx],r = (OEE - H |\Il§01[), H es la representacion matricial del
Hamiltoniano en la base W/*: [H],,,, = (WL H|[W!F) | v S es la matriz de solapamiento:
S],/, = (UEE|wI*) A diferencia del problema de autovalores de la energfa, en este
caso no es necesario evaluar la matriz de solapamiento S si la suma de las energias de
la base se toma igual a F. El cdlculo de la matriz H se realiza en forma anéloga al
expuesto en el apéndice (B), y sélo resta evaluar el término no homogéneo @Z);Yg:, que

puede encontrarse en el apéndice C.

Para el célculo de estados de dispersion se tiene que la energia es fija y ¢, # 0, con lo
cual el problema se convierte en un sistema de ecuaciones lineal, que puede resolverse
por medio de la subrutina de LAPACK ZGESV. Como en este caso la energia del
sistema se fija externamente, las energias de las configuraciones pueden elegirse de

modo tal que ¥ = E, + E}, con lo cual el sistema se reduce a:

Hopy, = @5+ (7.24)


http://www.netlib.org/lapack/complex16/zgesv.f
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7.2. Modelos de dispersion de particulas

En esta seccion estudiaremos la expansion de la funcion de scattering en términos
de las funciones Sturmianas. De acuerdo al proceso de scattering que consideremos, la
funcién debe satisfacer las condiciones asintéticas (7.9) o (7.14) para que los procesos
de excitacién, scattering elastico o fragmentacion se encuentren bien representados por
la funciéon de onda. Por otro lado, para representar correctamente el proceso de diso-
ciacidn, las condiciones adecuadas corresponden a las dadas por las ecuaciones (7.10)
y (7.15). Estas tltimas constituyen el principal desafio para la metodologia, puesto
que corresponden a un comportamiento bien definido en la coordenada hiper esférica
p, mientras que la base estd formada por productos de funciones en las coordenadas
radiales 1 y 5. A esto debe sumarse el hecho de que los estados de energia del con-
tinuo de tres cuerpos son infinitamente degenerados. La convergencia de la expansién
al autoestado deseado estara intimamente relacionada con el comportamiento de las
funciones de base a grandes distancias. Para lograr que la expansion converja a la so-
lucién con la condicién de onda entrante o saliente asociada a las funciones UL la
base tendra que tener condiciones de flujo no nulo. Esto nos permitira imponer una
condicién asintotica equivalente a la impuesta por el método ECS.

Vamos a tratar tres modelos de colision analiticamente resolubles, que presentan
las principales dificultades en cuanto al correcto tratamiento de la condicion asintotica
de la funcién de onda correlacionada de cualquier sistema de colision. Los mismos nos
permitiran testear y estudiar la convergencia las expansiones. En nuestros modelos
consideraremos tres particulas: a, b y ¢. Las primeras dos (a y b) tienen masa unidad
(en unidades atémicas) mientras que la tercera (c) tiene masa infinita.

El primer modelo corresponde a la evolucion de las particulas a y b emitidas por
una fuente ubicada en el origen. Dicha fuente acopla las coordenadas, y la funcién de
onda asociada a la emisién de particulas tiene un comportamiento asintético similar al
del canal de fragmentacién de la funcién W . La ecuacién a resolver para la funcién de
scattering en este caso es una ecuacién no homogénea, donde la no homogeneidad es
la fuente de particulas. Esta, es similar a la ecuacién (7.7), donde la no homogeneidad
corresponde a la accion del operador H — E sobre el estado inicial no perturbado de
la colision. Con este ejemplo testearemos la convergencia de la funcién de onda y de la

seccion eficaz. Luego trataremos con un problema modelo de fragmentacion del sistema
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de dos particulas ligadas b — ¢, sobre el cual incide el proyectil a con momento definido,
y otro correspondiente a la colisién de las particulas a y b que inciden sobre el centro
dispersor ¢ con un momento definido. Con estos modelos estudiaremos la convergencia
de las expansiones con funciones Sturmianas para los dos tipos de procesos considerados

en la seccion anterior. Estos problemas seran tratados mediante modelos de onda s.

7.2.1. Ecuaciones para el modelo de onda s

La ecuacion de Schrodinger mas general que consideraremos en esta seccion es de

la forma:
[Ho+ Vi + Vi + Vo — E] U+ =0, (7.25)
donde
H_128+82 128+82
0= 2 \r o, or? 2\ 0ry  Or3)’
Vig = 10e™ 772,
y

V, = =3¢, (7.26)

En este modelo simple, las particulas a y b interactiian entre ellas sélo cuando ambas
se encuentren en las regiones cercanas a ¢, donde Vj, tiene una amplitud apreciable.
Ademas, los potenciales atomicos adoptan un solo estado ligado. Por lo tanto, la funcién
de scattering contiene un sélo término en las series de las ecuaciones (7.9) y (7.14)

asociadas a la region €2;.

A pesar de la simplicidad de la ecuacién (7.25), no se conocen expresiones analiticas
para sus soluciones. Para obtener una funcién de onda de scattering, con la cual poda-
mos testear la teoria expuesta en la seccién 7.1, vamos a plantear una serie perturbativa
para su solucién, de cuyos primeros 6rdenes dispondremos de una expresion analitica.

La solucion de la ecuacién (7.25) puede escribirse de la siguiente manera:

\IH:(Tl, 7’2) = \If;y(:)l: (Tl, 7’2) + \IJSiC(Tl, TQ),
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donde el estado inicial no perturbado \IJ%: es solucion de la ecuacién separable:
[Ho+Vi+ Vo — E]Wsx =0, (7.27)

de la cual se conoce una solucién analitica, como veremos mas adelante. Utilizando la

ecuacién (7.27) resulta una ecuacién no homogénea para W:
[Ho + Vig + Vi + Vo — E] U, = Vi W,
cuya solucién formal es:
‘I’fc = Givlzqf%i>

donde G es el operador de Green asociado a la ecuacion (7.25), que se define de acuerdo

a la ecuacion (7.8), luego de integrar sobre las direcciones angulares ry y Ts.

La solucién perturbativa puede construirse a partir de la ecuacion de Lippmann-

Schwinger para el operador de Green:
G* = G + GFViG* = GF + GEViGy + GEViGEV,GE + - - - (7.28)

donde V; = Vi + Vo + Via, ¥

[Hy — K?/2] G5 = —6(r1 — 1))8(rs — 14). (7.29)
Si reemplazamos la serie de la ecuacién (7.28) en la solucién formal de UZ, podemos
escribir aproximadamente:
U o Wor 4+ U* = Woe 4 GV U,
donde W{Y)* satisface la ecuacién
[Hy — EJUS)* = —VipWe. (7.30)

La ecuacién (7.30) es la que emplearemos en nuestros calculos con bases Sturmianas.
Concretamente, resolveremos esta ecuacion con distintas definiciones para \If%i.

La solucién a la ecuacién (7.29) se conoce en forma cerrada. La misma puede escri-
birse en coordenadas hiper esféricas como ([143], paginas 1730 — 35):

95 (K, p, 0y, a)

Go (K, p,pf, ) = (p?sin (a) cos (@) (p? sin (o) cos ()’

(7.31)
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donde
E(K,p,p,a,a) = :FLZsm[Z(n—i- ) alsin[2(n+1)d]

Jony2 (Kp') Hziw (Kp) p>p

Hoppio (Kp') Jonga (Kp) — p</pf
En la expresién anterior hemos introducido la notacion alternativa para las funciones
de Hankel: HE(z) = J, (z) £1Y, (x) [144], donde J y Y son las funciones de Bessel de
primera y segunda especie respectivamente [145, 146]. El comportamiento asintético

de las funciones Hj,, ., (Kp) es [39]:

92 1/2 A o
H;;H‘Q (Kp) ~ (ﬂ_—[(p) GiZ(Kp ( +1)). (732)

Utilizando las ecuaciones (7.31) y (7.32) tenemos, para el primer orden de la funcién

de scattering oV

(I)i<pcos( ) pCOS( = 10/ / gO K p,p Q 06)6 p'(cos(a’)+sin(a)) o

@, (o cos(a), ' cos(a) ' dpde

donde
(I)ig[ (Tlv T2) = 7’17’2\11;},8: (7’1, T2)7 y (I)sic(rly 7,2> = T1r2\1jsic(rlv TZ)' (733>

Empleando la definicién de gi tenemos:

[e.e] s

dE(p,a) = 162 Zsin 2(n+1)aq] /2 da'sin[2 (n + 1) a/] x
0
( 2n+2 ( ) / Jon+o (Kp ) e P ' (cos(a’)+sin(a’ ))q) (p/ COS(O/), p/ COS(O&’)),Oldpl—i—
Jon+210 (K p) / e (K p) e PTGt (4 cos(a), pf cos(a'))p'dp'> (7.34)

p

donde el factor 1672 proviene de las integrales angulares en 6; y ¢; (i = 1,2).

Cuando p es lo suficientemente grande como para que la exponencial incluida en
las integrales tenga un valor despreciable, el valor de la integral entre p y co tendra un
valor cercano a cero, mientras que la integral entre 0 y p tendra un valor independiente
de p. En efecto, la suma cos(a’) + sin(e/) varfa entre 1 y v/2 ~ 1,414 en la regién

0 <o < 7/2, con lo cual e~/ (cos(@)tsin(@)) = 103 & p > 7. Por lo tanto, podemos
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. . . . .7 +
escribir la siguiente expresion para @,

i +
P —4@Zsm )a] Hy;, o (Kp) C, p>Tu a, (7.35)
donde
Cprt = / Cdo/sin[2(n+ 1)) I+ (K, o) (7.36)
0

y
7 / ! H !/
I, 52 (K, o) = 1()/0 Jonsa (K p) e (cos(e)sin(a ))éﬁ(p’ cos(a'), p' cos(a))p'dp’.

Por otro lado, para evaluar la funcién en las regiones internas p < 7 u. a. la solucién
debe calcularse numéricamente, evaluando dos integrales angulares y dos radiales para

cada valor de p en el que se desee calcular la funcion.

Dado que los términos que acompanan a q)%i en el integrando de la ecuacion anterior
son simétricos en la variable o' respecto 7 /4, la funcién In’ﬁ (K, ) serd simétrica para
estados singletes, y antisimétrica para estados tripletes. Esto implica que los coeficientes
seran nulos cuando S =0 (S = 1) y n sea impar (par), lo cual transfiere la simetria al
comportamiento de la funcién de onda en la variable «. Nosotros consideraremos sélo
estados singletes (S = 0), con lo cual la amplitud directa y de intercambio coinciden,
puesto que ft(a) = fH(n/2 — «).

Puede verse claramente de la forma asintética de las funciones de Hankel (ecuacién

(7.32)), que el comportamiento asintético de la funcién @<, correspondiente a la ecua-

sc?
ci6én (7.35), satisface las condiciones apropiadas al canal de fragmentacién. Las mismas
fueron correctamente aplicadas mediante la accién de la funcién de Green. Teniendo en
cuenta los resultados para la forma asintética de la funcién de scattering dada por las

ecuaciones (7.10) y (7.15), y empleando la simetria de la amplitud de scattering para

los estados singletes, podemos encontrar una expresion para la amplitud de dispersién:

-SRI o
El limite de la ecuacién (7.37) puede aproximarse empleando valores grandes de p. La
convergencia viene dada de acuerdo a la ley de comportamiento:

eB3T/42 (pK ) 2eFEODE (1) 1)

fH(a) ~ 9 K?sin(«) cos(a)

O(1/p). (7.38)
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Empleando el comportamiento asintético de las funciones de Bessel (ecuacion (7.32))

y de la funcién ®L (ecuacién (7.35)), podemos escribir:

1641/2 >

fla)=— K212 sin(a) cos(a) :0(—1)"0,153[ sin[2(n+1)a]. (7.39)

n

Una vez obtenida la amplitud de dispersién, la seccion eficaz diferencial (SED) puede

obtenerse a partir de la férmula [59]:

7 _ 1 i), (7.40)

de k?lkfg
Consideraremos a continuacién distintos modelos para los cuales los coeficientes
C, 5& son analiticamente resolubles, o bien de evaluaciéon numérica muy simple. Dichos
resultados serdn utilizados para testear las soluciones de la ecuacién (7.30), resuelta

con la base de funciones Sturmianas.

Emision de particulas

El primer modelo que resolveremos consiste en evaluar la funcion de scattering en
el caso en que CD%F es considerado constante, e igual a —107!, para una energfa igual
a 24 eV. Dicho modelo fue empleado por T. N. Rescigno y C. W. McCurdy [147] en

el testeo de la convergencia de la funcién de onda calculada con el método de Ezterior

+

+ resulta:

Complex Scaling. Al reemplazar \If%r, la ecuacién para el orden uno de ¥

—Tr1—r
e 1 2

[Ho — K*/2] Ul.(ri,me) = —

(7.41)

e

y corresponde al caso de emisién de particulas por la fuente correlacionada exp(—ry —
r2)/rirz. La solucién analitica de dicha ecuacién estd dada por (7.34), donde ®-+ =
®; = —10"'. La integral que resulta en ese caso para el coeficiente I, (K, o) es
analitica, y luego la integral en o/ correspondiente a los coeficientes C,, s debe evaluarse
numéricamente. El resultado de los coeficientes puede verse en la tabla 7.1, donde se
muestra su rapida convergencia como funcién de n (de este y de los coeficientes C’nv;/ar,

correspondientes a los dos problemas que consideraremos més adelante):
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’ n On,f On,ki,no OJ ‘
0 0,1322180 0,14677187395 0,0903084822
2 0,0081867 0,01867133464 —0,0363997209
4 0,0005069 —0,00050750148 0,0024472333
6 0,0000313 —0,00000658593 0,0000364748
8 0,0000019 —0,00000001826 0,0000001361
10 0,0000001 —0,00000000002 0,0000000002

Tabla 7.1: Coeficientes de las expansiones asintéticas de las distintas funciones de
scattering discutidas.

Los coeficientes C), s contienen toda la informacion de la amplitud de transicién, y
de la funcién de onda en la regién externa, donde Vi, = 0.
La expansién de la funcién ¥, de ecuacién (7.41) fue realizada en una base de

Sturmianas de condiciones de flujo no nulo. Las mismas son soluciones a la ecuacion:

_18_2_16_72' SE (r;) = =BV (r;)SE (1) —a.b. i=a.b
267‘22 9 n; ri) = n; T n; Ti), t=a,0, J]=a0,

donde V' es un potencial de corto alcance, del cual se observé que no depende el
resultado de la expansién, siempre que V(r) # 0 para r < r.y V(r) = 0 para r > r,.
En este caso hemos elegido un pozo esférico de potencial de radio r. y profundidad —1,

e impusimos a las funciones las siguientes condiciones de borde:

de manera tal que el comportamiento asintético corresponde al de una onda esférica
saliente de momento k; = \/2FE}, que se fija externamente. Una expansién de la funcién
de scattering con una base de éstas caracteristicas, forzara a la misma a tener las
condiciones asintdticas asociadas a un solo canal, el correspondiente al par de momentos
k., v k. El hecho crucial es que ésta también permite simular el escape de particulas
con cualquier otro par de momentos. Podemos elegir el siguiente par de momentos para
la base: k, = K cos(ag) v ky = Ksin(ag), donde 0 < ag < 7/2 y donde K = v2E.
Tomaremos o = /4 para las expansiones de esta seccién, correspondientes al canal de
fragmentacion en el que ambas particulas se alejan del centro dispersor con la misma
energia.

En la figura 7.2 se muestra un gréafico de la funcién de scattering evaluada en un
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dominio radial correspondiente a r. = 50 u. a., empleando expansiones de N = 30, 40
y 50 funciones de base para cada coordenada. Dichas funciones fueron evaluadas con
un esquema de diferencias finitas de 15000 puntos. También se muestra en el grafico la

solucién analitica (valida para p 2 7), y los resultados del célculo con el método ECS.

02 T [ T [ T [ T [ T
£ 0.
wn
> o
)
% I
x -0.1-
0.2
‘ ! ‘ ! ‘ ‘ ‘ ‘ Analiti(;a
~ O'Zj ) © NmN-=30
' Num N =40 |
Num N =50
- I | | | | | | | | ]
0% 10 20 30 40 50
r (u. a.)

Figura 7.2: Partes real e imaginarias de la funcion de scattering sobre la curva r; = rs.

Puede verse que la convergencia de la expansion es excelente. Para N = 40 la
amplitud y fase de la forma asintética es correcta, mientras que la descripcion de
la primer cresta de la parte real de la funcién de onda (cercana a p ~ 2 u. a.) es
inadecuada. Por otro lado, para la parte imaginaria, la convergencia es mas veloz.
La diferencia en la velocidad de convergencia estd asociada al hecho de que la parte
real satisface una ecuacion no homogénea y no separable en las coordenadas ry y ra,
mientras que la parte imaginaria satisface una ecuacién homogénea y separable. A
medida que aumentamos el nimero de funciones de base, la funcion de onda se corrige
en la parte interna. Se observa una propiedad caracteristica de las funciones Sturmianas:
al representar correctamente la regién asintética, la convergencia se produce desde
dichas regiones y hacia la parte interna.

Una vez evaluada la funcién de onda, es posible calcular la seccién eficaz a partir de

la forma asintética de la misma, correspondiente a grandes valores de p. Hemos omitido
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el producto de momentos k1ky = K?sin(a)cos(a) de la ecuacién (7.40), para evitar
las divergencias producidas por ese término en &« = 0 y @ = /2. Los resultados para
este ejemplo pueden verse en la figura (7.3), donde hemos chequeado la convergencia
tomando distintos valores para r. y para p. El calculo para r. = 50 u. a. fue realizado
con la misma funcién de onda de la figura 7.2. El calculo para r. = 150 y r. = 100
u. a. fue realizado con 130 funciones de base para cada coordenada (16900 productos
de Sturmianas), de manera de obtener convergencia en la funcién de onda para ambos
tamanos de caja (r.) considerados en la figura. Para los tamafos de caja r. = 100 y
r. = 150 u. a. se empled un esquema de diferencias finitas de 50000 puntos, de modo
de emplear una densidad de puntos similar a la del calculo con r, = 50 u. a.. Estos
valores exceden el nimero de puntos necesarios para obtener una buena convergencia
de la funcion de scattering del problema de tres cuerpos, y seran utilizados aqui y en

los ejemplos que consideraremos mas adelante.

En este punto podemos hacer una comparacion de la densidad de funciones de base
empleadas por unidad de area atomica, lo cual nos dara una nocién de la eficiencia
media de los métodos. Dicha densidad puede definirse como dj, = ﬁ—g ~ N,/r?, donde
Nj es el niimero de funciones de base y 72 el area bidimensional sobre la cual se evalia

la ecuacién. El célculo para r. = 50 u. a. da una densidad de d, >~ 1 u. a., mientras

que para r. = 150 u. a. se obtiene d, ~ 0,75 u. a..

En aplicaciones del EFCS se emplean densidades diversas. Para la evaluacion de
la funcién de scattering para el modelo TP en una grilla bidimensional, mediante el
método de diferencias finitas se emplea una densidad de d, ~ 18,75 u. a. [130, 131],
mientras que utilizando la técnica de elementos finitos se obtiene d, ~ 1,67 u. a. [129].
El mismo modelo atéomico, pero evaluado en la representacién dependiente del tiempo
de M. S. Pindzola y colaboradores utiliza d, ~ 25 u. a. [148, 149], mientras que en el
métodod e W. Ihra. se tiene dj, >~ 25 u. a. [141].

En nuestro método, a diferencia de los métodos que evalian directamente emplean-
do diferencias finitas, no podemos aprovechar la simetria de la funcion de onda para
reducir el nimero de ecuaciones lineales a resolver, aunque si ptimizar el nimero de
funciones de base incluidos en ella, evitando redundancias en la superposicion de con-

figuraciones.
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Figura 7.3: Convergencia de la seccién eficaz diferencial para la dispersiéon por una
fuente de particulas, como funcién de p y r..

Aligual que en el clculo mediante el método ECS [147], la magnitud de la amplitud
de dispersion converge a un valor cada vez mas cercano al correcto a medida que el
hiper-radio de evaluacién crece, de acuerdo a la ley de asintdtica de la ecuacion (7.38).
El término O(p~!) de dicha ecuacién es puramente geométrico, y no depende del rango

de alcance de las interacciones entre las particulas.

A medida que nos acercamos a las regiones cercanas al borde, comienzan a aparecer
oscilaciones en « en torno al valor exacto, amortiguandose éstas, a medida que r,.
aumenta. Como veremos en los ejemplos siguientes, el dominio en el cual debemos
calcular la funcién de onda para obtener valores precisos de la amplitud de transicién

dependera del problema particular que estemos resolviendo.

Las oscilaciones de la amplitud son parte del resultado del calculo de la funcién de
onda, puesto que la amplitud se extrae de ésta. El valor de la misma no se modifica al
incrementar N, una vez obtenida la convergencia. Estas oscilaciones estan relacionadas
con la descripcién de la condicién asintética, dado que estamos empleando una “caja’”,
cuyas paredes son “transparentes” a un solo par de momentos; los determinados por

el hiper angulo ag. El escape de particulas asociado a otro dngulo o # «ay debe ser
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expandido por la base.

Figura 7.4: Funcién de onda de scattering numérica W+, para el problema de emisién
de particulas.

En las regiones €2 y 25 es donde mas difiere la condicion asintética de la funcion
de onda con la de la base. Por otro lado, puede verse que aparecen efectos indeseados
de contorno, que se reflejan en un incremento de las oscilaciones a medida que p se
aproxima a 7., mientras que, por otro lado, para un valor fijo de p éstas disminuyen
su amplitud a medida r. que aumenta. Antes de profundizar en los detalles de la
convergencia, veamos como es la misma para un problema correspondiente a un proceso

de colision.

Modelo de fragmentacién

En este ejemplo evaluaremos el estado triplete de la funcién de scattering, corres-
pondiente al proceso en el que la particula a incide sobre el par ligado b — ¢, las cuales
interactian a través del potencial exponencial. En este caso la ecuacion a resolver con

nuestra base corresponde a la ecuacién (7.30), donde d>%+ viene dado por:

1
iy o (11,72) = NG (Rg 1, (r1)Romy (12) 4+ Ry, (12) Rong (1))

y donde Ry,, es la funcién asociada al dnico estado ligado que tiene el potencial

exponencial de la ecuacion (7.26), cuya energfa es Fy = k2/2 ~ —0,41145 u. a. (ng = 0),
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mientras que R& r; s la solucion regular del continuo del mismo sistema, con momento
k; v correspondiente al término [ = 0 en la serie de ondas parciales que expande la
onda incidente. La funcién @5 satisface la ecuacion (7.27), cuando E = Ey + k2/2.
Consideraremos nuevamente 24 eV’ para el valor de la energia total, con lo que la
energia del proyectil resulta, en unidades atémicas F; = 0,47053 u. a., y su momento
k; = 0,97008 u. a.. La solucién analitica de dicho problema viene dada por (7.34), los
coeficientes Cy, i, », de la expansion para la expansion asintética de la funcién de onda

se obtuvieron a partir de la ecuacién (7.36), y pueden verse en la tabla 7.1.

o0z ~ 04 06 08 b0z 04 06 0.8
€(u.a) €(u.a)

Figura 7.5: Convergencia de la seccién eficaz diferencial para la funcién W,

En la figura (7.5) se muestra el resultado del célculo de la SED para r. = 50 y
r. = 150, donde se ha omitido nuevamente el producto de momentos de la ecuacién
(7.40). En ambos casos se empled un nimero de funciones de base lo suficientemente
grande como para obtener convergencia. Para p = 10 — 20 u. a., la dependencia de la
SED con el angulo « es similar en ambos casos y no muestra oscilaciones. Se aprecia
un notable acercamiento a medida que p se incrementa. Para r. = 50 u. a. la misma
oscila como funcién de « para p = 25 y 30 wu. a.. Dichas oscilaciones desaparecen al
aumentar r. hasta 150 u. a., lo cual demuestra la convergencia del calculo a la soluciéon
con la condicién asintética correcta para este tipo de estados.

Este problema es similar al anterior, puesto que las condiciones de flujo que de-
ben imponerse son las mismas. Ademas, se ve que los resultados son similares, y que
esencialmente consisten en que la amplitud de dispersién es mas cercana a la exacta

para valores de r. mayores. La explicacion para este fenémeno es que las mismas se
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amortiguan en las regiones alejadas del contorno. Para un valor fijo de p las mismas
seran cada vez menores a medida que r. aumenta. Por otro lado, como consecuencia del
factor geométrico O(p~') de la ecuacion (7.38), las amplitudes correctas deben tomarse
para valores de p lo sufinientemente grandes como para que el mismo no interfiera en los
resultados. Al aumentar progresivamente el hiper-radio de evaluacién en cada célculo,

debe aumentarse también r., para que las oscilaciones no tengan un efecto apreciable.

La condicion asintética de la base es un factor crucial en la convergencia del calculo
a la funcién de onda correcta, entre los infinitos estados degenerados para ese valor
de energia. Por ejemplo, si a ésta se le imponen condiciones de onda estacionarias, la
funcién de onda total sera real, e incapaz de representar un flujo saliente de particulas.
Por otro lado, imponiendo la condiciéon adecuada a un canal de fragmentaciéon, se
obtiene convergencia a la funcién de onda correcta en todas las regiones asintéticas.
En la region cercana a los ejes, la condicion asintética se obtiene como resultado de la
expansion, no estando necesariamente asociada ésta a los elementos de la base. Esos
canales corresponden a la situacién en la que una de las particulas se escapa con mucho
mayor velocidad que la otra, mientras que la base impone la condiciéon de igual energia
de escape. Sin embargo, como dentro de la caja constituye una base completa de flujo

saliente, la condicién adecuada resulta de la expansion.

sc?

Veamos como resulta el calculo de la funcién de scattering W, el caso en el que
ambas particulas se encuentran originalmente incidiendo sobre el centro dispersor con

un momento definido.

Colision de particulas en el continuo

En este caso calcularemos la funcién ¥~ correspondiente a la colision de las particu-
las a y b, que inciden sobre la particula ¢ con momentos definidos k; y ko. Realizaremos
la expansién para el caso particular en que k; = ks. Los coeficientes de la expansién C);
para la solucién asintética analitica de este problema se muestran en la cuarta columna

de la tabla 7.1.
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Figura 7.6: Seccion eficaz diferencial para la funciéon ¥, evaluada con bases de distintos
comportamientos asintéticos.

Eligiendo una base de momentos k, = ky, = k; (i = 1,2) se evalué la funcién
de scattering, y con ella la amplitud de dispersién. Los resultados se muestran en la
figura 7.6. En la figura 7.6 a se muestran los resultados imponiendo a las funciones
de base condiciones de onda de flujo no nulo, mientras que la figura 7.6 b muestra
el resultado de calculo con funciones de onda estacionarias. Como puede verse de la
figura, la convergencia de la SED (figura 7.6 a) es mucho mejor que en los problemas
anteriores, puesto que las oscilaciones como funcién de « en torno al valor correcto
tienen una amplitud despreciable. Este comportamiento puede deberse que las energias
de la base coinciden con las del estado inicial no perturbado. La figura 7.6 b, muestran
que la evaluacién de la seccion eficaz con funciones con condicién de flujo nulo no es
convergente.

Puede verse un incremento apreciable en la convergencia de la funciéon de onda,
que sélo tuvo que ser calculada con r. = 50 u. a.. Para p = 30 u. a., la amplitud de
dispersién numérica coincide con la tedrica. Ademaés, la SED no presenta oscilaciones
para ningun valor de p.

En este caso la amplitud es mucho mayor en la regién ov = /4, correspondiente al
canal de scattering elastico, mientras que en las regiones 2; y €25 es mucho menor. Por
lo tanto, la forma asintética se encuentra proporcionalmente mejor representada por la
base, puesto que los estados asintéticos de mayor peso coinciden energéticamente con

las funciones de base.



Capitulo 8

Sintesis del problema de tres
cuerpos

En el capitulo 6 hemos propuesto un método para tratar con atomos de dos elec-
trones, basado en funciones Sturmianas. Para ésto, utilizamos las 'S estudiadas en la
primer parte de la tesis. Dichas funciones se evaluaron numéricamente, y corresponden
a soluciones de la ecuacién de Schrodinger en la que estan presentes dos potenciales.
Uno de ellos, el potencial auxiliar, que puede ser de corto o largo alcance, modela la
interaccién de los electrones con el nicleo. El segundo, el potencial generador, de corto
alcance, es empleado para generar el conjunto de autofunciones y autovalores. El com-
portamiento asintotico de las soluciones viene regulado por el potencial auxiliar, por
la energia de la ecuacion, y por las condiciones asintéticas impuestas sobre las mismas.
Todos estos factores se fijan externamente y son comunes a cada elemento de base.
Las funciones Sturmianas Coulombianas (FSC') comtinmente utilizadas resultan sélo
un caso particular de las funciones empleadas en esta tesis, que se obtienen tomando

un proceso limite del potencial generador hacia el potencial Coulombiano.

Se construy6 una base apropiadamente simetrizada en términos de las funciones
Sturmianas para generar el espacio de configuraciones de sistemas atéomicos de dos
electrones. Mediante el método de Galerkin, dicho problema se redujo a un problema

de autovalores estandar.

Para mostrar las ventajas y alcance de la expansion con la base de F'S, exploramos
su aplicacién al estudio de diferentes estados ligados. Primero, y a modo de ejemplo, se
estudio el efecto de la optimizacion del rango de alcance del potencial generador en el
calculo de la energia y autofunciones del atomo de He en el modelo Temkin-Poet. La

precisién del conjunto de base fue analizada con este sistema para distintos esquemas
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numeéricos de discretizacion de la ecuacion radial Sturmiana. Se demostré claramente
que la optimizacién del potencial generador incrementa la velocidad de convergencia
de las energias y funciones de onda. Esto se verifico comparando los resultados de la
energia del estado obtenida con los calculados realizados por Foumouo y colaboradores

y por Bromley y Mitroy.

Se continud con el estudio de la convergencia de las distintas ondas parciales de los
estados ligados del 4tomo de helio y del ion hidrégeno (H ™). Mostramos que para todas
las ondas parciales, la convergencia es mas rapida que la observada en las expansiones
de Foumouo realizadas con FSC, en el caso del atomo de helio. Ademas, nuestro mejor
valor de la energia es mas preciso que el obtenido por Bromley y Mitroy para al mismo
tamano de base, aiin cuando ellos realizaron un célculo variacional con 12 parametros,
mientras que en nuestro caso sélo fueron empleados 2. Nuestro valor optimizado para
el estado fundamental del sistema H™ se encuentra en excelente acuerdo con el mejor
resultado numérico, y es de mayor precisiéon que el resultado de Foumouo y colabo-
radores, realizado con FSC. Sin embargo, en este ultimo caso la mejora observada no
fue tan significativa como en el cédlculo del sistema de helio, dado que las funciones

Sturmianas 6ptimas no difieren mucho de las F'SC.

Calculos con diferentes bases de F'S para cada coordenada pueden ser mas rapi-
damente convergentes, principalmente para estados electrénicos en los cuales los elec-
trones se encuentran localizados en zonas espaciales diferentes, como por ejemplo los
estados simplemente excitados. En ese caso, el cdlculo con potenciales auxiliares di-
ferentes, que modelen el comportamiento asintotico del electrén externo, puede ser
adecuado. Por ejemplo, en un estado simplemente excitado uno de los electrones se
encuentra en la regién externa, y su interaccién con el nicleo se vera apantallada por
el electron interno. Esto implica que el factor logaritmico mas adecuado para la base
no vendra dado por la carga Z del potencial U, sino por una carga efectiva Z.¢¢, que
tenga en consideracion el campo producido por el otro electron, especialmente si 2
no es muy grande. Luego, el potencial central mas adecuado para la ecuacién (2.1) no
serd coincidente con el potencial U de la ecuacién (6.1), sino con uno U’ cuya carga

Coulombiana sea Zsy.

Es posible explorar el comportamiento de la convergencia calculando variacional-

mente con distintos Z.s¢, E, y E. También puede explorarse la expansiéon con fun-
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ciones obtenidas a través de distintos potenciales generadores, de modo de contemplar

adecuadamente las condiciones de borde en el origen de coordenadas.

En la seccion 6.2.3 estudiamos dos modelos de atomos confinados. Para testear la
convergencia de las expansiones en diferentes situaciones a las de atomo libre, realiza-
mos primero el estudio del &tomo de helio confinado en una esfera de paredes infinitas.
El calculo de las energias y funciones de onda se implementé muy facilmente. Impo-
niendo a toda la base un valor nulo a la distancia fija radial r., se obtiene la condicién
adecuada sobre la funcion de onda de tres cuerpos. Dado que existen resultados de
calculos previos para dicho sistema, pudo compararse la convergencia de los autovalores
obtenidos con nuestra expansion hacia los valores de energia correctos. Incrementando
lo suficiente el nimero de funciones de base se obtuvieron resultados con una precisién
mayor que todos los reportados en la literatura, excepto para algunos valores particu-
lares del radio r. obtenidos por C. Joslin y S. Goldman. Debido a la convergencia y el
grado de precision de nuestros autovalores, se estima que puede haber algtin problema

con los calculos de C. Joslin y S. Goldman para esos valores del radio.

El dltimo ejemplo estudiado corresponde al modelo de onda s del atomo de helio
inmerso en una molécula de fullereno C,,. Se estudié el comportamiento general de
las funciones de onda y las energias para distintos potenciales de confinamiento. Para
evaluar los autoestados se utiliz6 una base de funciones Sturmianas obtenidas con un
potencial generador Coulombiano, y un potencial auxiliar que consistié en el potencial
Coulombiano del helio superpuesto a una cascara esférica atractiva. Las variaciones
de la magnitud del potencial de confinamiento hacen referencia al nimero de atomos
de Carbono, o al medio quimico en el cual se encuentra inmersa la molécula. Se en-
contré una evoluciéon distinta para las energias de los distintos niveles, con la presencia
de quasi-degeneraciones para ciertos valores de la profundidad del potencial. Para re-
solver a que tipo de cruce correspondia, debi6 realizarse el calculo de las energias con
mucha precision. Se encontré que todos los crossings eran evitables, de acuerdo a la
regla de Von Neumann-Wigner [150]. Se oservé también que el nimero y topologia de
las curvas nodales de los estados radiales se conserva, y los estados intercambian abrup-
tamente la forma general de la distribucion de probabilidad asociada a los mismos, al

pasar de la region anterior a la posterior del cruce.

En el capitulo 7 se planted el problema de fragmentaciéon de un sistema de dos
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particulas ligadas por impacto de una tercera. Para esto, en la seccién 7.1, se realizé un
analisis teodrico de la funcion de onda de tres cuerpos, en la que una de las particulas
del par ligado se consideré de masa infinita. Esto incluy6 el analisis de las condiciones
asintoticas de los dos tipos de funciones de scattering que pueden ser utilizadas para
evaluar secciones eficaces de fragmentacion. Se estudié el comportamiento asintético
de cada uno de los canales finales de la colision, para el caso general en el que en las
interacciones entre las particulas intervienen potenciales de corto alcance o Coulom-

bianos.

Se realizé una descomposicion en ondas parciales de los estados de dispersion, aso-
ciados a los comportamientos asintéticos U+ y W~ Para la funcién de scattering se
propuso una superposicion de configuraciones de Sturmianas con condiciones de flujo
apropiadas al problema en consideracion. El cdlculo resulta de complejidad numérica
similar al calculo de estados ligados, en cuanto a la evaluacion de los elementos de
matriz involucrados en el Hamiltoniano. La diferencia consiste en que en este caso, en
lugar de concluir con un proceso de diagonalizacién de la matriz, debemos resolver un
sistema de ecuaciones lineales para los coeficientes. El término no homogéneo viene
dado por la representacion en la base del estado inicial no perturbado, multiplicado

por los términos que éste no remueve de la ecuaciéon de Schrodinger de tres cuerpos.

Se estudiaron tres modelos resolubles, correspondientes a distintos procesos de dis-
persion. El primero de ellos consistié en la emision de particulas por una fuente ubicada
en el origen. El segundo, en el scattering de una de las particulas livianas por el par
ligado formado por las otras dos. En el tercero se estudié la colision de las tres particu-
las en el continuo. Los dos primeros problemas tienen como solucién a la funcién W,
mientras que el tercero tiene como solucion a una funciéon de la forma W~. Los tres
sistemas fueron tratados en el modelo de onda s bidimensional, donde todas las inter-
acciones involucradas fueron de corto alcance. Mediante el planteo de la ecuacion de
Lippmann-Schwinger, se aproximé a la funcion de scattering mediante un término que
involucra la accién del operador de Green de dos particulas libres para la onda s, sobre

los estados iniciales pesados por los términos de interaccién de las particulas.

Los problemas considerados contienen todas las complejidades con las que tienen
que lidiar las teorias ab-initio actuales, en cuanto a la correcta imposiciéon de la con-

dicion asintotica del canal de fragmentacion. Para dicho canal, ésta corresponde a
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una onda saliente o entrante en la coordenada radial hiper esférica, que correlaciona
fuertemente a las coordenadas r; y 9. En el caso en que aparecen potenciales Coulom-
bianos, se agrega una complicacién adicional, correspondiente a una fase logaritmica
en el hiper-radio, tipica del problema de tres particulas cargadas. Sin embargo, el re-
presentar correctamente dicha correlacion no puede constituir un problema de orden
superior al que impone el canal de ionizacion de particula libre en si, puesto que la
fase logaritmica oscila en las regiones asintéticas mas lentamente que el término lineal
en el exponente, que esta presente para todo tipo de interacciones. En cuanto a su de
dependencia en la variable angular «, se tiene que ésta también puede ser expandida
correctamente, asi como pudo ser expandida la dependencia angular de la amplitud de

transicion en los tres problemas.

El problema principal que surge al extraer las amplitudes de ionizacion en el caso en
que las particulas interactian a través de potenciales Coulombianos, esta relacionado
con la contribucién de los canales de excitacion. Esto se debe a que la distribucién
espacial de los estados excitados de atomos hidrogenoides se incrementa rapidamente
con el nimero cuantico radial. Para sobreponerse a este problema, la metodologia ECS,
que emplea dominios finitos, extrapola los resultados obtenidos con dominios finitos
hacia dominios infinitos [130]. También se emplean férmulas integrales combinadas con
proyectores, que “filtran” la contribucién de los estados ligados [129]. Sin embargo, estas
estrategias corresponden a un paso de calculo posterior al de evaluacién de la funcién
de onda. La principal conveniencia del método consiste en considerar apropiadamente
el flujo de particulas ionizadas, para un dominio numérico finito. En cuanto al correcto
tratamiento de la condicion de flujo, sélo el método ECS ha demostrado ser eficiente

hasta ahora.

En este sentido, pudimos ver que la expansiéon con funciones Sturmianas repre-
sent6 adecuadamente el comportamiento de flujo saliente correspondiente al canal de
fragmentacion. A pesar de tener una condicion de flujo saliente correspondiente un tni-
co canal, y aplicada a un solo punto del contorno del dominio bidimensional, la misma
expande todas las otras emisiones, correspondientes a otros canales. Estos canales se
generan gracias a los distintos términos potenciales de cada elemento de base: los dife-
rentes autovalores se corresponden con potenciales de distinta profundidad y generan

flujos salientes diferentes, y por lo tanto imponen a las soluciones distinto ntimero de
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oscilaciones en las regiones internas. Un conjunto de funciones que oscila de manera
distinta para cada nimero cuantico puede asociarse con un conjunto de autofunciones
de energias diferentes.

Una ventaja que presenta el método con funciones Sturmianas respecto a los otros
métodos, corresponde al nimero de elementos de base necesarios para representar ade-
cuadamente a la funcién de onda en el dominio radial. Como vimos en el ejemplo
correspondiente a la emisién de particulas, la densidad de estados por unidad de area
atémica es mucho menor, aunque en aplicaciones posteriores del ECS la diferencia es
de un factor 2 — 3. Los recursos necesarios son aun menores al evaluar la funcién ¥,
no tanto en el nimero de funciones de base por unidad de area atémica, sino por el
dominio necesario para representar adecuadamente a la regiéon asintética. La conver-
gencia con las F'S para esta funcién de onda necesité menores recursos que la evaluacion
de las funciones U*. Esto se debe principalmente a que el canal predominante en el
problema tratado es el de scattering eldstico (y probablemente sea asi para la mayoria
de los problemas). Luego, la base representa adecuadamente la condicién asintética
para dicho canal, por lo cual su convergencia es mas veloz. No existen muchas teorias
que calculen la funcién de onda ¥~ para el problema de ionizacién. Se ha empleado
en problemas de doble fotoionizacion, que la evalian a través de formalismos de Close
Coupling [62, 63], para la evaluacién de secciones eficaces de simple y doble ionizacién.
Aqui se muestra que la misma puede ser adecuada para la estraccién de las secciones
eficaces diferenciales de fragmentacion para el problema de tres cuerpos.

La convergencia optima de las F'S puede asociarse a que éstas remueven el ope-
rador de energia cinética y energia del sistema, ademas de incluir en las mismas las
interacciones més reelevantes del problema en estudio.

Las funciones Sturmianas con condiciones de flujo no nulo constituyen una poderosa
herramienta para tratar problemas de dispersién, con cualquier tipo de interacciones,
tanto Coulombianas como de corto alcance.

rto alcance.
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En esta tesis hemos desarrollado una metodologia completa para tratar con sistemas
de tres particulas donde dos de ellas son livianas y la tercera se considera de masa
infinita. Las interacciones entre ellas se suponen dependientes de la distancia que las
separa, y la fuerza resultante actia sobre la linea que las une. Dentro de este sistema

general de tres particulas, se encuentran los atomos de dos electrones activos.

Para las interacciones consideradas, el Hamiltoniano total del problema conmuta
con el cuadrado del operador de momento angular total, y con la proyeccién del mismo a
lo largo de una direccion fija en el espacio. Las soluciones generales del problema pueden
descomponerse en términos de las autofunciones de dichos operadores, y el tratamiento
a realizarse para cada autofuncion por separado. La metodologia fue desarrollada e
implementada para el estudio de, por un lado, estados ligados de sistemas atémicos,
en los cuales las tres particulas se encuentran confinadas a una regién acotada del
espacio. La misma fue extendida para el tratamiento de estados de dispersién, de
mayor complejidad en cuanto a su tratamiento tedrico y computacional, puesto que la

extension espacial de los mismos es infinita.

Entre los métodos de CI que pueden encontrarse en la literatura, existen diferentes
elecciones para las funciones de dos cuerpos que conforman la base. Para el proble-
ma de estados ligados la base mas utilizada corresponde a un conjunto de funciones
Sturmianas Coulombianas (F'SC'). Las mismas son soluciones al problema de autova-
lores del potencial Coulombiano, donde la energia se considera fija y la carga como
autovalor. Para estados del continuo suelen utilizarse F'SC' con energia compleja, de
modo de imponerle condiciones de flujo a la base. Dichas funciones contienen el factor
asintotico logaritmico dependiente del autovalor. También se usan autofunciones de la
energia del problema de dos cuerpos, especialmente en los métodos de Close Coupling
(CC) que se emplean para tratar problemas de dispersién. Dado que parte del espectro
de autovalores de la energia es continuo, deben utilizarse métodos de discretizacion,
basados en aproximaciones L? de los estados del continuo. El resultado corresponde a
un conjunto de pseudoestados electronicos, de cuadrado integrable y con condiciones

de onda estacionaria.

En nuestro caso, se propuso utilizar un conjunto de funciones Sturmianas (FS) mas
general que el conjunto de FSC. En la ecuacién que define las mismas, la energia se

considera fija, y se incluyen dos potenciales. Uno de ellos, el potencial auxiliar, es el
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que modela la interaccién entre las particulas y el nicleo, y puede ser de corto o largo
alcance. El otro, el potencial generador, es de corto alcance, y se utiliza para generar
el conjunto de autofunciones. En las regiones en las que el potencial generador se anu-
la, se asume que el potencial auxiliar tiene comportamiento puramente Coulombiano,
incluyendo como situacién particular el caso Z = 0. De esta manera puede imponerse
a todo el conjunto de autofunciones la misma condicién asintética, correspondiente a
una particula moviéndose en las regiones externas de un potencial Coulombiano, con
energia definida. La expresion para el comportamiento de la base en dicha regién es
analitica, y puede tener comportamiento de decaimiento exponencial si la energia es
negativa, condiciones de flujo no nulo si la misma es positiva, o condiciones de borde
estacionarias para cualquier valor de la energia. En los primeros dos casos el espectro
de autovalores del conjunto de autofunciones es naturalmente discreto, mientras que

en el ultimo caso se discretiza artificialmente.

En las regiones internas, la evaluacién de las FS se realiza en forma numérica,
de modo tal de poder incluir cualquier potencial modelo para la interacciéon entre las
particulas pesadas y la liviana. El método de evaluacién empleado se constituye de
dos pasos. El primero consiste en una discretizaciéon con un esquema de diferencias
finitas tridiagonal para la evaluaciéon de los autovalores, seguido de un algoritmo de
iteracion inversa para la evaluacion de las autofunciones. El caso de condiciones de
borde estacionarias se resuelve mediante codigos de dominio piblico, mientras que en
el caso de condiciones de flujo entrante o saliente, se desarroll6 un método especifico
para tratar matrices complejas no hermiticas. El segundo paso consiste en la correccién
con un esquema de diferencias finitas pentadiagonal, empleado para incrementar la
precisién de las autofunciones y autovectores. En el capitulo destinado al estudio del
problema de dos cuerpos se demostrd la convergencia del método de evaluacion de las
FS tanto para energias negativas como positivas, asi también como para las diferentes

condiciones asintdticas y de contorno impuestas.

Mediante el empleo una base de F'S de energias negativas, se implemento el método
de CI para resolver la ecuacién de Schrodinger de tres cuerpos. Para testear la pre-
cision del método, se realizé el calculo del estado fundamental del atomo de helio en
el modelo Temkin-Poet (TP), para distintos tamanos de base y para diferentes grados

de discretizacion de las grillas radiales electronicas. La base fue generada eligiendo al
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potencial Coulombiano del atomo de helio para el potencial auxiliar, y un potencial de
Yukawa como potencial generador. La energia de la base se fija mediante el modelo de
J. Avery de expansién con un solo elemento de la base de Sturmianas Generalizadas. Se
estudié la influencia del rango de alcance del potencial generador de la base, mediante
un célculo variacional de la energia fundamental como funciéon del pardametro de la ex-
ponencial del potencial de Yukawa. Se encontrd un valor 6ptimo distinto de cero, valor
para el cual las FS coinciden con las FCS. A partir de esto se demostré la influencia de
los factores logaritmicos en la base de FS, y la importancia del tratamiento adecuado

del comportamiento asintético de las mismas.

Una vez demostrada la eficiencia de las funciones en un problema puramente radial,
se procedié al tratamiento de los estados fundamentales de helio y del ion hidrégeno
para distintos 6rdenes de las ondas parciales incluidas. Se encontré convergencia al
valor de energia correcto, con cuatro cifras significativas, empleando 12 ondas parciales

para el atomo de helio y 5 para el ion hidrogeno.

Para poner a prueba al método se realizaron calculos adicionales para sistemas de
particulas ligadas, en los que se involucraron distintas condiciones de borde y potencia-
les auxiliares. Uno de los testeos consistio en calcular el valor de la energia del &tomo de
helio confinado en una caja esférica de paredes impenetrables, para distintos valores del
radio de confinamiento. El calculo se realizé imponiendo a la base condiciones de borde
homogéneas, de modo tal que el valor de la funcién de onda se anule cuando cualquiera
de las coordenadas toma el valor del limite impuesto por la caja de confinamiento.
Se encontro excelente acuerdo con céalculos previos, realizados por otros autores y con
otros métodos. Para algunos valores del radio de confinamiento se obtuvieron mejores
valores que los dados en la literatura. Para ciertos radios de confinamiento, nuestras
expansiones dieron una energia superior al calculo realizado con el método de Monte
Carlo, incluso incrementando substancialmente el nimero de funciones de base. Debido
a la precision y confiabilidad de nuestro método, se concluye que es probable que los
resultados obtenidos con el método de Monte Carlo sean incorrectos. Ademas del valor
de la energia del estado fundamental, se estudié el comportamiento de los niveles de
energia como funcion del radio de confinamiento. Se encontraron fenémenos de avoided
crossings, producto de la interaccion de los niveles. Se encontré un radio critico para

la existencia del estado fundamental de R, = 1,101125 w. a..



Conclusiones 165

Otra aplicacién del método consistio en evaluar los estados ligados del modelo de
onda s para el dtomo de helio inmerso en una molécula de fullereno. El potencial total
electrénico se model6 considerando al potencial auxiliar como una superposiciéon entre
el campo Coulombiano atémico, superpuesto a un casquete esférico atractivo, cuyas
dimensiones aproximan el efecto del fullereno real. Se estudi6 el efecto de variar la
magnitud del potencial externo sobre los autovalores y las autofunciones. Al igual que
para el problema del atomo de helio confinado en la caja, se encontraron fenémenos
de avoided crossings, correspondientes a estados quasi degenerados. Para evaluar las
energias alrededor de los crossings, fue necesaria una precision de cinco cifras signi-
ficativas en el cédlculo de las energias. Se encontré un intercambio en la distribucion
general de la probabilidad alrededor de los cruces, y una conservacién en el niimero y

topologia de las curvas nodales para cada autofuncién de la energia.

En el capitulo 7 se estudié el problema de fragmentacion en sistemas de tres cuerpos.
En la primera parte se estudiaron las condiciones asintéticas que deben satisfacer las
funciones de onda de scattering U} y W_ vy su conexién con la amplitud de dispersion.
Luego se realizo una propuesta de expansion de la misma en autofunciones del momento
angular total y de su proyeccién a lo largo del eje 2z, y la expansién de cada una
de las componentes radiales de la funcion de scattering en términos de las FIS con
condiciones de flujo no nulo. El problema planteado de esta manera se reduce a una
ecuacion matricial lineal para los coeficientes de la expansion de la funcién de scattering.
La aplicacion del método fue testeada en tres modelos de onda S para los cuales se
disponen de expresiones analiticas para las soluciones. El primer modelo consistié en
la emision de particulas livianas por una fuente ubicada en el origen de coordenadas,
coincidente con la posicion de la particula pesada. El segundo, con la colisiéon de una de
las particulas livianas que incide con momento definido sobre el par ligado formado por
las otras dos. Estos dos problemas constituyen un ejemplo de evaluacion de la funcién
de onda ¥, El tercer ejemplo consistié en el tratamiento del problema correspondiente
a la funcién de onda ¥~. En ella, en el estado final todas las particulas se encuentran
en el continuo con un momento definido. Para encontrar una expresion analitica para

los distintos modelos se utilizé la ecuacién de Lippmann-Schwinger.

Mediante métodos iterativos y utilizando expresiones conocidas para el operador

de Green de particula libre se encontraron expresiones en serie para la funciéon de onda
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de scattering, cuyos coeficientes debieron evaluarse numéricamente. A partir de las
férmulas obtenidas para la funcién de onda, se pudieron obtener expresiones para la
amplitud de dispersién tomando el limite correspondiente a grandes valores del hiper-

radio. Con las amplitudes de dispersién se calcularon las secciones eficaces.

Las expansiones con funciones Sturmianas resultaron convergentes a los resultados
exactos, para todos los ejemplos planteados. Sin embargo, convergencia de la seccién
eficaz no fue uniforme en todos los problemas, debido a que las aproximaciones del limite
para la amplitud presentan oscilaciones cerca de los extremos del dominio numérico de
evaluacién. El comportamiento de la funcién de onda cerca de las regiones del contorno
del dominio numérico tiene una fuerte contribuciéon del producto de ondas planas,
correspondiente a la condicion asintética impuesta por la base. Este comportamiento
induce oscilaciones en la amplitud de dispersiéon como funcién del hiper angulo. Sin
embargo, al incrementar el dominio de evaluacion de la funcion de scattering el limite
es cada vez mas preciso, y la convergencia a la amplitud exacta resulta finalmente
alcanzada. El efecto de las oscilaciones numéricas de la amplitud de dispersion de estas
oscilaciones es menor para la funcion de onda ¥~ que para los ejemplos asociados
a las funciones ¥*. Para este caso el dominio de evaluacién fue de r. = 50 u. a.,
mientras que para los ejemplos asociados a las funciones ¥ fue de r, = 150 u. a..
Este resultado esta atribuido a que en el ejemplo asociado a la funcion ¥, el canal
predominante (correspondiente al canal de scattering eldstico), coincide exactamente

con el comportamiento asintotico de la base.

En los resultados del célculo de las secciones eficaces, hemos empleado configuracio-
nes simétricas para cada particula, es decir que los conjuntos de funciones Sturmianas
para cada una de ellas fueron idénticos. Ademads, hemos utilizado E, = E, = E/2,
con lo cual la base adopta la condicién asintdtica adecuada para el canal o = 7/4.
El resultado fue satisfactorio en el calculo de la funcién de onda ¥~ por que redujo
el dominio de evaluacién necesario para la amplitud de dispersién, mientras que pa-
ra la U fueron necesarios dominios mayores, de modo de representar adecuadamente
el comportamiento asintotico. Sin embargo, es posible explorar otras configuraciones
correspondientes a FE, # FEj,. Si observamos el resultado del célculo de las secciones
eficaces para los problemas en los cuales se involucra la funcién ¥*, vemos que los

canales de mayor probabilidad corresponden a k; ~ 0 u. a. y ky ~ v2FE. Hace falta un
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estudio detallado de la convergencia de la funcién de onda y secciones eficaces para los

distintos valores de energia de la base.

También debe estudiarse la influencia de los potenciales generadores. Manejando el
rango de accion del mismo, es posible definir separadamente la region asintética para
cada coordenada, para considerar valores distintos en los casos que, por ejemplo, pre-
domina algin canal de excitaciéon. También pueden variarse las condiciones asintéticas
y el rango de los potenciales generadores para tratar con estados ligados asimétricos.
Esto seria adecuado para el calculo de estados Rydberg en atomos de dos electrones, en
los que el comportamiento asintético correspondiente a cada coordenada se encuentra
bien definido. En este caso deben utilizarse potenciales generadores de distinto rango
y energias diferentes para cada coordenada. Ademas, es posible resolver estados liga-
dos correspondientes a atomos de mas electrones. En métodos numéricos como los de
funcional densidad, por ejemplo, los atomos de muchos electrones se modelan conside-
rando activos sélo a los electrones de valencia, los cuales se mueven en un potencial
Coulombiano apantallado por el core de electrones de las capas internas (por ejemplo,
un potencial de Herman-Skillman). En esta situacién, la base de Sturmianas resulta
ideal, puesto que el potencial modelo se incluye de manera trivial. Incluso si el mismo
se conoce solo en una grilla, como por ejemplo en el caso en que el mismo se evaliie me-
diante un célculo con funcional densidad, puede usarse una interpolacion para cargarlo

en las rutinas numéricas de evaluacion de las funciones Sturmianas.

La flexibilidad de la base de funciones Sturmianas para tratar distintos problemas de
atomos de dos electrones ha sido totalmente expuesta en los ejemplos considerados. Se
emplearon las mismas rutinas de evaluacion de la base tanto para el calculo de estados
ligados de atomos libres y confinados de dos electrones, como para los problemas de
fragmentacion de particulas. La convergencia de los métodos a las autofunciones de tres
cuerpos exactas se deja en manos de la condicion asintotica de la base, vinculadas a
la energia, rango de alcance del potencial generador, carga Coulombiana del potencial

auxiliar y del valor de la funcion y la derivada en r,.

El principal campo de aplicacién, sin embargo, es el de expansion de estados de
dispersion estacionarios, puesto que los métodos existentes para la evaluacion de los
mismos son escasos. El testeo siguiente para las metodologias aqui desarrolladas con-

siste en el planteo del problema de ionizacion de hidrégeno por impacto electronico, a
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través de ambas funciones de onda Ut y W~. Primeramente debe tratarse el modelo
de Temkin Poet para este problema, de modo de estudiar la convergencia de la ampli-
tud diferencial para el caso de interacciones Coulombianas. Ademads, debe estudiarse el
efecto de los infinitos canales de excitacién cuando se emplean dominios finitos. Luego
debe completarse la expansién con los distintos términos de ondas parciales, y evaluar
las amplitudes del problema completo. La funciéon U~ puede, ademéas, emplearse para
calcular probabilidades de transicién en procesos de simple y doble fotoionizacién de
helio, ion hidrogeno y otras especies de dos electrones activos. En general, se puede
atacar el problema de ionizacién para campos centrales arbitrarios.

Dado que la extension espacial numérica que debe emplearse para evaluar los estados
de dispersién es significativa, deben utilizarse muchas funciones de base radiales para
cada término de la expansion en ondas parciales, si se desea obtener soluciones precisas.
Al incluir tamanos de base grandes, los sistemas matriciales se vuelven poco tratables
en los procesadores personales. Se prevee el empleo de técnicas de paralelizacion de los

sistemas matriciales de los cuales se obtienen los coeficientes de la expansion.
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Apéndice A

Algoritmos para la ecuacion radial
de dos cuerpos

I. Algoritmo rapido para autovalores de matrices
tridiagonales no hermiticas

El procedimiento numérico que discutiremos fue publicado por F. T. Luk and Q.
Sanzheng [45] como parte de un algoritmo rapido para obtencién de autovalores de
matrices de Hankel de n x n, simétricas y complejas. El mismo consiste en una tridia-
gonalizacién por Lanczos de orden O(n?log(n)) [151, 152, 153], seguida de un método
QR de orden O(n) para matrices tridiagonales simétricas complejas [154, 155]. Es-
te ultimo paso es el que aplicaremos aqui para resolver el problema de autovalores
(2.62), correspondiente a la representacién discreta del Hamiltoniano modificado por
la condicién compleja (2.61). La matriz debe ser no—singular, irreducible, no tener au-
tovalores de igual valor absoluto y contar con N vectores linealmente independientes

(nondefective).

Dada una matriz tridiagonal simétrica J, el algoritmo de diagonalizaciéon QR con-
siste en la accién sucesiva de rotaciones ortogonales, que disminuyen la magnitud de los
elementos no diagonales hasta ser del orden de magnitud de la precisién de la méquina.

Dichas rotaciones se definen a continuacion.



Algoritmos para la ecuacién radial de dos cuerpos 173

Rotacién ortogonal compleja

Una rotacién ortogonal compleja dada por una matriz G. satisface G.G? = I. Una

forma general para una matriz de 2 x 2 que introduce ceros en un vector de 2 x 1 es:

o bien (A.1)

donde vc? + 52 = 1.
La matriz G se elije como una transformacién tal que actia sobre un vector x =

{z1, 22} (23 + 22 # 0) de la siguiente manera:

c s\ [ Va4 23

—5 c Ty 0

El algoritmo para encontrar las componentes ¢ y s es el siguiente:
Algoritmo 1:
Si (|z1] > |z2|) entonces:
t:l’g/Il;C:l/m; s=txc
de otra manera
t=ax1/20; 5 =1/V1+12 c=1txs.
Fin

Diagonalizacion ortogonal compleja
Sea L la ultima submatriz principal de 2 x 2 de J:

Jn—l,n—l Jn—l,n

Jn,nf 1 Jn,n

L= (A.3)

y i el autovalor de L mds cercano a J,,. El algoritmo a continuacién sobreescribe
J con Q".J.Q, donde Q es un producto de matrices ortogonales complejas tal que
Q”.(J — pl) es triangular superior.
Algoritmo 2:
Inicializar Q =1
Hallar pu.
Definir oy = J11 — p; 22 = Jo1
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Para k = 1 hasta n — 1 hacer:
Encontrar G;‘g aplicando el algoritmo 1, para aniquilar x5 utilizando z;.
Redefinir J = G} .J.Gy
Redefinir Q = QGy
Si k < n —1, entonces
T1 = Jpg1.k; T2 = Jptok
Fin
Fin

Al aplicar sucesivamente el algoritmo 2, los elementos no diagonales Jj 5 decrecen
en magnitud. Cuando su moédulo se encuentra por debajo de un cierto umbral prefijado,
el cual se considera como “cero numérico”, el elemento diagonal Ji  se archiva como
autovalor. La matriz puede entonces ser particionada en dos submatrices tridiagonales
irreducibles. El procedimiento se aplica sucesivamente a las submatrices hasta alcanzar
el nimero de autovalores deseado.

En el caso general, los autovalores obtenidos seran complejos. A medida que se au-
menta el nimero de puntos en la grilla radial, se obtienen cada vez més autovalores, de
mayor valor absoluto. Estos dltimos estan asociados a potenciales de mayor influencia,
y tienen asociadas autofunciones con un nimero de oscilaciones cada vez mayor. En
una grilla numérica de espaciado finito los estados que mayor nimero de oscilaciones
tienen por unidad de distancia radial atéomica, son los de peor representacion. De lo
anterior se deduce que los estados de menor magnitud son los de mejor convergencia,
y los de mayor influencia en las expansiones.

Sin embargo, el algoritmo que acabamos de discutir da los autovalores sin un orden
establecido, aunque si con cierta tendencia a aparecer ordenados. Por ejemplo, si el
potencial V' es tal que decrece en magnitud con r, entonces los autovalores aparecen
en un orden creciente, aunque puede darse el caso de que algunos autovalores estén
cambiados de lugar. Por otro lado, si es decreciente entonces aparecen primero los de
mayor valor absoluto. En dicho caso puede invertirse el orden de la matriz tridiagonal J,
de modo de obtener primero los de menor valor absoluto. En cualquier caso, como este
orden no es estricto, nos vemos obligados a calcular un niimero mayor de autovalores
al nimero deseado N,. De esta manera los autovalores se seleccionan de un conjunto

mayor, en el cual estaran presentes los N, autovalores de menor valor absoluto. La
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forma en que se aparecen los autovalores no es clara, y se necesita un andlisis mas

extenso respecto a este comportamiento del algoritmo numérico.

II. Obtencion de autovectores mediante algoritmos
de iteracion inversa

Una vez obtenidos los autovalores, los autovectores pueden obtenerse mediante al-
goritmos de iteracion inversa. La clase de algoritmos que utilizaremos tiene su origen
en la observacion de que al actuar repetidamente con una matriz sobre un vector no
nulo cualquiera, este tiende a alinearse en la direccién del autovector asociado al auto-
valor de valor absoluto méas grande. Detalles respecto de la implementaciéon y tasa de
convergencia de estos métodos pueden encontrarse en [156].

El algoritmo bésico de potencias puede describirse como sigue. Sea la matriz A y
un vector inicial vy, el siguiente procedimiento converge al par dominante (0,v):

Algoritmo 3:

Yy =Vo

Para k =1,2,...
0 =yl
v=y/0
y=Av

Fin

A modo de aplicar esta metodologia para otro autovalor que no sea el fundamental,
se puede correr el origen en o, de acuerdo a un valor estimativo o conocido del autova-
lor. La matriz A debe entonces ser reemplazada por A — oI, y el algoritmo converge
al autovector con autovalor mas cercano a ¢. Para nuestros problemas resulté mas
conveniente aplicar el algoritmo de iteracion inversa que se detalla a continuacion.

Algoritmo 4:

Yy ="Vo
Para £k =1,2, ...
0 = Iyl

v=y/0
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Resolver (A —ol)y =v

Fin

Una vez que se obtuvieron los autovalores y autovectores a orden O(Ar?) mediante
los algoritmos 2 y 4, pueden utilizarse como semillas de otra iteracién con una matriz A’
proveniente de un esquema de un orden superior en Ar. Esta nueva iteracion sirve para
incrementar la precisiéon tanto en los autovectores como en los autovalores. Veremos
a continuacion una matriz A’ que corresponda a una representacién mas precisa del

problema de autovalores (2.62).

III. Esquemas de orden superior

En las secciones anteriores discutimos cémo encontrar los autovalores y autovectores
de nuestra matriz tridiagonal compleja simétrica (y no hermitica para condiciones de
borde complejas). El sistema tridiagonal consume bajas cantidades de memoria virtual,
y es lo suficientemente rapido para implementar sistemas de gran tamano, con grillados
muy finos. Un grillado tipico consiste en dividir la regién radial en aproximadamente
N ~ 10° — 10°% puntos. Si elegimos una regién espacial de 50 unidades atémicas la
distancia entre cada punto de la grilla es aproximadamente Ar = 5 x 1074 — 5 x 1075,
lo cual implica un error en la aproximacién de la derivada segunda del orden de 10~ —
10!, En principio, este error se ve reducido al aplicar la discretizacion a regiones
espaciales mas pequenas. Sin embargo, valores muy pequenos de Ar conducen a una
perdida en la precision numérica, originadas en las rutinas iteracion inversa donde se

aplica el algoritmo 4.

Para compensar la pérdida de precision que sufre el resultado de la recurrencia
tridiagonal (2.56) para un dado valor de Ar, utilizaremos una aproximacién mas sofis-

ticada para la derivada segunda:

d? ; 1
S;;:;(m) = 12AT2 [_SZ‘+2 + 1657;4_1 — 3052 + 1652'_1 — S,'_Q] + O(AT4), (A4)
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la cual conduce a una relacién de recurrencia pentadiagonal:

1
© 24uAr?

5 I(1+1) B )
1A 2 + Up(r;) — E| S; = =B,V (r:)S; + O(Ar?). (A.5)

7

[—Site + 16541 + 1651 — S;—o] +

Sin necesidad de aumentar el nimero de puntos en la grilla es posible incrementar la
precisién de la forma aproximada de la ecuacién radial en un orden O(Ar?), agregando

acoplamiento entre el término 5; y los términos S;_o y S;yo.

Inicialmente no podriamos haber utilizado esta forma, pues la matriz Hamiltoniana
transformada H' (ver ecuacién (2.62)) que se obtiene de la discretizacion resulta pen-
tadiagonal simétrica, pero no hermitica. Luego no disponemos de una subrutina agil
para calcular sus autovalores. Sin embargo, ya sabemos como obtenerlos a partir de
la matriz tridiagonal, y a sus autovectores con las rutinas de iteracién inversa. Estos
valores se utilizaran como semillas del algoritmo 4, que nos dard valores mas precisos de
los autopares, a una convergencia rapida porque las semillas son cercanas a los valores

de convergencia.

Sin embargo, la ecuacién (A.5) estard incompleta si no imponemos en ella las con-
diciones de borde apropiadas, puesto que si no las tiene los algoritmos iterativos no nos

daran las soluciones deseadas, por mas que las semillas sean adecuadas.

El principal problema es que ahora hay tres puntos en la relacién que caen fuera
del dominio de integracién. Para la condicién en 7,,,, esto no presenta un problema
muy grave, puesto que estamos suponiendo conocido un comportamiento funcional
de la forma f,s, y podemos proceder tomando igualdades del tipo (2.60). Debemos

reemplazar la ecuacion correspondiente a la fila N — 1 por la siguiente:

1 Jas(Tmaz + Ar)
 24pAr? [_ fas(Tmaz)

5 [(1+1)
LWA?“? 2urd |

Sy + 165y + 16Sy_o — SN_3] +

+ Uo(rn-1) — E] Sno1 = =B,V (rn-1)Sn-1 (A.6)

y la correspondiente a la ultima fila por

1 fas(Pmaz + 2A7) Jas(Tmaz + AF)
— — S 16
TN { Fuslrman) N T )

) I(l+1
LWA?“Q <2,lj7_°]2\,) + Un(rn) — E} Sy = =B,V (ry)Sn.(A.7)

Sy +16Sy-1 — SN—2:| +
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En el caso de la matriz tridiagonal, la condicién de borde en el origen quedaba im-
puesta en forma natural, y se correspondia con S_; = 0. De la misma manera nosotros
podemos imponer ese valor para S_j, pero no podemos hacer lo mismo con S_5, pues
eso corresponderia a imponer también una condicién sobre la derivada. Podriamos in-
tentar imponer una forma funcional del tipo fy(r), como hicimos en 7,,,,. Sin embargo,
dicha forma funcional depende del autovalor, que se conoce solo a orden O(Ar?). Por lo
tanto, aproximaremos en ese punto la derivada segunda con la férmula de tres términos
(2.55), que permite imponer la condicién en forma natural, pero que tiene la desventaja
de ser de menor precisién. Veremos que a pesar de la pérdida de precision en la derivada
segunda en ese punto, el utilizar el Hamiltoniano pentadiagonal en las rutinas de itera-
cion inversa conduce a soluciones mas exactas que las que proporciona el Hamiltoniano
tridiagonal para un dado rango de valores (no muy pequenos) de Ar. La segunda fila
pentadiagonal también se ve acoplada a los elementos externos a la caja, pero solo al
que actua sobre S_;, que es cero, y por ser uno solo no presenta inconvenientes.

Una vez que los autovectores han sido obtenidos para todos los puntos de grilla r;,
se aplica una interpolacién en splines entre ellos para tener las funciones definidas en la
region 0 < 7 < Tpae. Cuando ry,,, < r se utiliza la S(r) = fus(r), luego de normalizar
todas las funciones a f,s en 7,4, v de esta manera se obtienen autofunciones definidas

en todo el espacio.



Apéndice B

Calculo de los elementos de matriz
de Hy S

Para realizar el calculo numérico-matricial que otorgan las componentes del vector
¢, debemos evaluar primero los elementos de matriz del sistema. Comencemos con los

elementos del Hamiltoniano, cuya accién sobre la base de F'S puede escribirse como:
HCDI(I‘l, ry) = ‘7(7"17 7’2) + Ve(7"12)] (I)ll,<r17 1‘2),

donde la accién de V' viene dada por la ecuacién (6.25) (donde hemos omitido, y lo
haremos de aqui en mds el supraindice “F'S”). Multiplicando a la izquierda por @i/ e

integrando en todo el espacio tenemos:

[H]V’,y = [V]V’,u + [Ve]u’,u

donde:

e fee) 27 27
V] :/ rfdrl/ ngrg/ dcpl/ dips d / df, x
0 0 0 0 0

sin(6y) sin(fy) x L, (r1,15)V (11, 72)®L (11, 15)

o\,

21 27
:/ dm/ errg/ dgpl/ dgog/ d«91/ dfy %
0

sin 91)8111 92) X q) (I’l,rg)V(Tlg)q) (I’l,I'Q).
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Utilizando las definiciones de V y ®! (ecuaciones (6.25) y (6.14) respectivamente),

podemos escribir:
~ 2m 2 T T . .
[V]V,’V - _/0 d%/o dw/o d91/0 402 Sin(el) Sin<92)yl;’,l§, ’*(?1’?2)3)1;,& (?17?2)
/o d/ dra Sy (1) Sy (r2) BV () + B,V (r2)) 5110, (1) S0, (r2)
2w 2 T -
_(_1)5/0 dgpl/o d%/o del/o de?sm(gl)Sinw?)yllgl:?’j*(?1,?2)371,61%(?2,?1)
| dn [ araS 08, 00 (V) + 8V 00) S (S0, (081
y
2 2 - - o >
[Ve]w’y:/o dSOI/O d902/0 d@l/o dfs sin(6) Sin(%)yl;ﬁg 7*(?1,?2)%&’7% (T1,T2)
/0 drl/o dr?g(;l,)n;l(7"1)31(;212(7”2)‘/;(7’12)51(:%“(rl)Sfb%)TLb(rz)
27 2 - -
+(_1)5/0 d901/0 d902/0 d91/0 o, Sin(91)sin(%)yi%’*(?1,?2))}5%(?2’?1)
| [ ans o080, VS, (S, (B2

En las expresiones anteriores, el primer sumando corresponde al término directo, mien-
tras que el segundo (proporcional a (—1)°) corresponde al término de intercambio.
Notese que las expresiones son similares, excepto que el término de intercambio cam-
bia la dependencia en las coordenadas del operador y del estado de base en las funciones

de la izquierda, de modo tal que r; es reemplazado por ry y viceversa.

En la expresiéon (B.1) las integrales angulares pueden separarse de las radiales,
puesto que involucra el valor medio de los potenciales centrales. Por otro lado, en
la expresién (B.2), la dependencia en rj las acopla. Veremos primero como puede
compactarse la expresién (B.1), independientemente del potencial central V. Luego

trabajaremos sobre la expresién (B.2) en el caso en que V,(r5) = ryy.

Las integrales angulares de la expresién (B.1) son analiticas. Teniendo en cuenta las
propiedades de ortonormalidad de los arménicos esféricos y biesféricos (6.6), tenemos
que la integral angular del término directo es proporcional a dy ;, X 5;;}7%. Por otro lado
de la definicién (6.4) se tiene que y,ﬁ;?f(?g,?l) = yi;fj (r1,T2), con lo cual la integral

angular del término directo es proporcional a dy, 5, X dy; 1, Luego la ecuacion (B.1) se
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convierte en:
Y _ L)1) o gld(2)(2) 1d(1)(1) 1d(2)(2)
[V]u’,u - _/Bla,na‘/l e Slbm T ﬁb:”bSla,na,na X V;bm;),nb
S 1d 1d(1 1d(2)(1
_(_1) (/Bla,naslb7’r(],;)751b) X V;ansg,na +Blb,nbv25n nb Sla,fzg),sza))
donde hemos definido los elementos:
Ve = [ 800V ear
0
y
1d
S0 = [ 80088 e
donde 7,5 =1, 2.
Ahora vamos a compactar la expresién (B.2) en el caso en que V,(rip) = 755
Utilizando la expansién en serie (6.3), tenemos:
= (d),L,15,0 laly 4 L. M,m S 1(@0),LIG0 Loty o L.Mm
[Ve]u’,u = Z [[na,nb,nab,nb bAl’ L slasly,l + <_1) [na,nb,n:,nb bAlfl,l Abslasl (BB)
1=0
donde
o0 e’} l
)l 1 Lol 1 (2 r
Inmnb,n;nb ’ / dry / draSy', (M) S, () e S (r)SE (r2), (B4
>
[e'¢) 00 l
(@)Ll g tast 1 2) T o1 2
n nb,ns,nb ’ /0 drl/o dr Sl(’) rl)Sl(’ ’(TZ)TH_l Sl(a,)na(TQ)Sl(b,)nb(rl) (B5)
y
LA, 47 l s 2m s s
A = —— d d db dfy sin () sin(6,) x
U1 Lalp,l 2l+1m§z/0 901/ 902/0 1/0 2 (1) (2)
Yy LTV, (B E) Y (F)Y ™ (F). (B.6)

La integral (B.6) tiene solucién analitica en términos de los coeficientes de Clebsch—

Gordan (ver Apéndice D). De acuerdo a la expresion (D.9), la expresion (B.6) se anula

excepto para los valores de [ que satisfacen: Maz|[|ll, — .|, |l; — ,]] < 1 < Min[l, +
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la, 1} + Ip]. Por lo tanto, la suma de la ecuacién (B.3) resulta finita:

Min[ly+Hla,lp+l)]
Ve, = } : j—(d)ylvl&,l{,,la,leL,M,m
e|v v

”fun;ﬂnmnb l:17l;77la7lbal
l:Man“lfL—laHl;?—lb I

Miin[l!,+ly 1} +1]
S (/L')Jyl:z:lg:lavlb L,M,m
+(—1) § I A

n/u.zng)vnllznb a’ps
= Maal|l, 1 1y ~ta]

Debido a la simplicidad del término % las integrales radiales son quasi—separables,
en el sentido en que estas quedan acopladas solo a través de los limites de integracién.
En el Apéndice E se puede encontrarse el detalle de una técnica de descomposicion
numéricamente estable, y un algoritmo que permite desacoplar la integracion en cada
coordenada, basicamente como si fuera un producto de integrales unidimensionales.

Para los elementos de matriz de S tenemos:

2T 2 T ™
[S]V’,u = / d(pl / ngz / d(gl / d92 Sin(61> Sin(ez)ylzii‘fv*(/fl’/I‘\2>yll;’j\f</f1,/r\2)
0 0 0 0

/ Sl(;’)%(rl)S’(jv)"a(rl)drl X / 9553%(7"2)55,%& 2)dr;
0 0

27 2 T -
+(_1)S/0 d‘Pl/O d@z/o d91/0 dbs Sin(91)Sin(ﬁz)yfa:?f’*(?l,?z)yli:f‘f(’f%?l)

/ Sy (r)SE) (r1)dry x/ S0 (r2) Sy, (ra)drs.
0

0

Utilizando la definicién (B.3) tenemos:

[S]V’,y _ Slld(l)(l) % Sld(2)(2) (_1)351(1(1)(2) y Sld(g)(l)

ly,nj,myp RN O la,n},na



Apéndice C

Calculo de los elementos del vector

Py

Para proceder completar el célculo de los elementos de la ecuacién (7.23) nos queda
definir ¢, . Como hemos mencionado, estos elementos involucran la proyeccién de la
base sobre el operador H — E, aplicado a un estado estado inicial no perturbado de
colision. Dicho estado es en general una autofuncion del Hamiltoniano de electrones no

interactuantes de la forma (7.5).

Al actuar con el operador [E — H| sobre la funcién \Ifij'no obtenemos:

[E— H] ¥y, ono (L1, 12) = | U(r1,72) = Ve<7”12)] ‘Ilij,no(l"hm)
donde el operador U se define por su accién de la siguiente manera:
U1, ra) WLt (B1,T2) = Ag [U'(r1) = U(r)] R (1, m2) V0 (81, F2)-

En la expresién anterior hemos tenido en cuenta que, en general U’ # U, de modo tal
que la funciéon de onda del proyectil tenga en cuenta la presencia del electrén ligado.

Proyectando por la izquierda por \i/ll,, se obtiene:

[Pr. nolvr = il + [0e]ur

donde

2w 2w
[‘P—Ui_]z/ :/ drl/ 7”2d7“2/ d901/ dQOQ/ del/ dfy %
0

SlIl 01 8111(6’2) X \I/ (I‘l,rg)(j(rlﬂ“g)\l’k no(rl,rg) (C].)
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2T 2
[ / T%d'f’l/ TQCZTQ/ d(pl/ ngQ/ d91/ d@g

sin(f;) sin(6s) x \Il (rl,rQ)V(mQ)\I/k no(rl,rg)

Las integrales angulares de la ecuacién (C.1) corresponden a productos escalares entre
los armoénicos esféricos, mientras que las integrales radiales se encuentran desacopladas.
Utilizando las propiedades de ortogonalidad de los arménicos biesféricos, y teniendo
en cuenta que los momentos angulares correspondientes a cada coordenada satisfacen
la regla de seleccién del triangulo con L, es facil ver que los elementos [cng],,/ pueden

escribirse como:

+ NLM  prld(®)  pld(E) s NLM  pldeE) pld)
[SOU]V’ = friy, (51’ o Vi, A 10Un nl,ll kit g moLlo + (=170, 10, kg lf loUnb,l' ki* nlmolo )

donde hemos definido las siguientes integrales unidimensionales:

7 / T SB)U (r) — Ur)RE(r)dr.

P = [ S0 Rutrar
Vamos a trabajar ahora en la expresién de [¢], en el caso en que V.(ry2) = 715
Utilizando el desarrollo en ondas parciales (6.3) y procediendo de modo similar al

célculo de los elementos [V.], ., se obtiene:

L+l Min[ly+1a,l,+lo]
il == D fruanNei, ST Jd e A
la=|L—1o| I=Maz[|ll,—lal,ll; —lo]]
Min[ll,+lo,l}+1a] L+l
(_1)S Z Z fP+la+l0J S_ ,;; %?Jmlo AZI(’;,]Z\Z,Z?,IQ,Z (CQ)

I=Maz[|l,~lo|,|l} ~la|] la=|L—lo|

donde
+),0L00,05 la,l ’r’
F = [ [ anS, (0SS R ) B ar2),

LU 1ol
Jflt,)nb,no? ’ / drl/ drgS(f)( )S +7i’( 1) l-i<-1Rla, (1) Rig ng (12),

y los coeficientes A corresponden al resultado de las integrales angulares analiticas,
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estudiadas en el apéndice D. Las integrales de las expresiones Jd y Ji se realizan por
medio del algoritmo de integracion del apéndice E.

Para la funcion de scattering U™, el estado inicial no perturbado viene dado por la
expresion (7.12), solucién a la ecuacién (7.5), tomando U’ = U. La accién del operador

[E — H] sobre ‘Pi;kz viene dada por
[E — H] Uy, (1, 19) = =Vo(rio) Wi, (ry,12),

mientras que para su representacién vectorial en la base \IIZI,,_, tenemos:

[‘Pkl,k2 / dTl/ ngTQ/ d901/ dﬁpz/ dﬁl/ dfy %

sin 91) 8111(92) X \I/ (I‘l, I'2>V (7’12)\111(1 ko (1'1, I'Q)

Realizando un célculo andlogo al que nos condujo a la expresién (C.2) para el vector

[pt],, legamos a:

[e’e) L+, 2.1 41
16m2¢tathe ~ ~
(11 1y, ) YL M
[Sokl,kQ § E JPtlatty— 57— er ke e b yza,zb (ki, ko)
la=01lp=

Min[l{l+la,lg+lb}

( 7 a7 bvlavlb LM
E : Jd'n, nb,kl,kg A a7lg77laulb1l+

I=Mag[|l}, ||ty ~1y]]
Min[ly+1p,l; +la]

_1\S (=)L, b7la7lb L,M
( 1) Z J navnbvklakQ A a,7 b7lb7layl ’
1=Mazlll,— 1y}, |ty ~Lal]

donde

[e'e] oo !
VL Lol A Al r - B
‘]dn o o ' / dr, / dr?s(g,gzg( )S(' ) (TQ) rlil Ry g, (rO) By, g, (r2),
0 0 >

( )7lvla7 bvla,lb > > ( g /rl< — —
J%a,nb,kl,i@ ] dry ; draSy 4, ( 2) ( )Tz+1Rla,kl(ﬁ)Rlb,kg(T?)'

>



Apéndice D

Integral angular del elemento de

matriz [rﬁl]u’,u

A continuacién mostraremos la solucion analitica de la integral:

l 2 2 s T
47
L,Mm .
Alg,l;,,la,lb,l = —2[—1—1 Zl/o dgol/o d<,02/0 d(91/0 dezsen(91)56n((92) X

Vi ()Y, (B, F) Y (F)Y™ (F2). (D.1)

I
i
arly

Teniendo en cuenta las siguientes expresiones para los armoénicos biesféricos involucra-

dos:

Min[l}, M+1)
y*i:JI\Z(/flv/f?) = Z <l;,lé;m;,M - m;|L, M>le,mg(?1)YlZ,M—m’a(/f2) (DQ)
m’a:Max[flfl,MflU
Minla,M+1y)
Vi (F1,1) = > (Lo, ly; May M — ma| L, M)Yi, i, (F1) Y 01—, (F2) (D.3)

me=Maz[—lq,M—1p)

podemos escribir

Min[ll,, M-+1]]
LLM Do )
Ady 0, = S (i, M —ml|L, M)
m/,=Max[—1,,M—I}]
Min[la,M+1)]

> (las Iy mMa, M = mg| L, M)

me=Maz[—1lq,M—1p)

l ™ 27
47 ~ ~ ~

E / deasen(ea)/ dSOaY}Z,m;(rl)Yi,m(rl)Yimma(rl) X
204+ 1 = Jo 0

T 2
[ dtusent@n) [ deiga @Yo @ oarn, ) (D)
0 0
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Utilizando la propiedad de los arménicos esféricos:
Vim0, 0) = (=1)"Y, (0, ¢) (D.5)
y el resultado de la integral

/ / dgod@sen 11 my (9 90)}/22,7712 (97 90)}/13,7713 (67 @) -

(20, + 1)(215 +
(_1) \/ . (225_*_21) )<l17l270 O|l37 > <l17l2;m17m2|l3a_m3>7 (D6)

tenemos para la primera de las integrales en (D.4):

T 21
(—1)m / d0,sen(0,) / deaYiy ot (B1) Y (F1) Vi (F1) =
0 0

o me | (20U + 1) (20 + 1)
(—1)mat a\/ yRCTREY (Il 1;0,0)l,,0) x (1. 1; —m! ,m|ly, —m,), (D.7)

y para la segunda:

T 2
(1M (1) / d6ysen(6y) / 0o8Yiy st (B2) Vi (F2)Yiy a1 (F2) =
0 0

/ 20+ 1)(2l+ 1
(—1)7"—%—%\/( 0 D@D e 100010, 0) % (1], 1 —M + 1. —mlly, — M + maD.8)

A (2, + 1)
Luego
21 +1)(20, +1)
AbLM I 1:0,0|l,,0)(I.,1:0,0|l, 0 (21, b
llll <a7’ | 7><b’77|b7> (2la+1)(2lb+1)
Min[l,,M~+1] Min[la,M+1y)
ST Wlpm, M —ml L M) Y (L lyyma, M — my| L, M)
mpy=Mazx[-1,,M—I}] mo=Maz[—lq,M—1p)
l
> (=0, I =mily, mlla, —ma) (1, s =M + m),, —mlly, =M + mg)D.9)
m=—I

Del resultado (D.9) podemos ver que:

AdGEM o (10,150, 0[1,, 0) (15, 15,0, 0|13, 0) (D.10)

10,0 lasly

con lo cual el valor de [ que conduce a una integral no nula queda restringido a M az||l] —

la’a ‘lllz - lb” S l S MZ?’L[Z(/I + la7l{7 + lb]



Apéndice E

Integral radial del elemento de

matriz [7“121]V 5

Vamos a expresar las integrales radiales correspondientes al térmno de repulsion

electrénica, ecuaciones (B.4) y (B.5) de la siguiente manera [56]:

d), LI gl 1 rl 2
Ina7nb7nab7nb b / dr]_/ dTQSZ(/) r]_)Sl/ /(TQ) lil Sl na( )Sl(bv)nb (TQ) =

~ 1 ~
[ drsSEtrasitrt | oS st +
0 T2 1

oo R oo 1 .
/ ari8, (r)SO, (ro)r / drs ez S0 ()80, () (B1)
0 T1 2

l
), LU sl 1 r 2)
na,nb,nj,nb ' / drl/ erS( ,) )S/ ’( ) l.|<_1 Sla na< )Sl(b nb( ) -

&(2) (1 I (1) (2) 1
/0 dr?Szg,ng(Tz)sza,na(ﬁ)rz/ drlSl/ (Tl)Slb,nb(Tl)rlH*‘

T2 1

o0 N b A 1
1 2 2 1
/ dTlS({l,)nfl(rl)Sl(b,)nb(rl)rll/ dr?sz(;,zzg(ﬁ)sz( )na( )F (E.2)
0

1 2

Computacionalmente, el limite superior de integracién en las expresiones (E.1) y
(E.2) se tomard igual a un dado valor r. < 00, y las integrales se realizaran por medio de

una cuadratura de Gauss—Legendre, en la que una integral puede aproximarse mediante

/abf(:c)dx (b_“ i+b;a) (E.3)

donde w; y x; son pesos y abcisas que dependen del orden n, de modo tal que la serie

la serie:

de la derecha en la ecuacién (E.3) converge a la integral en el limite n — oo. Vamos
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ver como extender el método (E.3) a cualquier integrando de la forma:
Ro RO
I = / dT’QF(T’Q) G(Tl)dTl (E4)
0 T2
Tomando una discretizacién sobre el dominio (0, Ry), vamos a suponer que las abcisas

y pesos computadas para un dado orden n serviran también para calcular la integral

en una subregion, es decir:

b —a —a a
/xjf(x)dxzbz Zwif(bz xi—i-b_; ) (E.5)

=7

La integral (E.4) se approxima por la serie:

R n
[~ 70 ;w x F () x Ig (r;) (E.6)
donde
Ry <
Ig (ri) = 7;% x G (ry) (E.7)
yor, = b_T“a:l + I’JFT" Tomando la suma en (E.4) desde el tltimo término hacia los

inferiores, puede verse que la suma (E.7) que debe realizarse en cada paso involucra

s6lo una operacion, puesto que

n

R R R
Ig (r;) = gwia(ri) + 70 Z w;G (r;) = 7OwZG (rs) + I (riss) . (E.8)
Jj=1+1
Luego el procedimiento usual de orden n? para la evaluacién de una integral bidimen-
sional, puede transformarse en un procedimiento de orden n. Esto es consecuencia de la

simplicidad del término de acoplamiento, que permite la separacién de las ecuaciones

(E.1) y (B.2).
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