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Szimmetria
— egy matematikus
szemével

90 éve sziiletett a kémiai Nobel-dijas Sir John Anthony Pople

argittai Istvdn és Hargittai Magdolna szimmetridrdl sz6l6
H konyvei [1,2] a kémikus szemével mutatjdk be az anyagi
vildgban, véltozatos formdban megjelend szimmetridt. Kétség
nem férhet hozzd, hogy ezek az alkotdsok évtizedek 6ta kittinGen
szolgdljék a molekuldris kémiai szemlélet oktatdsdt hazdnkban
és kiilfoldon egyardnt.

A molekuldk egyenstilyi geometridja [3,4], alakja [5] és mérete
[6] kozponti szerepet jatszik kémiai gondolkoddsunkban. Mdr ko-
zépiskolai tanulmdnyainkbdl tudjuk, hogy a molekuldk — kémiai
szempontbdl — atommagokbdl és elektronokbdl dllnak. Az elemi
matematikdban haszndlt Descartes-féle térbeli koordindta-rend-
szer jol alkalmazhat6 a molekulageometria vizudlis megjelenité-
sére. Az dllandé rezgémozgdst végz8 atommagokat ekkor az
egyensulyi helyzetiikben rogzitjiik. Ezt — a rogzitett atommagok-
bdl dll6 — merev struktirdt térbeli geometriai alakzatnak tekint-
hetjiik, s beszélhetiink az alakzat id6ben dllandé (sztatikus) geo-
metriai szimmetridjérdl. Tehdt, ha ismerjiik az atommagok (x, , z)
Descartes-koordindtdit, akkor pontosan ismerjiik a merev mole-
kuldnk egyenstlyi geometridjit, egyenstlyi molekulaszerkezetét.
Az egyensulyi molekulageometria meghatdrozdsdra kisérleti és
szdmitdsos médszerek egyardnt rendelkezéstinkre dllnak [3]. A
molekuldk alakjdt és méretét pedig az elektronoknak az atom-
magok koriili mozgdsa, eloszldsa hatdrozza meg [5,6].

Felmeriil a kérdés, hogy a molekuldk szimmetridjénak kvanti-
tativ tdrgyaldsdhoz sziikséges matematikai alapokkal rendelkez-
nek-e a kozépiskolds didkok. Egészen napjainkig viszonylag bo-
nyolult matematikai eszkozoket alkalmaztak erre a célra [7,8],
igy ez a téma kimaradt a kozépiskolai oktatdsbél. Mostandban
azonban megmutattuk, hogy egyszer( vektoralgebrai eszkozok is
elégségesek [9], igy a kozépiskoldban a molekulageometria meny-
nyiségtani vizsgélatdval szinesiteni lehetne a kémia oktatds4t.

Nem véletlentil haszndltuk az el6z8 mondatban a matematika
régies magyar mennyiségtan elnevezését. Ha megnézziik Mérey
Gyula -— a gimndzium és a lednygimndzium szdmdra irt — Meny-
nyiségtan konyveit [10], akkor kideriil, hogy a kozépiskolds did-
kok mdr a 20. szdzad els§ felében megfelel§ mértani és algebrai
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alapokkal rendelkeztek. Azt is tanitottdk nekik, hogy a két tdr-
gyaldsmdd ekvivalens egymdssal. A térmértan azonban j6 térlé-
tdst, az algebra pedig j6 szamoldképességet igényel. Sajnos, j6
térldtdssal nagyon sokan nem rendelkeziink, zsebszdmoldgéppel
és szamitégéppel ellenben mindnydjan. Igy napjainkban az al-
gebrai szemléletmdd egyértelmden feliilkerekedett a geometriain.
Erdemes megjegyezni, hogy a kozépiskoldban is tanitott Newton-
téle klasszikus mechanika is vektoridlis mennyiségekkel dolgozik:
az er6k — mint vektorok — dsszeaddsdrdl, kivondsdrdl, skaldris és
vektoridlis szorzdsdrdl beszéliink.

Ebben a cikkiinkben bemutatjuk, hogy molekuldk szimmetri-
djdnak a tdrgyaldsdhoz csak egyszerd vektoralgebrai eszkozok
sziikségesek. A szimmetria figyelembevétele molekuldris rend-
szerek esetén nemcsak csokkenti a sziikséges numerikus kvan-
tumkémiai szdmitdsok mennyiségét, hanem kit(ing rendezGelv
is. Lehet§séget nyujt a molekuldris (elektron-, rezgési és forgdsi)
energiaszintek, a molekulapdlydk, a molekularezgések stb. jelo-
1ésére és osztélyozdsdra, igy a molekulaspektroszképia nélkiiloz-
hetetlen alkotérésze lett.

A szimmetria fogalménak
matematikai megalapozdasa

A szimmetria sz6 a OLV (sziin) és a HETPOV (metron) gorog sza-
vak 9sszevondsdbdl keletkezett. Az els§ sz6 jelentése azonos, a
mdsodiké mérték. Ennek megfelelSen a sz6 eredeti jelentése azo-
nos mérték.

A szimmetria fogalmdnak természet-
tudomdnyos megalapozdsdhoz — a 130
éve sziiletett és 60 éve elhunyt — Hermann
Weyl német szdrmazdsi amerikai mate-
matikus és fizikus (1885-1955) egy kitting
megfogalmazdsdbdl lehet kiindulni, mi-
szerint akkor szimmetrikus valami (targy,
- torvény, jelenség stb.), ha azt meghataro-
Hermann Weyl zott miiveletnek aldvetve nem tapaszta-
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lunk véltozdst [11]. A szimmetriavizsgélatok leghatékonyabb esz-
koze a csoportelmélet. Ahogy a szdmok nagysdgot, ugy a cso-
portok szimmetridt mérnek.

Az absztrakt csoport specidlis algebrai struktdra: egy halmaz
elemekkel és algebrai miiveletekkel. Szerencsére, a molekuldk
szimmetridjdnak konkrét meghatdrozdsdhoz nem kell csoportel-
méleti vizsgdlatokat végezniink.

Evariste Galois Niels Henrik Abel Arthur Cayley

Az absztrakt csoportelmélet kialakuldsdhoz szdmos matema-
tikus jérult hozzd. Mindenekel6tt Niels Henrik Abel (1802-1829)
norvég és Evariste Galois (1811-1832) francia matematikusok ne-
vét kell megemliteniink. Mindketten fiatalon haltak meg, de mun-
kdjuk alapvetd fontossdgunak bizonyult a csoportelmélet kiala-
kuldsa szempontjdbdl. Arthur Cayley (1821-1895) definidlta el§-
szOr ugy az absztrakt csoport fogalmdt, amilyen formdban azt
ma is haszndljuk. Ugyancsak az § nevéhez fliz8dik egyébként a
madtrixalgebra alapjainak a lerakdsa is.

Arthur Schoenflies

Wigner Jené

A csoportelmélet els§ gyakorlati alkalmazdsa — a rontgendiff-
rakcids szerkezetvizsgdlé mddszer kialakuldsa idején — Artur
Schonflies (1853-1928) német matematikus nevéhez fiizddik: cso-
portelméleti alapon megoldotta a kristdlyrdcsok osztélyozdsanak
problémdjdt. Ennél jelent8sebb volt azonban Hermann Weyl és
Wigner Jend (1902-1995) hozzdjdruldsa, akik az 1920-as évek vé-
gén a csoportelmélet és a kvantummechanika kapcsolatét te-
remtették meg. Wigner Jend 1963-ban fizikai Nobel-dijat kapott
ezen a teriileten végzett munkdssagdért. Az 1931-ben németiil,
majd késébb angolul megjelent Gruppentheorie und ihre Anwen-
dung auf die Quantenmechanik der Atomspektren konyve nagy
hatdssal volt tobb fizikus- és kémikusgenerdcié gondolkodds-
modjdra. A kényv 1979-ben magyarul is megjelent az Akadémiai
Kiadé gondozdsdban, Csoportelméleti mddszer a kvantumme-
chanikdban cimmel.

Itt meg kell emlitentink Neumann Jdnos (1903-1957) nevét is
[12,13]. Ha Wigner Jend matematikai problémadval taldlta szem-
ben magdt, akkor rendszerint bardtja, Neumann Jdnos sietett a
segitségére [14,15]. Mikor Wigner Jend el@szor taldlkozott a cso-
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port fogalmdval, Neumann Jénos egy délutdn bemutatta neki a
csoportelméletet. A kvantummechanika megsziiletésekor azon-
ban nagyon sok fizikus lenézte a csoportelméletet: példdul Wolf-
gang Pauli német fizikus (1900-1958) ,,Gruppenpest”-r6l (Grup-
pe = csoport, Pest = pestis), azaz csoportpestisrdl beszélt.
Atomok, molekuldk és kristdlyok szimmetridjanak leirdsdhoz
dltaldban mds és mds csoportot alkalmazunk. Altaldnossdgban
igaz, hogy minél nagyobb a rendszer szimmetridja, anndl komo-
lyabb matematikai appardtus kell a szimmetria kezeléséhez. En-
nek megfelelen az atomok jelentik a legnagyobb problémt (tel-
jes forgdsi csoport), majd a linedris molekuldk (axidlis forgdsi cso-
port) és a nemlinedris molekuldk (pontcsoportok, vdzcsoportok
és permutdcids csoportok), végiil pedig a kiterjedt szildrd rend-
szerek, azaz a kristdlyrdcsok (tércsoportok) kovetkeznek [16].

Schonflies-féle pontcsoportok

A szimmetria egyik tipusa a térbeli szimmetria. Egy test (térbeli
geometriai alakzat) szimmetrikus, ha meghatdrozott szimmet-
riamtiveletek (geometriai transzformdcidk) a testet onmagdba vi-
szik 4t. Minden lehetséges geometriai transzformédcié hdrom ele-
mi transzformdcié kombindcidjaként dllithaté elS. Ezek a kovet-
kezdk: a test meghatdrozott szogii forgatdsa egy tengely koriil,
egy sikra val6 tiikrozése és a testnek valamilyen tdvolsdgra vald
pédrhuzamos eltoldsa. Ez utébbi csak végtelen kiterjedést test (pl.
kristdlyrédcs) esetén johet széba. Véges kiterjedést test csak for-
gatdssal és titkrozéssel szemben lehet szimmetrikus.

Egy molekula egyensilyi magkonfigurdcidja (egyenstilyi geo-
metridja) a molekula szimmetriamdveleteivel szemben invaridns,
azaz a transzformdcié utdni konfigurdcié a kiinduldsitdl fizikai-
lag megkiilonboztethetetlen. Azokat a geometriai elemeket, ame-
lyekkel kapcsolatosak a szimmetriamtveletek, szimmetriaele-
meknek nevezziik. Szimmetriavizsgélatokhoz a molekula tomeg-
kozéppontjdban felvett, térbeli Descartes-koordindtarendszert al-
kalmazunk. Megjegyezziik, hogy a tomegkdzéppontot minden
szimmetriaelem tartalmazza.

A szimmetriamiiveleteknek dltaldban 6t tipusét kiilonboztet-
jilk meg: 1) azonosségi transzformdcié (E), ami a magkonfigur4-
ciét véltozatlanul hagyja, azaz nem csindl semmit; 2) forgatds
(C,), a molekuldt valamilyen tengely koriil 21Un szoggel elforgatja
(n=1,2,..). Nyilvdnval6, hogy C, = E (2Tt vagy 0 szog( forga-
tds). Ha C,-t kétszer, hdromszor, ..., k-szor megismételjiik:
2(21Un), 3(2TUN), ..., k(2TUn), ismét szimmetriamtveletet kapunk:
C?, C},...,Ck. Ha n tobbszorése k-nak, akkor Ck=C, . és Ci' =E.
Az ellentétes irdnyban val6 k(21TUn) szog( forgatds C/*-nak felel
meg. Jeloljiik ezt C;*-val. Nyilvdnval6, hogy Cf = C,-*-.); 3) tiik-
rozés (0), a magkonfigurdcid valamilyen sikra vald tiikrézése; 4)
titkrozéses forgatds (S,,), forgatds, majd a tengelyre merdleges sik-
ra vald tiikrozés végrehajtdsa és 5) kozéppontos tikrozés (i), a
magkonfigurdcié egy pontra vald titkrozése. A szimmetriamtve-
letek hatdsdnak megkiilonboztetése érdekében az atommagokat
dltaldban megszdmozzuk. A molekula legnagyobb n-értéki for-
gdstengelyét a molekula fGtengelyének nevezziik. Szimmetriasi-
kok esetén a kovetkez§ jeloléseket alkalmazzuk: 0y: ha a szim-
metriasik mergleges a f6tengelyre (h = horizontélis), 0,: ha a
szimmetriasik tartalmazza a fGtengelyt (v = vertikdlis), 0y: a O,
specidlis esete, ha a szimmetriasik tartalmazza a fGtengelyt és
megfelez két, a fGtengelyre merdleges C, tengely éltal bezdrt szo-
get (d = diéderes). A szimmetriamtveleteket jelolésben meg kell
kiilonboztetniink a szimmetriaelemektdl: mi délt bettivel fogjuk
irni Gket. Egyszert példaként hatdrozzuk meg a karbondtion
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1. abra. A karbonation alapallapotu egyensulyi geometriajanak
szimmetriaelemei

szimmetriaelemeit (1. dbra)! Az dbrén ldthatd, hogy az ion pla-
ndris szerkezetd és 8 szimmetriaelemmel rendelkezik: C;, 3C,, Oy,
és 30,.

Ezek utdn definidljuk a (forgatdsos, tikkrozéses) szimmetria-
miiveletek algebrdjét, csoportjét! Legyen P és Q két tetszGleges
szimmetriamdvelet. Definidljuk ezek P « Q szorzatdt kovetkez§-
képpen: el§szor hajtsuk végre Q-t, majd P-t. (Tehdt a szorzds egy-
mdsutdn vald végrehajtds.) Azonnal ldtszik, hogy a szorzat is
szimmetriamiivelet (zdrtsdg a szorzdsra nézve). Altaldban P+ Q #
Q + P, azaz a szorzds nem kommutativ. Az igy definidlt szorzds
azonban asszociativ: P+ (Q+S)=(P+Q)*S.HaP-Q=Q-*P=E,
akkor azt mondjuk, hogy P és Q egymds inverze (P =Q'és Q =
P), azaz egymds hatdsdt kioltjék. A P+ Q szimmetriamivelet in-
verze Q7'+ P~ hiszen P+ Q)-(Q '+ PH=P-(Q-QH)-P1=
P« E-«P-=PpP-P'=E Koénnyen beldthat6, hogy az E, a C,, a G,
az S, és az i inverzei rendre E, C;', 0, S;'és i. Annak ellenére,
hogy ot szimmetriamtveletet vezettiink be, valdjdban csak kettd,
a forgatds és a titkrozés létezik. A tobbi ezek segitségével elGdl-
lithat6: S, =C, * 0, = 0y * C, i =S, és E = C,.

Tehdt egy molekula (forgatdsos, tiikrozéses) szimmetriamdive-
letei csoportot alkotnak a fent definidlt szorzdssal. Mivel ezek a
szimmetriamtveletek sziikségszertien olyanok, hogy alkalmaz4-
sukkor legaldbb egy pont (a tomegkozéppont) a helyén marad
(mds széval a molekula szimmetriatengelyeinek és szimmetria-
sikjainak van legaldbb egy kozos metszéspontja), a kérdéses cso-
portot pontcsoportnak nevezziik. A molekuldk igy az egyenstlyi
geometridjuk szimmetridja alapjdn pontcsoportokba sorolhaték
(Schonflies-féle pontcsoportok). A Schonflies-féle jelolésrendszer-
ben minden pontcsoport specidlis jellel rendelkezik, amik szinte
minden molekulaspektroszképidval foglalkozé konyvben megta-
lélhatdk [7].

A szimmetriamtveletek hatdsdnak tanulményozdsdndl kétféle
mddon jdrhatunk el. Az els§ esetben a Descartes-féle koordina-
tatengelyeket és a szimmetriaelemeket mozgatjuk. A molekula
magkonfigurécidja ebben az esetben rogzitett marad. A mdsodik
esetben a magkonfigurdcié véltozik, s a koordindtatengelyek, va-
lamint a szimmetriaelemek maradnak rogzitettek. Az el6z8 ér-
telmezést passziv, az utébbit aktiv értelmezésnek nevezzik. Az
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elnevezés arra utal, hogy a molekula geometridja hogyan ,,visel-
kedik” a szimmetriamtiveletek végrehajtdsakor. Végeredményben
mindkét médszer konzekvens alkalmazdsdval ugyanahhoz az
eredményhez jutunk. Természetesen a részletekben azonban kii-
lonbségek lesznek. Mi az aktiv médszert alkalmazzuk.

Az élet kialakuldsa szempontjdbdl legfontosabb molekula a
vizmolekula [17]. Nyilasi Jdnos kis konyvébdl nagyon sok min-
dent megtudhatunk a vizrél. Tébbek kozott az izoldlt, alapdlla-
pott vizmolekula szerkezetét is megismerhetjiik. Az alapéllapo-
tu vizmolekula egyensulyi geometridja hajlitott: az OH-kotések
hossza kb. 1A és a HOH kotésszog kb. 105°. Az adott molekula-
geometridnak hdrom szimmetriaeleme van: egy C, forgdstengely
és két 0, szimmetriasik. Az oxigénatom a C, tengelyen fekszik, s
a tengely megfelezi a HOH kotésszoget. A molekula jelentds dl-
landé elektromos dipSlusmomentummal rendelkezik. A dipélus-
momentum-vektor a C, tengelyen taldlhatd, s a pozitiv toltések
stlypontjdbdl mutat a negativ toltések silypontja felé. Mivel a C,
tengely a két 0, szimmetriasik metszésvonala, igy az adott vek-
tor mind a két szimmetriasik része is. Ennek kévetkeztében a
molekula dipSlusmomentum-vektora invaridns az dsszes szim-
metriamiivelettel szemben. (Ha egy molekuldnak t6bb szimmet-
riatengelye van, eleve nem lehet dllandé elektromos dipélusmo-
mentuma. A dipélusmomentum-vektor ugyanis nem helyezked-
het el egyidejiileg tobb szimmetriatengely mentén.) Az adott
szimmetriaelemekhez tartozé szimmetriamtveletek csoportja a
Schonflies-féle C,, pontcsoport: C,, = 1{E, C, 0,, 0,’}. Az adott
csoport véges, mivel elemeinek szdma véges. )Véges csoport ese-
tén az elemek szdmdt a csoport rendjének nevezziik. Megdllapit-
hatjuk tovdbbd azt is, hogy a C,, pontcsoport kommutativ, azaz
a szimmetriamdveletek szorzdsa felcserélhetd. A kommutativ
csoportot Abel-csoportnak is nevezziik Niels Abel tiszteletére. A
vizmolekula szerkezetérdl az érdeklddd olvasé sokkal tobbet
megtudhat egy kiting cikkbdl [18].

Az osszes szimmetriaelem azonositdsdndl hasznos lehet tud-
ni, hogy egy pontcsoportban mennyi szimmetriamivelet taldl-
hatd. A kérdéses szdmok leirdsa és memorizdldsa helyett egysze-
riibb mddszer is létezik: a pontcsoport neve alapjin azonnal meg
lehet mondani az 6sszes szimmetriam{ivelet szamdt [19]. A kez-
débetik jelentsék ugyanis a kovetkezd szdmokat: C vagy S = 1,
D=2,T=12,0=24¢és1=060.Ezt a szdmot szorozzuk meg az
esetleges 7 numerikus alsé indexszel. Végiil, ha szerepel az alsé
indexben betii (s, v, d, h, i) is, akkor szorozzuk meg a kapott sza-
mot 2-vel. Tekintsiik pl. a Dy, pontcsoportot (az L dbrdn bemu-
tatott karbondtion szimmetridja)! Az 6sszes szimmetriamdvelet
szdma ebben az esetben: 2x3x2 = 12.

J6 térldtdssal rendelkezd kémikusok egy folyamatébra segitsé-
gével meg tudjdk hatdrozni, hogy egy molekula egyenstilyi geo-
metridjdnak a szimmetriamiiveletei melyik pontcsoportba tar-
toznak [1,7,16]. A 2. dbrdn egy ilyen folyamatébrdt mutatunk be.
Ez a folyamatdbra be is programozhatd, s a program - idedlis
esetben — meg tudja hatdrozni a megfelel§ pontcsoportot [8]. A
program bemend adatai az atommagok téltései és Descartes-ko-
ordindtdi. Hangstlyozzuk azonban, hogy ebben az esetben nem
ismerjiik az sszes szimmetriaelemet és szimmetriamtveletet,
mivel nem hatdroztuk meg mindnydjukat. Elgfordulhat az is,
hogy a Descartes-koordindtdk nem pontosak, azaz a molekula
geometridja egy kissé torzult. Ilyen esetben a torzultsdg mérté-
kétdl tiigg a szimmetriaanalizis sikere. A kovetkez8kben vizsgdl-
juk meg két molekula egyensulyi geometridjanak a szimmetridj4t!

A 3. dbrdn az allén, a 4. dbran pedig az N,S, molekula geo-
metridjdnak a sematikus rajza ldthatd. Tekintsiik el§szor az al-
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l Cs Ci Cn Dn Cnv Cnh Duh Dnd Su Td Oh l-h I

A fitengelyre van
n db merdleges C, tengely?

2. abra. Folyamatabra molekulak pontcsoportjanak
meghatarozasara

lént, s haszndljuk a folyamatdbrdnkat! Az egymds utdn kovetkezd
kérdésekre adott valaszok: Nem, Nem, Igen, Igen, Nem, Igen. Ve-
gylik most az N,S, molekuldt, s irjuk fel a vdlaszokat: Nem, Nem,
Igen, Igen, Nem, Igen. A vélaszok pontosan ugyanazok: mindkét
molekula alapdllapoti egyensulyi geometridja a D,4 pontcsoport-
ba tartozik. Reméljiik, hogy az olvasé is erre a kovetkeztetésre ju-
tott.

Léthatd, hogy azonos pontcsoport ellenére a két szimmetria a
részletekben kiilonbozik! Az allén esetében példdul egy szén-
atommag taldlhat6 a molekula tomegkozéppontjéban. A kovet-
kez8kben megmutatjuk, hogy egy matematikus hogyan tette ,,lt-
hatévd” a szimmetridban mutatkozé finom kiilonbségeket.

Pople-féle vazcsoportok

Sir John Anthony Pople (1925-2004) a szdmitgépes kémia atyja
[20,21]. Szamitégépes kémiai tevékenységéért — a GAUSSIAN 70
programrendszer és a késGbbi verzidk 1étrehozdsdért — el§szor
1992-ben Wolf-dijat [22], majd 1998-ban kémiai Nobel-dijat ka-
pott Walter Kohnnal megosztva [23,24]. 1946-ban BA-, 1950-ben
MA-, 1951-ben PhD-fokozatot szerzett matematikébdl, Cambridge-
ben [25]. A matematika mellett fizikdval (kvantummechanika,
statisztikus mechanika, kozmoldgia) és elméleti kémidval (mole-
kulapdlya-elmélet, szemiempirikus és ab initio kvantumkémiai
mddszerek) is foglalkozott, késGbb elkotelezte magdt a szdmitd-
gépes kémia mellett. A GAUSSIAN programrendszer fejlesztése
napjainkban is FORTRAN nyelven [26,27] torténik, s jelenleg a vi-
ldg legnépszerdbb szdmitégépes kvantumkémiai programja. A
szamitégépes kémia jelentGségét az is mutatja, hogy 2013-ban is-
mét hdrom szdmitégépes kémikus kapta megosztva a kémiai No-
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S i
NS,

4. abra. Az N,S, molekula alapallapotu egyensulyi molekula-
geometriaja

bel-dijat ,,for the development of multiscale models for complex
chemical systems”, azaz komplex kémiai rendszerek kezelésére al-
kalmas tobbszintii modellek kifejlesztéséért [28).

Az elébbiekben ldttuk, hogy az eddig térgyalt pontcsoport fo-
galma még merev molekuldk esetén sem alkalmas az egy pont-
csoportba tartozé molekuldk szimmetriatulajdonsdgainak pon-
tos megkiilénboztetésére. Molekuldk szimmetridjdnak pontosabb
leirdsa érdekében John Pople 35 évvel ezel§tt bevezette a vazcso-
port fogalmét (J.A. Pople: Classification of Molecular Symmetry
by Framework Groups, ]. Am. Chem. Soc., 102, 4615 (1980)) [29].

Pople a teljes 3 dimenzids (3D) teret a szimmetriaelemeknek
megfelelGen részekre, alterekre osztotta. Az els§ alteret O-val je-
Iolte, s ez egy centrdlis pontbdl 4ll. Ilyen centrdlis pont lehet pél-
ddul szimmetriacentrum, két forgdstengely metszéspontja, vagy
egy forgéstengelynek szimmetriasikkal vagy tiikrozéses forgds-
tengellyel valé metszéspontja. A kovetkez§ tipusu, C,-nel jelolt
altér mindazon pontokat tartalmazza, melyek a kérdéses C, ten-
gelyen taldlhatdk, kivéve az O centrdlis pontot. A harmadik tipu-
st, 0-val jelolt altér mindazon pontokat tartalmazza, melyek a @
szimmetriasikon taldlhatdk, kivéve az O és a C, altereket. Az O,
a C, és a O altereket a 3D tér szimmetriaaltereinek nevezziik. A
teljes tér maradék részét, amely tehdt kiviil esik a szimmetria-
altereken, X-szel jeloljiik. Hangstlyozzuk, hogy a kapott alterek
nem fednek dt, és a 3D tér minden egyes pontja csakis egy altér-
hez tartozik.
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A C,, pontcsoport esetén a teljes jelolés a kovetkezd: C,,[C,,0,,
0,’,X]. Ha valamely altérhez nem rendelhet§ atommag, akkor a
kérdéses alteret elhagyjuk a jel6lésbél. A Pople-féle jelolésrend-
szer szerint tehdt a vizmolekula alapéllapoti egyenstilyi geomet-
ridjdnak a vézcsoportja: C,,[C,(01),0,(H2)].

Hatdrozzuk meg az allén és az N,S, molekula vdzcsoportjét is
(3. és 4. dbra)! Tudjuk, hogy mindkét geometria a D,4 pontcso-
portba tartozik:

D,y = 1{E,C5,2C5,204,5,,53}

Ldthat6 a 3. dbrdn, hogy az allén esetén egy szénatommag ta-
lalhat6 a tomegkozéppontban (0), igy ez az atommag minden
szimmetriaelemen elfordul. Tovébbi két szénatommag taldlhaté
a C, tengelyen. Mdr csak a maradék négy hidrogénatomot kell el-
helyezniink: ezek koziil kett§-ketts egy-egy 04 szimmetriasikon
taldlhatd. Ennek megfelelGen a kérdéses molekulageometria véz-
csoportja a kovetkezd:

D, [0(C1),C,(CLC1),20,(H2)]

A két szénatom kozotti pont azt jelzi, hogy azok a tomegks-
zéppontra vonatkozéan szimmetrikusan helyezkednek el az
adott tengelyen.

Az N,S, molekula esetén nincs atommag a tomegkozéppont-
ban. A két tengely két-két nitrogénatomot tartalmaz. A maradék
négy kénatom pérosdval fordul el§ a két 04 szimmetriasikon. En-
nek megfelel§en a vdzcsoport a kovetkezd:

D,4[2C,(NLN1),20,4(S2)]

Megdllapithatjuk, hogy a két — azonos pontcsoportba tartozé
- molekula vézcsoportja mds, s a vdzcsoportok segitségével a
szimmetridban mutatkozé kiilonbségek pontosan kimutathatdk.

A kovetkezSkben felvdzoljuk, hogy hogyan tudjuk vektoral-
gebra segitségével meghatdrozni az egyensulyi molekulageomet-
ria osszes szimmetriaelemét és az atommagoknak a szimmetria-
elemekhez viszonyitott helyzetét [9].

A szimmetriaelemek meghatdrozasa
vektoralgebrai alapon

A vektoralgebrat Josiah Willard Gibbs amerikai matematikus és
elméleti fizikokémikus (1839-1903)
fogalmazta meg modern formdban
1879 és 1884 kozott [30]. Albert Ein-
stein (1879-1955) szerint Josiah Gibbs
volt az amerikai torténelem legna-
gyobb gondolkoddja.

A geometria pontokkal, vonalak-
kal és sikokkal foglalkozik [10,31].
Ezek a geometriai objektumok azon-
ban vektorokkal reprezentdlhatdk a
vektoralgebrdban: a pont egy hely-
vektornak felel meg (P,), a vonal
egy helyvektornak és egy irdnyvek-
tornak (P, és d), végiil a sik egy helyvektornak és egy normdl-
vektornak, ami merdleges az adott sikra (P, és n). (A vektorokat
télkovér bettivel {rjuk.) A szimmetriamiiveletek — mint geomet-
riai transzformdcidk — egyszerten ezekre a vektorokra hatnak.
Mivel a molekula témegkézéppontja (COM) minden szimmet-
riamvelettel szemben invaridns, ezért a COM helyvektora, P,
= (XcomYeomZeom)> Minden szimmetriaelem definidldsdra alkal-
mazhatd.

Josiah Willard Gibbs
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A 3D térben az egyenstlyi molekulageometridt az atomma-
gokhoz hiizott helyvektorokkal reprezentdlhatjuk. A vektorok sz-
szeaddsa és kivondsa mellett csak két tovdbbi vektoralgebrai mi-
veletre van sziikségiink a molekuldk szimmetridjdnak tanulma-
nyozdséhoz: két vektor skaldris és vektoridlis szorzdsdra.

Legyen P, = (x},y},2)) és P, = (X,,,,2,) két helyvektor a 3D tér-
ben. Ekkor a két vektor skaldris szorzata:

P, P, = ||P[[[|Py]| cos(@) = xix, + 3y, + 2125,

ahol ||Py|| és ||P,|| a két vektor hossza és a a (0 < a < 71) a két
vektor dltal bezdrt szog. Ldthatd, hogy a skaldris szorzds ered-
ménye egy skaldr, azaz egy szdm.

A P, XP, vektoridlis szorzds eredménye egy P; = (x3,y3,23) vek-
tor gy, hogy

[1s[| = [IP[] ||| sin(ar)

és P; mer6leges mind a P}, mind a P, vektorra. Tovabbd a (P}, P,,
P;) vektorhdrmas kielégiti a jobbkéz-szabdlyt. A P; vektor koor-
dindtdit egyébként konnyen megkaphatjuk a P, és a P, vektorok
koordindtdibdl.

Szimmetriaanalizis el6tt meghatdrozzuk az egyensilyi mole-
kulageometria témegkozéppontjét, azaz a P, helyvektort:

N N N
2 MiX; 2mY; Smz:
_ =l _ =l i-1
xcom - N > )’com - N > Zcom = N 5
Zmi _Zmi Zmi
i=1 i=1 o1

ahol N az atommagok szdma, (x;,y;,z;) az i-edik atommag Des-
cartes-koordindtdi és m; az i-edik atommag tomege. Altaldban a
legstabilabb izotdp tomegét vessziik figyelembe. (Ha sziikséges,
a rendszdm mellett figyelembe vehetjiik a tomegszdmot is, igy
izotopolég molekuldk szimmetriaanalizisét is végre tudjuk haj-
tani.) A COM meghatdrozdsa utdn a koordindtarendszertink ori-
go6jdt a tomegkozéppontba helyezziik. Ezt egyszertien ugy érjitk
el, hogy minden egyes atommag helyvektordbdl kivonjuk a P,
helyvektort.

El6fordulhat, hogy az atommagok Descartes-koordindtdi nem
pontosak, azaz a molekula geometridja tobbé-kevésbé torzult. A
torzultsdg mértékének jellemzésére, mérésére egy torzultsdgi pa-
ramétert vezetiink be, s a szimmetridra vonatkozé kijelentéseink
adott torzultsdgi paraméter mellett lesznek érvényesek. Egy
konkrét pontcsoport és vdzcsoport esetén minél kisebb a tor-
zultsdgi paraméter értéke a szimmetriaanalizisnél, anndl ponto-
sabb a molekulageometridnk. A kovetkezékben megmutatjuk né-
hény szimmetriaelem vektoralgebrai meghatdrozdsdt. A t6bbi
szimmetriaelemre itt nem tériink ki: a részletek az irodalomban
megtaldlhaték [9].

Elgszor vizsgdljuk meg, hogy a struktirdnk rendelkezik-e
szimmetriacentrummal! Szorozzuk meg az atommagok koordi-
ndtdit (-1)-gyel, azaz invertdljuk az atommagok helyvektorait, s
nézziik meg, hogy az Uj konfigurdcié megegyezik-e az eredetivel!
Ha megegyezik, akkor a molekulageometridnak van szimmet-
riacentruma. Tovébb4, ha az atommagok egyikének a helyvekto-
ra nullvektor, azaz a hossza zérus, akkor az adott atommag a to-
megkozéppontban helyezkedik el.

Ha az 9sszes atommag egy egyenesen taldlhatd, akkor a mole-
kula linedris, azaz van egy C,, forgdstengelye. Ez vektoralgebrai
szempontbdl azt jelenti, hogy a kiilonboz§ atommagok helyvek-
toraira teljesiilnie kell a kovetkezd 6sszefiiggésnek:

ellhg]
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Ezzel az 6sszefiiggéssel az atommagok helyvektorai dltal be-
zdrt sz6g koszinuszat vizsgaljuk meg (cos(180°) = -1). A C,,, és a
Do, linedris pontcsoportok koziil csak az utébbi rendelkezik ko-
zéppontos tiikrozéssel.

A linedris, azaz 1D molekulaszerkezet utédn kiterjedésben a 2D
szerkezet kovetkezik. Ha minden atommag ugyanazon a sikon
helyezkedik el, akkor a 2D szerkezet sikalkatd, azaz plandris.
Vizsgdljuk meg a kérdést vektoralgebrai szempontbdl! Két (P; és
P)), nem pdrhuzamos helyvektor egy sikot hatdroz meg, melynek
a normdlvektora n = P;x P;. Ha az n [P = 0 Gsszefiiggés teljesiil
minden egyes k atommagra, akkor a molekulageometria pland-
ris: az sszes atommag helyvektora a molekulaszerkezet sikjdban
fekszik. (Az n és a P, vektorok ekkor egymdsra merglegesek:
c0s(90°) =0.)

Ha minden szimmetriaelem a keziinkben van, akkor az dsszes
szimmetriamivelet elgdllitdsa mdr egyszerd feladat. A vdzcso-
port megdllapitdsdhoz azonban még meg kell hatdroznunk az
atommagok helyzetét a szimmetriaelemekhez viszonyitva. Egy-
szer( vektoralgebrai eszkozokkel ezt is meg tudjuk tenni.

Program molekuldk szimmetridjanak analizisére

Néhdnyatomos molekula esetén a sziikséges vektoralgebrai szd-
mitdsok papiron ceruzdval megvaldsithaték. Nagyobb molekula
esetén azonban a sok rutinszerd, de fdradsdgos szdmitdst érde-
mes szamitégépre bizni.

Ennek megvaldsitdsdra egy programot készitettiink FORTRAN
nyelven, ami automatikusan elvégzi egy tetszgleges molekula-
geometria szimmetriaanalizisét. El§szor is meghatdrozza az osz-
szes szimmetriaelemet és szimmetriamdveletet, majd megadja a
molekula pontcsoportjdt és vdzcsoportjit. Ennél azonban sokkal
tobbre is képes a program: példdul meghatdrozza — az atomma-
gok kismértékd elmozditdsdval — a legmagasabb rendi szim-
metridnak megfelel§ pontos geometridt, majd az alacsonyabb
rendd szimmetridkhoz (a részcsoportokhoz) is ad pontos mole-
kulageometridkat. A kapott molekulageometridkat pedig fel-
haszndlhatjuk molekulamodellezésre a Pople-féle GAUSSIAN
program futtatdsa révén.

A kozel 7000 soros FORTRAN forrdskdd tartalmazza a pont-
csoportok karaktertdbldzatait, igy a program molekulaspekt-
roszkdpiai szdmitdsok végzésére is képes: példdul meghatdrozza
a normdlrezgések szimmetriatulajdonsdgait. A programot — ké-
résre — kozépiskoldk és egyetemek rendelkezésére bocsétjuk.

Alkalmazds

A kovetkez§ — els ltdsra bonyolultnak ting - feladat egy kit-
nd spektroszképiai konyvbdl szdrmazik [32]:

Az N,S, molekula térbeli szerkezetét rontgendiffrakciés méd-
szerrel hatdroztdk meg. Az atommagok (x,y,z) Descartes-koor-
dindtdi a kovetkezdk:
Ni:x=b,y=0,2=0;N,:0,b,0
N;: -b,0,0; N, : 0,-b,0
S, :a,-a,a; S, : -a,a,a
S;:a,a,-a; S, 1 —a,—a,—a
ahol a = 3A és b =2A.
(a) Milyen pontcsoportba tartozik a molekula kérdéses geo-
metridja? Adja meg a molekula vdzcsoportjdt is!
(b) Milyen szimmetridval rendelkeznek a rezgési normdlkoor-
dindtdk?
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(c) Mennyi egyedi rezgési frekvencidval rendelkezik a mole-
kula?
(d) Mennyi alapsav varhaté az IR- és a Raman-spektrumban?

Az eléz8ekben mér megéllapitottuk — a 4. dbra alapjdn - a
molekula pontcsoportjét és vdzcsoportjdt. Most futtassuk le a
programunkat a megadott molekulageometridra, s ellengrizziik,
hogy azonos eredményre jutunk-e! A program dltal szolgdltatott
eredmények koziil az 5. dbrdn csak azokat mutatjuk be, ame-

2, 2

lyek az el§z8 kérdések megvélaszoldsdhoz sziikségesek.

5. abra. Az N,S, molekuléra kapott szamitasi eredmények
egy része

Job starts at 9 April 2015 6:03:02.171 PM

-- Delta (distortion parameter)= 0.01000000

-- Title: N4S4

-- Molecular geometry (Angstroms) --

Atomic

number X y z w
7 2.000000 0.000000 0.000000 14.003070
7 0.000000 2.000000 0.000000 14.003070
7 -2.000000 0.000000 0.000000 14.003070
7 0.000000 -2.000000 0.000000 14.003070
16 3.000000 -3.000000 3.000000 32.060000
16 -3.000000 3.000000 3.000000 32.060000
16 3.000000 3.000000 -3.000000 32.060000
16 -3.000000 -3.000000 -3.000000 32.060000

-- Molecular weight= 184.252280

-- Number of symmetry operations (including E) = 8

-- SYMMETRY OPERATIONS --

g E i SG Cn Sn
8 1 0 2 3 2

-- POINT GROUP --

D2d = { (E) 3*(C2) (S4) 2* (SG)}

The molecule is not polar and not chiral.
-- FRAMEWORK GROUP --
D2d[ 2C'2 (N.N),2SGD(S2)]

-- VIBRATIONS --
Reducible representation generated by the normal coordinates:
g E S4 C2 c2' SGD
gi 8 1 2 1 2 2

24.0 0.0 0.0 -2.0 2.0
Decomposed into irreps:
3Al+ 3A2+ 2Bl+ 4B2+ 6E
Irreps of translation: B2, E
A2, E
Irreps of the vibrational normal coordinates:
3Al+ 2A2+ 2Bl+ 3B2+ 4E

Irreps of rotation:

There are
- 7 IR

14 different vibrational frequencies:
B2, E
Al, Bl, B2, E

active vibrations, with symmetry:
- 12 Raman active vibrations, with symmetry:
-- VARYING TOLERANCE --
Scanning range: 0.00100000 < delta < 0.20000000
D2d point group found in range 0.00000000 < delta < 0.11559025
Largest symmetry should be D2d.
Available subgroups:
c1i, Cs, C2, D2, C2v, S4, D2d
Job ends at 9 April 2015 6:03:02.281 PM
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Ldthatd, hogy az egyezés tokéletes, és a molekula 14 kiilonbs-
z8 rezgési frekvencidval rendelkezik, melyekbdl 7 IR- és 12 Ra-
man-aktiv. Ennek megfelelGen amig az IR-spektrumban 7, addig
a Raman spektrumban 12 alapsdv vérhatd. [

Készonetnyilvdnitds. A szerz6k koszonik a munkdjukhoz nyvjtott TAMOP pély4-
zati tdmogatdst (TAMOP-4.2.2.A-11/1/KONV-2012-0047).
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Gyevi-Nagy Laszlo, Tasi Domonkos Attila, Remete Attila Mario,
Tasi Gyula: Szimmetria - egy matematikus szemével. 90 éve
sziiletett a kémiai Nobel-dijas Sir John Anthony Pople
Molekulak szimmetridjanak pontosabb leirasa érdekében a Nobel-
dijas Sir John Anthony Pople 35 évvel ezel6tt bevezette a vazcsoport
fogalmat a kémiaba. Cikkink egy egyszer( vektoralgebrai médszert
mutat be egyensulyi molekulaszerkezetek 6sszes szimmetriaelemé-
nek és szimmetriamUveletének a meghatéarozasara. Mivel az elemi
vektoralgebra sokkal egyszerlibb, mint a hagyomanyosan alkalma-
zott matrixalgebra, ezért a bemutatott modszer alkalmas fiatal kémi-
kusoknak a molekularis szimmetria vilagaba vald bevezetésére.
FORTRAN programot készitettlink egyensulyi molekulaszerkezetek
pont- és vazcsoportjanak a meghatarozasara. A program képes ala-
csonyabb rend( szimmetriakhoz tartozdé molekulageometriak eldalli-
tasara és spektroszkdpiai szamitasok végzésére is. Sir John Anthony
Pople 90 éve sziiletett.

A Nitrogénmiivek Vegyipari Zrt. a Gazdasdgfejlesztési Operativ
Program ,,Komplex technoldgiai fejlesztés és foglalkoztatds td-
mogatdsa” cimii konstrukcidja keretében tobb mint 369 millid
forint vissza nem téritendd unids tdmogatdst nyert el. A kozel
L7 millidrd forint dsszkoltségii beruhdzds sordn az dj iizem-
egység épitése mellett 1ij technoldgiafejlesztés és kapacitdsbd-
vités valdsult meg.

Az 4j ingds dolomit8rld malom és befoglalé épiilet 2014-ben
épiilt meg. Az alapterveket és az alapberendezéseket a francia
»Broyeurs Poittemill Ingenierie S.A.” szdllitotta, a kivitelezd a
magyar ,,Bilfinger IT Hungary Kft.” f6véllalkozé volt. Az j do-
lomit6rlg malom irdnyitdstechnikai rendszere ,,Emerson Delta

Pétfiird6n 4j Dolomitdrld tizemegység épiilt

V” rendszerrel épiilt, mely jelenleg az egyik legmodernebb fo-
lyamatirdnyit6 rendszer.

Az tizemegység a magyar szabadalommal védett ,,PétisG”
miitrdgyagydrtdsnak egyik nélkiilozhetetlen alapanyagét gydrt-
ja, amely a kivdl6 mindségd sajdtos dolomit kdzet eldnyeit
haszndlja ki. Ezt az alapanyagot jelenleg a Bakony-hegység 14-
béndl fekvg ,,Inota” bdnydjdbdl szdllitjdk az 1j Dolomit6rl§ ma-
lomba. Az dGjonnan létesiilt tizemegység a jelenleg miikods Pé-
tisé tizem, majd a kozeljov6ben termelésbe dll6 Granuldlé
tizem mtrdgyagydrtdsdhoz sziikséges dolomitpor alapanyag
elldtdsdt biztositja.

A rendszerhez kapcsolédé dolomitport széllit6, pneumati-
kus porszdllit rendszer az ,,JBAU mbH.” német cég 4ltal szdl-
litott alapberendezésekkel valdsult meg.

A jelenleg megépiilt ingds dolomitmalom kivéltja a 60 éves,
ledllitott golyés malmot. A BAT-,Best Available Technology” a
porkibocsétds tekintetében alatta van a 10 mg/Nm’h-nak. Az
Uj tizemegység a régi készenlétre ledllitott golyésmalomhoz ké-
pest tobb mint dupla gydrtdsi kapacitdsd, valamint energiaha-
tékonyabb és a rugalmas porelldtdsi kialakitdsa miatt a régi
tizemegységeket is el tudja ldtni dolomitpor alapanyaggal, a
meglévd malom 1 tiikoriizem széllitGcsigds dtaddson keresztiil.

A foglalkoztatdst tdmogat6 komplex technoldgiafejlesztési
projekt 2013. jinius 27-én indult és 2015. jinius 30-dn zdrult.

Foldy Ferenc
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