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Fluid—structure interaction or coupled flow and structure response problems are a 
computationally challenging field of study, with applications in vibration analyses of hydraulic 
power structures for example. Fluid—structure interaction in Kaplan turbines has become a 
topic of increasing interest in recent years as a desire for output increases in old installations 
call for an assessment of unsteadiness of the runner flow in new operating conditions. The 
unsteady hydrodynamic load of a Kaplan runner has a possibly critical effect on the vibration 
behaviour of the turbine shaft line. The unsteady hydrodynamic load on an oscillating runner 
is often resolved into added masses, dampings and stiffnesses. Limited research on the issue 
has been conducted using FEM and CFD computations and design estimates have primarily 
based on results for geometrically similar ship propellers. 

 
The current study attempts to estimate the added properties for a runner oscillating in spin 

and axial heave as a rigid body using a two-dimensional flow approximation and the results of 
conventional unsteady airfoil theory. The method is expected to provide a fast and relatively 
simple way to derive reasonable estimates for the added properties and give insight into the 
effect of some parameters of interest, e.g. oscillation frequency, inflow velocity and blade 
angle. The runner flow is assumed inviscid and incompressible and is reduced at each section 
to a two-dimensional flow around a heaving flat plate, whose lift is evaluated using 
Theodorsen's analytical solution for a heaving and pitching flat plate. The lift is further 
divided into added properties, which are integrated over the span and summed over all blades 
to yield the runner total added properties. The method is presented and applied on a Kaplan 
runner, and the results are compared with the existing estimations. Varying qualitative and 
quantitative agreement is found. The method can be extended to runner swaying and tilting of 
the rotational axis. 
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Esipuhe

Tämä raportti Kaplan-turbiinin juoksupyörän epästationaarisesta kuor-

mituksesta pohjautuu Aalto-yliopiston sovelletun mekaniikan laitoksella

merihydrodynamiikan ryhmässä kesän 2010 ja sitä seuraavan syksyn ai-

kana tekemääni tutkimustyöhön. Raportti on kirjoitettu yleistajuiseksi ei

ainoastaan virtauskoneiden asiantuntijoille, vaan myös yleisesti teknilli-

sen mekaniikan alalla työskenteleville tutkijoille ja opiskelijoille. Suuri

osa raportista sisältyy tarkastuksessa olevaan artikkelijulkaisuun (Puo-

lakka et al., 2011).

Tutkimustyö suoritettiin läheisessä yhteistyössä Andritz Hydro Oy:n

dipl.ins. Jyrki Keto-Tokoin kanssa. Andritz Hydro myös rahoitti tutki-

musta. Työtä valvoi professori Jerzy Matusiak laitoksen laivalaborato-

riosta. Laboratorion työntekijöistä myös tekn. toht. Tommi Mikkola avus-

ti merkittävästi tutkimustyön käytännön näkökohdissa. Kiitän kaikkia

osallisia tahoja heidän työpanoksestaan.

Espoo, 13. huhtikuuta 2011,

Otto Puolakka
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Symbolit ja lyhenteet

α, αa kohtauskulma; profiilin kallistuskulma, profiilin avautu-

makulma

Γ, Γ∗ sirkulaatio, sirkulaatio ilman vanaveden vaikutusta

γ pyörteisyys

δ sirkulatorisen nostovoiman jättämä

ζ juoksupyörän akselin suuntainen koordinaatti

η profiilipisteen sijainti pystysuunnassa

θ, θ0 pyörimisakselin kallistuskulma, kallistelun amplitudi

θp profiilin nousukulma

ϑ kulmamuuttuja kärkisuora-asemalle

κ, κR Strouhalin luku, juoksupyörän Str.l.

ρ fluidin (veden) tiheys

ρ paikkavektori turbiinin origosta

Φ, Φ∗, Φ∞ häiriö-, kokonais- ja häiriintymättömän virtauksen no-

peuspotentiaali

φ siiven keskilinjan kulma-asema (keskimääräinen)

ϕ, ϕa poikkeama keskimääräisestä kulma-asemasta (oskillaa-

tio), siiven keskilinjan kulma-asema juoksupyörän huojun-

tasuuntaan nähden

Ω, ΩZ juoksupyöräkoordinaatiston kulmanopeus, juoksupyörän

rotaatiokulmanopeus

ω oskillaation vaihenopeus

AO, AE juoksupyörän projisoitu ja levitetty pinta-ala

Ai, i = 1, 2, . . . pyörteisyyssarjan kertoimet

aE levitetty pinta-alasuhde

b kärkisuoran puolipituus

C, C Theodorsenin funktio ja sen moduuli

c, c∗, C lisätty vaimennus, lis. vaim. dimensiottomana, vastaava

matriisi

F Theodorsenin funktion reaaliosa; voima

F e epästationaarinen yleistetty voimavektori

f yleistetty voimakomponentti

G Theodorsenin funktion imaginääriosa

H tulovirtauksen nopeuden arviontitason korkeus

H
(2)
i i:s 2. lajin Hankelin funktio
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h=, h⊥ kohoilun kärkisuoran suuntainen ja sen normaalin suun-

tainen komponentti

h, h0 kohoiluasema ja kohoilun amplitudi

=[·] imaginäärioperaattori

k, k∗, K lisätty jäykkyys, lis. jäykk. dimensiottomana, vastaava

matriisi

L nostovoima

L0 nostovoiman maksimi

L∗ nostovoima ilman vanaveden vaikutusta

l napaa vastaavan pyörähdysellipsoidin pituuspuoliakseli

m, m∗, M lisätty massa, lis. massa dimensiottomana, vastaava mat-

riisi

mh, m
′ pyörähdysellipsoidin lisätty massa ja dimensioton lisätty

massa

N juoksupyörän siipiluku

n pinnan ulkonormaalivektori

O(·) suuruusluokkamerkintä

R sädeasema turbiinikoordinaatistossa; siiven kärkisäde

r sädeasema juoksupyöräkoordinaatistossa; etäisyys profii-

lista

rh navan säde

<[·] reaalioperaattori

t aika

U, UR tulovirtausnopeus, tulovirtausnopeus siiven kärjellä

U suhteellinen tulovirtausnopeus

V , V ∞ absoluuttinen tulovirtausnopeus, virtausnopeus kaukana

ylävirrassa

vp profiilin nopeus keskinopeuskoordinaatistossa

w, wp, wv nopeus z-suunnassa, profiilin ja vanaveden indusoimat

pystynopeudet

X vaakakoordinaatti (kiinnitetty turbiiniin)

x vaakakoordinaatti; kärkisuoran suuntainen koordinaatti

x värähtelysuuntavektori

y, y0 juoksupyörän huojunta-asema, huojunnan amplitudi

Z pystysuora koordinaatti (turbiinin keskiviiva)

z pystykoordinaatti; kärkisuoran normaalikoordinaatti

BPF siipitaajuus (engl. Blade Passing Frequency)
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CFD laskennallinen virtausmekaniikka (engl. Computational

Fluid Mechanics)

FEM elementtimenetelmä (engl. Finite Element Method)

LE, TE johtoreuna, jättöreuna (engl. Leading Edge, Trailing Edge)

LS kantopinta (engl. Lifting Surface)

NACA National Advisory Committee for Aeronautics

Re Reynoldsin luku

UA epästationaarinen siipiprofiili (engl. Unsteady Airfoil)

URANS epästationaarinen Reynolds-keskiarvoistettu Navier–

Stokes (engl. Unsteady Reynolds-averaged Navier–Stokes)
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1. Johdanto

Fluidiin upotettu kappale aiheuttaa värähdellessään ympärilleen epästa-

tionaarisen virtauksen, joka puolestaan kohdistaa kappaleeseen epästa-

tionaarisia voimia. Nämä voimat muuttavat usein merkittävästi kappa-

leen värähtelykäytöstä, ja näin ollen niitä on syytä arvioida fluidiin sijoi-

tetuissa värähtelevissä rakenteissa. Tunnusomaista tällaisille virtausti-

lanteille on virtauksen ja rakenteen vasteen ongelmien kytkös: rakenne

määrittää reunaehdot virtausongelmaan, ja virtaus voimien kautta ra-

kenteen liikkeen. Kytköksen vuoksi ongelmat muodostavat oman neste–

rakenne-vuorovaikutuksen (engl. fluid–structure interaction, FSI) ongel-

makenttänsä.

Tavallisesti neste–rakenne-vuorovaikutuksen ongelmille ei ole analyyt-

tisiä ratkaisuja, ja numeeriset ratkaisutkin ovat erittäin raskaita. On-

gelmia on perinteisesti esimerkiksi lentolaitteiden aeroelastiikassa yksin-

kertaistettu käyttämällä likimääräisiä analyyttisiä ratkaisuja sekä epäs-

tationaariselle virtaukselle annetulla tavalla värähtelevän rakenteen ym-

pärillä että rakenteen vasteelle tiettyyn herätevoimaan. Kytketty ongel-

ma on ratkaistu sovittamalla virtauksen ja rakenteen osaratkaisut so-

pivalla tavalla. Tässä raportissa keskitytään epästationaarisen virtaus-

ongelman ratkaisuun annetulla rakenteen liikkeellä. Yksinkertaistetuil-

le ratkaisuille tyypillisesti fluidin vaikutusta mallinnetaan värähtelysys-

teemin kuvitteellisella lisätyllä massalla, vaimennuksella ja jäykkyydel-

lä.

Virtauskoneiden siipihilat ovat ulokepalkkimaisen tuennan, profiilien

hoikkuuden ja turbulentin sekä huomattavia periodisia häiriöitä sisäl-

tävän tulovirtauksen vuoksi erittäin alttiita neste–rakenne-vuorovaiku-

tuksesta syntyville ongelmille. Siipihilojen epästationaarisen kuormituk-

sen arviointi perustui 1980-luvulle asti pääosin todellisen kolmiulottei-

sen virtauksen pelkistykseen kaksiulotteiseksi virtaukseksi siipiprofii-
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Johdanto

lihilassa (Dowell, 2004). Kutakin sädeasemaa vastaava profiilihila saa-

tiin juoksupyörän siipien sylinterileikkauksesta ja syntyvää tasovirtaus-

ta hilassa analysoitiin pääasiassa analyyttisin ja kokeellisin menetelmin.

Eräitä merkittävimmistä epästationaarisen hilavirtauksen teoreettisis-

ta tutkielmista ovat: Söhngenin (1953) analyysi potentiaalivirtauksesta

tiheässä tasolevyhilassa, jossa levyt oskilloivat mielivaltaisesti pienellä

amplitudilla ja suurella kohtauskulmalla; Whiteheadin (1962) aikaiset

numeeriset laskentatulokset tasolevyhilalle ilman kohtauskulmaa ja Sa-

renin (1966) tutkielma ohuiden mutta kaarevien profiilien hilasta, jos-

sa profiilit oskilloivat suurella kohtauskulmalla ja mielivaltaisella vaihe-

erolla toistensa suhteen puristumattomassa ja kitkattomassa virtaukses-

sa. AGARD:in (Advisory Group for Aerospace Research & Development)

vuonna 1987 julkaisema Manual on Aeroelasticity in Axial-Flow Turbo-

machines kokosi suuren osan aiheen teoreettista ja kokeellista tutkimus-

ta (Dowell, 2004). Vaikka laskentakapasiteetin kasvu on 1980-luvun jäl-

keen mahdollistanut laskennallisen virtausmekaniikan (engl. computa-

tional fluid dynamics, CFD) käytön epästationaarisen siipiprofiilivirtauk-

sen analyysissä, vaatimukset tietokoneiden teholle ovat yhä korkeat.

Tämän tutkielman aihe – värähtelevän Kaplan-juoksupyörän epästa-

tionaarinen kuormitus – eroaa yleisistä virtauskoneiden neste–rakenne-

vuorovaikutuksen ongelmista hieman, sillä juoksupyörän siivet on mitoi-

tettu korkean kuormituksen vuoksi verrattaen lyhyiksi, leveiksi ja jäy-

kiksi. Näin staattiset ja väsymislujuusvaatimukset ovat muodostaneet

rakenteet niin jäykiksi, etteivät värähtelyt ole usein nousseet ongelmalli-

selle tasolle. Viimeaikainen kiinnostus vanhojen eurooppalaisten ja ame-

rikkalaisten Kaplan-turbiinien tehonnostoon ilman suuria rakennemuu-

toksia, esimerkiksi akselilinjan uusimista, on kuitenkin herättänyt tar-

peen värähtelytason arviointiin uusissa, tuntemattomissa olosuhteissa.

Tehovaatimuksen mukana nousevat kuormitukset ja kierrosnopeudet, jois-

ta varsinkin jälkimmäinen on värähtelyjen suhteen kriittistä. (Keto-Tokoi,

2010)

Olemassaolevat epästationaarisen kuormituksen arviot Kaplan-juoksu-

pyörille ovat aiemmin perustuneet vahvasti geometrisesti samankaltai-

sille laivapotkureille johdetuille tuloksille, kuten Schwanecken (1963, 1973)

empiirisille regressiokaavoille, Hylarideen ja van Gentin (1974) kanto-

pintalaskennan tuloksille Wageningen B -sarjan potkureille ja Parsonsin

ja Voruksen (1981) kantoviivalaskelmille kantopintakorjauksin samoille

potkureille. Von Thuss (1981) arvioi kokeellisesti Kaplan-juoksupyörän
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Johdanto

kiertovärähtelyn lisättyä massaa mallimittakaavassa tyynessä vedessä.

Holopainen ja Keto-Tokoi (1994), Salajka ja Kanicky (2000) ja Lais (2007)

ovat arvioineet lisättyä massaa tyynessä vedessä elementtimenetelmällä

(engl. finite element method, FEM). Elementtimenetelmäarviot eivät ota

huomioon kitkallisuuden ja pyörteisyyden vaikutusta eivätkä näin pys-

ty ennustamaan vaimennusta, mutta niiden voi olettaa ennustavan lisä-

tyt massat äärettömällä taajuudella varsin tarkasti. Vertailemalla näitä

arvioita potkureille saatuihin tuloksiin voidaan todeta, että jälkimmäi-

set aliarvioivat karkeasti Kaplan-juoksupyörän lisättyjä massoja, kuten

turbiinin vesitien sulkeisuuden vuoksi on odotettavissakin. (Keto-Tokoi,

2010) Puristumattoman epästationaarisen virtauksen numeerinen rat-

kaisu on puolestaan hyvin raskasta, ja kirjoittaja tunteekin vain yhden

tuoreen numeerisen analyysin Kaplan-juoksupyörälle kiertovärähtelyssä

(Karlsson et al., 2009).

Näiden haasteiden vuoksi on luontevaa lähestyä Kaplan-juoksupyörän

värähtelyongelmaa aiemmin mainituin analyyttisin menetelmin. Tässä

tutkimuksessa oletetaan juoksupyörän olevan riittävän jäykkä ja oskilloi-

van jäykkänä kappaleena. Värähtelyvapaudet syntyvät akselilinjan jous-

toista, joita ei käsitellä tässä työssä. Juoksupyörän ja akselilinjan väräh-

telyanalyysi perustuu usein eri värähtelymuotojen ominaistaajuuksien

arviointiin ja näiden vertaamiseen mahdollisiin herätetaajuuksiin, joita

Kaplan-turbiinissa ovat mm. kierrostaajuus ja siipien ohitustaajuus eli

siipitaajuus (engl. blade passing frequency, BPF) (Keto-Tokoi, 2010). Jäy-

kän kappaleen oletus on vähintään osin oikeutettu, sillä juoksupyörän

mahdollisesti joustavien osien – siipien – ominaistaajuuksien on todettu

olevan kauempana herätetaajuuksista kuin akselilinjan ominaistaajuuk-

sien. Lisäksi turbiinissa virtaava fluidi on vesi, jota voidaan nesteenä pi-

tää käytännössä puristumattomana. Vesitiehalkaisijan suhteen lasketut

Reynoldsin luvut ovat suurissa Kaplan-turbiineissa suuruusluokkaa 108,

joten rajakerrosten ulkopuolella ja vastuslaskelmia lukuunottamatta voi-

daan virtausta pitää hyvällä tarkkuudella kitkattomana tämän työn so-

velluksissa.

Juoksupyörän siivet kuvataan edelleen kaikilla säteillä sylinterileik-

kauksin päättymättömäksi siipiprofiilihilaksi, joka levitetään tasoon. Mo-

nimutkaisen hilavirtausanalyysin sijaan tässä työssä sovelletaan hilan

yksittäisiin profiileihin analyyttista ratkaisua kohoilevan ja kallistelevan

tasolevyprofiilin epästationaarisesta nostovoimasta Theodorsenin (1935)

mukaan (luku 2). Tämä menettelytapa jättää huomiotta mahdollisesti hy-
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vin tärkeitä ilmiöitä, kuten siipienvälisen vuorovaikutuksen, mutta mah-

dollistaa epästationaaristen kuormien kevyen likimääräisen arvioinnin

ja valottaa mahdollisesti joidenkin tärkeiden parametrien, kuten väräh-

telytaajuuden, tulovirtausnopeuden ja siipikulman, vaikutusta kuormiin.

Menettelytapaa sovelletaan tässä tutkimuksessa kahteen juoksupyörän

värähtelymuodoista: kiertovärähtelyyn pyörimisakselin ympäri ja aksi-

aaliseen kohoiluun. Juoksupyörän värähtely näissä suunnissa palaute-

taan epästationaarisen voiman tuoton kannalta merkittävämmäksi pro-

fiilin liikkeeksi, kohoiluksi kärkisuoraa vastaan luvussa 3. Matusiak (1986)

sovelsi menetelmää laivapotkureiden lisättyjen massojen ja vaimennus-

ten arviointiin. Kattavuuden vuoksi juoksupyörän napa mallinnetaan tut-

kimuksessa puolikkaaksi pyörähdysellipsoidiksi, jota turbiinin kansi ra-

joittaa yläpuolelta.

Analyysin antama tietystä värähtelystä syntyvä epästationaarinen nos-

tovoima jaetaan lisätyksi massaksi, vaimennukseksi ja jäykkyydeksi lu-

vussa 4. Nämä lisätyt ominaisuudet helpottavat hydrodynaamisten voi-

mien sisällytystä koko akselilinjan värähtelyanalyysiin. Profiilikohtaiset

lisätyt ominaisuudet integroidaan kaikilta säteittäisiltä leikkauksilta ja

summataan kaikilta siiviltä juoksupyörän lisätyiksi ominaisuuksiksi, joi-

ta verrataan FEM- ja CFD-laskentojen tuloksiin luvuissa 5 ja 6.
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2. Yksittäisen siipiprofiilin värähtely

2.1 Kohoilu tyynessä fluidissa

Yksinkertaisin tilanne, jolla veden vaikutusta värähtelevään siipiprofii-

liin voi havainnollistaa, on tasolevyn kiihtyvä liike tyynessä kitkattomas-

sa ja puristumattomassa fluidissa. Tasolevyn ollessa kiihtyvässä vajoa-

x

z

−b b

F

w

m′

Kuva 2.1. Kohoileva tasolevy muutoin tyynessä fluidissa.

vassa liikkeessä (kuva 2.1) voidaan virtauksen siihen kohdistamaa voi-

maa mallintaa levyyn lisätyn kuvitteellisen massan hitaudella, minkä

jälkeen levyn kiihdyttämiseen tarvittavan voiman voi laskea Newtonin

toisesta laista muodossa

F = mkok
dw

dt
= (m+m′)

dw

dt
, (2.1)
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Yksittäisen siipiprofiilin värähtely

jossa m on levyn massa, m′ on lisätty massa ja w on pystysuuntainen

nopeus. Tämän massan voi ajatella kuvaavan sitä fluidin massaa, joka

keskimäärin kiihtyy levyn mukana.

Nopeuspotentiaali virtaukselle kohtisuoraan tasolevyä vastaan voidaan

ratkaista kompleksisella konformikuvauksella virtauksesta ympyräsylin-

terin ympärillä (Katz and Plotkin, 2001). Ratkaisusta saadaan potentiaa-

liero levyn ala- ja yläpinnan välillä:

Φy − Φa = ∆Φ(x) = 2wb

√
1−

(x
b

)2
, (2.2)

jossa Φy ja Φa ovat nopeuspotentiaalit vastaavissa ylä- ja alapinnan pis-

teissä, b on levyn puolileveys ja x poikittainen koordinaatti. Epästatio-

naarisella Bernoullin yhtälöllä tästä potentiaalierosta saadaan paine-ero

∆p = ρ
∂

∂t
∆Φ = 2ρb

∂w

∂t

√
1−

(x
b

)2
, (2.3)

josta puolestaan levyn leveydeltä integroimalla epästationaarinen nosto-

voima pituusyksikköä kohden

L = πρb2ẇ, (2.4)

josta nähdään lisätty massa m′ = πρb2. Mielenkiintoisesti tämä vastaa

pienimmän mahdollisen levyn ympärille piirretyn ympyrälieriön sisälle

jäävän fluidin massaa. Yllä saadusta epästationaarisesta nostovoimasta

huomataan, että tyynessä puristumattomassa ja kitkattomassa fluidissa

värähtelevään tasolevyyn ei kohdistu lainkaan vaimennusta.

2.2 Kohoilu virtauksessa

Useimmiten kappaleet värähtelevät kuitenkin enemmän tai vähemmän

virtaavassa fluidissa. Pienellä amplitudilla kohoilevan ja kallistelevan ta-

saiseen tulovirtaukseen asetetun tasolevyprofiilin epästationaarisen nos-

tovoiman ratkaisivat itsenäisesti viime vuosisadan alussa useat aerody-

naamikot (mm. Cicala, von Borbely, Küssner, von Kármán ja Sears) (Bi-

splinghoff et al., 1955). Theodorsenin sekä von Kármánin ja Searsin ana-

lyyttiset ratkaisut epävakaisen tasolevyprofiilin nostovoimalle pieniampli-

tudisen harmonisen poikittaisvärähtelyn ja kallistelun tapauksessa ot-

tavat myös virtauksen huomioon ja mahdollistavat useiden kantopinto-

jen värähtelyilmiöiden analyysin. Todellisen siipiprofiilin kaarevuuden ja

12



Yksittäisen siipiprofiilin värähtely

paksuuden sekä tasaisen kohtauskulman vaikutukset voidaan tarvittaes-

sa perinteisen pienten häiriöiden teorian oletuksin summata tähän rat-

kaisuun (Bisplinghoff et al., 1955). Esitetään teoria J. Katzin ja A. Plot-

kinin (2001) muotoilua mukaillen: Tarkastellaan tilannetta, jossa taso-

h(t)

z

U

xb

α

b

Kuva 2.2. Kohoileva ja kallisteleva tasolevyprofiili.

levy kohtaa x-akselin suuntaista virtausta nopeudella U ja ja vaihtele-

valla, mutta pienellä kohtauskulmalla α(t) (kuva 2.2). Levy värähtelee z-

akselin suunnassa siten, että kärkisuoran korkeus voidaan hetkellisesti

esittää profiilin keskimääräiseen asemaan kiinnitetyssä koordinaatistos-

sa muodossa

η(t) = h(t)− α(t)x, x ∈ [−b, b] , (2.5)

jossa h = h(t) on kärkisuoran johtoreunan korkeus x-akselista. Kohtaus-

kulman vaihtelun oletetaan olevan tämän työn sovelluksissa mitätöntä,

ja sitä ei jatkossa huomioida. Lausutaan virtaustilanteeseen liittyvä ko-

konaisnopeuspotentiaali Φ∗ summana Φ∗ = Φ + Φ∞, jossa Φ on häiriö-

nopeuspotentiaali ja Φ∞ on tasaisen tulovirtauksen potentiaali. Tällöin

nopeudet saadaan vastaavien potentiaalien gradientteina. Ratkaistava-

na on reuna-arvotehtävä

∆Φ∗ = ∆Φ + ∆Φ∞ = 0 (jatkuvuus) (2.6)

(∇Φ∗ − vp) · n = 0 levyllä (läpäisemättömyys) (2.7)

lim
r→∞

∇Φ∗ = V ∞, (häiriön vaimeneminen) (2.8)

jossa vp = ∂η(t)
∂t k̂ = η̇k̂ on profiilin nopeus koordinaatistossa ja n on profii-

lin pinnan ulkonormaalivektori, joksi saadaan

n(x, η±) =

[
∓∂η
∂x
, 0,±1

]
, (2.9)

jossa ylemmät merkit vastaavat yläpintaa ja alemmat alapintaa. Kun rat-

kaisua haetaan perusvirtauselementtien yhdistelmänä, toteutuvat (2.6) ja

(2.8) automaattisesti ja voidaan keskittyä etsimään reunaehdon (2.7), jo-

13



Yksittäisen siipiprofiilin värähtely

ka on kirjoitettavissa muodossa

wp(x, t) = η̇ +
∂η

∂x

(
U +

∂Φp

∂x
+
∂Φv

∂x

)
− wv(x, t), (2.10)

toteuttavaa yhdistelmää. Reunaehdossa on nyt jaettu häiriöpotentiaali Φ

tasolevyprofiilin (p) ja vanaveden (v) osuuksiin ja merkitty indusoituja

pystynopeuksia w:llä. Jako on perusteltu, sillä vanaveden vaikutus riip-

puu liikkeen aikahistoriasta, ja suoraan profiilin tämänhetkisestä liike-

tilasta riippuva osuus on selkeämpää ratkaista ensin. Perinteisen ohuen

siipiprofiilin teorian mukaisesti reunaehto voidaan siirtää x-akselille (kun

oletetaan η � 1), x-suuntaiset häiriönopeudet jättää pieninä huomiotta ja

tarvittava pystynopeus saavuttaa sopivalla pyörteisyysjakaumalla profii-

lin kärkisuoralla. Glauertin klassisen lähestymistavan mukaan pyörtei-

syysjakauma lausutaan trigonometrisena sarjana

γ(x, t) = 2U(t)

[
A0(t)

1 + cosϑ

sinϑ
+

∞∑
n=1

An(t) sin(nϑ)

]
, (2.11)

jossa otettu käyttöön kulmamuuttuja ϑ:

x = b(1− cosϑ). (2.12)

Tehtävän reunaehtojen (2.7) ja (2.8) lisäksi ratkaisun vaaditaan tavan-

omaisesti toteuttavan Kutta-ehdon äärellisestä virtausnopeudesta pro-

fiilin jättöreunalla (engl. trailing edge, TE). Pyörteisyydeltä ehto vaatii

γ(b, t) = 0, ja huomataan tämän toteutuvan kaikilla sarjan kertoimilla

Ai. Kertoimet saadaan integroimalla suhdetta w/U :

A0(t) = − 1

π

∫ π

0

w(x, t)

U(t)
dϑ (2.13)

An(t) =
2

π

∫ π

0

w(x, t)

U(t)
cosnϑdϑ, n = 1, 2, . . . (2.14)

Kun integraaleihin sijoitetaan wp olettamalla wv = 0, saadaan kertoi-

miksi

A0(t) =
∂η

∂x
− η̇

U
= − η̇

U
(2.15)

Ai = 0, i = 1, 2, . . . , (2.16)

joissa η:n derivaatat saatu kärkisuoran korkeudesta (2.5). Integroimalla

pyörteisyyden koko kärkisuoralta saadaan sirkulaatioksi vaikutuksetto-

malla vanavedellä

Γ∗(t) = πbU (2A0 +A1) = −2πbḣ, (2.17)
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Yksittäisen siipiprofiilin värähtely

josta nostovoima L saataisiin stationaarisessa tapauksessa yksinkertai-

sesti Kutta–Žukovskin teoreemalla L = ρUΓ∗. Epästationaarisessa ta-

pauksessa aikariippuvuus aiheuttaa kuitenkin pyörteisyyssarjan kertoin-

ten aikaderivaattoja sisältävän termin, ja tässä tapauksessa

L∗ = ρUΓ + 3πρb2U
∂A0

∂t
. (2.18)

Sijoittamalla Γ∗:n ja A0:n ylläolevaan lausekkeeseen saadaan epästatio-

naarinen nostovoima vaikutuksettomalla vanavedellä kärkivälin pituusyk-

sikköä kohden:

L∗(t) = −2πρbUḣ− 3πρb2ḧ. (2.19)

Yllä vanavesi oletettiin vaikutuksettomaksi eli vanaveden indusoima

pystynopeus wv nollaksi. Stationaarisessa siipiprofiilivirtauksessa näin

onkin, mutta kohoilevan profiilin tapauksessa sirkulaatio profiilin ympä-

ri Γ∗ on ajassa muuttuva. Kuitenkin Kelvinin teoreeman mukaan sirku-

laatio samat fluidihiukkaset ympäröivän suljetun polun ympäri on vakio,

joten sirkulaatiomuutokset profiilin ympäri aiheuttavat väistämättä jät-

töpyörteitä (kuva 2.3) vanaveteen. Nämä pyörteet indusoivat nopeuksia

U

h(t)

Kuva 2.3. Kohoileva siipiprofiili virtauksessa ja jättöpyörteitä.

profiilille ja vaikuttavat reunaehdon (2.7) sekä Kutta-ehdon toteutumi-

seen, ja ratkaisu muuttuu. Theodorsen sekä von Kármán ja Sears osoit-

tivat kompleksisella analyysilla (esim. Bisplinghoff et al. (1955)) vana-

veden vaikuttavan pienen harmonisen oskillaation tapauksessa vähen-

tävästi epästationaarisen osuuden ensimmäiseen, kohoamisnopeudesta

riippuvaan termiin. Vaikutuksen voi ilmaista kompleksisella Theodorse-

nin funktiolla C(κ), joka aiheuttaa amplitudin vähennyksen lisäksi jät-

tämää δ tähän termiin. Funktion muuttuja κ on aeroelastiikassa tärkeä

dimensioton suure Strouhalin luku eli ns. redusoitu taajuus

κ =
ωb

U
, (2.20)

jossa ω on värähtelyn kulmanopeus ja referenssipituutena tässä tapauk-

sessa on b eli puolet jänteestä. Strouhalin luku ilmaisee kappaleen re-

ferenssipituuden ja kappaleesta vanaveteen irtoavan pyörteisyyden jak-

sonpituuden suhteen ja luonnehtii virtauksen epästationaarisuuden suu-
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Yksittäisen siipiprofiilin värähtely

ruutta. C(κ) voidaan ilmaista 2. lajin Hankelin funktioiden avulla

C(κ) =
H

(2)
1 (κ)

H
(2)
1 (κ) + iH

(2)
0 (κ)

= F (κ) + iG(κ), (2.21)

jossa H(2)
i (κ) on i:s 2. lajin Hankelin funktio, ja sen moduuli ja argumentti

on piirretty kuvaan 2.4. Harmoninen vanavesi muuttaa myös kiihtyvyy-
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G(κ)

C
δ

1 + 2
κG(κ)
− 2
κG(κ)

F (κ)
G(κ)

C
δ

1 + 2
κG(κ)
− 2
κG(κ)

Kuva 2.4. Theodorsenin funktion reaali- ja imaginääriosat, moduuli ja argumentti sekä
termit 1 + 2

κ
G(κ) ja − 2

κ
G(κ), jotka kuvaavat muuttuvaa lisättyä massaa ja

sen poikkeamaa tyynenveden lisätystä massasta, ylhäällä pienillä redusoidun
taajuuden arvoilla ja alhaalla laajalla asteikolla.

teen liittyvän, lisätyn massan termin kerrointa. Kun h(t):n oletetaan ole-

van muotoa h(t) = h0 sin(ωt), saadaan tästä derivoimalla kohoilunopeus
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Yksittäisen siipiprofiilin värähtely

Re

Im

h

ḣ

ḧ Lm

LLc
δ

Kuva 2.5. Värähtelyasema, -nopeus ja -kiihtyvyys sekä nostovoiman komponentit Lm
(tyynenveden lisätyn massan nostovoima) ja Lc (sirkulatorinen nostovoima)
osoittimina.

ja -kiihtyvyys, jotka on kätevä ilmaista osoittimina seuraavasti:

h(t) = h0 sin(ωt) = h0 (2.22)

ḣ(t) = h0ω cos(ωt) = h0ωi (2.23)

ḧ(t) = −h0ω2 sin(ωt) = −h0ω2. (2.24)

Tällöin vanaveden huomioiva epästationaarinen nostovoima kärkivälin

pituusyksikköä kohden voidaan ilmaista osoittimena kohoiluaseman h(t)

suhteen

L = −2πρbUC(κ)ḣ︸ ︷︷ ︸
sirkulatorinen

−πρb2ḧ, (2.25)

tai hieman havainnollisemmin täysin reaalisena merkitsemällä C(κ) =

C∠δ

L(t) = −2πρbh0ω

[
UC(κ) cos δ cos(ωt)︸ ︷︷ ︸

vaimennus

+
(
−

sirkulatorinen︷ ︸︸ ︷
UC(κ) sin δ−

tyynenveden︷︸︸︷
b

2
ω

)
sin(ωt)︸ ︷︷ ︸

lisätty massa

]
.

(2.26)

Nostovoiman komponentteja osoittimina on havainnollistettu kuvassa 2.5.

Jatkossa käytetään kuitenkin hieman epähavainnollisempaa, mutta kom-

paktia merkintää (Matusiak, 1986)

L = L0(κ)ḧ(t) = πρb2
[
−1 +

2i

κ
C(κ)

]
ḧ(t), (2.27)

jossa L0 on nostovoima yksikkökiihtyvyyttä kohden.
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Yksittäisen siipiprofiilin värähtely

Kuten resultanttinostovoiman suuruus, myös sen sijainti vaihtelee. Ko-

hoilusta aiheutuva momentti on arvioitavissa epästationaarisella siipi-

profiiliteorialla (esim. Bisplinghoff et al. (1955)). Eri siipien momentit kui-

tenkin kumoavat toisensa, eikä jäykän juoksupyörän tapauksessa siipien

vääntöä ole tarpeen arvioida. Momentti jätetäänkin jatkossa huomiotta.

2.3 Lisätyt ominaisuudet

Luvun 2.2 epästationaarinen nostovoima on usein kätevää ilmaista kyt-

ketyissä ongelmissa profiilin kuvitteellisten lisätyn massan m, vaimen-

nuksen c ja jäykkyyden k avulla

L = −mḧ− cḣ− kh. (2.28)

Vaimennuskerroin c on selkeästi nähtävissä nostovoimailmauksesta (2.26),

mutta kohoiluasema ja -kiihtyvyys ovat vastakkaisvaiheisia. Nostovoi-

man jako lisätylle massalle ja jäykkyydelle on näin jokseenkin mielival-

tainen. Lisätty massa on määriteltävissä rajalla ω →∞ vakioksi

m := lim
ω→∞

−L
ḧ(t)

= πρb2 (2.29)

ja vaiheeseen jäävä nostovoima ositettavissa lisätylle jäykkyydelle, ku-

ten esimerkiksi Münch et al. (2010) ovat tehneet kallistelevan profiilin

tapauksessa. Tällöin ilmaisuista (2.26) ja (2.27) saadaan näin lisätyksi

vaimennukseksi

c := <
[
−L
ḣ

]
= ω=[L0] = 2πρbUF (κ) (2.30)

ja lisätyksi jäykkyydeksi

k = <

[
−L−mḧ

h

]
= −2πρbωUG(κ) = −2m

ω2

κ
G(κ). (2.31)

Lisätty vaimennus ja jäykkyys esimerkkiprofiilille on piirretty kuvaan

2.6.

Sallitaan seuraavaksi havainnollisuuden vuoksi lisätyn massan vaih-

della ja ositetaan koko asema–kiihtyvyys-vaiheen nostovoima lisätylle

massalle. Tällä oletuksella saadaan lisätyksi massaksi

m := <
[
−L
ḧ

]
= πρb2

[
1 +

2

κ
G(κ)

]
= πρb2 +

2πρUb

ω
G(κ). (2.32)

Vaimennus säilyy muuttumattomana. Muuttuvan lisätyn massan käytös-

tä esimerkkiprofiilille on havainnollistettu kuvassa 2.7. Kuvaajista huo-
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Kuva 2.6. Lisätty vaimennus ja jäykkyys Kaplan-juoksupyörän siipiprofiileja edustavalle
tasolevyprofiilille, jolle b = 1.0 m ja m = 1000π kg vedessä eri tulovirtausno-
peuksilla: U1 = 10 m/s, U2 = 20 m/s ja U3 = 30 m/s.

mataan selkeästi pelkkään lisättyyn massaan ja vaimennukseen liittyvä

ongelma: lisätty massa muuttuu taajuuden laskiessa negatiiviseksi ja lä-

hestyy negatiivisesti ääretöntä rajalla ω → 0. Tämä epätoivottava käytös

johtuu siitä, että sirkulatorisen nostovoiman kiihtyvyyden vaiheeseen jät-

tynyt komponentti lähestyy nollaa kiihtyvyyttä hitaammin, kun ω → 0,

sillä G(κ) = O(κ lnκ) ja ḧ = O(κ2) (Peters, 2008).

Ilmauksesta (2.32) havaitaan, että lisätty massa riippuu ainoastaan

Strouhalin luvusta termissä 1 + 2
κG(κ), joka on piirretty kuvaajaan 2.4.

Lisätty massa muuttuu negatiiviseksi pisteessä κ ≈ 0,346. Muuttuvan li-

sätyn massan suhteellista poikkeamaa tyynenveden tai äärettömän taa-

juuden lisätystä massasta kuvaa samassa kuvaajassa termi − 2
κG(κ). Ero

on enää 10 % kohdassa κ ≈ 1,48 ja 1 % kohdassa κ ≈ 4,96.
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Kuva 2.7. Lisätty massa ja vaimennus Kaplan-juoksupyörän siipiprofiileja edustavalle
tasolevyprofiilille, jolle b = 1.0 m ja m = 1000π kg vedessä eri tulovirtausno-
peuksilla: U1 = 10 m/s, U2 = 20 m/s ja U3 = 30 m/s. Ylhäällä arvot logaritmi-
sella asteikolla laajalla taajuusalueella ja alhaalla pienillä taajuuksilla.
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3. Juoksupyörän värähtelytavat

Edellisen luvun teorian soveltamiseksi värähtelevälle juoksupyörälle on

sen siivet jaettava sylinterileikkauksin äärettömäksi siipiprofiilihilaksi ja

virtaus vesiteissä kuvattava läpäisemään hilan tasossa (kuva 3.1). Tässä

U1 U1 U1 U1

U2 U2 U2U2

tulovirtaus

ulosvirtaus

profiilihilasylinterileikkausprofiili

Kuva 3.1. Juoksupyörän sylinterileikkauksesta muodostunut siipiprofiilihila ja virtaus.

tutkimuksessa muiden siipien vaikutus ja radiaaliset nopeudet jätetään

huomiotta ja jokaista leikkausprofiilia käsitellään yksittäisenä siipipro-

fiilina äärettömässä virtauskentässä. Juoksupyörän kiertovärähtely se-

kä aksiaalinen kohoilu palautetaan edellisessä luvussa kuvatun kaltai-

seksi kohoiluksi kohtisuoraan kärkisuoraa vastaan värähtelemättömän

juoksupyörän keskiasemaan kiinnitetyssä pyörivässä sylinterikoordinaa-

tistossa (rϕζ-koordinaatisto), jonka origo on käännettävien juoksupyörän

siipien kääntöakselien leikkauspisteessä (kuva 3.2).

ζ-akseli yhtyy juoksupyörän pyörimisakseliin (positiivinen ylävirtaan)

ja ϕ mitataan vastapäivään tarkasteltavan lavan kääntöakselista. Tä-

mä koordinaatisto pyörii kulmanopeudella ΩZ (nimellinen kulmanopeus)

kiinteän inertiaalikoordinaatiston RφZ suhteen. RφZ-koordinaatisto on

määritelty kuten rϕζ, mutta kiinnitetty paikallaan olevan juoksupyörän

tasapainoasemaan. Suhteellinen tulovirtauksen nopeusU profiileille rϕζ-

koordinaatistossa saadaan suhteellisen liikkeen kaavoista (esim. Salonen
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ζ, Z

X

O

P

φ

ϕ

r,R

tulovirtaus tulovirtaus

ulosvirtausimuputki

juoksupyörä

turbiinin kansi

z

x
θp

Kuva 3.2. Vasenkätinen Kaplan-juoksupyörä leikatuissa vesiteissä ja käytettävät koor-
dinaatistot. Referenssisuunta X kiinnitetty turbiiniin. Siiven kääntöakselin
keskiasema värähtelyn suhteen (katkoviiva) leikkaa tarkasteltavan sylinteri-
leikkauksen pisteessä P, johon xz-koordinaatisto asetetaan. Kärkisuoran (pis-
teviiva) ja xz-koordinaatiston suunnan määrittää kulma θp. Siipien kääntöme-
kanismit ja johtosiivet eivät kuvassa.

(1999)):

U(r) = V (r)−Ω× ρ = [vR, vφ − ΩZr, vZ ]T, (3.1)

jossa V on absoluuttinen nopeus, Ω rϕζ-koordinaatiston kulmanopeus

ja ρ = [r, ϕ,H]T tulovirtauksen nopeuden arviointiasema. Komponentit

vi ovat kehältä keskiarvotettuja nopeuksia jollakin sopivalla korkeudel-

la ζ = H siivistä ylävirtaan. Mikäli vesitiegeometria muuttuu voimak-

kaasti arviointitasolta rϕ-tasolle, voidaan virtaus laajentaa tai supistaa

korjauksena sopivalla tavalla. Tulovirtausnopeus tunnetaan tilanteessa

yleisestä suunnitteluinformaatiosta tai CFD-laskennan tuloksista.

Siipien sylinterileikkauksissa käytetään suorakulmaista xz-koordinaa-

tistoa (kuva 3.2), jossa leikkausprofiili pelkistetään kärkisuorakseen ku-

ten luvussa 2. x mittaa asemaa kärkisuoran suunnassa ja z kohtisuoraan

sitä vastaan. Kärkisuoran suuntautuneisuus saadaan kullakin säteellä

nousukulmasta θp, ja värähtely jaetaan kullekin profiilille kärkisuoraa

vastaan kohtisuoraan osaan h⊥ (positiivinen suunta ylöspäin) ja kärki-
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suoran suuntaiseen osaan h= (positiivinen suunta jättöreuna–johtoreuna).

Profiilien liike juoksupyörän

1. kiertyillessä Z-akselin ympäri ϕ(t) = ϕ0 sin(ωt):

h⊥(t) = ∓rϕ(t) sin θp (3.2)

h=(t) = ±rϕ(t) cos θp, (3.3)

2. kohoillessa Z-akselin suunnassa Z(t) = Z0 sin(ωt):

h⊥(t) = Z(t) cos θp (3.4)

h=(t) = Z(t) sin θp. (3.5)

Ylemmät merkit yhtälöissä (3.2)–(3.3) pätevät oikeakätisille juoksupyö-

rille ja alemmat vasenkätisille. Liikeyhteyksiä myös kahdelle muulle (lä-

hes) pyörähdyssymmetrisen kappaleen värähtelyvapausasteelle – pyöri-

misakselin ζ kallistelulle ja sivuttaiselle huojunnalle rϕ-tasossa – voi-

daan johtaa, esimerkiksi:

3. pyörimisakselin kallistelu θ(t) = θ0 sin(ωt):

h⊥(t) = r sin(ϕa)θ(t) cos θp (3.6)

h=(t) = ±r sin(ϕa)θ(t) sin θp, (3.7)

jossa ϕa on profiilin keskipisteen asemakulma kallisteluakseliin näh-

den.

4. pyörimisakselin huojunta sivusuunnassa y(t) = y0 sin(ωt):

h⊥(t) = ± sin(ϕa)y(t) sin θp (3.8)

h=(t) = ∓ sin(ϕa)y(t) cos θp, (3.9)

jossa ϕa on profiilin keskipisteen asemakulma huojuntasuuntaan näh-

den.

Kahdessa jälkimmäisessä värähtelytavassa on käytetty oletusta profiilin

avautumakulma αa � 1, joka ei todellisuudessa pidä paikkaansa (saat-

taa olla αa ≈ 60◦), mutta suurillakin αa virhe tasoittuu summattaessa

sin(αa) kaikilta siiviltä. Kolmannessa värähtelytavassa on myöskin käy-

tetty oletusta pienestä kulmasiirtymästä ∆θ, jolloin tästä seuraava siir-

tymä (esim. Salonen (1999)) ∆r ≈ ∆θ × ρ (likimääräistys lienee erittäin

hyvä). Neljännessä värähtelymuodossa siiville aiheutuu myös radiaalisia

vaihtelevia nopeuksia, mutta kuten tasainen radiaalinen nopeus ja muut

radiaaliset vaikutukset, nämäkin jätetään merkityksettöminä pois kak-

siulotteisuusoletuksessa.
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Tässä tutkimuksessa tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi vain kah-

ta ensimmäistä värähtelytapaa, sillä jälkimmäisissä indusoidut nopeu-

det eivät ole symmetrisiä kaikille siiville eikä liikkeiden suunta ϕa läh-

tökohtaisesti tunnettu. Yllä johdetuista värähtelykomponenteista h= jä-

tetään seuraavassa luvussa epästationaarista nostovoimaa arvioitaessa

huomiotta, sillä sen vaikutus oletetaan vähäiseksi verrattuna h⊥:iin (Whi-

tehead, 1962).
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4. Juoksupyörän kuormat

Edellisen luvun kinemaattisten yhteyksien (3.2)–(3.5) avulla voidaan las-

kea eri värähtelytavoista aiheutuva epästationaarinen nostovoima sylin-

terileikkausprofiileille ja edelleen jakaa tämä värähtelykoordinaatteja vas-

taaviksi yleistetyiksi voimiksi. Koko juoksupyörän vaste saadaan integroi-

malla nämä voimatiheydet kaikilta sylinterileikkausprofiileilta säteen suun-

nassa ja summaamalla kaikilta siiviltä. Luvun 2 nostovoimailmaisusta

(2.27) saadaan epästationaarisen nostovoiman viivatiheys kohoilukiihty-

vyyden amplitudiyksikköä kohden:

L0 = πρb2
[
−1 +

2i

κ
C(κ)

]
. (4.1)

Nostovoiman suunnaksi oletetaan kärkisuoran normaalin suunta, joka

vastaa todellisen virtauksen epästationaarisen osuuden tulonopeuden nor-

maalin suuntaa. Tämä voima jaettuna komponenteiksi juoksupyöräkoor-

dinaatistossa:

fϕ = ∓L0 sin θp (4.2)

fZ = L0 cos θp. (4.3)

Näistä saadaan hyvin suoraviivaisesti juoksupyörän kahteen ensimmäi-

seen värähtelytapaan liittyvät voimakomponentit:

1. kiertyily: ḧ = ∓ϕ̈r sin θp:

fϕϕ = L0r
2 sin2 θpϕ̈ (4.4)

fZϕ = ∓L0r sin θp cos θpϕ̈, (4.5)

2. aksiaalinen kohoilu: ḧ = Z̈ cos θp:

fϕZ = ∓L0r sin θp cos θpZ̈ (4.6)

fZZ = L0 cos2 θpZ̈. (4.7)
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Yllä yleistettyyn koordinaattiin ϕ liittyvät yleistetyt voimat (momentit)

on saatu kertomalla vastaava voimakomponentti r:llä. Huomataan, et-

tä ristitermien voima–kiihtyvyys-yhteys on sama. Kuten nostovoima L,

myös sen suunta–syy-komponentit jaetaan vaiheessa lisättyihin ominai-

suuksiin siiven yksikköpituutta kohden. Mikäli jako suoritetaan luvun

2.3 tapaan lisättyyn massaan, vaimennukseen ja jäykkyyteen, saadaan:

dmϕϕ = mr2 sin2 θpdr (4.8)

dmϕZ = dmZϕ = ∓mr sin θp cos θpdr (4.9)

dmZZ = m cos2 θpdr (4.10)

dcϕϕ = 2πρbUF (κ)r2 sin2 θpdr (4.11)

dcϕZ = dcZϕ = ∓2πρbUF (κ)r sin θp cos θpdr (4.12)

dcZZ = 2πρbUF (κ) cos2 θpdr (4.13)

dkϕϕ = −2πρbωUG(κ)r2 sin2 θpdr (4.14)

dkϕZ = dkZϕ = ±2πρbωUG(κ)r sin θp cos θpdr (4.15)

dkZZ = −2πρbωUG(κ) cos2 θpdr, (4.16)

jossa m = πρb2 on tasolevyn lisätty massa tyynessä fluidissa (vrt. luku

2.1). Mikäli taas käytetään vain lisättyä massaa ja vaimennusta (luku

2.3), pysyy vaimennus samana ja massoiksi saadaan

dmϕϕ = πρb2
[
1 +

2

κ
G(κ)

]
r2 sin2 θpdr, (4.17)

dmϕZ = dmZϕ = ∓πρb2
[
1 +

2

κ
G(κ)

]
r sin θp cos θpdr ja (4.18)

dmZZ = πρb2
[
1 +

2

κ
G(κ)

]
cos2 θpdr. (4.19)

Lisätyt ominaisuudet siivenpituusyksikköä kohden integroidaan siiven

pituudelta ja summataan kaikilta lavoilta juoksupyörän lisätyiksi omi-

naisuuksiksi:

[p]ij = N

∫ R

rh

d[p]ij , [p] = m, c tai k, (4.20)

jossa rh on navan ja R siiven kärjen säde ja N on juoksupyörän siipiluku.

Kun juoksupyörän värähtelyliikkeet asetetaan vektoriksi x = [ϕ(t) Z(t)]T

ja lisätyt ominaisuuden vastaavasti matriiseiksi M, C ja K, voidaan juok-

supyörän siipiin kohdistuva epästationaarinen hydrodynaaminen voima

ilmaista

F e = −Mẍ− Cẋ−Kx. (4.21)

Siipien lisäksi myös juoksupyörän napaan kohdistuu värähtelytilantees-

sa epästationaarinen voima. Napasuhde rh/R saattaa Kaplan-turbiineissa
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olla huomattava, joten navan vaikutus juoksupyörän aksiaaliseen lisät-

tyyn massaan on hyvä ottaa huomioon. Napa mallinnetaan tässä tutki-

muksessa pienimmäksi mahdolliseksi pyörähdysellipsoidin puolikkaaksi,

johon navan alempi puoli (rϕ-tasosta lähtien) mahtuu. Tällaisen pyöräh-

dysellipsoidin aksiaalinen lisätty massa on

mh =
4

3
πρm′lr2h, (4.22)

jossa rh ja l ovat ellipsoidin puoliakseleita ja dimensiottoman kertoimen

m′ arvoja tunnetaan (esim. Newman (1977)). Puolet tästä lisätään juoksu-

pyörän aksiaaliseen lisättyyn massaan, sillä yläpuoli ei värähtele vedes-

sä, vaan liittyy turbiinin kanteen. Kannen ja juoksupyörän välisen mah-

dollisesti muuttuvan raon vaikutusta ei huomioida. Kiertyilyn lisättyyn

massaan ei sileä napa vaikuta kitkattomassa virtauksessa lainkaan.
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5. Tulokset

Edeltävissä luvuissa esitetyllä laskentamenetelmällä arvioitiin tässä tut-

kimuksessa erään kuusisiipisen vasenkätisen Kaplan-juoksupyörän lisät-

tyjä ominaisuuksia ja niiden vaihtelua juoksupyörän Strouhalin luvun

κR = ωR/UR, jossa UR on tulovirtausnopeus siiven kärjessä, mukaan. Sy-

linterileikkausprofiilien ominaisuudet ja tulovirtauksen nopeus suurim-

malla lapakulmalla arvioitiin tasavälein yhdeksällä eri säteellä ja esi-

tetään dimensiottomana taulukossa 5.1. Juoksupyörän kammion pallo-

Taulukko 5.1. Dimensiottomat profiilien ominaisuudet ja tulovirtausnopeus laskentasä-
teillä.

r/R b/R θp (ast.) U/UR κ/κR

0,407 0,367 53,5 0,316 1,160

0,481 0,407 46,9 0,372 1,094

0,555 0,444 41,9 0,461 0,963

0,629 0,476 38,3 0,560 0,849

0,703 0,499 35,6 0,660 0,757

0,778 0,518 33,3 0,755 0,686

0,852 0,528 31,7 0,844 0,626

0,926 0,530 30,5 0,926 0,572

1,000 0,370 30,4 1,000 0,370

maisuuden ja siiven päätyviisteen vuoksi siipien uloin sylinterileikkaus

säteellä r = R oli pelkkä piste, joten uloimman profiilin ominaisuudet

mitattiin neljännesväli sisempää. Ohuet sisimmän leikkauksen ja pal-

lomaisen navan väliin jääneet siipikaistaleet jätettiin huomiotta. Tulo-

virtauksen resultanttinopeus on arvio stationaarisen virtauksen CFD-

laskentatuloksista nimellisessä toimintatilassa. Muun muassa vesiteiden

pallomaisuudesta johtuvat radiaalinopeudet jätettiin huomiotta merki-

tyksettömän pieninä.
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Taulukko 5.2. Referenssisuureet juoksupyörän lisätyille ominaisuuksille.

[p]\[ ]ij ϕϕ ϕZ ZZ

m NρR5 NρR4 NρR3

c NρR4UR NρR3UR NρR2UR

k NρR3U2
R NρR2U2

R NρRU2
R

Lisätyt ominaisuudet siiven yksikköpituutta kohden arvioitiin lasken-

tasäteillä ja integroitiin Simpsonin säännöllä. Ensimmäisen esitystavan

(4.8)–(4.16) mukaiset lisätyn massan kertoimet esitetään taulukossa 5.3

ja lisätyn vaimennuksen ja jäykkyyden kertoimet kuvaajissa 5.1 ja 5.2

juoksupyörän Strouhalin luvun κR funktiona. Lisätyt ominaisuudet teh-

Taulukko 5.3. Lisätyn massan kertoimet tämän tutkimuksen ja FEM-laskennan tulok-
sista.

m∗ϕϕ m∗ϕZ m∗ZZ

tämä 0,0746 0,143 0,285

FEM 0,0573 0,118 0,270

tiin dimensiottomaksi jakamalla ne taulukossa 5.2 annetuilla referenssi-

suureilla. Taulukko 5.3 sisältää myös arviot lisätyille massoille tarkkaa

juoksupyörän muotoa ja noin miljoonaa ANSYS:in akustista FLUID30-

elementtiä käyttäneestä FEM-laskennasta.

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.01 0.1 1 10 100
κR

c∗ϕϕ
c∗ϕZ
c∗ZZ

Kuva 5.1. Lisätyn vaimennuksen kertoimet juoksupyörälle juoksupyörän Strouhalin lu-
vun funktiona.
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Kuva 5.2. Lisätyn jäykkyyden kertoimet juoksupyörälle juoksupyörän Strouhalin luvun
funktiona.

Aksiaalisen lisätyn massan m∗ZZ arviot tällä menetelmällä ja FEM-las-

kennalla ovat varsin yhdenmukaisia, kun taas kiertyilyn lisätyn massan

m∗ϕϕ arviot ovat vain kohtalaisen yhteneviä. Ristitermien m∗ϕZ suhde toi-

siinsa on edellisten väliltä. Juoksupyörän lisätty vaimennus ja jäykkyys

käyttäytyvät laadullisesti kuten profiilikohtaiset suureet (kuvaaja 2.6),

sillä ne ovat näiden painotettuja yhdisteitä. Kaikki lisätyt vaimennukset

ja jäykkyydet käyttäytyvät vastaavasti samoin ja lähestyvät jotakin raja-

arvoa sekä kun κR → 0 että kun κR →∞. Lisätyt vaimennukset alenevat

puoleen arvostaan pisteessä κR = 0 kun κR → ∞ kuten F (κ) (kuvaaja

2.4). Lisätyt jäykkyydet kasvavat nollataajuudelta monotonisesti positii-

viseen raja-arvoon.

Mikäli taas tarkastellaan juoksupyörän kuormitusta muuttuvaa lisät-

tyä massaa sekä vaimennusta käyttäen, säilyy vaimennus edellisestä ti-

lanteesta ja lisätty massa käyttäytyy kuten kuvassa 5.3. Massat muuttu-

vat negatiivisiksi välillä κR = 0,482 . . . 0,505 eli hieman myöhemmin kuin

tasolevyn lisätty massa (kuva 2.4), koska leikkausprofiilien Strouhalin

luvut ovat pääosin juoksupyörän vastaavaa alhaisempia (taulukko 5.1).

Muuttuvien massojen ero äärettömän taajuuden massoihin pienenee alle

10 prosentin välillä κR = 2,13 . . . 2,22.
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Kuva 5.3. Muuttuvan lisätyn massan kertoimet juoksupyörälle juoksupyörän Strouha-
lin luvun funktiona ja äärettömällä taajuudella. Ylempi kuvaaja laajalla κR:n
arvolla ja alempi matalilla lineaarisella asteikolla.
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6. Pohdinta

Tässä raportissa esitettiin laskentatapa Kaplan-turbiinin juoksupyörän

epästationaarisen hydrodynaamisen kuorman arviointiin ilman virhear-

vioita. Menettely sisälsi kuitenkin suuren joukon yksinkertaistavia ole-

tuksia, jotka mahdollistivat analyyttisen ratkaisun. Näiden oletusten oi-

keutusta on arvioitava tulosten luotettavuuden vuoksi.

Theodorsenin muotoilema kaksiulotteisen siipiprofiilin epästationaari-

sen nostovoiman ilmaus (2.25) on vakiintunut ja luotettava, mutta eräitä

sen pätevyyteen vaikuttavia parametreja on hyvä tarkastella. McCros-

key (1982) esitti epästationaarista siipiprofiiliteoriaa käsittelevässä kat-

sausartikkelissaan siipiprofiilin paksuuden ja kaarevuuden, äärellisen koh-

tauskulman, suuren värähtelyamplitudin ja rajakerroksen vaikutusten

korjauskertoimia lineaarisen Theodorsenin ratkaisun tuloksille mutta to-

tesi myös, että näiden vaikutus profiilin nostovoimaan ja momenttiin on

jokseenkin pieni, ja se voidaan jättää huomiotta. Näin ollen virtauksen

tasaisen ja epästationaarisen komponentin erotus ja summaus ohuen sii-

piprofiilin teorian mukaisesti voidaan olettaa päteväksi aivan sisimmäi-

siä sylinterileikkausprofiileja lukuunottamatta. Sisimmät profiilit ovat

juoksupyörissä usein varsin paksuja ja kaarevia, ja ne on suunniteltu

toimimaan suurella kohtauskulmalla, joten ohuen siipiprofiilin teorian

oletusten ei voi olettaa pätevän niille. Kuitenkin sisimpien leikkausten

osuus koko juoksupyörän lisätyistä ominaisuuksista on todennäköisesti

pienemmän pinta-alan vuoksi vähäinen, ja lineaarista teoriaa voidaan

pitää keskimäärin hyvänä Kaplan-juoksupyörän sylinterileikkausprofii-

leille.

Tarkasteltaessa korkeita värähtelytaajuuksia sisältyy suurin epävar-

muus Kutta-ehdon pätevyyteen profiilien jättöreunalla (TE). Virtausta

kohoilevan siipiprofiilin jättöreunan läheisyydessä ja syntyvää vanavet-

tä ovat tutkineet muun muassa Satyanarayana ja Davis (1978), Katz ja
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Weihs (1981) sekä Poling ja Telionis (1986). Nämä tutkimukset osoitti-

vat, että epästationaarinen Kutta-ehto ei yleisesti ole voimassa Strouha-

lin luvun arvoille κ > 0, 6, sillä virtaus irtaantuu jättöreunalla. Tutki-

muksissa kävi kuitenkin myös ilmi, ettei tämä irtautuminen suuresti vai-

kuta profiilin nostovoimaan eikä momenttiin. Pääasiallisen mielenkiin-

non kohteena suurille Kaplan-juoksupyörille on taajuusalue 0–20 Hz, jolle

kuivan akselilinjan alimmat ominaistaajuudet, nimelliset ja ryntäyskier-

rostaajuudet sekä muut tärkeimmät herätetaajuudet kuten siipitaajuus

(BPF) sijoittuvat. Näitä taajuuksia vastaavat Strouhalin luvut ovat leik-

kauksille välillä 0–15. Vaikka Kutta-ehdon pätevyys alueen yläpäässä on

selvästi kyseenalaista, ovat jättöreunan suhteelliset asemanopeudet ḣ/U

joidenkin millien siirtymille ja suuruusluokaltaan metrien kärkisuorille

O(10−3κ)� 1, joten Katzin ja Weihsin (1981) perusteella voidaan todeta,

että Kutta-ehto pätee leikkausprofiileille riittävällä tarkkuudella.

Hieman tuoreemmassa tutkimuksessa Young ja Lai (2004) osoittivat,

että linearisoitu potentiaalivirtausteoria tasolevylle tuottaa kohoilevalle

NACA 0012 -siipiprofiilille jokseenkin epästationaarisen paneelimenetel-

män ja URANS-laskennan kanssa yhtäpitäviä tuloksia nostovoimakertoi-

men huippuarvolle. Merkittäviä eroja potentiaali- ja kitkallisten ratkai-

sujen välillä alkoi muodostua pisteessä κ ≈ 10, ja ero pisteessä κ ≈ 15

oli edelleen vain 25 %. Jättöreunan suhteellinen nopeus ḣ/U oli jopa 0,6,

mikä vaikuttaisi vahvistavan lineaarisen teorian luotettavuutta. Flee-

ter (1980) totesi Kutta-ehdon olevan voimassa myös tasolevyhilalle kor-

kealla κ ≈ 10, muttei välttämättä vahvasti kaarevalle siipiprofiilihilalle.

Kaplan-siipiprofiilien kaarevuus on yleisesti kuitenkin huomattavasti al-

haisempi kuin Fleeterin tutkima 49◦, ja amplitudit ovat pieniä, joten voi-

daan olettaa, että jättöreunavirtauksen irtautumisen vaikutus on tässä

tutkimuksessa pieni profiileille myös hilakokoonpanossa.

Voidaan arvioida, että suurimman mahdollisen virheen tämän tutki-

muksen menetelmässä tuottaa profiilienvälisen vuorovaikutuksen huo-

miotta jättäminen. Muiden siipien aiheuttama häiriö – hilavaikutus – on

hyvin voimakas virtauksen stationaariselle osalle, ja vaikkakin epästa-

tionaariselle osalle tämän häiriön osuus on oletettavasti pienempi, ei si-

tä voi korkean levitetyn pinta-alasuhteen aE = AE/AO, jossa AE ja AO

ovat juoksupyörän levitetty ja projisoitu pinta-ala, juoksupyörille kuten

tässä tutkitulle, jolle aE = 1,14, jättää huomiotta (Matusiak, 1986). Tä-

män vuoksi menetelmän voi olettaa yliarvioivan lisättyjä ominaisuuk-

sia. Säteittäisestä siipigeometrian ja tulovirtauksen muuttumisesta joh-
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tuvat häiriöt siipiprofiilivirtaukseen voidaan olettaa pieniksi, sillä sirku-

laatiota ei juuri päässe vuotamaan siipien kärjistä vanaveteen siiven kär-

jen ja kammion seinän välisen hyvin pienen kärkivälyksen vuoksi. Tämä

ei välttämättä pidä paikkaansa sisimmillä profiileilla, joille navan syr-

jäytysvirtaus indusoi korkeampia suhteellisia kohoilunopeuksia. Voidaan

myös olettaa siipien suunnitellun jättämään mahdollisimman vähän va-

paata pyörteisyyttä vanaveteen tasaisessa virtauksessa ja näin edelleen

pienten poikkeamien tasaisesta virtauksesta tuottavan vain vähäistä sä-

teittäistä häiriövaikutusta.

Verratessa tämän tutkimuksen ja FEM-laskennan tuloksia on huomioi-

tava, että jälkimmäiset pätevät tyynessä fluidissa ilman sirkulaatiota vä-

rähtelevälle juoksupyörälle. Tämän vuoksi ne eivät ennusta lisättyä vai-

mennusta eivätkä sirkulatoristen ilmiöiden aiheuttamaa taajuusriippu-

vuutta kiihtyvyyteen liittyvissä lisätyissä ominaisuuksissa, joskin jous-

tavalle juoksupyörälle tai puristuvalle fluidille FEM tuottaa taajuudesta

riippuvia lisättyjä massoja. Voidaan edelleen spekuloida, että siipien aset-

taminen virtaukseen vähentää epästationaarisen virtauksenosan kolmiu-

lotteista luonnetta ja että näin tyynen veden FEM-tulokset aliarvioivat

lisättyä massaa. Toisaalta, elementtimenetelmä pystyy huomioimaan ve-

siteiden pystysuuntaisen rajoittuneisuuden kaareutuvuuden ja kammion

pallomaisuuden vuoksi, kun taas tämän tutkimuksen menetelmä olettaa

vesitiet äärettömän korkeaksi ympyräsylinteriksi.

On mielenkiintoista havaita, kuinka erilaista kiertyilyn lisätyn mas-

san mϕϕ ja vaimennuksen cϕϕ käytös on tässä ja ruotsalaistutkimukses-

sa Karlsson et al. (2009), jossa kiertyilevää Kaplan-juoksupyörää ympä-

röivää virtausta arvioitiin CFD-laskennalla huomattavasti korkeammil-

la taajuuksilla 100–350 Hz. Valitettavasti vastaavien Strouhalin lukujen

arviointi on mahdotonta, sillä tutkimuksen laskenta-avaruuden pituus-

skaala ei ole tiedossa. Karlsson et al. havaitsivat tuloksissaan mϕϕ:n kas-

vavan ω:n mukaan nimelliskierrosnopeudella ΩZ = 62 rad/s, mutta pie-

nenevän ω:n mukaan kierrosnopeuksilla ΩZ = 52 tai 72 rad/s. Kuvaajista

5.3 havaitaan, että tässä tutkimuksessa muuttuva lisätty massa kasvaa

monotonisesti ω:n funktiona millä tahansa eri toimintapistettä vastaa-

valla tulovirtausnopeusjakaumalla. Matusiak (1986) havaitsi laivapotku-

rin lisättyjen massojen mϕϕ, mϕZ ja mZZ käyttäytyvän samankaltaises-

ti ainakin yhdessä toimintatilassa sekä epästationaarisen siipiprofiiliteo-

rian (engl. unsteady airfoil, UA) että potkurin todellisen geometrian huo-

mioon ottavan kantopintalaskennan (engl. lifting surface, LS) mukaan.
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Matusiak havaitsi myös FEM- ja LS-arvioiden olevan varsin yhtäpitäviä

ja UA-ratkaisun liioittelevan lisättyjä massoja siipien- sekä leikkausten-

välisen vaikutuksen huomiotta jättämisen vuoksi. Tämä yliarviointi ei

vaikuta yhtä suurelta Kaplan-juoksupyörälle, joka toimii suljetuissa ve-

siteissä.

Karlsson et al. (2009) myös havaitsivat cϕϕ:n kasvavan ω:n mukaan kai-

kissa toimintatiloissa, kun taas tässä tutkimuksessa sen havaittiin las-

kevan monotonisesti koko taajuusalueella (kuvaaja 5.1). Matusiak (1986)

havaitsi UA-ratkaisun tuottavan pienen ja LS-ratkaisun hieman suurem-

man lisätyn vaimennuksen vähenemän taajuuden kaksinkertaistuessa,

mutta yleisesti tulokset olivat verrattain yhtenevät. Näin ollen tämän

tutkimuksen vaimennusarvioiden voidaan olettaa olevan vähintään oi-

keaa suuruusluokkaa.

Tulosten tarkempaan analysointiin kaivattaisiin lisätutkimusta. Tämän

tutkimuksen menetelmä on yleistettävissä myös juoksupyörän huojun-

taan sivusuunnassa sekä pyörimisakselin kallisteluun. CFD-laskentaky-

vyn kehittyminen saattaa tuoda lisää referenssituloksia myös epästatio-

naariselle juoksupyörävirtaukselle. Täyden tai mallimittakaavan koemit-

taustuloksia tarvittaisiin tulosten validointiin.
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