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Ehk& paljolti tietdméattddn minua on auttanut myos Tommi Dufva, jonka ka-
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1 Johdanto

Taman diplomityon tarkoituksena on selvittdd homogeenisen puolipallon muo-
toisen kappaleen staattisessa sdhkokentéssa synnyttamaé vaste. Sdhkostatiikas-
sa, eli tilanteessa, jossa kentét eivit muutu ajan funktiona, kappaleen vasteen
suuruutta voidaan kuvata yhdella suureella maarittamalla sen polarisoituvuus.
Talloin kappaletta approksimoidaan dipolilla, eiké etdisyyden funktiona no-
peasti vaimenevia korkeamman asteen kenttdkomponentteja oteta huomioon.
Kappaleista homogeenisen pallon seka ellipsoidin polarisoituvuus voidaan rat-
kaista analyyttisesti, mutta mielivaltaisen muotoisen kappaleen polarisoitu-
vuus joudutaan sen sijaan laskemaan jollakin numeerisella menetelmalld tai
valmisohjelmistolla. Teknillisen korkeakoulun Sédhkémagnetiikan laboratorios-
sa on aiemmin laskettu useiden kappaleiden ja rakenteiden, kuten esimerkiksi
sylinterin [1], sddnnéllisten monitahokkaiden, eli platonisten kappaleiden [2],
seké kaksoispallon [3, 4], polarisoituvuuksia. Téssé tyossd on tarkoitus ldhes-
tya puolipallon tapausta mahdollisimman pitkélle analyyttisin keinoin. Saatuja
tuloksia vertaillaan elementtimenetelméd hyodyntéavalla valmisohjelmalla las-
kettuihin tuloksiin.

Koska puolipallo ei ole pallosymmetrinen kappale, riippuu sen vaste ulkoisen
siahkokentdn suunnasta. Téssa tyossa jaetaan tilanne kahteen ortogonaaliseen
tapaukseen, eli lasketaan erikseen puolipallon aksiaalista ja transversaalista
polarisoituvuutta.

Staattisessa tilanteessa sihko— ja magneettikentédn vélilld ei ole kytkentaé.
Talloin puolipallon mallintamiseen riittaa yksi materiaaliparametri: sahkoinen
permittiivisyys € = €,.€y, Missa €y on tyhjion permittiivisyys ja €, on materiaa-
lin suhteellinen permittiivisyys. Todellisten, luonnossa esiintyvien materiaalien
suhteellinen permittiivisyys on staattisessa tilanteessa aina €, > 1.

Materiaalien sahkomagneettisten ominaisuuksien mallinnus on viime vuosina
ollut suuren mielenkiinnon kohteena. Erityistd huomiota ovat saaneet keino-
tekoiset, niin sanonut metamateriaalit, joiden materiaaliparametrejé voidaan
muokata halutusti ja saada ne jopa negatiivisiksi. Ensimmaisena idean nega-
tiivisten materiaaliparametrien soveltamisesta esitti Veselago [5] jo 60-luvulla.
Yksi kuuluisimmista metamateriaalien sovellusideoista lienee taydellinen linssi
[6]. Tamén valossa ollaan kiinnostuneita puolipallon vasteesta myos negatiivi-
silla permittiivisyyden arvoilla. Esimerkiksi metallien tapauksessa permittiivi-
syys voidaan saada negatiiviseksi erittain korkeilla taajuuksilla, jotka vastaavat
nakyvan valon ja UV-alueen aallonpituuksia. Jotta statiikan avulla johdettu
ratkaisumalli pétisi, on kappaleen mitat tallin oletettava aallonpituutta pie-
nemmiksi.
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Idealisoidussa tapauksessa, jossa kappaleen permittiivisyys on negatiivinen ja
reaalinen, kappaleen vaste saattaa joillain permittiivisyyden arvoilla olla sin-
gulaarinen, eli saadaan aikaiseksi niin kutsuttuja staattisia resonansseja. Naité
haetaan myo6s puolipallon tapauksessa. Tarkastellaan my6s analyyttisesti puo-
lipallon terdvien nurkkien ja tasaisen pohjan vaikutusta sdhkoiseen vasteeseen
negatiivisilla permittiivisyyden arvoilla.

Diplomityo on luonteeltaan akateemista perustutkimusta, joka pyrkii selvit-
tamadn kappaleen sahkoisten ominaisuuksien riippuvuutta sen materiaalista
ja geometriasta. Vastaisuudessa tuloksista voi olla hyotyéd esimerkiksi suunni-
teltaessa uusia sahkomagneettisia komposiittimateriaaleja. Aivan suoraa kéy-
tdnnon sovellutusta tai tilausta tyolla ei siis ole.
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2 Polarisaatio ja polarisoituvuus

Varaamaton dielektrinen kappale on sdhkoisesti neutraali, silla sen molekyy-
lien sisaltamét positiiviset ja negatiiviset varaukset kumoavat toisensa. Tél-
ldisessa, siahkostatiikan kannalta ideaalisessa, eristekappaleessa varaustenkul-
jettajien sanotaan olevan sidottuja, toisin kuin johteissa, joissa varaustenkul-
jettajan padsevat liikkkumaan vapaasti. Joutuessaan ulkoiseen sahkokenttaan
dielektrisen kappaleen varaukset kokevat voimavaikutuksen, joka pyrkii siirté-
maan eri merkkisia varauksia eri suuntiin, minké seurauksena kappaleen sisélléa
syntyy dipolimomentteja, jotka taas synnyttavat ympérilleen sahkdkentén, jo-
ka nakyy vaaristyména alkuperéisessa sahkokentissa kappaleen ympéristossa.
[Imioté kutsutaan polarisaatioksi [7,8,9,10].

Dipolimomenttien syntymekanismeja eli polarisaatiolajeja on erilaisia [7, 8],
mutta sihkomagnetiikan kannalta on kiaytannollisempéad tutkia ilmiota efektii-
visesti, eli hyvinkin makroskooppisesti, eiké perehtyéa siihen, mitd kappaleessa
molekyylitasolla tapahtuu. Polarisaation voimakkuutta voidaan kuvata dipo-
litiheysvektorilla P(r), joka kertoo dipolimomenttien tiheyden kussakin pis-
teessa r. Dipolitiheyden voimakuutta kappaleessa vaikuttavaan sdhkokenttaan
ndhden kuvaa yksikéton kerroin, materiaaliparametri sihkdinen suskeptiivisuus

Xe, Siten, etta
P= XeEOEi- (21)

Huomataan, etti dipolitiheyden P yksikkd, Asm~2, on sama kuin sdhkévuon-
tiheyden D = eE = €,.€yE. Dielektrisessé aineessa siéhkovuontiheys onkin muo-

toa
D= GQEZ' + P= (1 + Xe)EOEia (22)

jolloin materiaalin suhteellinen permittiivisyys voidaan lausua muodossa

& =14 Ye. (2.3)

Polarisaation seurauksena kappale saattaa synnyttad myos dipoleja korkeam-
piasteisia kenttidkomponentteja, eli niin sanottuja multipoleja. Naméa kompo-
nentit kuitenkin vaimenevat nopeasti etidisyyden funktiona kappaleesta pois-
péin siirryttaessid. Kauempaa tarkasteltuna polarisoitunut kappale voidaankin
ajatella korvattavan dipolilla, jonka dipolimonentti p saadaan integroimalla
kappaleen dipolitiheytta taman tilavuuden yli

p= /V PdV. (2.4)
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Sijoittamalla tdhan dipolitiheys kaavasta (2.1) ja lausumalla suskeptiivisuus
permittiivisyyden avulla kaavan (2.3) mukaisesti saadaan

p= /V(ET — 1)eoEidV. (2.5)

Hyvéa makroskooppinen mitta kappaleen polarisoituvuudelle on sen polarisoi-
tuvuus «a, joka on madritelty polarisaatiosta syntyneen dipolimonentin ja al-
kuperiisen, polarisaation aiheuttaneen, sihkokentén suhteena siten, etta

P= aEe- (26)

Mielivaltaisen muotoisen tai anisotrooppisen kappaleen tapauksessa polarisoi-
tuvuus riippuu ulkoisen herdtekentdn suunnasta, jolloin polarisoituvuus jou-
dutaan esittdmadn matriisina tai dyadina. Yleisesti pétee

p=a-E. (2.7)

Polarisoituvuusdyadin @ komponentit voidaan kuitenkin ratkaista erikseen eri-
suuntaisilla heratekentilla.

Otetaan esimerkiksi a-sdteisen homogeenisen pallon polarisoituvuus, joka on
pallosymmetrian vuoksi pelkistyy skaalariseksi luvuksi. Pallon permittiivisyys
ja alkuperdinen, staattinen vakiokentté, ovat vakioita tilavuusintegroinnin suh-
teen, joten kaavasta (2.5) pallolle saadaan

4
p= gﬂa‘g(er — 1)eE;. (2.8)

Pallon sisidkentéksi voidaan laskea |7]

3
E,=—E, 2.9
€ + 2 (2.9)
jolloin
i e, — 1) S g (2.10)
= —ma’(e, — 1)e e .
p 3 0 € + 2
Vertaamalla lausekkeita (2.6) ja (2.10) pallon polarisoituvuudeksi saadaan
€ — 1
=3V 2.11
« €o , + 27 ( >

3

missa V = éwa on pallon tilavuus.
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3 Homogeeninen pallo staattisessa sahkokentas-
sa
Tutkitaan homogeenisen pallon vastetta staattiseen sidhkokenttddn viela tar-

kemmin ja analyyttisemmin hakemalla yht&lo sihkostaattiselle potentiaalifunk-
tiolle lahtien liikkeelle Maxwellin yhtaloistd. Séahkostatiikassa yhtélot ovat [8]

V-D=yp (3.1)
V xE=0, (3.2)

seké, véliaineyhtélo
D =¢E. (3.3)

Faradayn lain, (3.2), perusteella tiedetdin sdhkokentté pyorteettoméksi, jolloin
se voidaan lausua sahkostaattisen potentiaalin avulla muodossa

E=-Vo. (3.4)

Séhkovuontiheydelle saadaan véliaineyhtélon (3.3) avulla
D = -V, (3.5)
jolloin Gaussin laista, (3.1), saadaan
V-D=V-(—eV9p) =y, (3.6)
missa ¢ = 0, silla ollaan ldhteettomassé alueessa. Talloin
V- (eVe) =0. (3.7)

Kun oletetaan kappale homogeeniseksi, eli permittivisyys e vakioksi, saadaan
potentiaalille Laplacen yhtdilo
Vg = 0. (3.8)

Vaikuttakoon tyhjiossd koko avaruuden tayttava staattinen vakiosdhkokent-
td. Tuodaan koordinaatiston origoon a-séteinen, homogeeninen dielektrinen
pallo, minké seurauksena avaruus on jaettava kahteen osaan: pallon sisid— ja
ulkopuoliseen. Potentiaalifunktio tulee ratkaistavaksi seké pallon sisélléd, etté
ulkopuolella. Toisin sanoen on ratkaistava yht&lot

Vi =0, r<a (3.9)
V3¢, =0, r>a. (3.10)

Rajapintaehtoina ovat potentiaalin ja sdhkévuontiheyden normaalikomponen-
tin jatkuvuus pallon pinnalla. Lisiksi vaaditaan potentiaalifunktio dérelliseksi
origossa seké darettomyydessé.
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Kuva 3.1: Homogeeninen pallo sekd pallokoordinaatiston koordinaattien
(r,0, ) maarittely

3.1 Potentiaalifunktion sarjakehitelma pallokoordinaatis-
tossa

Tarvitaan ratkaisu sdhkostaattiselle potentiaalifunktiolle pallokoordinaatistos-
sa. Ratkaisu on johdettu useissakin sahkomagneettisen teorian perusoppaissa
[10, 9]. Staattisen potentiaalin tulee toteuttaa Laplacen yhtils, V2¢ = 0. Pal-
lokoordinaatistossa Laplacen yhtélé on muotoa

10 ([ ,00 1 0 (. 0¢ 1 P
50 (750) + oo (005) + g =0 B0

Pallokoordinaatiston Laplacen yhtélo on separoituva, joten ratkaisua voidaan
hakea muodossa

¢(r,0,0) = R(r)0(0)Q(»)- (3.12)

Sijoittamalla ratkaisuyrite (3.12) yhtaloon (3.11) saadaan kolme erillista, vain
yvhdesta koordinaatista riippuvaa differentiaaliyhtaloa:

LEQ
2 d2
r W(TR) —nn+1)rR=0 (3.14)

ja

Ld (sme—@> + {n(n - le-uo (3.15)
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Yhtalon (3.13) ratkaisuksi kiy eksponenttifunktio

Qlyp) = e, (3.16)
ja reaalinen ratkaisu saadaan sini— ja kosinifunktioiden avulla muodossa
Q(p) = Cy, cos(myp) + Dy, sin(me). (3.17)

Yhtalon (3.14) ratkaisut ovat potenssimuotoisia
R(r) = Ar™ + Br~ ("), (3.18)

Tekemilld yht#loon (3.15) sijoitus € = cosd, eli sinf = 1 — £2, saadaan
d do
= |-
d¢ d¢
Yhtalo (3.19) tunnetaan Legendren yhtdlond, ja sen ratkaisut ovat Legendren
listtofunktioita [11]

2

] + [n(n+ 1) — 1711—52 = 0. (3.19)

O(0) = P'(&) = P*(cosb), (3.20)
jotka saadaan kaavasta
m d"
2

agm

PRE) = ()1 -5 L P, 4 m . (321)

missa P, (§) ovat Legendren polynomeja, jotka voidaan maaritelld rekursiivisesti
seuraavasti:

P(§) =1
Pi(§) =¢ (3.22)

Liittofunktiot negatiivisilla kertaluvuilla saadaan kaavasta

PIME) = (P (3.29

Potentiaalifunktion ratkaisut ovat siis muotoa
o(r,0, ) = (Ar" + Br_("+1)) P (cos 0)[C,, cos(me) + Dy, sin(me)].  (3.24)

Ratkaisuksi kelpaavat myos kaikki lineaarikombinaatiot mahdollisilla n:n ja
m:n arvoilla, joten potentiaali voidaan antaa sarjamuodossa

o(r,0,0) = i i (Anmr” + Bnmr’(”“)) P (&)[Cyn cos(mep) + Dy, sin(mep)],

n=0 m=0
(3.25)
misséd & = cos 0. Kertoimet A,,,, Bnm, Cm ja D,, on ratkaistava tapauskohtai-
sesti rajapintaehtojen avulla.
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3.2 Homogeenisen pallon polarisoituvuus

Tutkitaan esimerkinomaisesti tyhjiossé sijaitsevan, a-sateisen, homogeenisen
dielektrisen pallon vastetta staattiseen siahkokenttédan. Esimerkki 16ytyy hel-
posti myo6s kirjallisuudesta [9]. Pallosymmetrian vuoksi ulkoisen kentén suun-
nalla ei ole merkitysté, joten valitaan ulkoinen kenttéd z-akselin suuntaiseksi,
eli E. = E.u,. Tilloin kenttd on z-akselin suhteen pyorahdyssymmetrinen, ja
ratkaisu on ¢-kulmasta riippumaton. Téll6in voidaan valita m = 0. Ulkoisen
kentén aiheuttavan potentiaalin on oltava muotoa

¢ =—FE.z=—FE.rcosl = —E.rP(§), (3.26)
silla talloin —Vo¢, = E.u,.

Kirjoitetaan kehitelmét potentiaalille pallon sisd- ja ulkopuolisessa alueessa.
On kuitenkin huomioitava origon ja addrettomyyden asettamat ehdot ratkai-
sun fysikaalisuudelle. Pallon sisélld r—(*Y-riippuvuus on epéfysikaalinen, silld
se johtaa singulaarisuuteen origossa. Vastaavasti ulkoalueessa r"-riippuvuus
on mahdoton, silld pallon vasteen on oltava paikallinen ja a#rellinen. Tama
huomioon ottaen potentiaalille voidaan kirjoittaa

o0

0i(r) = Y (Cur™ + Dur™ ™) P(€)
n=0
= i Cor"P(§), r<a. (3.27)
n=0
ho(r) = i (Apr™ + Bur ™) By (&) + e
n=0
Y B R - EaR©). r2a (3.28)
n=0

Legendren liittofunktiot toteuttavat ortogonaalisuusehdon [11]

! 2 (n+m)!
P "x)dr = Oprp , 3.29
| Er@pp@s = s i (3.29)
missé 6, on Kroneckerin deltafunktio
1, n =n
Opim = { 0 n %n. (3.30)

Ehdon perusteella ndhdéan, ettd koska herédtteend toimiva ulkoinen po-
tentiaali ¢, sisiltdd ainoastaan P;(§)-riippuvuuden, ei pallon aiheuttama vas-
tekaan voi sisaltdd muunasteisia Legendren polynomeja. Nahdéaéan, ettd homo-
geenisen pallon aiheuttama hairickentta vastaa talloin muodoltaan sdhkdisen
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dipolin aiheuttamaa kentda. Potentiaalin lausekkeet (3.27) ja (3.28) voidaan
kirjoittaa muodossa

¢i(r) = CrPi(§) = Crcosd (3.31)
Go(r) = (g - EJ) Pi(§) = <£ - Eer) cos . (3.32)
Vaatimalla potentiaali jatkuvaksi rajapinnalla r = a saadaan
C= g — E.. (3.33)
Toinen yhtédlo saadaan sahkovuontiheyden, D = €E, normaalikomponentin

jatkuvuusehdosta. Kyseiset sisd- ja ulkokentédn komponentit ovat
n-D;, =—eu, - V¢, = —eCcosf (3.34)

2B
n-D,=—eu, Vo, = ¢ (—3 + Ee> cos 6. (3.35)
r
Rajapinnalla r = a saadaan

€ B
C=-= (25 + E) . (3.36)

€

Yhdistamaélla yhtalot (3.33) ja (3.36) saadaan

B=d ;:26:0 E.. (3.37)

Séhkdisen dipolin aiheuttama potentiaali on [§]

da(r) = 2 (3.38)

Areqr?’

Polarisaation aiheuttamalle, u,-suuntaiselle dipolille voidaan kirjoittaa

pcos B
= W = ﬁCOS 0, (339)

pa(r)

jolloin dipolimomentiksi p saadaan

€ — €p
= 4megB = 4mega® 3.40
p € Teoa €+ 2 ( )
Talloin polarisoituvuus on muotoa
a=2L 3y (3.41)
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missa V = 47a?

3 on pallon tilavuus. Kaava on sama kuin (2.11)).

On usein kiytannollisempéad antaa polarisoituvuus pelkkdnéd permittiivisyy-
delléd ja kappaleen tilavuudella normalisoituna, yksikottoméana numeroarvona.
Pallon normalisoiduksi polarisoituvuudeksi saadaan

L1
ap = — =3 (3.42)

Kuva 3.2: Homogeenisen pallon normalisoitu polarisoituvuus

Kuvassa/3.2 on esitetty homogeenisen pallon normalisoitu polarisoituvuus suh-
teellisen permittiivisyyden funktiona. Kuvaajaan on otettu mukaan myos ne-
gatiiviset permittiivisyyden arvot, joita kasitellddn tarkemmin luvussa 7. Huo-
mataan polarisoituvuuden olevan singulaarinen arvolla €, = —2.
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4 Kaksoispuolipallo staattisessa sahkokentassa

Tutkitaan seuraavaksi paloittain homogeenista tilannetta, jossa pallo koostuu
kahdesta yhteenliitetysta puolipallosta, joilla on eri permittiivisyydet. Kutsu-
taan téllaista rakennetta kaksoispuolipalloksi. Huomataan, ettd tilanne tulee
monimutkaisemmaksi: kappaleen vaste ulkoiseen sdhkokenttaén ei esimerkiksi
endd ole kentdn suunnasta riippumaton. Liséksi potentiaalin ratkaiseminen on
huomattavasti tycladmpaa kuin homogeenisen pallon tapauksessa kaksoispuo-
lipallon sisdisen materiaalirajapinnan vuoksi. Vastaavanlaisen rakenteen po-
tentiaalifunktion ratkaisuja on késitelty artikkeleissa [12, 13, 14].

Z
Qbo, €0 A

ch; érl €0

Kuva 4.1: Kahdesta puolipallosta koostuva kaksoispuolipallo

4.1 Aksiaalisen sahkokentan tapaus

Paloittain homogeeninen kahdesta puoliskosta koottu a-séteinen pallo sijait-
see tyhjiossé, koordinaatiston origossa. Avaruudessa vaikuttaa primaarinen z-
suuntainen staattinen sahkokenttd E. = E.u., jota vastaava potentiaali on

¢e(r) = —E.z = —E.rcos = —E.rPy(cosf). (4.1)

Haetaan ratkaisua potentiaalifunktiolle pallokoordinaatistossa. Tama saadaan
separoimalla Laplacen yhtilo, V2¢ = 0. Ratkaisu tissi ¢m suhteen pyorih-
dyssymmetrisessé tapauksessa voidaan lausua sarjakehitelméné [9]

$(r) =Y (Apr™ + Bur~ ") Po(€), (4.2)

n=0

missd & = cos 6. Kyseessé on siis kehitelma (3.25)) sijoituksella m = 0.
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Kuva 4.2: Poikkileikkaus kaksoispuolipallosta aksiaalisessa sahkokentassé

Nyt avaruus on jaettava kolmeen osaan: pallon ulkopuoliseen, sekéd pallon si-

sdlla ylapuoliseen ja alapuoliseen. Potentiaalit kussakin alueessa ovat

T
Ge(r) = ZC’krkPk(f), 0<6< 5 7 <a
k=0
- s
da(r) = ) D Pi(6), 5 Sf<m r<a
k=0
¢o(r) = Z Bnr (n+1)P (6) + ¢e
n=0
=> B "B, — ErPi(§), r>a
n=0
Vastaavat sihkokentét saadaan gradientin avulla , E = —V¢:

E.(r) =— Z -k‘Cka*lPk(sc)ur + Ckrkld%Pk({)u@}

Ey(r) ==Y [kDr* ' Pi(u, + Dkr“d%Pk(é)ue}

=T d
E,(r) ==Y |—(n+ 1)By " P,(u, + Byr " —

n=

0
+ E.(cosfu, — sin fuy).

do

(4.3)

(4.4)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

Tuntemattomat kertoimet B,, C} ja Dy haetaan rajapintaehtojen avulla ar-
tikkelin [14] tavoin. Kaikilla rajapinnoilla vaaditaan potentiaalin, ¢, sekd sih-

kévuontiheyden normaalikomponentin, n - D = n - €E, jatkuvuus.

Tutkitaan ensin rajapintaa pallon sisélld, r < a ja 6 = 7, jolloin { = cos § = 0.
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Potentiaalin jatkuvuusehto voidaan kirjoittaa

Ge (r,g,w) = ¢ (r,g,so>,

eli saadaan ehto

3" CR0) = 3 DiRi(0) (49)

Toisaalta sdhkovuontiheyden normaalikomponentin jatkuvuusehto
E7"1]530 Uy = 67’2]Ed * Ug,

johtaa yhtaloon
€T1§:Ckipk<0> - GTQkaiPk(O). (410>
— do —~ do

Yhtalot (4.9) ja (4.10) ndyttéiisivit olevan ristiriidassa keskenéén, joten on tar-
peen tutkia tarkemmin Legendren polynomien ja naiden derivaattojen kayt-
taytymistd nollassa. Legendren polynomit saadaan muodostettua rekursiivi-
sesti kaavan (3.22)) avulla. Kun £ = 0, saadaan

Py(0) = 1
Pi(0) =0 (4.11)
k-1

k

Pu(0) = — =P, ,(0).

k-asteisen polynomin arvo nollassa on siis verrannollinen (k — 2)-asteisen po-
lynomin arvoon. Télléin, koska P;(0) = 0, on oltava P3(0) = 0, mistd edelleen
seuraa, ettd Ps(0) = 0, ja niin edelleen.

Huomataan, ettd parittomilla k& P, (0) = 0, eikéd yhtélo (4.9) talloin sido ker-
toimia C} ja Dj. Talloin yhtalon (4.10) perusteella on oltava €,1Cy = €,.9Dy.

Tutkitaan seuraavaksi polynomien derivaattoja.

LRE) = —sin0 S Pi(e), (4.12)

missa sin f = sing = 1. Kaavaa (3.22) derivoimalla saadaan

P)0)=0
Py(0) =1 (4.13)
PL0) = 112KP1(0) — (k ~ AL, (0)]
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Derivaatan arvo riippuu siis yhta astetta alemman polynomin arvosta seka kah-
ta astetta alemman polynomin derivaatan arvosta. Téll6in, koska P;(0) = 0,
ja P(0) = 0, patee, ettd Py(0) = 0, ja koska P3(0) = 0, tésta seuraa, ettd myos
P{(0) = 0, ja niin edelleen.

Huomataan, ettd vastaavasti parillisilla k d%Pk(O) = 0, jolloin yhtalo (4.10
on merkitykseton, ja talloin kerrointen téytyy toteuttaa yhtdlon (4.9) ehto

Kertoimille Cy ja Dy voidaan kirjoittaa

L
Cr =mDy, m= { a0

€1’

k parillinen

k pariton (4.14)

Lahdetaéan ensiksi johtamaan ulkoalueen kertoimia B,,, joten tarkoituksena on
eliminoida yhtéloisté sisdalueen kertoimet Cj ja Dy.

Tutkitaan rajapintachtoja ylemman pallonpuoliskon pinnalla, eli kun r = a, ja
0 <6 < 3. Soveltamalla potentiaalin jatkuvuusehtoa yhtéléihin (4.3) ja
saadaan

i Cra"Py(€) = i B,a "tV P, (&) — E.aPy(£). (4.15)
k=0 n=0

Legendren polynomit P, (&) eiviit ole ortogonaalisia valilla 0 < & < 1, joten
sarjoja ei voi vertailla suoraan termeittdin. Kerrotaan jokaisella k:n arvolla
yhtdlé puolittain Py (¢):lla, ja tdmén jilkeen integroidaan yht#lo puolittain
&:n suhteen valin 0 < € < 1 yli. Legendren funktioiden tulojen integrointia
késitelladn luvussa 4.3, missa johdetaan integraalille Legendren polynomien
tulosta analyyttinen kaava (4.84)

1 _
o M=k

1
Ungk = / Po(&)Pu(§)dE = ¢ 0, n#k, n+k parillinen (4.16)
0 fnk, muulloin

missa
o= zsin(%) cos(2) A, — cos(Z) sin(’%r)Akm7 (4.17)
oo n(n+1)—k(k+1)
missa A
L2+1DI0(E 42
Apg = <2 - (i 2). (4.18)
L(5 43I +1)
Huomataan, etta
1
A = . (4.19)
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Laskettaessa integraaleja U, suurilla n ja k tulee yksittdisen gammafunktion
arvo todella suureksi, vaikka A, ,:n arvo pysyisikin darellisenéd. Kéytettaessa
Matlabia, kannattaa (4.18) kirjoittaa muodossa

A = e{ln[F(%Jrl)}Jrln[F(%Jr%)]fln[I‘(%+%)]fln(F(§+1))}’ (4.20)
silld luonnollinen logaritmi gammafunktiosta voidaan laskea omana funktio-
naan, jolloin pystytadn kasitteleméan huomattavasti suurempia n:n ja k:n ar-

voja.

Niéin ollen jokaiselle k:n arvolle saadaan

2k +1 [ o
Ck - ak (Z Bna ( +1)Un,k - EeaUl,lc> . (4.21)

n=0

Seuraavaksi tarkastellaan D:n normaalikomponentin jatkuvuutta
€r1€0]30 U, = 60130 - U,.

Yhtaloista (4.6) ja (4.8) saadaan

— e ) kCpa" ' Pu(&) = ) (n+ 1)Ba "I, (6) + EPi(E). (4.22)
k=0 n=0

Jéalleen, kertomalla puolittain Py (¢):1la ja integroimalla &:n suhteen vélin 0 <
¢ <1 yli saadaan jokaiselle k:n arvolle

o0

> (n+1)Bua™ ", + EUyg | - (4.23)

Tamén jalkeen, merkitsemalld yhtalot (4.21) ja (4.23) yhtéasuuriksi, saadaan
kaikille k

> Buam " [(n+ 1) + ken | Unp = Eelkers — 1)Upg. (4.24)

n=0

Seuraavaksi johdetaan vastaavat yhtélot alemman pallonpuolikkaan pinnalla,
r=a,5 <0<m.

Potentiaalin jatkuvuudesta, yhtéloista ja (4.5)), saadaan

i Dya* Py (&) = i B,a "tV P, (&) — E.aPy(£). (4.25)
k=0 n=0
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Yhtélo kerrotaan jélleen puolittain Py (€):lla, mutta integrointirajat ovat nyt
—1 < ¢ < 0. Integraalit voidaan kuitenkin laskea analyyttisesti kaavan (4.16
avulla, kun hyodynnetéaan yhteytta (4.97)

/ PL(€)Pu(€)de = (~1)*** /0 () Pu(6)de. (4.26)

-1

Jokaiselle k saadaan

2k +1 | — e .
Dy == Z_%Bna (D ()R, — Baa(=1) R0, (4.27)
Soveltamalla D:n normaalikomponentin jatkuvuutta
er2€0Eq - v, = B, - u,
yhtaloihin (4.7) ja (4.8) saadaan
— 62 ) kDpa" ' P(€) = ) (n+ 1)Bua” "I P (€) + ELP(E). (4.28)
k=0 n=0

Jélleen, kertomalla Py(€):1la, kiyttdmalld yht&loa ja integroimalla &:n
suhteen vilin 0 < ¢ < 1 yli, saadaan kaikille %k

2% +1 | —(n n
Dy ==t > (n+1)Bua” " (1)U, + Eo(—1) UL |
T n=0

(4.29)

Merkitsemalla yhtalot (4.27) ja (4.29) yhtasuuriksi saadaan

Z Boa™ "D (1) (0 4 1) + kepo] Upp = Eo(—1)"*(key — 1)Uy 1. (4.30)
n=0

Seuraavaksi on yhdistettavia yhtélot (4.24) ja (4.30), mutta on muistettava
ottaa huomioon ehto (4.14) kertoimien C} ja D, valilla. Yhtalo (4.24) on siis
ensin kerrottava n:lla. Lopulta jokaiselle k& saadaan

Z B,a~ "2 [nk(n + 1) + ke + (=) F(n+ 1) + (—1)”+kkerg] Un.k

n=0
= Ee [T]kkETI — Nk + (—1)1+kk'€r2 - (—1)1+k] Ul,k'
(4.31)

Kyseessd on dédreton lineaarinen yhtaloryhmé (k yhtélod), jossa jokainen yhtalo
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siséltad ddrettoméan summauksen (n tuntematonta). Ratkaistaan kertoimet B,
ottamalla yhtd paljon, N, yhtdl6itd ja tuntemattomia ja muodostamalla (N x
N) -matriisiyhtalo

MB = A,

miké auki kirjoitettuna on muotoa

Moy  Mo1 ... Moy By Ay
Mm Mu MlN 1?1 _ 41 | (4.32)

misséa

M, = a2 [7e(n + 1) + ke + (=) (n 4+ 1) + (—1)"*’“/{6,4 Un i
(4.33)
ja
Ak = Ee [nkkerl — TNk + (—1)1+kk‘67«2 - (—1)1+k} Ul,k~ (434)
Kerrointen B, ratkaisu edellyttda matriisinyhtdlon ratkaisemista, mikd onnis-
tuu numeerisesti Matlabin avulla.

Sitten johdetaan vastaava matriisiyhtdld pallon sisdalueen kertoimille. Pala-
taan yhtéloon (4.15), mutta télla kertaa pyritdédn eliminoimaan ulkoalueen
kertoimet B,. Kerrotaan yhtdlo puolittain P, (¢):1la, ja integroidaan £:n suh-
teen vilin 0 < £ <1 yli. Saadaan kaikille n

q—(n+1)

2n+1 [
B, =1 (Z Cra" Uy + EeaULn) . (4.35)
k=0

Seuraavaksi kerrotaan yhtalo (4.22) P,(€):lla, ja integroidaan &:n suhteen vélin
0 < ¢ <1 yli. Saadaan kaikille n

2n+1

= k—1
B, = — (n+ Da 07D (Erl Z kCra” Uy, + EEULn) ' (4.36)
k=0

Merkitsemalla yhtalot ja (4.36) yhtasuuriksi saadaan kaikille n

= 1
> Crd (1 4 Fen ) Upn = —F.a (— + 1> Ul . (4.37)
— n+1 n+1

Seuraavaksi tarkastellaan uudelleen rajapintaechtoja alemman pallonpuoliskon
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pinnalla. Kerrotaan yhtalo (4.25) puolittain P, ():lla, intergoidaan £:n suhteen
valin —1 < ¢ <0, ja kiytetdan integraaleihin ehtoa . Saadaan kaikille n

o0

2 1
nt ZDka Uy + Eoa(—1)U,,

n+1)

(4.38)

Sitten kerrotaan yhtalo puolittain P,(&):1la ja integroidaan kuten edella.
Saadaan jokaiselle n

2n +1
bn= _(n+n —(n+2) [%Zkl)ka TN U + Be(=1) U

(4.39)
Merkitsemalla yhtalot ja (4.39) yhtasuuriksi saadaan kaikille n
kaak(—l)"+k (1 + bera ) Upn = —FE.a(—1)1* (L + 1) Ul n.
— n+1 n+1 ’
(4.40)

Lopuksi on jélleen yhdistettava yhtalot (4.37) ja . Sijoitetaan Cy = ny, Dy,
ja saadaan kaikille n

s ke, ke,
> Dia* [m T (— 1) <—1>"*’“£1 Uk

—~ n+1 n+1
=—F.a ! +1+ (=)™ + (=D UL, (4.41)
n+1 n+1 ’

Kertoimet Dy, ratkeavat ratkaisemalla (N x N) -matriisiyhtélo. Kertoimet Cy,
saadaan yhtélosta (4.14).

4.2 Transversaalisen sahkokentan tapaus

Transversaalisessa tapauksessa ulkoinen primaarikentté ei ole pyorahdyssymet-
rinen z-akselin suhteen. Kaksoispuolipallon geometria tosin sailyy pyorahdys-
symmetrisena transversaalisesta xy-tasosta tarkkailtuna, joten ulkoisen sahko-
kentén suuntavektoriksi voidaan valita mikad tahansa xy-tasossa oleva vektori.
Valitaan E, = E.u,, jolloin sitd vastaava potentiaali voidaan kirjoittaa

¢e(r) = —E.x = —E,rsinf cos p = —E.rP}(£) cos . (4.42)

Legendren polynomien P,(§) sijaan tarvitaan nyt Legendren liittofunktioita
P(£), ja mukana on cos ¢-riippuvuus. Geometrian symmetrisyydesté johtuen
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Kuva 4.3: Poikkileikkaus kaksoispuolipallosta transversaalisessa sahkokentassa

e-riippuvuus sdilyy kaikissa sarjakehitelméan (3.25) termeissd muuttumattoma-
na, joten Legendren liittofunktiodda voidaan valita m = 1, ja toisaalta jattaa
pois sin p-riippuvuus. Sarjojen summaukset alkavat tdméan vuoksi nyt indek-

sistd 1, silld m < n, eli funktiota P} (£) ei ole olemassa.

Potentiaalit eri alueissa ovat

¢e(r) = Z C’krkP,i (&) cos
k=1

a(r) = Dir*PL(§) cos o
k=1

Bo(r) = Z B~ PL(€) cos p — E.rPL(€) cos ¢
n=1

ja naita vastaavat sahkokentat, E = —V ¢, ovat

[e.o]

E.r)=— Z {I{:C’krk_lPkl (&) cos pu,

k=1

d
+ CprF ! @Pkl (&) cos puy

1 )
— C’krk_lmpkl (&) sin pu, |,

Ey(r) = — [/{;DkrklPkl (&) cos pu,
k=1

d
+ Dkr’“_lﬁPkl (&) cos puy

1 )
— Dyr* 1MP,€1(§) sin pu,,

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)
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ja
E,(r) = — Z [ — (n + 1)B,r~ "2 PL(€) cos pu,

d
+ Bnr’(””)@Prf (€) cos pug

1
— B~ — Pl(¢) si
r " (&) sin pu,

+ E,(sin @ cos pu, + cos 6 cos puy — sin puy,). (4.48)

Tutkitaan jélleen rajapintachdot pallon sisdiselld rajapinnalla 6 = 7, kun r <
a. Soveltamalla potentiaalin jatkuvuutta yhtél6ihin (4.43) ja (4.44) saadaan

i CrPL(0) = i D PL0). (4.49)
k=0 k=0

Sahkévuontiheyden normaalikomponentin jatkuvuusehdosta,
er1Ee - ug = €,0E, - uy,
puolestaan saadaan
. d - d
€ ; Crs P (0) = €2 2 Dy—=5 P (0). (4.50)

Legendren liittofunktioille pétee rekursiivinen kaava [11]

1

Pl =551

[(2k + 1)ERT(E) — (k+m)P(8)] (4.51)

miké arvolla m = 1 voidaan kirjoittaa

1
Pin(€) = 7 [k +1DEPO) = (k+ DP_(Q)] (4.52)
Talloin .
P(0) = —mp,g_2(0). (4.53)
Kaavasta (3.21) saadaan
P}0) =1
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T&lloin kaavasta (4.53) ndhddén, ettd P}(0) = 0. Téstd seuraa, ettd myos

P§(0) = 0, ja niin edelleen, eli parillisilla k& P} (0) = 0.
Liittofunktioiden derivaatoille patee
d .o d
%Pkl<€> = —sin 9d—€Pk1(f),
eli p J
—PL0) = ——PL(0).
R0 =~
Derivoimalla kaavaa (4.52) saadaan
/ 1 /
PA0) = — |2k = 1)PL,(0) - kPk£2(0)] . (4.54)
Kaavan derivaattoina saadaan
P0)=0
P 0) = 1.

Koska Pj(0) = 0 ja P,'(0) = 0, nihdiin kaavasta (4.54), ettd Py'(0) = 0.
Koska myds P} (0) = 0, tistd seuraa, ettd myos Pi'(0) = 0, ja niin edelleen.
Parittomilla k siis &£ P}(0) = 0.

Kertoimille C ja Dy voidaan kirjoittaa

1,  k pariton

Cr =MDy, M = { &2k parillinen

(4.55)
Kertoimia B,,, C} ja D; lahdetddn hakemaan samalla periaatteella kuin ak-
siaalisessakin tapauksessa, ja niiden yhtélot ovatkin muodoltaan samanlaisia.

Ainoastaan 7, kiyttdytyy péinvastoin kuin aksiaalisessa tapauksessa, ja Le-
gendren polynomien tilalla ovat Legendren liittofunktiot.

Kertoimia B,, laskettaessa paadytaan yhtalcihin

> Buam " I(n+ 1) + miken + (1) (n+ 1) + (1) ke | U,

n=1
=F, [nkkerl — M + (—1)1+kker2 - (—1)1+k] Uik.
(4.56)
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Jéalleen kertoimet ratkaistaan (N x N) -matriisiyhtalosta

My My ... My B, Ay
Mm M22 . ]\/[.2N B.2 _ 42 ’ (4.57)

missé

My = a2 [n(n + 1) + mpkens + (1) (n+ 1) + (—1)"Fke,o] UL,

(4.58)
ja
Ay, = E. [miken — i + (1) kepn — (—1)] U}, (4.59)
Kertoimille Dy yhtélot ovat muotoa
> ke rl ke 2
D k -1 n+k 1 n+k _Vra 1
ZO ka[k+77k +1+( )"+ (=1) nl
S +1+ (D™ + (=) Ut (4.60)
“Tln+1 n+1 L '

Kertoimet C), saadaan yhtélosta (4.55).

Integraalit Uik voidaan laskea kaavan (4.86) avulla analyyttisesti seuraavasti

n(n+1) n—k

1 2041
Uﬁb,k = / Py (§)Pi(&)de = 1 0, n#k, n+kparillinen  (4.61)
0 ﬁhk, muulloin
missa
1 zk‘(k +1) Sin(%) COS(%”)A r—n(n+1) COS(%) Sin(%r)A;m (4.62)
mEm n(n+ 1) — k(k + 1) o

missé A, , on maaritelty yhtalossa (4.18).

Yhtéloita (4.56) johdettaessa on myos hyodynnetty havaintoa (4.98

/_ PUORLEE = (-1 / P(€)PL(€)de.
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4.3 Legendren funktioiden integraaleista

Halutaan laskea integraalit

Ui = | PA©) P (463)
Loy = /_ 01 P (§) Pe(§)dg (4.64)
Ul = / PP (465)
= | 0 PLOPL€)dE. (4.66)

P™(€) ovat Legendren liittofunktioita, jotka voidaan lausua Legendren polyno-
mien, P,(§), avulla seuravasti [11]

m d"
F)

PO = ()"0 - )%

P.(§). (4.67)

Talloin

PlE) = /1 —52%1%(5).

Lihdetédén muodostamaan integraalia U, ,, . Lausumalla liittofunktiot
kaavan (4.67) avulla saadaan

! d d
1 g2

Taman jalkeen osittaisintegroinnin avulla saadaan

AL (4.68)

1

Uk = (1= €) P ORLO)
! d
- [ egrora-agno|noe  ao

Sijoitustermisté jaa jéljelle vain sijoitus alarajalla. Myos integraalitermié voi-
daan sieventdd hyodyntamélla Legendren differentiaaliyhtdloa [11]

(1- 222 ;‘;(f) - QZdZ—S) — 22] w(z) =0, (4.70)

jonka ratkaisut w(z) ovat Legendren liittofunktioita P*(z) ja Q7 (2).

+ [n(nﬂ)—

P,(&):1le pétee
d2

(1 —52)d—§2Pn(€) — 2% ’p, (&) = —n(n+1)P(E). (4.71)

dg



4 KAKSOISPUOLIPALLO STAATTISESSA SAHKOKENTASSA 24

Sijoittamalla tama yhtéloon (4.69) voidaan kirjoittaa

4
dg
d

= _d—an(O)Pk(O) +n(n+ 1)Uk (4.72)

ULy = — LB (0)P0) + nln + 1) / Po(€)Pul6)de

P,(¢):n ja tamén derivaatan arvot nollassa tunnetaan [11]

1 7\ D(2+1)
P(0) — m 2 T3 4.
. (0) NG oS (2n> NEEY (4.73)
d 2 7\ [(3+1)
—P,(0) = ——=sin (=n) —2—~. 4.74
ae 0 \/Esm<2”> T(Z+1) @)
Sijoittamalla ndmé yhtéaloon (4.72) saadaan
2
Ul, = —=sin <En> cos <Ek’> Apr+n(n+ 1)U,k (4.75)
’ 7 2 2 ’ ’
missa r Dk 1
21 24z
A= N5 F DTG+ o) (4.76)
L(5+3)I0E+1)

Huomataan, ettd alkuperiisissi integraaleissa - indeksien n ja k
jarjestys voidaan vaihtaa. Esimerkiksi

1 1
Ul = / P(¢)PL(€)de = / PUOPNOIE =T, (477)
0 0

Talloin yhtéalon (4.75) oikealla puolellakin indeksit voidaan vaihtaa keskenédéan.
Voidaan kirjoittaa

2
U, =Ul, =—"sin (gk) cos (gn> A+ k(k+ 1)Uy, (4.78)
’ ’ T

Huomataan myos, etta

rE+1re+i 1
Ay, = —2 2 "2 _ 4.79
TTTEFDTE L) A (4.79)

Yhtalot (4.75) ja (4.78) muodostavat yhtéaloparin, josta voidaan ratkaista

Up = zsin (gn) Cos (gk) Ak —sin (%k) CoS (%n) Ai,k | (480)
T n(n+1)—k(k+1)




4 KAKSOISPUOLIPALLO STAATTISESSA SAHKOKENTASSA 25

Kyseinen integraali on tosin 16ydettévissd suoraan kirjallisuudestakin [15]

Yhtalot (4.75) ja (4.78) voidaan myos ratkaista U, = Uy, suhteen, jolloin
saadaan yhtélopari

Upi = ﬁ [Uik + % sin (gn> Ccos (gk) An,k} (4.81)
Upi = m {Uik + %sin (gk) Cos <gn> Aik:| , (4.82)

josta voidaan ratkaista
;2 k(k + 1) sin (3n) cos (3k) Any — n(n + 1) sin (k) cos (2n) Ai,k
mk T n(n+1)—k(k+1) '

(4.83)

Erikoistapausta n = k ei kuitenkaan voi sijoittaa yhtél6ihin suoraan, vaan ne
vaativat hieman muokkausta. Jos n = k,

_TE+ I

Talloin
2 sin (gn) cos (%k‘) — sin (gk) cos (gn)
T n(n+1) — k(k+1)

us

2

s s

n) cos (Qn) — sin (2n) cos (gn)
Z(n—n)2n+1)

sin [Z(n —n)]

Zn—n)2n+1)

sinc [2(n — n)]

sin (

2n+1

_ sinc(0)
41
1

C 2n+1

Vastaavasti, jos n = k,
Ul = n(n + 1).
’ 2n+1

Huomataan myos, etté jos sekd n ettd k ovat molemmat parittomia, jolloin

sin (gn> = sin (gk) =0,
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tai molemmat parillisia, jolloin

cos (En> = cos <Zk> =0,
2 2

patee
Un7k - Ué,k‘ — O
Voidaan kirjoittaa
1
1’ n==k
U =14 0, n # k, n + k parillinen (4.84)

fnk, muulloin
missa

9 sin (%n) COoS (gk) Ak —sin (gk) CoS (gn) Ai,k

nk = — : 4.85
Jui T n(n+1)—k(k+1) (485)
misséd A, ; on madritelty yhtalossa (4.76).
Vastaavasti

n(ntl) o _

. i =k
Upr=19 0, n # k, n + k parillinen , (4.86)

}L,k, muulloin

missa

o zk(/c + 1) sin (3n) cos (2k) Anx — n(n + 1) sin (3k) cos (3n) Ai,k
nk T g nn+1)—k(k+1) '

(4.87)

Integraalien L, j ja L}L’k tapauksissa toimitaan vastaavasti. Lahdetdan muo-
dostamaan integraalia L, ,, (4.66), ja lausutaan liittofunktiot kaavan (4.67
avulla ja osittaisintegroidaan. Sovelletaan integraalitermiin kaavaa ja
saadaan

L= /0= @) LPUOR@ +ntn+1) [ PAOPEOE (489

—1 -1

Sijoitustermista jaa téassi tapauksessa jaljelle vain sijoitus ylarajalla. P,(£):n ja
tamin derivaatan arvot nollassa on annettu kaavoissa ja . Saadaan

2
Ly = —sin (gn> cos (gk) Apg +n(n+1)Lyy. (4.89)
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Jalleen huomataan, ettd indeksien n ja k jarjestys voidaan vaihtaa integraalin
arvon siitd muuttumatta. Voidaan Kkirjoittaa

L, = 2 sin (gk) cos (gn> A + k(k + 1) Lo . (4.90)

Yhtéloparista (4.89) ja (4.90) voidaan ratkaista

2 sin (2k) cos (Zn) o -~ — sin (Zn) cos (Zk) Ank

Ly = = , 4.91
A n(n+1)—k(k+1) (491)
ja
I, - gn(n + 1) sin (k) cos (3n) £ i + 1) sin (3n) cos (3k) Amk.
" n(n+1) - ( 1)
(4.92)
Erikoistapaukset huomioon ottaen voidaan kirjoittaa
ﬁ, n==~k
Lor=14 0, n#k, n+k parillinen |, (4.93)
Gnk, muulloin
missa
9 sin (2k) cos (2n) ﬁ — sin (2n) cos (3k) An
E = ud 4.94
Ink = n(n+1) — k(k+1) (4.94)
ja
n(n+1) o
. i =k o
L,r=1 0, n # k, n + k parillinen (4.95)
9nr,  muulloin
missa
. gn(n + 1) sin (k) cos (3n) Ai,k — k(k+ 1)sin (Zn) cos (2k) A,
Ink = nn+1) — k(k+1) ‘
(4.96)
Huomataan, etta
Ly = (=1)""*U, (4.97)

ja

L711,l~c - (—1)n+kUﬁb,k- (4.98)
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4.4 Dielektrisen kaksoispuolipallon polarisoituvuus

Kaksoispuolipallon tapauksessa polarisoituvuus ei ole skalaarinen luku, silla
pallon vaste ulkoiseen kenttédén on erilainen riippuen kentén suunnasta. Erik-
seen ovat kuitenkin laskettavissa pallon pyorahdyssymmetria-akselin eli u,:n
suuntainen, aksiaalinen polarisoituvuus o, sekd z-akselia vastaan kohtisuoran
tason suuntainen, transversaalinen polarisoituvuus oy, joiden avulla kaksois-
puolipallon polarisoituvuus voidaan lausua dyadina

a = a,uu, + ol = yuu, + uu, + auLu,. (4.99)

Polarisoituvuus lasketaan kappaleeseen syntyneen dipolimomentin ja ulkoisen
kentén itseisarvojen suhteena. Kaavasta (2.0)

= — 4;1
a E. (4.100)

Kaksoispuolipallon tapauksessa dipolia vastaavan termin laskemiseksi taytyy
kuitenkin ratkaista koko matriisiyhtélo (4.32) tai (4.57), silla pallon epdhomo-
geenisuudesta seuraavan Legendren funktioiden epaortogonaalisuuden vuoksi
jokainen kerroin B, riippuu jokaisesta muusta kertoimesta B,,.

4.4.1 Aksiaalinen polarisoituvuus

Tutkitaan ensin kaksoispuolipallon aksiaalista polarisaatiota. Ulkoinen kentta
ja palloon polarisaation seurauksena syntynyt dipolimomentti ovat u.-suuntaisia.
u.-suuntaisen dipolin aiheuttama potentiaali on kaavan (3.38) mukaisesti

p-u.  pcosf

balr) = (4.101)

Amegr?  Admer?’

Dipolia vastaava termi kaksoispuolipallon potentiaalin sarjakehitelméssa on

Pa(r) = ifﬁ(é) = % cosf. (4.102)

r2

Merkitsemélld yhtélot (4.101) ja (4.102) yhtésuuriksi saadaan dipolimomen-
tiksi
p = 4dmeg By, (4.103)

jolloin aksiaalinen polarisoituvuus on muotoa

47T€0B1
= _ 4.104
“ E. (4.104)
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Tyhjion permittiivisyydelld ja pallon tilavuudella, V = Z§l7ra3, normalisoitu
polarisoituvuus on talléin muotoa
B
n = : 4.105
a o (4.105)

Kaytannon laskuissa kannattaa talloin valita E, = 1% ja a = 1m.

Lasketaan esimerkki, jossa tyhjidssa sijaitsevan kaksoispuolipallon puolikkai-
den suhteelliset permittiivisyydet ovat €, = 2 ja €, = 3, kuva Tutkitaan
ratkaisun suppenemista yhtéldiden ja kerrointen méaran N funktiona, jolloin
matriisin M koko on N x N. Kuvasta|4.5 ndhdéén, etta ratkaisua ldhestytadn
alhaalta péin, ja tulos suppenee varsin hitaasti. Kuitenkin viiden desimaalin
tarkkuus on saavutettavissa kohtalaisen kokoisilla matriiseilla. Saadaan

az, ~ 0,96382.

Huomataan, ettei pallon kddntdminen ympéri vaikuta polarisoituvuuden ar-
voon. Tulos on siis tdsmaélleen sama, jos €,; = 3 ja €0 = 2.

€0

Eeuz

Kuva 4.4: Poikkileikkaus kaksoispuolipallosta, jonka suhteelliset permittiivi-
syydet ovat 2 ja 3

4.4.2 Transversaalinen polarisoituvuus

Transversaalisessa tapauksessa ulkoinen kentté ja syntynyt dipolimomentti voi-
daan valita u,-suuntaisiksi. Kaavasta (3.38) dipolin potentiaaliksi saadaan

p-u, psinfcosyp

ba(r) = (4.106)

4dmegr? 4megr?
Vastaava sarjakehitelmén termi on muotoa

B
¢a(r) = 7"_21 sin € cos p. (4.107)
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Vertaamalla yhtaloitd (4.106) ja (4.107) dipolimomentiksi saadaan jélleen

p = 4dmeg By, (4.108)

eli transversaalisessakin tapauksessa normalisoitu polarisoituvuus on muotoa

B,

= (4.109)

Oétn:?)

Lasketaan nyt kaksoispuolipallon normalisoitu transversaalinen polarisoitu-
vuus «y,, kun suhteelliset permittiivisyydet ovat edelleen €,1 = 2 ja €9 = 3.
Kuvassa|4.6/on esitetty ratkaisun suppeneminen. Talld kertaa ratkaisua ldhes-
tytdan ylhdalta péin. Saadaan

oy, ~ 0,98862.

Tassdkaan tapauksessa pallon ympéarikdantaminen, eli pallonpuolikkaiden per-
mittiivisyyden arvojen vaihtaminen keskenéén, ei muuta polarisoituvuuden ar-
voa.

Tutkitaan viela N:n kasvattamisen vaikutusta ratkaisun suppenemiseen. Po-
larisoituvuus pystytéaén laskemaan arvolla N=6500, tosin tamé alkaa olla tie-
tokoneen muistin kannalta ylarajoilla, ja ajankulutus on lilan suurta useam-
man polarisoituvuuden laskemiseksi samalla ajolla. Oletetaan, ettéd ratkaisu
todella suppenee kohti fysikaalista todellisuutta vastaavaa arvoa, ja ettd saa-
tu polarisoituvuuden arvo on jo todella tarkka. Normalisoidulle aksiaalisella
polarisoituvuudelle saadaan

Ags00 ~ 0,963824659284142

Otetaan agsoo vertailuarvoksi ja lasketaan pienemmilld N:n arvoilla laskettujen
polarisoituvuuksien suhteellista virhettd tdhén ndhden

o |046500 - a/nz|
=

Q6500

Tutkitaan N:n kaksinkertaistamisen vaikutusta ratkaisun suppenemiseen. Las-
ketaan a,,., kun N = 2021 22 212 ja lasketaan niiden suhteellinen virhe
v. Kuvassal4.7 on esitetty v:n kymmenkantainen logaritmi N:n funktiona puo-
lilogaritmisella asteikolla. Huomataan kuvaaja melko lineaariseksi. Karkeasti
voidaan arvioida, ettd jos N > 15, ratkaisun kolmas merkitsevd numero ei
enad voi muuttua. Vastaavasti, jos N > 40, neljas, N > 120, viides, N > 400,
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0.963825

0.963824

0.963823

5" 0.963822

0.963821

0.963820

0.96381% !

Kuva 4.5: Normalisoidun aksiaalisen polarisoituvuuden ratkaisun

0 100

nen. €, = 2, €,9 =3

0.988630

0.988629

0.988628

0.988627

tn

0.988626

0.988625

0.988624

0.988623

150 200 250 300 350 400 450 500
N

50 100

150 200 250 300 350 400 450 500
N

31

suppenemi-

Kuva 4.6: Normalisoidun transversaalisen polarisoituvuuden ratkaisun suppe-
neminen. €,1 = 2, €9 = 3
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log, ,(v)
|
()]

10 10 10 10 10

Kuva 4.7: Suhteellisen virheen kdyttaytyminen N:n funktiona normalisoidun
aksiaalisen polarisoituvuuden tapauksessa.

kuudes, ja jos N > 1200, tuloksen seitsemés merkitsevid numero ei endd muu-
tu. Sama néyttéisi toteutuvan myos transversaalisellekin polarisoituvuudelle.
Tosin on huomioitava, ettd tarkastelu on tehty arvoilla €,; = 2 ja €, = 3. Suu-
rilla permittiivisyyskontrasteilla ratkaisun suppenemisen voi olettaa kuitenkin
olevan vieldkin hitaampaa. Melko hyvalla varmuudella voidaan kuitenkin sa-
noa, etta jos suhteelliset permittiivisyydet €, > 1, viiden numeron tarkkuuteen
riittad N > 200.
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5 Vertailutulosten laskenta valmisohjelmalla

Halutaan laskea vertailutuloksia myc6s kaupallisella valmisohjelmistolla. Vali-
taan monipuolinen, elementtimenetelmdain (FEM) perustuva Comsol Multi-
physics, josta tésta eteenpdin kiytetddn lyhennystd CM. Ohjelman sidhkomag-
netiikkamoduulilla voidaan mallintaa kaksi- ja kolmiulotteisia rakenteita ja
ratkaista statiikan ja dynamiikan differentiaaliyhtéloita erilaisilla reunaehdoil-
la.

Huomataan, etta pyérahdyssymmetrisen kappaleen, kuten pallon tai sylinterin
polarisoituvuuden laskennassa voidaan hytdyntad kyseistd symmetriaa (Axial
symmetry (2D)) siten, etté riittdd mallintaa ainoastaan kappaleen poikkileik-
kaus, tai itse asiassa ainoastaan poikkileikkauksen puolikas, kaksiulotteisesti,
jolloin muistin ja laskenta-ajan sdésté on merkittava. Tama tosin edellyttéaa
ratkaistavien yhtéloiden ja reunaechtojen muokkausta, mité esitelldén seuraa-
vassa.

5.1 Aksiaalisen sihkokentan tapaus

Kuva 5.1: Periaatekuva pyorahdyssymmetrisen kappaleen mallintamisesta ak-
siaalisen kentén tapauksessa
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Aksiaalinen tapaus on z-akselin suhteen téysin pyérdhdyssymmetrinen, eli
geometriassa eikd ulkoisessa herdtekentéssékasin ole @-riippuvuutta, joten on
varsin luonnollista hyodyntaa polarisoituvuuden laskennassa kyseista symmet-
riaa.

Laskenta-alueeksi kannataa valita origokeskeinen pallo, jonka keskelle kappale
sijoitetaan. Esimerkiksi pallomaisen kappaleen polarisoituvuutta laskettaessa

voi pallon séteeksi valita a = 1, ja laskenta-alueen side kannattaa olla esimer-
kiksi R = 4.

Laskenta-alueen rajalle, r = R, asetetaan ehto, joka maaraé sekd herétteen,
ettéd toimii myos absorboivana reunana. Oletetaan, etta etaisyydelld r = R kor-
keamman asteen vasteet ovat ehtineet vaimentua pois, ja kokonaispotentiaali
muodostuu alkuperiisestd u,-suuntaisen vakiokentéan aiheuttavasta potentiaa-
lista sekd sekundéarisestd, kappaleen polarisoitumisen seurauksena syntyneen
dipolin potentiaalista. Kaavoista ja (4.101) voidaan kirjoittaa

O = e+ g = —E.rcosl + _r cos 6. (5.1)
drregr?

Kokonaispotentiaalin normaaliderivaatta pallopinnalla on

oo 0 0 ([ p
o o < E.rcosf + Treor? COSG)

= —F, cosf —

1
= - (QEJ cosf —
,

cosf — 3E.r cos 6’)

TeQr2

2
= —— (—Eer cos 0 +

" cos 9) — 3F,. cost (5.2)

Tegr2

Sijoittamalla takaisin sulkulausekkeen tilalle alkuperdinen kokonaispotentiaali

yhtélosté (5.1) saadaan rajapinnalla r = R potentiaalille ¢ differentiaaliyht&lo
99

2
n + }_%¢ = —3E, cos, (5.3)

missé cosf = z/R.

Tama ehto voidaan syottaa CM:iin (Physics - Equation System - Boundary
Settings) sylinterikoordinaatiston muuttujien avulla lausuttuna muodossa

z

= (5.4)

1) 2
L 4 peZ ¢ = —3pek,
pean+peR¢ pe
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Ohjelma osaa antaa tilavuusintegraalina (Postprocessing - Subdomain Inte-
gration) z-suuntaisen dipolimomentin itseisarvon p,, josta normalisoitu pola-
risoituvuus a, saadaan kaavan (3.42) mukaisesti jakamalla ulkoisen kentén
itseisarvolla, tyhjion permittiivisyydella sekd puolipallon tilavuudella.

o — D=
= VEOEe'

(5.5)

Lasketaan vertailun vuoksi numeroesimerkkina luvussa 4.4 kasitelty kaksois-
puolipallo arvoilla €¢,; = 2 ja €, = 3. Mallinnetaan tilanne edelld kuvaillulla
tavalla, ja annetaan ohjelman muodostaa laskentahila. Tihennetdéan hilaa si-
ten, ettd lopullisessa hilassa on 168912 elementtia jolloin ratkaistavia tunte-
mattomia on 338197 kappaletta. Verrataan tulosta Matlabilla laskettuun mat-
riisiyhtélon tulokseen, jossa N = 6500. Saadaan

acy ~ 0,963822632562066
Q500 ~ 0,963824659284142

Nahdain, etta tulokset ovat viiden merkitsevan numeron tarkkuudella samat,
mika vahvistaa aiemman tuloksen

(s > 0,96382. (5.6)

5.2 Transversaalisen sahkokentian tapaus

Transversaalisessa tilanteessa ulkoinen kenttd ei ole enédéd z-akselin suhteen
pyorahdyssymmetrinen. u,-suuntaisen vakiokentdn aiheuttava potentiaali on
muotoa

¢ = —FE,rsinf cos .

Jos kappaleen geometria itsessddn on kuitenkin pyorahdyssymmetrinen, ter-
mi cos ¢ sdilyy sellaisenaan kaikissa potentiaalin kehitelmén termeissé, ja se
voidaan erottaa yhteiseksi tekijaksi. Potentiaalifunktio on siis muotoa

o(p, ¢, z) = u(p, z) cos p. (5.7)
Lahteettomassa alueessa potentiaalifunktion tulee toteuttaa yhtalo (3.7)
V- (Vo) =0.

Sylinterikoordinaatistossa

09 10¢ 0o
Ve = uﬂ@p +u¢p&p +u232
= up@ cos p — uwlu sin o + uz@ Cos (. (5.8)
Op p 0z
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Kuva 5.2: Py6rahdyssymmetrisen kappaleen mallintaminen onnistuu kaksiu-
lotteisesti my0s transversaalisen kentédn tapauksessa

Talloin

10 ou 1 € 0 ( Ou
V. (eVo) = >op (pea—p) cos ¢ + p (—;u) cos ¢ + 5 <6$) cosp. (5.9)

Yhtéloiden ja avulla voidaan kirjoittaa

0 ou € 0 ou

Néin ollaan saatu uusi yhtélo u(p, z):lle ja padsty eroon ¢-riippuvuudesta. Po-
tentiaalin ¢ sijasta ratkaistaankin nyt u:ta, jonka yhtalo voidaan antaa CM:iin
(Physics - Equation System - Subdomain Settings) muodossa

0 ou 0 ou €

Rajapintaehto laskenta-alueen reunalla on samankaltainen kuin aksiaalisessa
tapauksessa. Muodostetaan kokonaispotentiaali reunalla » = R jalleen ulkoisen
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kentédn aiheuttavan potentiaalin seké polarisaatiosta syntyneen dipolin poten-
tiaalien summana. Kaavoista (4.42)) ja (4.106)) saadaan

¢ = ¢+ g = —FE.rsinfcosp + P sinfcos ©. (5.12)
4rregr?
Talloin wu:lle pétee
U= e + g = —Ersinf + ——sin. (5.13)
TEQT

Muodostetaan u:n normaaliderivaatta pallopinnalla.

ou Ou 0 P
— =—=—|—FE.rsinf ind
on Or Or ( SO Amegr? S )

= 1 <2E€r sinf — sinf — 3E,r sin 9>
”

Tegr2
2 ) P . .
=—— | —E.rsinf + sinf | — 3E,sin6. (5.14)
r 4rregr?

Sijoittamalla takaisin u yhtalosta (5.13) saadaan wu:lle laskenta-alueen rajalla,
r = R, differentiaaliyht&lo

— + —u= —3FE,.siné, (5.15)
n
missé sinf = p/R.
Ehto voidaan syottdda CM:iin (Physics - Equation System - Boundary Settings)

muodossa

0 2 2
pea—z + pepu = —3%EE€. (5.16)

Lopullista normalisoitua polarisoituvuutta ei cos ¢-riippuvuuden vuoksi kui-

tenkaan saada suoraan ohjelmasta polarisoituvuutta integroimalla. u,-suuntainen

normalisoitu polarisoituvuus saadaan lausekkeesta

U, -p
n=———, 5.17
A E()‘/E1e ( )

missé kokonaisdipolimomentti p saadaan integroimalla dipolitiheytta P |7]

P /dev _ /eo@ _DEdV. (5.18)
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Sijoittamalla polarisoituvuuden lausekkeeseen kokonaisdipolimonentti p
integraalimuodossa yhtalosta (5.18) voidaan kirjoittaa

1
gy = /uw-EdV
1%

VE,
€ — 1
= T - — d
o [ w v
€ — 1
-~ VE /Vux -V (u(p, z) cos p)dV
1—e, ou 1 ou

= VE. /Vuz . (“”a_p Cos p — uq,;usingp +uza oS 90) av

1—e€ 0 1 .
= VEi /v (a—z cos? ¢ —l—;u sin? go) pdpdpdz

(1l —e) / Ou
- VE. /s (aﬂp " u) oz

(1l —¢.)

5 [ By dpa: (5.19)

Tarvittava pintaintegraali

/ (u— E,p)dpdz
s
on laskettavissa CM:ll4.

Lasketaan myos kaksoispuolipallon (e, = 2, €, = 3) normalisoitu transver-
saalinen polarisoituvuus numeerisesti edelld kuvailtuun tapaan. Kéytetaén las-
kentahilaa, jossa on 168912 elementtii, jolloin tuntemattomia on 338197 kap-
paletta. Tosin téssé paloittain homogeenisessa tapauksessa integraali (5.19) on
laskettava paloittain muodossa

™

= [(1 ) /51 (1= E,p) dpdz +(1 — ) /52 (u—E,p) dpdz] |

Verrataan saatua tulosta matriisiyhtalostd laskettuun tulokseen, jossa N =
6500. Saadaan

acym ~ 0,988622051085879
500 ~ 0,988623575539272.
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Téassédkin tapauksessa tulokset tdsméavat viiden merkitsevin numeron tark-
kuudella, eli jo aiemminkin saatu tulos

oy, ~ 0,98862

nayttaisi patevan.
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6 Puolipallon polarisoituvuus

6.1 Dielektrinen puolipallo

Valitsemalla kaksoispuolipallolle €, = 1 jaa jéljelle tyhjiossa sijaitseva homo-
geeninen dielektrinen puolipallo. Kuten pallonkin, my&s puolipallon normalisoi-
tu polarisoituvuus riippuu vain yhdestad parametrista, sen permittiivisyydesté

€r1-

Kuva 6.1: Kaksoispuolipallon erikoistapauksena saadaan pelkkd puolipallo

6.1.1 Aksiaalinen polarisoituvuus

Puolipallon aksiaaliselle polarisoituvuudelle patee yhtélo (4.104). Normalisoi-
tua polarisoituvuutta laskettaessa on kuitenkin huomioitava, ettd puolipallon
tilavuus, V = %7‘(‘&3, on vain puolet pallon tilavuudesta. Kaava (4.105)) taytyy-
kin nyt kirjoittaa muodossa

By

E.a3’

(6.1)

aZ'I’L
missd kerroinvektori B on ratkaistu matriisiyhtélosta (4.32).

Lasketaan myos vertailutuloksia Comsol Multiphysics:n avulla. CM:1l& tehty
geometrian mallinnus voidaan tallentaa M-file -muodossa, jolloin se on muokat-
tavissa Matlab—ohjelman editorilla. Téall6in on mahdollista siséllyttda koodiin
esimerkiksi for—silmukoita, miké mahdollistaa polarisoituvuuden laskennan, ja
tdmén kuvaajan piirtdmisen, suhteellisen permittiivisyyden funktiona. Muo-
kattu M-file ajetaan Comsol Script —ohjelmalla.

Kuvassa [6.2 on esitetty puolipallon normalisoitu aksiaalinen polarisoituvuus
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€.:n funktiona, ¢, > 0, kun N = 200, sekd CM:1la laskettu vertailutulos, jossa
tuntemattomien maira on 453477 . Kuvassal6.3/on naiden kahden menetelmén
valinen suhteellinen virhe

_ |04200 - OéCM|

’Oézoo|

Huonoimmillaankin tulokset yhtyvét viiden merkitsevan numeron tarkkuudel-
la.

6.1.2 Transversaalinen polarisoituvuus

Kaava (5.17) antaa puolipallon transversaalisen polarisoituvuuden. Normali-
soituna transversaalinen polarisoituvuus on muotoa

B,

=65 (6.2)

770

missé kerroinvektori B on ratkaistu matriisiyhtélosta (4.57).

Kuvassa [6.4 on esitetty puolipallon normalisoitu transversaalinen polarisoi-
tuvuus suhteellisen permitiivisyyden funktiona, kun N = 200. Vertailutulok-
sena on CM:ll4 laskettu normalisoitu transversaalinen polarisoituvuus, kun
tuntemattomia on 443489. Kuvassa 6.5 on esitetty matriisiyhtalostéa saadun ja
CM:1la lasketun tuloksen vélinen suhteellinen virhe. Tulokset nayttéavat tés-
méavian vieldkin paremmin kuin aksiaalisessa tapauksessa.
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10 20 30 40 50

Kuva 6.2: Puolipallon normalisoitu aksiaalinen polarisoituvuus suhteellisen
permittiivisyyden funktiona

10 20 30 40 50

Kuva 6.3: Eri menetelmilla laskettujen polarisoituvuuksien c, suhteellinen
virhe suhteellisen permittiivisyyden funktiona
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0 10 20 30 40 50

Kuva 6.4: Puolipallon normalisoitu transversaalinen polarisoituvuus suhteelli-
sen permittiivisyyden funktiona

Kuva 6.5: Eri menetelmilld laskettujen polarisoituvuuksien ay, suhteellinen
virhe suhteellisen permittiivisyyden funktiona
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6.2 Vertailu homogeeniseen palloon

Vertaillaan vield puolipallon polarisoituvuutta kokonaisen pallon tapaukseen.
Pallon normalisoitu polarisoituvuus on laskettavissa analyyttisesti kaavasta
(3.42). Kuvassa 6.6 on esitetty puolipallon a,,:n ja a,:n sekd kokonaisen pal-
lon normalisoidun polarisoituvuuden c,, kuvaajat €,:n funktiona, kun €, > 0.
Kuvassa 6.7 samat polarisoituvuudet on esitetty puolilogaritmisella asteikolla.

Huomataan, ettd ay, saa suurempia, kun taas o, pienempié arvoja kuin ko-
konainen pallo. Jos kuitenkin puolipallo otetaan kokonaisuutena huomioon, ja
lasketaan sen keskiméarainen polarisoituvuus kolmen ortogonaalisen suunnan
polarisoituvuuksien keskiarvona, saadaan

Qzp + 2atn

av — 6.3
0, = 22t ©3)

Kuvasta [6.8 ndhdaan, ettd keskiméédrainen polarisoituvuus on suurempi kuin
pallon, kun ¢, > 1, ja vastaavasti pienempi, kun 0 < ¢, < 1. Itseisarvoltaan
puolipallon polarisoituvuus on aina suurempi.

Kuva 6.6: Puolipallon normalisoitu aksiaalinen ja transversaalinen polarisoitu-
vuus sekd homogeenisen pallon normalisoitu polarisoituvuus suhteellisen per-
mittiivisyyden funktiona
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Kuva 6.7: a.p, au, ja oy, €. funktiona puolilogaritmisella asteikolla

Kuva 6.8: Puolipallon keskiméarainen normalisoitu polarisoituvuus verrattuna
pallon polarisoituvuuteen €,:n funktiona
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6.3 Ideaalijohdepallon polarisoituvuus

Esimerkiksi kuvasta 6.7 voidaan havaita, ettd suhteellisen permittiivisyyden
kasvaessa a,, ja oy, nayttiisivat lahestyvan jotain ddrellistd raja-arvoa. Té-
mé raja-arvo vastaa ideaalijohtavan (PEC) puolipallon polaroituvuutta, silla

esimerkiksi véliaineyhtalosta
D =¢E

nahdaan, etta sahkévuontiheyden D pysymiseksi aarellisena permittiivisyyden
kasvaessa adrettomaéksi kappaleen sisdisen sihkokentén on havittavi, kuten ide-
aalijohteessa tapahtuu.

Esimerkiksi johdepallon normalisoiduksi polarisoituvuudeksi saadaan kaavan

(3.42) raja-arvona

€ —

3. (6.4)

AUpnPEC — lim 3 =
p =00 €, 4 2

Laskettaessa puolipallon polarisoituvuutta tietokoneella, ei suhteelliselle per-
mittiivisyydelle voi antaa ddretontd arvoa. Ideaalijohdepuolipallon polarisoi-
tuvuuteen paastddn kuitenkin késiksi muokkaamalla yhtaloryhmia (4.31) ja

(4.56).

Kuva 6.9: Ideaalijohdepuolipallo
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6.3.1 Aksiaalinen polarisoituvuus

Puolipallon aksiaalisen polarisoituvuuden laskemiseksi on ratkaistava lineaari-
nen yhtaloryhmaé, eli jokaisella k:n arvolla on toteuduttava yhtalo (4.31)

Z Ba~("+?) [ms(n + 1) + ke + (=1)" ™ (n+ 1) + (=1)" ke U

n=0
= Ee [nkkerl — TNk + (—1)1+kk€7~2 - (—1)1+k] Ul,k'
(6.5)
missa
1,  k parillinen
e = { ELT, k pariton, (6.6)

ja
1
Ui = [ Pu€)POE,
0
jotka voidaan laskea analyyttisesti kaavalla (4.84).

Jos halutaan ratkaista kertoimet B, tyhjiosséd sijaitsevalle ideaalijohtavalle
puolipallolle, on tehtédvé raja-arvotarkastelu €, = 1, €,; — oo, eli

1, k parillinen
e = { ] P (6.7)

- — 0, k pariton

Huomataan, ettd tarkastelu on tehtéva erikseen parillisille sekd parittomille
k:n arvoille, seka arvolle & = 0.

Jos k =0, niin ny = 1, ja Py(§) = 1. Talloin yhtédlon (6.5) vasemmalla puolel-
la integraali U, on parittomilla n:n arvoilla 0, ja vastaavasti yhtalon oikean
puolen hakasulkulauseke hévidé kaikilla n:n arvoilla. Saadaan

> Bua " [2(n+ 1) /0 P,(&)d¢ = 0. (6.8)

n=0,24,...

Jos k=1,3,5,..., niin ¢, — 00, ja N = i — (0. Talloin yhtalo (6.5) voidaan
kirjoittaa muodossa

ZBna_(TH-?) [k’ + (_1)n+k(n +1)+ (_1)n+kk,} Un i
n=0

= E, [2k — 1)Uy (6.9)

Jos k=2,4,6,..., niin g, = 1 ja e, — oo. Yhtalo on muotoa

> Bua™ ") [key| Uy = Ee [ker) Up g, (6.10)

n=0
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eli sievenee lopulta muotoon

> Bua U, = EUn. (6.11)
n=0

Kun N = 6500, ratkaisemalla B,, kaavoista (6.8]) (6.9) ja (6.11]), saadaan ide-
aalijohtavan puolipallon normalisoiduksi aksiaaliseksi polarisoituvuudeksi kaa-

valla (4.105)
npEC A 2,1894. (6.12)

6.3.2 Transversaalinen polarisoituvuus

Transversaalisessa tapauksessa yhtéalot ovat muotoa (4.56

> Buam ") [(n+ 1) + meker + (1) (n 4+ 1) + (=1)" ke | U

n=1
= E, [neker — mp + (=1)"Fkey — (—1)'1H] UL,
(6.13)
missa
1, k pariton
= { &, k parillinen, (6.14)
ja integraalit

1
U= [ RHOPH©®
0
ovat laskettavissa kaavalla (4.86).

Ideaalijohtavan puolipallon tapauksessa ¢; — oo ja €5 = 1, joten

1, k pariton
e = { b (6.15)

é — 0, k parillinen

Nyt on tarkasteltava erikseen vain parittomat ja parilliset k:n arvot.

Jos k= 1,3,5,..., niin n; = 1, ja ¢ — oo. Téll6in yhtédlo (6.13) voidaan
kirjoittaa muodossa

> Bua ") [kei| Uy ), = E [kei) U}, (6.16)

n=1

miks sievenee muotoon

> Bua "PUL, = EUL,. (6.17)
n=1
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Jos k = 2,4,6,..., niin ¢, — o0, jan; = i — 0. Téalloin yhtdlo (6.13) on
muotoa

> Bua " [k + (1) F(n+ 1) + (1) Uy, = EUY,. (6.18)
n=0

Kun N = 6500, ratkaisemalla B, kaavoista (6.17) ja (6.18) saadaan ideaa-
lijohtavan puolipallon normalisoiduksi transversaaliseksi polarisoituvuudeksi

kaavalla (4.109))

OnPEC =~ 4,4303 (619)

Johdepuolipallon keskiméarainen normalisoitu polarisoituvuus on tallin

zZn 2 mn
Qapmc = — PECZ UnPEC 36833, (6.20)

6.4 Magneettijohdepuolipallon polarisoituvuus

Erikoistapauksessa ¢ = 0 kappale toimii ideaalisena magneettisena johteena
(PMC). Kaavasta (3.42) magneettijohdepallon normalisoiduksi polarisoituvuu-
deksi saadaan

3

OpnPMC = _5 (621)

Puolipallon tapauksessa yhtaloistd (4.14) ja (4.55) huomataan, ettei arvoa
€,1 = 0 kuitenkaan voida suoraan sijoittaa yhtdloihin, vaan jouduttaisiin for-
muloimaan uudet yhtélot. Kuitenkin, kuten kaksoispuolipallon yhteydessé on
huomattiin, pallo voidaan kd&ntdd ympari polarisoituvuuden arvon muuttu-
matta (kuval6.10)). T&ll6in magneettijohdepuolipallon polarisoituvuus voidaan
laskea arvoilla ¢, = 1 ja €0 = 0.

Saadaan
Qanprc & —2,2152 (6.22)
Qnprc ~ —1,3685 (6.23)
NgyPMC ~ —1,6508 (624>

6.5 Approksimaatiokaava puolipallon polarisoituvuudel-
le

Matriisiyhtaloiden avulla on voitu ratkaista puolipallon polarisoituvuus ja piir-
tda sen kuvaajat suhteellisen permittiivisyyden funktiona. Yhtéaloiden ratkai-
su jokaisella €,:n arvolla erikseen on kuitenkin hidasta, joten yritetdén sovit-
taa laskettuihin tuloksiin likiarvokaava, josta polarisoituvuus voidaan laskea



6 PUOLIPALLON POLARISOITUVUUS 20

Kuva 6.10: Puolipallon kdantdminen ympéri ei vaikuta sen polarisoituvuuteen

nopeasti kohtuullisella tarkkuudella, kun €, > 0. Sovitus haetaan Matlabilla
nlinfit—funktion avulla.
6.5.1 Aksiaalinen polarisoituvuus

Haetaan puolipallon normalisoidulle aksiaaliselle polarisoituvuudelle, a.,:lle,
likiarvokaavaa ns. Padé-approksimaationa, eli muodossa

P(e,)
() ~ , 6.25
(€r) o) (6.25)
missd P(e,) ja Q(e,) ovat N-asteisia polynomeja
N N
P(e,) = anef ja Q&) = anef. (6.26)
n=0 n=0

Kertoimet p, ja g, voidaan ratkaista sovittamalla kaava aiemmin matriisiyh-
talon avulla ratkaistuihin arvoihin Matlabin avulla. Sovituksen halutaan toi-
mivan positiivisille permittiivisyyden arvoille, eli ¢, > 0. Huomataan, etta
4-asteiset polynomit antavat riittdvan tarkan approksimaation. Téll6in

0(6) ~ Pacy + P3€ + pac; + prer + po
o Quet + @36 + e+ qe, +qo

(6.27)

Sovitettavien kerrointen maéraa voidaan vahentdd kiinnittamaélla kaavan an-
tamaan ennalta mé#rdtyt arvot permittiivisyyden arvoilla €, = 0 (PMC) ja
e, — oo (PEC). Vastaavat polarisoituvuudet ovat ag ~ —2,21515 ja ay &
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2,18938. Kaavasta (6.27) nahd&éan, etta

Do
g = —
qo0
P4
Oy = —
44

Voidaan valita gy = ps = 1, jolloin kaava (6.27) voidaan kirjoittaa

€, + p3€; + paey + prer +ag
el + @36 + gl + quer +1
Qoo (€r + p3€p + pa€l + pre, + ap)
B 6? + Oéooq367?~) + OéooQ2€72~ + Acqr€r + O

a,(€) =~

Lisdksi on oltava ., (1) = 0, jolloin voidaan esimerkiksi maaraté
p1=—(ps +p2+ao+1).
T#lléin polynomilla P(e,) on tekiji €, — 1, ja voidaan kirjoittaa

oo (€r — D)[€2 + (ps + 1)e2 + (p2 + p3s + 1)er — )

azn<€r> ~
6% + O‘ooQ3€§ =+ O‘ooQZG% + Ao(q1€r + Qo

3 2

€, + as€; + a6, —
4 3 2 , 620
€r + b€ + boe? + bre, + oo

= Qool€r — 1)

Kertoimiksi saadaan
g ~ —2,21515

Qoo = 2,18938
al ~ 6,45198
a2 ~ 4,91591
bl ~ 9,48877
b2 ~ 12,8989
b3 ~ 6,35053.

51

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)

Sijoittamalla kertoimet (6.33) likiarvokaava (6.32) voidaan kirjoittaa muodossa

¢ +4,91591¢2 + 6,45198¢, + 2, 21515

anle,) &~ 2,18938(e, — 1)

et + 6,35053€3 4 12,8989¢2 + 9, 48877¢, + 2,18938°

(6.34)

Kuvassal6.11 on esitetty matriisiyhtélosta ja approksimaatiokaavasta laskettu-
jen normalisoitujen aksiaalisten polarisoituvuuksien vélinen suhteellinen virhe

puolilogatritmiselld asteikolla, kun matriisiyhtédlossa N = 200.
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6.5.2 Transversaalinen polarisoituvuus

Vastaavasti puolipallon normalisoidulle transversaaliselle polarisoituvuudelle,
ayn:lle, voidaan sovittaa vastaavanlainen approksimaatioyhtalo, joka on muo-
toa

6? + agef + a6, —
€2+ b3ed + bae2 + bie, + oo

e > 0. (6.35)

Qg R Qoo (€, — 1)

Kertoimiksi saadaan
g ~ —1,36853

vy A 4,43030

al ~ 4,51906

a2 = 4,05220 (6.36)
bl ~ 16,5759

b2 ~ 18,7410

b3 ~ 7,71930.

Sijoittamalla kertoimet likiarvokaava (6.35) voidaan kirjoittaa muodossa

€ + 4,05220€2 + 4, 51906¢, + 1,36853

¢t 4+ 7,71930€3 + 18, 74102 + 16, 5759¢, + 4, 43030
(6.37)

aum(€) ~ 4,43030(e, — 1)

Kuvassa|6.12 on esitetty matriisiyhtélosta ja approksimaatiokaavasta laskettu-
jen normalisoitujen transversaalisten polarisoituvuuksien vélinen suhteellinen
virhe puolilogatritmiselld asteikolla, kun matriisiyhtalossa N = 200.
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Kuva 6.11: Matriisiyhtélon ja approksimaatiokaavan valinen suhteellinen virhe

aksiaalisen polarisoituvuuden tapauksessa
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Kuva 6.12: Matriisiyhtélon ja approksimaatiokaavan véalinen suhteellinen virhe

transversaalisen polarisoituvuuden tapauksessa
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7 Negatiivinen permittiivisyys

7.1 Negatiivisen permittiivisyyden edellytykset

Laajennetaan analyysid kattamaan myos negatiiviset permittiivisyyden arvot.
Talloin tosin ollaan ristiriitaisessa tilanteessa, silla téysin staattisten kenttien
tapauksessa fysikaaliset permittiivisyyden arvot ovat aina € > ¢,. Todellisuu-
dessa permittiivisyys saattaa riippua hyvinkin voimakkaasti taajuudesta, jol-
loin eritaajuiset kenttdkomponentit kokevat viliaineen eri tavalla. llmicta kut-
sutaan dispersioksi |7, 9]. Esimerkiksi ionisoituneen kaasun, plasman, tapauk-
sessa voidaan permittiivisyydelle kirjoittaa [16]

w2
cw)=¢ |1 - —L2— 7.1

@=alt- 5] Ty
missé w, on plasmataajuus, ja v térmdystaajuus. Hyvin korkeilla taajuuksil-
la w >> v plasma on hyva eriste, ja suhteellista permittiivisyyttd voidaan
approksimoida reaalisella mallilla

er(w)~1— -2 (7.2)
Talloin pétee €, < 1.

Jos viliaineen permittiivisyys on kompleksinen, aine on héaviollista. Valiaineen
vaimennuskerroin on verrannollinen permittiivisyyden imaginaériosaan. Todel-
lisen, fysikaalisen véliaineen tulee olla kausaalinen, jolloin sen permittivisyyden
reaali- ja imaginéddriosat riippuvat toisistaan Kramers-Kronig —relaatioiden va-
lityksella [9]

R{e, (W)} =1+ %P/Oo de' (7.3)
S{er(w)} = —%P / ) m{ﬁ;ﬁ“fi_ Yo, (7.4)

missd P tarkoittaa Cauchyn pddarvoa.

Oletetaan, etté jollain taajuudella w puolipallon permittiivisyys voisi olla ne-
gatiivinen ja reaalinen. Télloin puolipallon tulee olla aallonpituuteen nahden
pieni, jotta sdhkostatiikan avulla johdetut yhtalot patisivat. Kuvissa[7.1]ja7.2]
on laskettu puolipallon normalisoitu aksiaalinen ja transversaalinen polarisoi-
tuvuus suhteellisen permittiivisyyden ¢, funktiona, kun ¢, < 0. Huomataan,
ettd molemmissa kuvaajissa on (€, = —1):n ympéristossa lukuisia singulaari-
suuksia. Perehdytdan seuraavassa tarkemmin néihin singulaarisuuksiin.
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Kuva 7.1: Normalisoitu aksiaalinen polarisoituvuus €,:n funktiona puoliloga-
ritmiselld asteikolla, kun €, < 0, N = 200
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Kuva 7.2: Normalisoitu transversaalinen polarisoituvuus €,:n funktiona puoli-
logaritmiselld asteikolla, kun €, < 0, N = 200
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7.2 Potentiaalin singulaarisuus ja staattiset resonanssit

Jos oletetaan, ettd kappaleen suhteellinen permittiivisyys voi olla negatiivinen,
saadaan esille my6s niin sanottuja sihkdstaattisia resonansseja |17, 18], joiden
kohdalla kentét ja potentiaalit ovat singulaarisia, eli kappaleen vaste saa aé-
rettoméan arvon. Numeeriset laskut néiden resonanssien alueella ovat todella
epastabiileja. Artikkelissa [17] sdhkostaattisia resonansseja tutkitaan kaksiu-
lotteisessa tapauksessa. Artikkelissa [18] johdetaan integraaliyhtélo kyseisia
resonansseja vastaavien permittiivisyyksien laskentaan. Kyseisen integraalin
lasketaan ei kuitenkaan paneuduta tdmén diplomityon puitteissa.

Kappaleen muoto ma#rad, milla taajuuksilla, ja néitd vastaavilla permittii-
visyyden arvoilla, staattiset resonanssit esiintyvéit. Voidaan ajatella, ettd puo-
lipallon teravat nurkat ja tasainen pohja voisivat vaikuttaa resonansseihin, sillé
ne rikkovat pallosymmetrian, minké jo aiemmin todettiin johtavan Legendren
funktioiden epéortogonaalisuuteen, eikd potentiaalille télldin saatu puhtaan
analyyttistd ratkaisua. Kokonaisella homogeenisella pallolla on sen sijaan vain
yksi resonanssi. Kuten kaavasta (3.42) ndhdaéan, polarisoituvuus on singulaa-
rinen, kun €, = —2.

Lasketaan puolipallon polarisoituvuudet tarkemmin pienillé negatiivisilla per-
mittiivisyyden arvoilla. Huomataan, etté aksiaalisessa tapauksessa singulaari-
suudet rajoittuvat vilille —3 < ¢, < 0, ja transversaalisessa tapauksessa jota
kuinkin vilille —4 < ¢, < 0. Ratkaisujen suppeneminen on kuitenkin todella
huonoa, ja kuten kuvista[7.3 ja 7.4/ huomataan, tuloksissa nikyy voimakasta
oskillointia parillisten ja parittomien N:n arvojen valilla. Kuvissa (7.5 ja [7.6]
on laskettu vertailutulokset CM:1l4, kun tuntemattomien méaéaré molemmissa
tapauksissa on 221597. Nahd&dn, ettd myos CM:n tulos osoittaa polarisoitu-
vuuksien singulaarisen kaytoksen kyseiseisilla alueilla. Kuvaajien arvot eivét
kuitenkaan osu yksiin, miké kertoo laskennallisista vaikeuksista kyseisten sin-
gulaarisuuksien vuoksi.

Kuvissa 7.7, jal7.9/on esitetty aksiaalisen polarisoituvuuden ratkaisun sup-
penemista /N:n funktiona eri €,.:n arvoilla. Huomataan, ettd ongelma-alueella
olevalla arvolla, €, = —2, ratkaisu ei ndyta suppenevan ollenkaan. Vastaava
kiytos voidaan havaita myoOs transversaalisessa tapauksessa.

Tutkitaan seuraavassa analyyttisesti terdavian kulman ja siledn tason vaikutusta
potentiaalifunktion singulaarisuuteen.
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Kuva 7.3: Normalisoitu aksiaalinen polarisoituvuus, singulaarisuuksia negatii-
visilla €,:n arvoilla
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Kuva 7.4: Normalisoitu transversaalinen polarisoituvuus



7 NEGATIIVINEN PERMITTIIVISYYS

30

20

101

zn

_10 L

-30

-4

-3.5

-25

-2

-1.5

o8

Kuva 7.5: Normalisoitu aksiaalinen polarisoituvuus, vertailuna CM:114 laskettu

polarisoituvuus
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Kuva 7.6: Normalisoitu transversaalinen polarisoituvuus, vertailuna CM:11a
laskettu polarisoituvuus
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Kuva 7.7: Aksiaalinen polarisoituvuus: ratkaisun suppeneminen, €, = 0
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Kuva 7.8: Aksiaalinen polarisoituvuus: ratkaisun suppeneminen, €, = —2
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Kuva 7.9: Aksiaalinen polarisoituvuus: ratkaisun suppeneminen, €, = —5

7.2.1 Suorakulmaisen kiilan aiheuttama singulaarisuus

Jos kahden dielektrisen véliaineen rajapinta on kiilamainen, on tunnettua, etta
sahkokentté kiilan kéirjessd on mahdollisesti singulaarinen [19, 20]. Puolipallon
tapauksessa pallon ja ympardivan valiaineen vélille muodostuu paikallisesti 90°
kulma. Tilanne on pyorahdyssymmetrinen, ja puolipallon kehédn kaarevuusséide
pallon nurkkaan ndhden on suuri, joten sitd voidaan analysoida kaksiulottei-
sesti artikkelien [19] ja [20] tapaan.

Asetetaan 90° kiila polaarikoordinaatistoon symmetrisesti kulman ¢ = 0 suh-
teen. Télloin rajapinta sijaitsee kulmassa ¢o = +7%. Ulkoisen sdhkokentén
orientaation perusteella voidaan muodostaa kaksi ortogonaalista tilannetta,
jotka voidaan tarkastella erikseen. Yleinen kentta on lineaarikombinaatio néis-
td kahdesta kenttdkomponentista.

Symmetrinen tilanne

Symmetrisessd tilanteessa potentiaalifunktio on symmetrinen tason ¢ = 0 suh-
teen. Talloin taso ¢ = 0 toteuttaa magneettijohteen rajapintachdon, eli sih-
kokenttéd on tason suuntainen.
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Kuva 7.10: Symmetrinen tilanne. Taso ¢ = 0 voidaan ajatella korvattavan
mangeettijohdetasolla

Potentiaalifunktio voidaan kirjoittaa [20]

61 = Apf cos(tp), —T<e<g (7.5)
62 = Byf coslt(n — )], T<esT o

ja vastaavat sdhkokentéan lausekkeet ovat
E; = —V¢, = —u,Atp' " cos(ty) + u,Ap''tsin(ty) (7.7)

Ey; = —Vy = —u,Btp' ! coslt(m — )] — u,Bp' 'tsinft(r — )]

Rajapinnalla ¢ = o = 7§ tdytyy sahkokentén tangentiaalikomponentin seka
sdhkovuontiheyden normaalikomponentin olla jatkuvia. Soveltamalla sdhko-
kentdn tangentiaalikomponentin jatkuvuusehtoa yhtéloihin (7.7) ja (7.8) voi-
daan kirjoittaa

u, - Ei(po) = u, - Ex(),

mista seuraa

3
— Atp"! cos <t%) = —Btp'!cos (tf) : (7.9)

Merkitdén a = t7, jolloin
A cosa = B cos 3a. (7.10)

B:lle saadaan

(7.11)
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Vastaavasti, sihkovuontiheyden, D = €E, normaalikomponentin jatkuvuuden,

€rUy - El(‘:DO) = Uy - EQ(SOO)a

perusteella saadaan

3
e, Ap' 1t sin <t%) = —Bp'~'tsin <t£> (7.12)
Jélleen, merkitsemélld o = 7 voidaan kirjoittaa
e, Asina = —Bsin 3a. (7.13)

Sijoittamalla B yhtélosta (7.11) ja jakamalla A sin a:lla saadaan

cos «¢ sin 3a

€ = — -
cos 3a sin
Cos v sina(4cos?a — 1)
cos a1 — 4sin® ) sin a

42 (1 + cos 2a)] — 1
11— 4[2(1 — cos 2av)]

1 —2—2cos2a
- 1—242cos2a
14 2cos2a
- 7.14
1 —2cos2a ( )
Talloin ] ]
€ —
200 = — . 7.15
S PR | (7.15)
Kirjoittamalla takaisin auki a =t saadaan parametrille ¢ yht&lo
s le, —1
t—) S —— 7.16
o8 ( 2) " 26 +1 (7.16)

Néhdéan, etta ¢ riippuu suhteellisesta permittiivisyydesté, ja silld on daretén
madara ratkaisuja. Fysikaaliset ratkaisut kuitenkin edellyttéavit, ettd t > 0. Rat-
kaiseva arvo on pienin mahdollinen positiivinen ¢:n arvo, joka voidaan lausua
arkuskosinin paahaaran avulla

2 le, —1
t=— = . 7.17
— arccos (2@—1—1) (7.17)

Potentiaalifunktion etiisyysriippuvuus kulmasta on muotoa p’, mutta sihko-
kentin muotoa p'~!. Tilldin, jos ¢+ < 1, sidhkdkenttd on singulaarinen. Jos
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suhteelliselle permittiivisyydelle sallitaan negatiivisia arvoja, seuraa ongelmia
my0s potentiaalifunktiossa. Tama ndhdaan yhtalostéa . Reaalisilla kul-
milla kosini saa arvoja véliltd [-1,1], eli voidaan kirjoittaa

-1 <= <
T 26 +1

—2<

—26, —2<¢ —1<2,+2

1
< =3, r > ——.
€ < € 3

Jos =3 < ¢ < —%, parametri ¢ = a + jb on kompleksinen, jolloin myds
potentiaali ja sahkokentta ovat kompleksisia. Potentiaali kiilan sisélla on t&lloin
muotoa

1 = Ap*7" cos[(a + jb)]
= Ap”p""[cos(ap) cos(jbp) + sin(ayp) sin(jbyp)]
= Ap®e?®™P[cos(ap) cosh(by) — jsin(ay) sinh(by)]
= Ap®[cos(bln p) + jsin(bln p)][cos(ay) cosh(byp) — j sin(ayp) sinh(bg(o%],l&

eli lahelld nurkkaa, p = 0, kentta varahtelee ddrettomén nopeasti. Tama tekee
numeeriset laskut permittiivisyyden arvoilla —3 <'¢, < —% hyvin hankaliksi,
jollei taysin mahdottomiksi. Sama havainto on tehty artikkelissa [21].

Antisymmetrinen tilanne

Antisymmetrisessd tapauksessa potentiaalifunktio on antisymmetrinen tason
¢ = 0 suhteen. T&lloin vastaava sahkokenttd on kohtisuorassa tasoa vastaan,
ja taso toteuttaa ideaalijohteen ehdon.

Potentiaalifunktio on muotoa

o = Ap'sin(tp), —1Se<; (7.19)
62 = Byt snlt(r — ¢)) T<e< T (2

ja vastaavat sihkokentat ovat
E; = —V¢, = —u,Atp' 'sin(ty) — u,Ap' 't cos(ty) (7.21)

E; = —Vy = —u,Btp' 'sin[t(r — ¢)] + u,Bp' 'tcos[t(r — ¢)]  (7.22)
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p=0 = |

Kuva 7.11: Antisymmetrinen tilanne. Taso ¢ = 0 voidaan ajatella korvattavan
ideaalijohdetasolla

Merkitadn jalleen a = tpy = t7. Séhkokentan tangentiaalikomponentin jatku-
vuusehdosta,

u, - Ei(p0) =1, - Ex(p0),

saadaan
Asina = Bsin 3a. (7.23)
B:lle saadaan .
sin av
B=A ) 7.24
sin 3« ( >

Vastaavasti sihkévuontiheyden normaalikomponentin jatkuvuusehdon,

e, - Ei(p0) = u, - Ec(0),

perusteella voidaan kirjoittaa

— e, Acosa = B cos 3a. (7.25)
Talloin
B sin o cos 3«
sin 3o cos «
1 —2cos2a
e —— 7.26
1+ 2cos2a ( )
ja
T le, —1
%0 — (t—) _ &= 7.97
cos 2a = cos (t5 e i1 (7.27)
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Merkittavin ¢:n arvo voidaan ratkaista yhtalosta

2 le, —1
t = = arccos <——ET ) : (7.28)

T 2¢,+1

Kuten symmetrisessdkin tapauksessa, jos —3 < ¢, < —%, parametri ¢ on
kompleksinen.

7.2.2 Tasaisen pinnan aiheuttama singularisuus

Myos tasainen pinta, tdssa tapauksessa puolipallon pohja, saattaa aiheuttaa
ongelmia erikoistapauksessa €, = —1. Analysoidaan tasoa kiilana, jossa raja-
pinnan kulma ¢y = £7. Téllaisen kulman voidaan ajatella sijaitsevan tason
jokaisessa pisteessé.

Symmetrinen tilanne

€0 €€ €0 €r€p
E o E a
_______ j______ (p = 0 :> ()0 = O
PMC

Kuva 7.12: Symmetrinen tilanne

Kirjoitetaan potentiaalifunktio muodossa

¢1 = Ap'cos(ty), —g <p< g (7.29)
¢y = Bp' cos[t(m — ¢)], g <p< 37%, (7.30)

ja vastaavat sihkokentéan lausekkeet ovat
E; = —V¢, = —u,Atp' ' cos(ty) + u,Ap' 't sin(ty) (7.31)

Ey = —V¢y = —u,Btp' ' cos[t(m — )] — u,Bp' 'tsinft(r — )] (7.32)
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Soveltamalla sidhkokentén tangentiaalikomponentin jatkuvuusehtoa,

u, - Ei (o) = u, - Ex(g0),
yhtaloihin ja (7.32) saadaan

A cos (tg) = Bcos (tg) : (7.33)

Toisaalta, sahkovuontiheyden normaalikomponentin jatkuvuusehdon,

€rly - E1(po) = U, - E.(o),

perusteella saadaan

e, Asin <tg> = —Bsin <tg> . (7.34)

Huomataan, etteivit yhtélot (7.33) ja (7.34), mielivaltaisilla €,.:n ja ¢:n arvoil-
la, voi olla yhta aikaa voimassa. Pienin mahdollinen ¢:n arvo, joka toteuttaa
rajapintachdot on ¢ = 1. Télléin cos(t]) = 0, ja jda jiljelle vain yhtélo (7.34).
Saadaan

a--5 (7.35)
67"
Erikoistapauksessa €, = —1 molemmat yhtaldistd (7.33) ja (7.34) voivat kui-
tenkin toteutua. Téalloin ¢ voi tdméan analyysin perusteella saada minké tahan-
sa arvon. Numeerisissa laskuissa ilmenee potentiaalin kuvaajissa puolipallon
tasaisella pinnalla voimakasta vardhtelya paikan suhteen.

Antisymmetrinen tilanne

Potentiaalifunktio on muotoa

¢ = Ap'sin(ty), —g <p< g (7.36)
¢y = Bp'sin[t(m — ¢)], g Se< 357 (7.37)

ja vastaavat sihkokentat ovat
E; = —V¢, = —u,Atp" 'sin(ty) — u,Ap' 't cos(ty) (7.38)

E; = —Vy = —u,Btp' 'sin[t(r — ¢)] + u,Bp' 'tcos[t(r — ¢)]  (7.39)

Soveltamalla séhkdkentén tangentiaalikomponentin jatkuvuusehtoa,

u, - Ei(po) = u, - Ex(),
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Kuva 7.13: Antisymmetrinen tilanne
yhtaloihin (7.38) ja (7.39) saadaan
Asin <tz) = Bsin (tz> : (7.40)
2 2
Sahkovuontiheyden normaalikomponentin jatkuvuusehto,
euy, - Ei(wo) = u, - Ec(¢o),
johtaa yhtaloon
— €. Acos <tg> = Bcos (tg) . (7.41)

Tassakadn tapauksessa yhtalot (7.40) ja (7.41) eivat yleisessa tapauksessa voi
toteutua yhtdaikaisesti. Jos ¢ = 1, vain yhtalo (7.40) jaa jiljelle, ja saadaan
A=B.

Erikoistapauksessa ¢, = —1 yhtdlot kuitenkin voivat toteutua milla tahan-
sa parametrin ¢ arvolla.

7.3 Vertailu ellipsoidiin

Yhtalot (7.16) ja (7.27) ennustavat potentiaalin singulaarisen kéytoksen suh-
teellisen permittiivisyyden arvoilla —3 < ¢, < —% seka aksiaalisessa, etta trans-
versaalisessa tapauksessa. Kuvasta|7.4/kuitenkin huomataan, ettd transversaa-
lisen polarisoituvuuden tapauksessa yksi resonansseista sijaitsee tuon valin ul-
kopuolella, melko tarkasti kohdassa €, = —4. Kuvassa|7.14/on laskettu tarkem-
min transversaalista polarisoituvuutta permittiivisyyden ¢, = —4 laheisyydes-
sd. Huomataan, ettd kyseinen resonanssi on saatu paikallistettua kahden mer-
kisevan numeron tarkkuudella.
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Kuva 7.14: Normalisoitu transversaalinen polarisoituvuus, kayttdytyminen
€, = —4 laheisyydessa

Kyseinen singulaarisuus ei siis kuitenkaan voi olla puolipallon terdvien nurk-
kien aiheuttama. Voidaan kuitenkin ajatella, ettéd jokaisella kappaleella on jo-
kin sen geometriaan liittyva perusresonanssi, kuten pallon tapauksessa permit-
tiivisyyden arvolla €, = —2. Pallon liséksi myos ellipsoidit ovat geometrioita,
joille Laplacen yhtalo voidaan ratkaista analyyttisesti, ja ndiden polarisoitu-
vuusdyadit voidaan laskea analyyttisesti [7]. Puolipallon voidaan ajatella etai-
sesti muistuttavan ellipsoidin erikoistapausta, oblaattia sferoidia, kuva [7.15,

a

kun puoliakseleiksi valitaan a, = a, = a ja a, = 3.

Oblaatin sferoidin transversaalinen polarisoituvuus saadaan kaavasta [7]

_ Arazayaze € — 1

= 7.42
. 3 1+N(e—1) (7.42)
missé depolarisaatiokerroin
1 1 2
N, = 3 1- 1_36 (e —tan"te)|, (7.43)
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Kuva 7.15: Oblaatti sferoidi, a, = a, > a,

missé

e=]-=%—1. (7.44)

Polarisoituvuus (7.42) on singulaarinen, jos
1 'f‘ Nt<67’ — 1) = 0,

eli 1
& =1——

Ny

Kyseessé olevalle oblaatille sferoidille saadaan e = /3, jolloin N; ~ 0,2364, ja
€~ —3,23 < —3.

Vastaavasti aksiaalinen polarisoituvuus on singulaarinen, jos

] 1
€Er=1—-—
N,
misséa ) )
+e _
N, = > (e —tan"'e). (7.45)

Saadaan €, ~ —0,897.

Transversaalisessa tapauksessa nahdaén, ettd kun kappaleen kentdn suuntai-
nen, transversaalinen mitta on suurempi kuin kenttdd vasten kohtisuora, ak-
siaalinen mitta, siirtyy singulaarisuus negatiivisemmalle permittiivisyydelle,
kuin pallon tapauksessa, jossa molemmat mitat, aksiaalinen ja transversaa-
linen, ovat yhtd suuret. Vastaavasti aksiaalisessa tapauksessa, jossa kentdn
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suuntainen mitta on pienempi kuin kenttéd vasten kohtisuora mitta, oblaatin
sferoidin polarisoituvuuden singulaarisuus sijaitsee palloon verrattuna positii-
visemmalla permittiivisyydella.

Oblaatin sferoidin transversaalisen polarisoituvuuden singulaarisuus ei siis si-
jaitse terdvan nurkan aiheuttamien singulaarisuuksien alueella —3 > €, > —%.
Voidaan ajatella, ettd puolipallo vastaa muodoltaan vaaristynytta ellipsoidia
siten, ettd kyseinen singulaarisuus olisi siirtynyt vieldkin negatiivisemmalle
permittiivisyydelle, eli arvon €, = —4 ldheisyydessd havaittu stabiili singu-
laarisuus liittyisi tdhén puolipallon transversaalisen ja aksiaalisen dimension

suhteeseen.

Aksiaalisessa tapauksessa vastaava, dimensioiden aiheuttama polarisoituvuu-
den singulaarisuus liittyisi siis positiivisempaan permittiivisyyden arvoon kuin
€, = —2. Talloin ollaan nurkan aiheuttamien singulaarisuuksien alueella, eika
yksittdinen singulaarisuus erotu joukosta. Dimensioihin liittyvén staattisen re-
sonanssin pohdinta jaa kuitenkin teoreettiselle ajatustasolle, eiké sitd pystyta
tassa yhteydesséd analyyttisesti todistamaan.

7.4 Vastakkaismerkkiset permittiivisyydet

Tasaisen pinnan analyysin yhteydessa huomattiin, ettd permittiivisyyden arvo
€, = —1 on kiinnostava erikoistapaus. Laskettaessa polarisoituvuuksia yht&aloi-
den (4.31) ja (4.56) avulla, tulos ndyttéisi yllattden suppenevan, tosin Matlab
ilmoittaa isoilla N:n arvoilla syntyvien matriisien olevan pahasti singulaarisia,
eikéd tuloksiin vélttdmatta voi luottaa. Hyvin pienilld N:n arvoilla sen sijaan
yhtaloryhmalla nayttaisi olevan tarkka ratkaisu. Kuvissal7.16 jal7.17 on esitet-
ty tulosten suppeminen seké aksiaalisessa, ettd transversaalisessa tilanteessa.
Saadaan o, ~ 6 ja ay, ~ —3.

Vastaava tilanne syntyy kaksoispuolipallon tilanteessa, jos valitaan €, = e,
ja €9 = —¢, (ks. kuva [7.18). Téllaisen tyhjiossd sijaitsevan kaksoispuolipal-
lon polarisoituvuus havaitaan permittiivisyyden arvosta €, riippumattomaksi.
Normalisoiduksi aksiaaliseksi polarisoituvuudeksi saadaan a,, =~ 3 ja trans-
versaaliseksi o, =~ —1,5. Ero edelld oleviin puolipallon tuloksiin syntyy, kun
normalisoinnin yhteydessa tulos jaetaan puolipalloon nihden kaksinkertaisella
tilavuudella. Huomataan, etté kyseiset arvot vastaavat tarkalleen homogeeni-
sen ideaalijohde-, sekd magneettijohdepallon polarisoituvuuksia, ks. (6.4) ja
(6.21). Huomataan myos, ettd kyseisenlaisen kaksoispuolipallon keskimé#érai-
nen normalisoitu polarisoituvuus

_ 2atn+azn _
Qop = ——(F— = 07

3

eli keskimédrin kyseinen pallo ei aiheuttaisi minkddnlaista vastetta.
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ratkaisun suppeneminen,

Kuva 7.17: Normalisoitu aksiaalinen polarisoituvuus, ratkaisun suppeneminen,

€ = —1
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Kuva 7.18: Kaksoispuolipallo, joka permittiivisyydet ovat toistensa vastalukuja

7.5 Potentiaalijakaumat

Aksiaalisen ulkoisen sdhkokentén tapauksessa potentiaalifunktio on ratkaista-
vissa yhtéloista (4.3)-(4.5) ja transversaalisessa tapauksessa yhtaloista (4.45)-
(4.44). Piirretdén poikkileikkauskuva zz-tasossa puolipallon ja téta ympéaroi-
van alueen potentiaalijakaumasta. Erityisesti kiinnostavat jakaumat negatiivi-
silla permitiivisyyksilla staattisten resonanssien kohdalla.

Kuvissa 7.19 - [7.23lon esitetty potentiaali aksiaalisen, seké kuvissa [7.24 - [7.26
transversaalisen sahkokentéan tapauksessa eri puolipallon permittiivisyyden ar-
voilla, kun matriisiyhtalossa N = 300. Positiivisilla permittiivisyyksilla poten-
tiaalin ndhdéan kayttaytyvin kauniisti. Myoskaan itseisarvoltaan suurilla, ne-
gatiivisilla permittiivisyyksilla ei ole ongelmia, ja ratkaisu saadaan suppene-
maan. Sen sijaan ongelma-alueella —3 <'¢, < —% puolipallon nurkkiin ilmes-
tyy singulaarisuuksia. Ndhdaéan, ettd potentiaalin arvo paikallisesti on suurem-
pi kuin ulkoisen herdtekentén. Varsinaisiin potentiaalin lukuarvoihin ei t&lloin
kuitenkaan voida luottaa, mutta voitaneen uskoa, etté potentiaalin jakauman
muoto vastannee todellisuutta.

Tilanne €, = —1 on mielenkiintoinen. Kuvista|7.23 ja|7.26 ndhd&an, etta singu-
laarisuudet ovat kerddntyneet puolipallon tasaiselle pohjapinnalle, kuten luvun
7.2.2 perusteella voitiin odottaakin.

Kuvassa [7.27 on potentiaalijakauma, transversaalisessa tilanteessa, kun ¢, =
—4. Kyseisen permittiivisyyden arvon ldheisyydessa havaittiin laskennan kan-
nalta melko stabiili singulaarisuus. Huomataan, ettd maksimit syntyvét ainoas-
taan puolipallon nurkkiin, ja tilanne muistuttaa lahinna hieman vaaristynytté
dipolin potentiaalijakaumaa. Vertailuna kuvassa(7.28 on kokonaisen homogee-
nisen pallon potentiaalin jakauma, kun permittiivisyys ldhestyy arvoa ¢, = —2.
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Kuva 7.19: Aksiaalinen tilanne, potentiaali zz-tasossa, €, = 5

Kuva 7.20: Aksiaalinen tilanne, potentiaali zz-tasossa, €, = 0,5
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Kuva 7.21: Aksiaalinen tilanne, potentiaali zz-tasossa, €, = —10

Kuva 7.22: Aksiaalinen tilanne, potentiaali xz-tasossa, €, = —2
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Kuva 7.23: Aksiaalinen tilanne, potentiaali xz-tasossa, €, = —1

Kuva 7.24: Transversaalinen tilanne, potentiaali xz-tasossa, €, =5
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Kuva 7.25: Transversaalinen tilanne, potentiaali xz-tasossa, €, = —2
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Kuva 7.26: Transversaalinen tilanne, potentiaali xz-tasossa, €, = —1
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Kuva 7.27: Transversaalinen tilanne, potentiaali xz-tasossa, €, = —4
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Kuva 7.28: Homogeenisen pallon potentiaali transversaalisessa tilanteessa xz-
tasossa, €, — —2
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Kuva 7.29: Puolipallon nurkan pyoristys

7.6 Puolipallon kulmien pyoristaminen

Puolipallon terdvien nurkkien vaikutusta polarisoituvuuden singulaarisuuk-
siin voidaan tutkia numeerisesti CM:n avulla pyoristamalla kulmia siten, ettei
nurkkaan endd muodostu terdvad suorakulmaista kiilaa. Pyoristetdan teravaa
nurkkaa siten, ettd ensin jaljelle jiavian kappaleen tilavuus on likimain 99%
alkuperéisen puolipallon tilavuudesta. Tehdddn tamén jalkeen suurempi pyo-
ristys, jonka jalkeen alkuperdisesté tilavuudesta on jiljella enad 90%.

Kuvista [7.30 ja [7.31] havaitaan hieman yllittden, ettd kulmien pyoristyksen
jalkeenkin polarisoituvuuksien kuvaajissa nékyy useita singulaarisuuksia. Alu-
een, jolla singulaarisuudet esiintyvéat, ndhdadn kuitenkin kaventuvan, ja mi-
td enemmén kulmia pyoOristetddn, sitd kapeammalla alueella singulaarisuu-
det sijaitsevat. Kulmien pyoristdminen saa puolipallon muistuttamaan yhé
enemmén oblaattia sferoidia, ja kuvasta [7.31) voidaankin ndhdé&, ettd uloin
(e, = —4):ssd sijainnut singulaarisuus on siirtynyt lihelle oblaatin sferoidin ar-
voa, €, ~ —3,23, joka voitiin laskea kaavasta (7.42).

Kuten todettiin, singulaarisuuksia on pyoristyksen jalkeenkin useita. Ilmeisesti
voidaan todeta, ettd mikd tahansa poikkeama pallo- tai ellipsoidigeometrias-
ta, saa aikaan sen, ettd kappaleen vasteen singulaarisuudet ovat jakautuneet
useille permittiivisyyksille.
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Kuva 7.30: Puolipallon nurkan pyéristyksen vaikutus aksiaaliseen polarisoitu-
vuuteen
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Kuva 7.31: Puolipallon nurkan pyoristyksen vaikutus transversaaliseen polari-
soituvuuteen
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7.7 Singulaarisuuksien maarittadminen ominaisarvoyhta-
losta

Potentiaalin sarjakehitelmén kertoimien ratkaisua varten jouduttiin muodosta-
maan matrisiiyhtalo, joka polarisoituvuuksien kuvaajia laskettaessa joudutaan
ratkaisemaan jokaisella permittiivisyyden arvolla uudelleen. Polarisoituvuu-
den singulaarisuus johtuu téalloin kyseisen matriisin singulaarisuudesta. Tél-
16in kyseinen matriisiyhtalo voidaan yrittéda saada yleistetyn ominaisarvoyhtd-
[on muotoon,

Ax = \Bx,

jonka ominaisarvoina A saadaan suoraan singulaarisuuksia aiheuttavat permit-
tiivisyyden arvot.

7.7.1 Aksiaalinen tilanne

Aksiaalisen polarisoituvuuden tapauksessa ratkaistavana on matriisiyhtalo (4.32).
Nyt
| 1, k parillinen
e = { é, k pariton.
Pyritddn saamaan €,-riippuvuus ulos matriisin alkioista. Kaavasta (4.33) nih-
daan, etta parillisilla k&

My = a” "™ [(n 4+ 1) + ke, + (=1)"F(n + 1) + (=1)"™*k] Uy
=a "D [(n+ 1)+ (=)™ (n+ 1) + (=1 Upp + a” "D (ke, ) U, s
= Mlkn + ETM2kn-

Vastaavasti parittomilla &

1
Mg =a "2 | —(n+ 1)+ k+ (1) n+1) + (—1)”*’%} Un.k
€r

1
=a " [k+ (=" (n+ 1) + (=1)"™*k] Upp + a2 [—(n + 1)1 Unk
€r

1
= Mz, + E_M4kn

T

Kerrotaan matriisin M parittomat rivit ¢,:114. Vastaavasti joudutaan yhtalon
oikealla puolella parittomat alkiot jakamaan e,:114. Matriisiyhtalo (4.32) saa-
daan muotoon

MB = A,
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miké auki kirjoitettuna on muotoa

My My ... Mon By Ay
&My &My ... &My By éAl
My — My ... Moy By | = | A || (7.46)
& Myo My ... ¢Myn | | By | éAN ]

missd NV on oletettu parittomaksi. T&lloin matriisi M voidaan jakaa €,-riippuvuuden
perusteella kahteen osaan

M = L; — €L, (7.47)
missa
[ a” " [(n+1) + (=1)""*(n+ 1) + (-=1)"**k] U, s, k parillinen
= a0 (n 4 1) Upg, k pariton,
(7.48)
ja
I —a~ AR, 1, k parillinen
R —am () [k 4+ (=1)"**(n+ 1) + (—1)""*k] U,x, k pariton.
(7.49)

Singulaarisessa tapauksessa matriisiyhtalo antaa vasteen ilman herétetta. Tut-
kitaan siis tilannetta

MB =0,
jolloin yhtélon (7.47) perusteella voidaan kirjoittaa

LiB =¢€.1:,B, (7.50)

mikd on muodoltaan yleistetty ominaisarvoyhtalo, jonka ratkaisut, ominaisar-
vot €,, ovat ratkaistavissa Matlabin avulla.

Téaten laskettuna ominaisarvoksi tulee myos negatiivinen darettomyys, mika
on virheellinen tulos, silla aiemmat raja-arvotarkastelut osoittivat, etté ratkai-
su suppenee myos ideaalijohteen tapauksessa, eli permittiivisyyden lahestyes-
sé positiivista tai negatiivista adarettomyytta. Virheellinen ominaisarvo johtuu
luultavasti siitéd, ettd matriisiin on otettu mukaan alkiot arvoilla £ = 0 jan = 0.
Kyseisid alkoita, eli matriisin ensimmaisté rivia ja ensimméisté saraketta ei to-
dellisuudessa tarvita.

Kuvassa 7.32 on esitetty aksiaalisen tapauksen ominaisarvot laskettuna matrii-
sin koolla N=100. Suurimman osan ominaisarvoista huomataan kasaantuvat
arvon €, = —1 ympérille. Ominaisarvoja laskemalla voidaan helposti tutkia
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reunimmaisten singulaarisuuksien kayttaytymistd matriisin koon N funktio-
na. Kuvassa on esitetty aksiaalisen tapauksen 10 pienintd ominaisarvoa,
ja kuvassa [7.34 10 suurinta. Huomataan, ettei tallikdin menetelmalld saada
singulaarisuuksia kiinni.

7.7.2 Transversaalinen tilanne

Transversaalisen polarisoituvuuden tapauksessa matriisiyhtalon paril-
liset rivit kerrotaan e,:114. Témaén jidlkeen menettelemélld kuten aksiaalisessa
tapauksessa saadaan vastaava ominaisarvoyhtalo

LlB = GTLQB,
missa
Lo — a2 [(n+ 1) + (=1)"™*(n+ 1) + (=1)"**k] U}, k pariton
= a4 (n 4 DU, k parillinen,
(7.51)
ja
Lo — —a~"ARUL k pariton
kT —am () [k+ (=)™ (n+ 1)+ (=1)""*k] U}, k parillinen.
(7.52)

Kuvassa 7.35 on esitetty transversaalinen tapauksen ominaisarovt laskettuna
matriisin koilla N=100. Kuvissa [7.36/ ja [7.37 on esitetty transversaalisen ta-
pauksen 10 pieninta ja 10 suurinta ominaisarvoa laskettuna eri matriisin koil-
la N. Muut ominaisarvot vaihtuvat matriisin koon mukana, mutta pienimmén
ominaisarvon huomataan pysyvian melko hyvin arvon €, = —4 lahettyvilla. Té-
mé antaa mahdollisuuden saada kyseinen singulaarisuus jéljitettyéd viela tar-
kemmin kuin aiemmin. Kuvassa [7.38 on esitetty ensimmaéisen ominaisarvon
kéyttdytyminen matriisin koon N funktiona. Ndhdaén, ettd singulaarisuus si-
jaitsee neljan merkitsevian numeron tarkkuudella arvossa €, ~ —4,006.



7 NEGATIIVINEN PERMITTIIVISYYS

-0.5- *
*
-1k ]
et
***
A
w™ -1.5- .l
-2 * -
-2.51 .
N
_3 Il L L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100

Kuva 7.32: Matriisin ominaisarvot aksiaalisessa tilanteessa, N = 100
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Kuva 7.33: Aksiaalinen tilanne: 10 pienintd ominaisarvoa
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Kuva 7.34: Aksiaalinen tilanne:
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Kuva 7.35: Matriisin ominaisarvot transversaalisessa tilanteessa, N = 100
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Kuva 7.36: Transversaalinen tilanne: 10 pienintd ominaisarvoa
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Kuva 7.37: Transversaalinen tilanne: 10 suurinta ominaisarvoa
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Kuva 7.38: Transversaalinen tilanne, ensimméinen ominaisarvo matriisin koon
N funktiona

7.8 Haviot

Tahan menessé on laskettu puolipallon polarisoituvuutta negatiivisilla permit-
tiivisyyden arvoilla silld oletuksella, ettd permittiivisyys on reaalinen. Téama ei
kuitenkaan johda taysin fysikaalisiin tuloksiin, sillé pienilld negatiivisilla per-
mittiivisyyksilla saadaan darellisella heratteelld adreton vaste. Puhtaat singu-
laarisuudet ovat kuitenkin mahdollisia vain paperilla.

Todellisuudessa esimerkiksi terdvien nurkkien aiheuttamia singulaarisuuksia
vaimentaa se, ettei mikdadn kulma koskaan voi olla darettomén terdva. Ne-
gatiivisilla permittiivisyyksilla merkittavimmaéksi vaimennuksen aiheuttajaksi
nousevat kuitenkin véliaineen kausaalisuudesta seuraavat haviot. Jos permittii-
visyyden reaaliosa jollain taajuudella menee negatiiviseksi, nahdaén, etta tasta
seuraa epéfysikaalinen vaste, joten télléin myos vaimennusta aiheuttavan ima-
ginddriosan taytyy olla nollasta poikkeava. Permittiivisyyden reaali— ja ima-
ginddriosan riippuvuutta toisistaan kuvattiin Kramers—Kronig —relaatioiden,

(7.3) ja (7.4), avulla.

Imagindériosan vaikutusta polarisoituvuuden singulaarisuuteen voidaan tar-
kastella esimerkiksi homogeenisen pallon tapauksessa. Pallon normalisoitu po-
larisoituvuus saatiin kaavasta (3.42). Jos permittiivisyys on kompleksiluku,
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muotoa €, = €, £ je!, missd €. ja € ovat reaalisia, saadaan polarisoituvuus
muotoon

&—1 _e2+elf+e—2 9¢e!!

= + .
6©+2 “eteltdd+4 TPy tdd +4

o, =3

Singulaarisuus seuraa nimittajan nollakohdasta. On siis oltava

€2+ e+ 4e +4=0,

T

mista seuraa ehto

e =4/~ (2 +4e + 4).

Ainoa reaalinen ratkaisu yhtélolle on €/ = 0 ja ¢, = —2. Nahd&an, ettd jos
permittiivisyys on kompleksinen, eli € ## 0, polarisoituvuuden singulaarisuus
haviaa.

Puolipallon tapauksessa analyyttinen tarkastelu ei kuitenkaan ole mahdollista,
joten tutkitaan havioita laskennallisesti. Lisataén permittiivisyyteen imaginaa-
riosa, jonka oletetaan pysyvan vakiona, ja lasketaan normalisoidun aksiaalisen
polarisoituvuuden kuvaaja permittiivisyyden reaaliosan funktiona. Nahd&aan,
ettd imaginddriosan tulee olla kohtalaisen suuri, ennen kuin sen vaikutus né-
kyy kuvaajassa. Tama vastaa merkittéavida havioitda. Sama ilmié on havaittavis-
sa myo0s transversaalisessa tapauksessa.

Artikkelissa [21] on laskettu sirontaa 90° kulmasta FDTD-menetelmélld, kun
materiaalin magneettinen permeabilisuus p = o on negatiivinen. Efektiivi-
sesti vaikutus on sama kuin negatiivisella permittiivisyydellé, laskenta ei sup-
pene suhteellisen permeabilisuuden arvoilla —3 < p, < —%. Kyseisessa artik-
kelissakin on paadytty toteamaan, ettd hévididen on oltava merkittavia, ennen
kuin ratkaisu saadaan suppenemaan.

Kuvissa [7.39, [7.40 ja [7.41 on esitetty normalisoidun aksiaalisen polarisoitu-
vuuden reaali- ja imagindariosien kuvaajat permittiivisyyden reaaliosan funk-
tiona eri imaginaériosan arvoilla. Suuntaa-antavasti voidaan sanoa, etté, jos
e’ > 0,01€,, alkavat singulaarisuudet pyoristyd, mutta ratkaisun suppenemisen
ehtona on, ettd imagindédriosan tulee olla vahintad samaa suuruusluokkaa kuin
reaaliosakin. Ratkaisun suppenemista on tutkittu kuvissa [7.42, [7.43/ja [7.44.

Todellisuudessa dispersio vaikuttaa myos imaginéariosaan, jolloin sekin on taa-
juudesta riippuva. Lisdksi kausaalisuus edellyttéia, etté reaali— ja imaginaério-
sat riippuvat toisistaan. Erds approksimaatio permittiivisyydelle on optisilla
taajuuksilla metalleille kiytetty Drude—malli |7]

2
w
(W) = €5 — €g—5——— (7.53)

w? — jwr’
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missé w, on plasmataajuus ja v on térmdystaajuus.

Esimerkiksi alumiinille voidaan olettaa [22] fw, = 15 €V, ja hv = 0,6 €V,
joista taajuuksiksi voidaan laskea w, ~ 2,2789 - 10'61 ja v &~ 9.1156 - 1041
Lisdksi €, = 1. Kuvassa [7.45 on esitetty mallista (7.53) lasketut alumiinin
suhteellisen permittiivisyyden reaali— ja imaginaariosa. Ndhdéan, ettd hyvin
korkeilla taajuuksilla 16ytyy alue, jossa permittiivisyyden reaaliosa on negatii-
vinen, ja saa arvot ongelma-alueella —3 < e, < —%.

Homogeenisen pallon tapauksessa polarisoituvuus oli singulaarinen permittii-
visyyden arvolla ¢, = —2. Alumiinin tapauksessa ndhdéaén, etta permittiivisyy-
den reaaliosa saa arvon €, = —2 likimédérin taajuudella w ~ 1,3-10'%1. Kuvas-
sa7.46/on laskettu alumiinipallon normalisoitu polarisoituvuus. Nahdaén, etté
singulaarisuus on vaimentunut, mutta polarisoituvuus saa silti todella suuria
arvoja.

Kuvissa [7.47 ja [7.48 on laskettu alumiinisen puolipallon normalisoidut aksi-
aalinen ja transversaalinen polarisoituvuus taajuuden funktiona kiyttamaélla
Drude-mallin avulla laskettua permittiivisyytta. Nahdaén, etta kuvaajat ovat
jatkuvia, ja ratkaisu saadaan suppenemaan. Transversaalisen polarisoituvuu-
den kuvaajan huomataan muistuttavan homogeenisen pallon kuvaajaa, tosin
polarisoituvuuden maksimi on nyt likiméarin taajuudella w ~ 1 - 1016%, jolloin
€, ~ —4.
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Kuva 7.39: Puolipallon normalisoitu aksiaalinen polarisoituvuus, €’ = 0,01,
N =300
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Kuva 7.40: Puolipallon normalisoitu aksiaalinen polarisoituvuus, € = 0,1, N =
300
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Kuva 7.41: Puolipallon normalisoitu aksiaalinen polarisoituvuus, €/ = 1, N =
300
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Kuva 7.42: Puolipallon normalisoitu aksiaalinen polarisoituvuus, €/ = 0,01¢.
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Kuva 7.43: Puolipallon normalisoitu aksiaalinen polarisoituvuus, € = 0,1¢.
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Kuva 7.44: Puolipallon normalisoitu aksiaalinen polarisoituvuus, € = €.
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Kuva 7.45: Alumiinin suhteellinen permittiivisyys taajuuden w funktiona las-
kettuna Drude—mallin avulla
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Kuva 7.46: Alumiinisen pallon normalisoitu polarisoituvuus taajuuden funk-
tiona
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Kuva 7.47: Alumiinisen puolipallon normalisoitu aksiaalinen polarisoituvuus
taajuuden funktiona, N = 300
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Kuva 7.48: Alumiinisen puolipallon normalisoitu transversaalinen polarisoitu-
vuus taajuuden funktiona, N = 300
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8 Yhteenveto

Diplomityon tavoitteena oli selvittda homogeenisen, puolipallon muotoisen kap-
paleen vaste staattiseen sdhkokenttadan. Kaytdnnollinen parametri tdmén ku-
vaamiseen oli kappaleen polarisoituvuus, joka pystytddan laskemaan analyytti-
sesti, jos sihkostaattisen potentiaalifunktion ratkaisu tunnetaan koko avaruu-
dessa. Puolipallon tapauksessa avaruus jouduttiin jakamaan kolmeen osaan:
pallon ulkopuoliseen, ja pallon sisilld yldpuoliseen ja alapuoliseen osaan. Té-
mé yleistettiin niin sanotuksi kaksoispuolipallon tilanteeksi, jossa pallo oli jaet-
tu kahteen puoliskoon, joilla oli eri permittiivisyydet. Kaksoispuolipallo ei enaé
ollut pallosymmetrinen, joten jouduttiin muodostamaan ulkoisen heratekentéan
suunnan mukaan kaksi erikoistapausta: aksiaalinen ja transversaalinen.

Potentiaalin ratkaisua lahdettiin hakemaan sarjamuodossa, kun tunnettiin, et-
td potentiaalin tuli toteuttaa Laplacen yhtalo. Yhtalo voitiin separoida pal-
lokoordinaatistossa, ja sen yleinen ratkaisu tunnettiin, eli potentiaali voitiin
esittdd kaksinkertaisena summana. Pallon sisdinen materiaalirajapinta aiheut-
ti kuitenkin sen, ettd sahkokentté oli epajatkuva pallon siséalla, jolloin sarja-
kehitelmén termit eivit endd olleet ortogonaalisia, vaan jokaisella termillé oli
kytkentd jokaiseen muuhun termiin. Télloin haluttiin momenttimenetelmén
kaltaisesti muodostaa matriisiyhtélo, eli koota N:n lineaarisen yhtélon ryhmé,
jossa jokainen yhtalo sisdlsi summan, jossa oli N termia.

Epéortogonaalisuus aiheutui Legendren polynomeista ja liittofunktioista, joten
Galerkinin menetelmén tavoin juuri vastaavat funktiot valittiin niin sanotuik-
si testifunktioiksi, joiden avulla saatiin muodostettua haluttu yhtéloryhma,
joka lopulta kirjoitettiin matriisiyhtéloksi, joka ratkaistiin numeerisesti Matla-
bin avulla. Kaikille matriisin alkioille saatiin kuitenkin analyyttiset lausekkeet.

Positiivisilla permittiivisyyden avulla polarisoituvuuden arvo saatiin suppe-
nemaan hyvin matriisin koolla N > 200. Vastaavat vertailutulokset laskettiin
numeerisesti elementtimenetelmaé soveltavan Comsol Multiphysics —ohjelman
avulla, jolla tilanne pystyttiin kohtuullisella vaivalla mallintamaan kaksiulot-
teisesti, jolloin saddstettiin tietokoneen muistia ja laskenta-aikaa. Tulokset tas-
mésivat hyvin. Myo6s ideaalijohdepuolipallolle voitiin johtaa omat yhtalonsa.

Negatiivisilla permittiivisyyksilla seurasi ongelmia vililld 3 <€, < —%: Polari-
soituvuus oli singulaarinen, eiké ratkaisua saatu suppenemaan. Analyyttisesti
pystyttiin osoittamaan, ettd ongelmien ilmentyminen juuri kyseisella alueella
johtui puolipallon teravistd nurkista. Lisaksi permittiivisyyden arvolla €, = —1
puolipallon tasaisella pohjapinnalla esiintyi voimakkaita potentiaalin singulaa-
risuuksia.
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Transversaalisessa tapauksessa esiintyi lisdksi singulaarisuus arvolla €, ~ —4,
joka laskennallisesti kayttaytyi paremmin kuin muut singulaarisuudet, joten
se pystyttiin jaljittdméan tarkemmin. Singulaarisuuden paételtiin aiheutuvan
puolipallon muodosta, ja téita perusteltiin vertaamalla tapausta oblaattiin sfe-
roidiin, jonka polarisoituvuus voitiin laskea analyyttisesti. Aksiaalisessa ta-
pauksessa muodosta aiheutuva perussingulaarisuus kuitenkin hukkui nurkkien
aiheuttamien singulaarisuuksien sekaan.

Singulaarisuuksia aiheuttavia permittiivisyyden arvoja pystyttiin myos laske-
maan suoraan ominaisarvoyhtalosta, kun alkuperéistd matriisiyhtalod muokat-
tiin sopivasti. Ratkaisun suppenemattomuus tosin nékyi selvésti téassédkin ta-
pauksessa.

Lopuksi tarkasteltiin, mitkd olivat negatiivisen permittiivisyyden fysikaaliset
edellytykset, ja todettiin, ettd materiaalin kausaalisuus edellyttdd héavioita,
joita mallinnettiin permittiivisyyden imaginaériosan avulla. Nahtiin, ettd kun
imaginddriosa oli riittdvan suuri, singulaarisuudet vaimenivat, ja ratkaisu saa-
tiin suppenemaan. Negatiivinen permittiivisyys on tosin mahdollinen ainoas-
taan dynaamisessa tilanteessa, jossa sihkokentta vardhtelee nopeasti ajan funk-
tiona. Talloin syntyy kytkentd myos magneettikentéén, ja kenttien yhteisvai-
kutuksena ldhtee etenemaéén sidhkomagneettinen aalto. Laskennassa jéatettiin
kuitenkin huomiotta mahdollinen magneettikentén vaikutus. Havidlliseen, joh-
tavaan materiaaliin indusoituu muuttuvan magneettikentan seurauksena niin
sanottuja pyorrevirtoja, jotka taas synnyttavéit uusia sihké— ja magneettikent-
tid, joilla saattaa olla oma vaikutuksensa kappaleen vasteeseen. Induktion mal-
linnus on kuitenkin hyvin hankalaa ja staattisessa tarkastelussa tdysin mahdo-
tonta.

Vaikka tyon lopputulosta voi pitdd onnistuneena ja tavoitetta saavutettuna,
jaa silti avoimeksi, saadaanko singulaarisuuksia vastaavat permittiivisyydet
méadritettyd matemaattisesti. Kaikesta paatellen tulisi soveltaa jotain uutta
menetelmad, silla ainakaan kiytetty, analyyttisiin funktioihin perustuva me-
netelma, eikd elementtimenetelmé saaneet ratkaisua suppenemaan. Eras tut-
kimisen arvoinen mahdollisuus olisi laskea artikkelissa [18] esiteltyé integraa-
liyhtaloa.

Puolipallon pohjapinnalle syntyneet singulaarisuudet permittiivisyyden arvol-
la ¢, = —1 olivat erikoinen ilmi6. Yleistettynéd tapauksena voisi tutkia tar-
kemmin potentiaalin ja séhkokentédn kayttaytymistd tasomaisella materiaali-
rajapinnalla, jossa €; = —ey, seké staattisessa, ettd dynaamisessa tilanteessa.
Dynamiikassa vastaavanlainen rajapinta esiintyy téydellisen linssin [6], seké
metamateriaalionteloresonaattorien [23, 24| yhteydessi, ja on voitu laskennal-
lisesti osoittaa, ettd kentéat jadvat pitkdksi aikaa vardhteleméén kyseiselle ra-
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japinnalle.

Puolipallon vasteen selvittamiselle ei siis ollut ainakaan vilitontd kaytannon
tarvetta, vaan kyseessé oli enemmaénkin osa perustutkimusta, joka pyrkii pa-
neutumaan sahkoisten ilmididen taustoihin, ja jopa etsimédn uusia ilmioita.
Olisi tietysti mielenkiintoista ndhdé, voidaanko téssa saatuja tuloksia hyodyn-
taa lopulta jonkin kdytdnnon sovellutuksen suunnittelussa.



VIITTEET 97

Viitteet

[1] J. Venermo, A. Sihvola, "Dielectric Polarizability of Circular Cylinder,” J.
Electrostat, vol. 63, pp. 101-117, February 2005.

[2] A. Sihvola, P. Yld-Oijala, S. Jérvenpéad, J. Avelin, "Polarizabilities of Pla-
tonic Solids,” IEEE Trans. Antennas Propagat., vol. 52, no. 9, pp. 2226—
2233, September 2004.

[3] H. Wallén, A. Sihvola, "Polarizability of Conducting Sphere-Doublets
Using Series of Images,” J. Appl. Phys., vol. 96, no. 4, pp. 23302335,
August 2004.

[4] M. Pitkonen, "Polarizability of the Dielectric Double-Sphere,” J. Math.
Phys., accepted for publication.

[5] V. G. Veselago, "The Electrodynamics of Substances with Simultaneously
Negative Values of € and p ,” Sov. Phys. Usp., vol. 10, no. 4, pp. 509-514,
1968.

[6] J. B. Pendry, "Negative Refraction Makes a Perfect Lens,” Phys. Rev.
Lett., vol. 85, no. 18, pp. 3966-3969, October 2000.

[7] A. Sihvola, "Electromagnetic Mixing Formulas and Applications,” London:
[EE 1999, pp. 14-23, 26-28, 41-42, 63-67, 201.

[8] I. Lindell, A. Sihvola, "Séahkomagnettinen kenttéteoria: 1. Staattiset ken-
tat,” 4. painos, Helsinki: Otatieto 2002, p. 37, 53, 66-70.

[9] J. D. Jackson, "Classical Electrodynamics,” 3rd ed., New York: John Wiley
& Sons Inc. 1999, pp. 95-110, 151-154, 157-159, 309-316, 333-335.

[10] J. Vanderlinde, "Classical Electromagnetic Theory,” Chichester: John Wi-
ley & Sons Inc. 1993, pp. 119-120, 155-159.

[11] M. Abramowitz, I. A. Stegun, "Handbook of Mathematical Functions with
Formulas, Graphs and Mathematical Tables,” New York 1970:
Dover Publications, Inc., pp. 332-338.

[12] Z. L. Wang, J. M. Cowley, "Surface Plasmon Excitation for Supported
Metal Particles,” Ultramicroscopy vol. 21, no. 1, pp. 77-94, 1987

[13] Z. L. Wang, J. M. Cowley, "Size and Shape Dependence of the Surface
Plasmon Frequencies for Supported Metal Particle Systems,” Ultramic-
roscopy vol. 23, no. 1, pp. 97-108, 1987.

[14] J. Aizpurua, A. Rivacoba, S. P. Apell, "Electron-energy Losses in Hemisp-
herical Targets,” Phys. Rev. B, vol. 54, no. 4, pp. 2901-2909, July 1996.



VIITTEET 98

[15] 1. S. Gradshteyn, I. M. Ryzhik, "Table of Integrals, Series and Products”
4th. edition, USA 1980: Academic Press, p. 795.

[16] I. Lindell, "Radioaaltojen eteneminen,” Helsinki: Otatieto 2000, p. 21.

[17] G. Shvets, Y. A. Urzhumov, "Engineering the Electromagnetic Properties
of Periodic Nanostructures Using Electrostatic Resonances,” Phys. Rev.
Lett. vol. 93, no. 24, article 243902 , December 2004.

[18] D. R. Fredkin, I. D. Mayergoyz, "Resonant Behavior of Dielectric Ob-
jects (Electrostatic Resonances),” Phys. Rev. Lett. vol. 91, no. 25, article
253902, December 2003.

[19] J. Meixner, "The Behavior of Electromagnetic Fields at Edges,” IEEE
Trans. Antennas Propagat., vol. AP-20, no. 4, pp. 442-446, July 1972.

[20] J. Van Bladel, "Field Singularities at Metal-Dielectric Wedges,” IEEE
Trans. Antennas Propagat., vol. AP-33, no. 4, pp.450-455, April 1985.

[21] A. A. Sukhorukov, I. V. Shadrivov, Y. S. Kivshar, "Wave Scattering by
Metamaterial Wedges and Interfaces,” Int. J. Numer. Model. vol. 19, pp.
105-117, March 2006.

[22] C. F. Bohren, D. R. Huffman, "Absorption and Scattering of Light by
Small Particles,” New York: John Wiley & Sons Inc. 1998, p. 255.

[23] N. Engheta, "An Idead for Thin Subwavelength Cavity Resonators Using
Metamaterials with Negative Permittivity and Permeability,” IEEE An-
tennas Wireless Propagat. Lett., vol. 1, pp. 10-13, 2002.

[24] S. A. Tretyakov, S. I. Maslovski, I. S. Nefedov, M. K. Kérkkiinen, "Eva-
nescent Modes Stored in Cavity Resonators with Backward—wave Slabs,”
Mircrowave Opt. Tech. Lett., vol. 38, no. 3, pp. 153-157, July 2003.



	Johdanto
	Polarisaatio ja polarisoituvuus
	Homogeeninen pallo staattisessa sähkökentässä
	Potentiaalifunktion sarjakehitelmä pallokoordinaatistossa
	Homogeenisen pallon polarisoituvuus

	Kaksoispuolipallo staattisessa sähkökentässä
	Aksiaalisen sähkökentän tapaus
	Transversaalisen sähkökentän tapaus
	Legendren funktioiden integraaleista
	Dielektrisen kaksoispuolipallon polarisoituvuus
	Aksiaalinen polarisoituvuus
	Transversaalinen polarisoituvuus


	Vertailutulosten laskenta valmisohjelmalla
	Aksiaalisen sähkökentän tapaus
	Transversaalisen sähkökentän tapaus

	Puolipallon polarisoituvuus
	Dielektrinen puolipallo
	Aksiaalinen polarisoituvuus
	Transversaalinen polarisoituvuus

	Vertailu homogeeniseen palloon
	Ideaalijohdepallon polarisoituvuus
	Aksiaalinen polarisoituvuus
	Transversaalinen polarisoituvuus

	Magneettijohdepuolipallon polarisoituvuus
	Approksimaatiokaava puolipallon polarisoituvuudelle
	Aksiaalinen polarisoituvuus
	Transversaalinen polarisoituvuus


	Negatiivinen permittiivisyys
	Negatiivisen permittiivisyyden edellytykset
	Potentiaalin singulaarisuus ja staattiset resonanssit
	Suorakulmaisen kiilan aiheuttama singulaarisuus
	Tasaisen pinnan aiheuttama singularisuus

	Vertailu ellipsoidiin
	Vastakkaismerkkiset permittiivisyydet
	Potentiaalijakaumat
	Puolipallon kulmien pyöristäminen
	Singulaarisuuksien määrittäminen ominaisarvoyhtälöstä
	Aksiaalinen tilanne
	Transversaalinen tilanne

	Häviöt

	Yhteenveto

