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RESUMO

os lucros ) de satisfazer procuras pre

w

ments

connhecid: Em zeral custos fixos de instalagdo = custos ds

transportes entre servigos & destinatdrios.

O Froblema de Localizagdo Simples & um problema NP-dificil gue embora
tenha uma estrutura simples & bastante abrangente no sentido em que, com

peguenzs modificagSes, permite obter a formulacdo de muitos outrcs problemas

HMeste trabalhe, o

megaramos por zpresentar alguns dos principais problemas

de looalizacdo = sua formalizagdo

Serdo apresentados alguns dos métodos de resolugdc do Problema de
: T 1 2 T o Lk
Localizagdo Simples gue tem sido propostos na literatura. Uma atengSo especial
s=ri dedicada a um matodo exacto, propasta por Bilde - Krarup e Erlenkotter, que
ate hoje tem vindo a ser considerado o malhor metodo d= resolucio

Por fim sara faita uma apresentag3o do metode “Simulated 4nnesaling” para s

resolugio de problemas de optimizago combinatdria e das implemertages gue dele
raalizdmos para 3 PE:DIU?SD aproximada do SPL. Serdo apresentados resultados

oomputacionais comparativos, para um conjunto de  problemas retirados da

eratura, rai s = diversas alternativas guanto & sscolha da soluglo inicial =

dos valores a atribuir a0s parametros do método.
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SBREVE ROTA SISTORICA

A necessidade de resolugdo de problemas de localizagdo, tais como
localizagio de fébricas, servicos de urgéneia, localizagic de armazéns,
localizag8o de equipamentos, postos de distribuigdo, redes de dados, etc , =sta
na origem do interesse por sste tema por parte dos investigadores ligados as
mais diversas &reas desde =conomia = gest3o até 3 engenharia, geografia e,
svidentemente, matematica.

£ a partir do inicio dos anos 60, coincidindo com o incremento da
utilizag3o do computador, gque a teoria da localizagdo comega a surgir de forma
estruturada. Até ent3o, apenas alguns trabalhos dispersos foram publicados, o
primeiro dos quais se deve a FERMAT, sobre o problema i-mediana gque data do
inicio do séc. XVII e que ele enunciou do seguinte modo: “dados trés pontos no
plano, determinar um quarto ponto de modo a gque a soma das distincias deste aos
tr@s pontos dados seja minima” ; posteriormente, em 1857, SYLVESTER pBe pela
primeira vez o problema i-centro que formulou assim: ” pretende-se determinar o
menor circulo que contenha um determinado numero de pontos do planc”. O centro
do circulo & a localizagio minimax de um servigo em relagdo ao conjunto de
pontos. ALFRED WEBER & tido como o primeiro autor a introduzir um modelo de
localizagdo num livro publicado em 4909. O modelo era resultante dum problema
de localizag8o de um armazém de modo a gue a soma das distdncias a um conjunto

de clientes, distribuidos no espago, fosse minima. A localizagdo optima foi obtida
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por um método geométrico. Em 1937, WEISZFELD, apresenta um método iterativo
para determinar: “a lacahza;ﬁo de um ponto de forma a que 2 soma ponderada
das distancias Euclideanas desse ponto a n pontos dados seja minima! Este
método publicado num jornal Japonés foi praticamente desconhecido até final dos
anos 60, tendo, por isso, sido desenvolvido por outros autores nos finais dos
anos S50. Entretanto, ocutras publicagSes foram surgindo, mas de uma forma
dispersa

Em 1974 Francis e Goldstein publicaram uma bibliografia sobre
localizagdc com 228 referéncias e em 1985 Domschke e Drexl publicaram uma
bibliografia sobre este mesmo tema com 1800 referéncias. Sem pensarmos gue
qualquer delas seja exaustiva, como o dizem os préprios autores, pensamos que
esta observag3o nos dé& uma ideia sobre a forma como cresceu, durante esta
década, o interesse pela resolug@o destes problemas, tendo como resultado este
aumento explosivo de literatura sobre o assunto.

A medida gue aumenta o nimero de investigadores a debrugar-se
sobre o tema maior & o grau de especializagdo. Assim, embora haja problemas
classicos como, por exemplo, o problema de localizagdo simples, aque se
consideram razoavelmente rasolvidos, no sentido em gue existem algoritmos cue
permitem obter boas solug@es (suboptimais, em geral), continuam a ser
desenvolvidos algoritmos para melhorar, modificar, ou estender outros ja
existentes. Para além disto, as mdltiplas aplicagBes do problema de localizag8o
simples a situagBes concretas, t8o diversas, tém levado ao aparecimento de uma
familia de formulagBes de modelos de localizag8o/distribuigdo gque n3o para de
crescer. Tal familia cobre problemas que variam em complexidade, desde

localizagdo de um sO servigo /multi-servigos, um so nivel/varios niveis,
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estaticos/dindmicos, deterministicos/estocasticos. No que diz respeito a
técnicas de resolugdo, s3o igualmente variadas incluindo, solugBes intuitivas,
heuristicas, exactas, etc.. Por estas razfes, continua a ser um tema de

investigag8o actual.



CAPITULD 1

INTRODUCAD

Duma forma genérica pode dizer-se gue os problemas de localizacdo

squinamentas,

scalizacdo de fabricas, armazen:

m na detarminagdo da

lucrcs ) de satisfazer = procura.

de modo & minimizar os custos ( maximizar o

de transporte antre origer

fixos de instalagdo = custs

em grande garte dos casos, proporcicnais as distincias

MEo existze uma estrutura unificada gue permita uma classificagio

va dos modelos de localizagdo, vejam-s= Francis (4983), Aikens (1385),

E frequente encontrar ra literatura, uma classificacdo em trés catagorias

emos sdoptar

e

— modelos continuos também chamados planares ;

— modelos de localizag3o discretos;

— modelos de localizagdo em redes

Quando o conjunto de localizagdas possiveis 2 o plano ou um Subconjunto

deste, ndo vazio, o modelo correspondentz & um modelo de localizag3o continuo
ou modelo plapar. O numero de localizagfes possiveis & infinito e n3o s3o

ou

considerados custos fixos. Estes modelos envolvem distincias Euclideana

Sutrss mais gerais, distincias lp, de gue 3 Euclideana & caso particular com p=2.



As incognitas s83o as coordenadas dos equipamentos a instalar. Por serem
continuos, estes modelos s3o mais trativeis sob o ponto de vista analitico, mas
s30 pouco realistas, como veremos a seguir. Por isso, s3o utilizados, na maior
parte dos casos, para fornecer informaces de tipo gualitativo ou em termos de
vizinhanga, na tomada de decisfes. Os métodos de solugdo utilizados sdo, em

aeral, métodos de Programacdo N3o Linear.

Os modelos a gue chamamos de localizagdo discretos, s3o modelos em que
as localizagBes possiveis s3o préviamente conhecidas, em nimero finito e em que
as decis@es s8o influenciadas pelos custos fixos de instalagdo. Estes modelos
s3o mais flexiveis gue oS anteriores porgue permitem alteragBes das
localizagBes, provocadas por irregularidades do terreno ou caracteristicas dos
servigos ou clientes, sem gue a estrutura do problema seja alterada. Os métodos
utilizados na obteng3o de solugSes sdo métodos de Programacdo Inteira ou

Combinatoria.

0s modelos de localizagdo em redes sdo modelos em que o conjunto de
localizagBes possiveis & uma rede formada por um numero finito de arcos.
Qualguer ponto da rede, guer seja extremidade dum arco, guer seja panto
intermédio, pode ser um local de procura ou localizagdo do servigo. Os métodos
utilizados na procura de solugBes s3o habitualmente os métodos utilizados nos
modelos discretos. Isto porque & geralmente possivel identificar um conjunto
finito de localizagBes na rede gue contenha uma solugSo dptima. A motivagdo
para este tipo de modelos resulta das numerosas situag@ies praticas em que ha
necessidade de alocagdo de servigos junto de redes de transportes ou

comunicagfes.

Podemos dizer gue a teoria dos modelos de localizagdo em redes pode ser



vista como uma teEorya intermedia entre as teorias de modelos continuos e de
modelos discretos. Se por um lado o conjunto de localizagBes possiveis &
continuo, por outro tém propriedades que permitem resolvé-los por métodos

utilizados para modelos discretos.

Neste trabalho iremos debrugar-nos sobre um problema que & um caso
particular de modelos discretos :
“ O Problema de Localizag3o Simples *
Este problema pode enunciar-se de uma forma breve do seguinte modo:
" Ha n clientes para atender a partir de m servigos possiveis. Pretende-se
decidir quais dos servigos devem ser abertos de modo a que cada cliente seja

atendido a partir de um e um s0 servigo ao menor custo possivel .

A sua simplicidade, quer em termos de enunciado, quer =m termos de
formulacdo, @ a sua grande importincia pratica levaram a gue investigadores de
diversas origens o procurassem resolver = aplicar a uma grande variedade de
situages concretas. Em conseguéncia disto, ele aparece ra literatura sob
variadissimas designagbes, conforme as aplicagdo a gue se destina ou a lingua
em gue & feita a publicagdo. Praticamente podem encontrar-se titulos que
resultam de todas as combinagfes dos adjectivos ( wncapacited, simple, optimal)
com os substantivos (plant, wharehouse, facility, site) seguidos da palavra
"location”. Existe por isso também uma grande variedade de algoritmos exactos,

heuristicas, relaxag@es, para obter solugbes para este problema.

Para simplificar, passaremos a utilizar a sigla SPL para o problema de

localizagdo simples que resulta de “ Simple Plant Location “.

0O SPL pode classificar-se como um problema discreto, deterministico, com

um sO-servigo, um so-nivel, e sob 0 ponto de vista de complexidade “ intratavel



( NP-hard ), isto & pertence a classe dos problemas ndo solUveis em tempo

polinomial, Garey e Johnson (1979 )

No capitulo 2, faremos uma classificagdo e apresentagio de alouns dos

principais modelos de localizagio

No capitulo 3 estudaremos o SPL no que se refere a complexidade e

apresentagdo de alguns dos métodos mais utilizados para a sua resolucdo.

Mo capitulo 4, apresentaremos o Algoritmo Simulated Annealing aplicado a
problemas de optimizagdo combinatoria. Faremos um estudo comparativo de duas
versBes do algoritmo Simulated Annealing gue implementamos para o SPL,
utilizando solugBes iniciais pseudo-aleatorias e solugSes iniciais obtidas por
uma heuristica primal-dual. Apresentaremos resultados computaciocnais obtidos
pelos dois métodos, pelos correspondentes algoritmos de optimizagdo local e

ainda pelo metodo de Ajustamento do Dual apresentado por Erlenkotter (1378).



CAPITULD 2

PROBLEMAS DE LOCALIZACAD

21 — MODELOS DE LOCALIZAGAO PLANARES

Mestes mogdelos as localizagBes dos  equipamentos

o tratadas

aticamente como pontos do plano, os custos s3o proporcicnais 3s distincias

determinadas d2 acordo com alguma das métricas 1 que definimes a

A formulagdo do problema no caso de localizag3o de um SO ssrvigo para

atender n clisntes ou localizag3o de um “novo servigo” em relagdo 2 n serviges

& instalado

241 — PROBLEMA DE LOCALIZACAD PLANAR

Formulagic do Problema

2.1.0

n = nimara de clientes;

= constantes de proporcionalidade dos custos em relagdo



as distncias;
X =(xy, %z2) & alocalizagdo do novo servigo;
Yj =, » 4j,) & a localizagdo dos clientes ;
Ip X, Yy & a distincia do novo servigo ao cliente j ,
definida por
d )I/Pv

I, YY) =Clxy —yulf + 1% —yp p2 1.

Love, Morris e Wesolowsky ( 1988 ) analisam estes modelos, nos casos de
distancias rectangulares, p=1, Euclideanas, que correspondem a p=2, & distincias
1p em geral, enunciando algumas das propriedades das fung@es lp, nomeadaments,
sobre a convexidade destas fungBes, para valores de p2i, e, portanto, de WOO;
descrevem alguns algoritmos para a determinagdc da localizagdo dptima do novo
servigo, como, por exemplo, o algoritmo de Weiszfeld. Primeiro, para dist8ncias

Euclideanas, e depois a sua generalizaco ao caso de disténcias lp com p#2 .

Os modelos planares =nvolvem certas hipdteses basicas que limitam o seu

realismo & consequentemente reduzem o seu interesse. Vejamos algumas dessas

hipoteses:
[Hil — Um plano & uma aproximagdo adeguada de uma superficie esférica.
[H2] — Qualquer ponto do plano & uma possivel localizagdo.
[H3] — Os servigos a localizar sdo considerados pontos ( tendo por isso
area nula).
[H4] — As distfncias a percorrer, entre os servigos a localizar e os 3&

existentes, podem ser adequadamente representadas por uma distincia 1p.
H5]1 — 0Os custos de transporte s3o directamente proporcionais as

disténcias lp utilizadas, com constantes de proporcionalidade independentes dos



valores dessas distincias.
(H6] — Os custos fixos podem ser ignorados.

[H7] — NEo ha problemas de distribuigdo associados.
Como se pode ver, com facilidade, estas hipéteses s3o muito restritivas.

Vejamos, para exemplificar, a hipdtese Hi: a aproximagdo da superficie
esferica ac plano €, na maior parte dos casos, muito grosseira, servindo apenas
para problemas de localizagdo regional, o que poderd lavar a rejeigdo dos
modelos planares. No seu livro “Facilities Location” Love, Morris e Wesolowsky
(1988), expfem algumas variantes do modelo planar de localizagdo de um so
servigo que procuram eliminar alguns dos inconvenientes suscitados pelas
hipéteses anteriormente enunciadas. Assim, no gue diz respeito a [Hi],
apresentam um modelo que utiliza distincias medidas em arcos radianos sobre a

superficie esférica de raio unitirio. A formalizagdo ( 2.1.1) passara a ser:

Min W (X)) = ; A, YD 242
2 Z i J
3
em que :
n = numero de clientes;
w; = constantes de proporcionalidade dos custos em relagdo

as disténcias;
X =0, x2) sdo a latitude e longitude do novo servigo;

Yj =j, +4j) & a localizagdo dos cliente ( latitude,

J
longitude );
AKX, Yy éa menor distdncia ( medida em radianos) sobre a

superficie da esfera entre o novo servigo e o cliente j.



Para tal, sdo feitas algumas adaptagBes no que se refere as nogles de

distdncia, conjuntos convexos e fungBes convexas na superficie esférica .

A hipétese [H2] € igualmente muito forte porgue pode originar solugBes do
tipo localizagdo no meio dum lago ou num outro local eventualmente ainda mais
absurdo! Modelos destes t&m pouca probabilidade de interessar os orgdos de
decisdo, a nfo ser em casos muito especificos. Nestes casos o que pode esperar-

se & que pelo menos na vizinhanga haja algum local aceitavel.

Quanto a hipotese [H3] sla pode ser restritiva ou ndo, tudo depende das
caracteristicas do problema; se se trata da localizagdo de uma maguina numa
fabrica, por exemplo, a drea & importante, mas se se trata da localizagZo de uma

fabrica numa regido ji a hipotese [H3] & irrelevante.

A hipdtese [H4] & mais restritiva do que parece, isto porque ha uma
tendéncia nmatural para utilizar a distdncia usual ¢ Euclideana ) que raras vezes
aproxima de modo satisfatério a dist8ncia percorrida entre clientes e servigos.
Na realidade o percurso &, em geral, feito através de ruas, estradas ou outras

vias de comuni:az;é’a cuja medida nada tem a ver com a distincia Euclideana.

Mas talvez a maior critica aos modelos planares resulte da hipdtese [HE],
isto porque desprezam os custos fixos de preparagdo e instalagdo dos servigos.
Ora, ao despreza-los estamos a assumir gue eles sd3o os mesmos seja qual for o
local de instalag3o e, desse modo, ndo influenciam a localizagdo optima, o que &
manifestamente um erro arave, visto gue, como sabemos, os custos fixos podem
influenciar de forma decisiva a escolha do local, sendo portanto, deste ponto de

vista, mais aconselhavel um modelo de programagdo inteira mista.



/as tampém; 2 or

ra,

OS proporcicnals do em conta,

de escala, a segunda, poraus nio considera a possibilidade

dz haver intaracgds entre o nove servigo = outros & instalados,

==}

fluenciar z localizagdo do novo

Existem outras variantes de modelos de localizagdo planares: modelos

dindmicos, no caso de haver a possibilidade de o servigo vir 2 ser realocadc no

futurs, clevide, por sxempla, = alteragSes de custos de transporte, alterages na

ocura  do

modelos mulii-servigos gue surgem guandc ha

do gue um servigo.

Hos

servigos, s qualguer par de

rviges, cada um deles pode ser tratado individualmente, dando origem 2

tantos modelos da um SO servigo guantes os servigos que se pretendem instalar;

noveo: servigos =30 interdependentes t8m de s=r optimizados

b

nulténeaments. Taremos, ent3c a minimizagdc de uma funcdc de custos pars os

ovos servigos gua & soma de duas: a fungdo de custos entre servigos 2 client

sroporcicnalidade vy, . Pretende-se determinar =

$os gue minimiza o custo total. A formulagdo sera a

Praoblema

2} m-1 m

* E Vig 1o X, X213
i=l k=1+l




em gue

m = numeroc de novos servigos a instalar;

n = nimero de clientes;

w;;j = contantes de proporcionalidade dos custos (os custos
supem-se proporcionais as distincias entre noveos
servigos e os clientes);

= constantes de proporcionalidade de custos relativas

as distincias entre novos servigos;

S = O RN

X: =(xj ,x;;) & alocalizagdo do novo servigo i ;

Yi =50 485 & a localizagdo dos clientes;

Ip e, ¥Y) ea distdncia do servigo i ao cliente Jj;

Ip (X;, X eéa distncia entre o novo servigo i @ o novo
servigo k.
As distincias entre novos servigos devem ser consideradas apenas uma
vez, o que é traduzido pela representago do correspondente termo na fungdo

objectivo.
Se m=4, 0 problema reduz-se ao problema de localizagdo de um sO servigo.

As hipdteses que se aplicam aos modelos de um s6 servigo continuam a ser
validas neste caso.
Quando se passa de um problema de localizagdo de um sO servigo para um

problema de localizagdo multi-servigos ha uma série de questes gue se podem

F-¥ : " . ; . A L
POr tais como: qual o numero optimo de servigos a instalar?; quais as areas de
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servicos que estdo associadas ?; qual o impacto das interacg@es entre servicos

sobre as localizagBes dos novos servigos?

Para um estudo mais detalhado destes modelos, que n3o constituem o nosso
objectivo principal, veja-se, por exemplo, Love, Morris e Wesolowski (1388),

Francis e White (1983), P. Hansen, M. Labbé, D Peeters, Thisse(1987).

22 — MODELOS DE LOCALIZAGAD EM REDES

Problemas de escolha de localizagdo de servigos ou egquipamentos junto de
vias de comunicagdo ja existentes tais como linhas férreas, estradas ou outras
de modo a minimizar custos de transporte, producdo, tempos de atendimento,
foram a motivagio para o desenvolvimento destes modelos de localizagdo em

redes.

Os modelos continuos envolvem a minimizagdo de uma fungdo de custos,
tempos, etc , que estd dependente de uma distincia lp. Ora, estas distancias dio
valores aproximados das reais distdncias percorridas numa rede de transportes,
seja estrada, linha férrea, linha fluvial, corredor aéreo ou gqualquer outra via
de comunicag8o e, sendo assim, porgue ndo trabalhar directamente com a prépria
rede? E foi deste modo que surgiram os modelos de lncalizagia em redes alauns
dos quais s30 analogos aos modelos planares, substituindo as distdncias 1p por

distincias na rede, entendidas estas como comprimentos dos caminhos mais
curtos entre dois pontos da redet.
Para os modelos de localizac3o em redes, as hipéteses Hi, H2, H4, dos modelos

planares, deixam de ter sentido; a hipotese H3 ainda se mantém e a hipotese HS &
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substituida pela proporcionalidade dos custos as distincias na rede. As

hipbteses H6 e H7 podem manter-se ou ndo, conforme a natureza do problema.

Pode dizer-se gue foi a partir da publicagdo do artigo de Hakimi (1964)
“Optimal location of switching centers and the absolute centers and medians of a

graph” gue se iniciou o estudo dos modelos de localizagdo em redes.
Neste arupo de modelos estdo incluidos os de p-mediana, p-centro e
cobertura.

Ma exposigdo gue se segue designaremos por ® a rede = por V o conjunto

de vértices da rede , i@, V=Cvy,va, .., ¥V;.u¥n ).

2241 — PROBLEMA P-MEDIANA

0 problema p-mediana consiste na localizagdo de p servigos numa rede com
n comunidades a servir de modo a que a soma das distincias ponderadas entre
comunidades & servigos seja minima.

Existem inimeras situagBes concretas em gue tais problemas se pSem.

Podemos referir, para exemplificar, a localizagdo de escolas, de centrais de

distribuicdo de trafego telefdnico, de estagles de correio, etc.

Para a formulagdo do problema da p-mediana, comecemos por considerar o

problema i-mediana. Podemos retomar a formulagdo (2.4.1) do problema continuo,

‘Para uma definigdo mais rigorosa de rede e =zlguns conceitos
relacionados tais como distincia na rede e propriedades, veja-se, por exemplo,

Berge (1966) e Hansen, Labbé, Peeters, Thisse (1987).
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substituindo as distdncias lp por distincias na rede. As comunidades
correspondem aos vertices { vy, vz, ... vp ) da rede e as ligagdes entre elas zos
arcos. A cada vertice associa-se um peso Wi n3o nesgativo, que representa o
peso relativo da respectiva comunidade (populagdo, por exemplo). As distincias
s30 o5 comprimentos dos arcos que ligam as comunidades. O problema consiste na
determinagdo de um ponto , s*, da rede gue minimize a soma das distdncias

ponderadas as comunidades. Tem-se entdo:

PROBLEMA 1-MEDIANA

n
zlenm Wis) = JE g ds. vy @20

A solugdo & chamada a mediana absoluta & o conjunto de medianas &

chamado conjunto mediana.

Resulta da definigdo que a mediana pode ser gualguer ponto da rede, i. =.
um vértice ou um ponto interior de um arco. Contudo, Hakimi (1964) demonstrou
gue existe sempre uma solugdo optima para este problema localizada num vértice
da rede. Devido a esta propriedade de optimalidade nos vértices resulta que

para determinar a mediana absoluta basta considerar localizagBes em vértices.

Hakimi demonstrou também que a solugdo optima pode ser obtida em temno
polinomial, calculande a soma das disténcias ponderadas para cada vértice, v; , e

seleccionando o vértice de menor soma.

Se em vez de um servigo pretendermos instalar p para servir n

comunidades de modo a que a soma das distdncias ponderadas seja minima
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teremos, naturalmente, a generalizagdo do problema anterior que se chama p-

mediana.

Formulagdo do Problema

n
ng WES) = ‘Eiw’,- a Vi S 222
J

sa
1ISl=p ,5€R.
Em que S & um conjunto de pontos da rede, vertices ou pontos interiores

20s arcos e emque  d(v;, §) =min{ dlv;,s), s €5

Q0 conjunto S* de p pontos que minimiza a fungdo WS) & chamado p-mediana
da rede. O tzorema de Hakimi continua a verificar-se, neste caso, i. 2., a solugdo
Sptima para aste problema & formada por um conjunto de vértices da rede. A

formulagdo combinatoria do problema p-mediana pode entdo apresentar-se do modo

seguinte:

Formuiagio Combinatoria

Min W) = min d;; 22.3)

I1Sl=p
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representam as distincias ponderadas entre os vértices i

Mais adiante faremos referéncia a uma outra formulagdo do problema p-

mediana, em termos de programagdo inteira

222 — PROBLEMA P - CENTRO

0 problema p - centro consiste na determinacdo de um conjunto, S*, de p
pontos da rede, ®, de modoc a que o méaximo das distincias ponderadas dos

vértices da rede a esse conjunto seja minima.

Este problema p@e-se em algumas situagSes concretas, como por exemplo,
instalagdo de servigos de emergéneia, bombeiros, hospitais, etc, em que o
critério de optimalidade pode ser a minimizag3o do tempo maximo de resposta ou
s minimizagdc da distdncia maxima entre comunidades e servigos, ie, a

optimizag@o do pior caso. As localizagBes resultantes sdo os centros.

Os problemas p-centro = p-mediana est3o relacionados, diferem apenas na
fungdo objectivo e foram ambos introduzidos por Hakimi (1964). Os métodos para

resolver os dois problemas s3o diferentes.

O problema i-centro ou problema minimax consiste na determinagdo de um
ponto s* da rede, ®, que minimiza a maxima distincia as comunidades. A sua

formulag3o & a seguinte:
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PROBLEMA 1-CENTRO ( MINIMAX )

i Gls) =
';"e"ﬁ G(s) r:?j”’an dls , vy 224

Em que w;

j > 0. representa o peso da comunidade j.

Ao ponto s* chama-se i-centro.
A formulagdo do problema p - centro sera a seguints:

Formulagdo do Problema

Mig &) = Ma)}( wijdlv;, 8 229
sa

I§1=p, SER

0 resultado estabelecido por Hakimi para o problema p-mediana no que se
refere a localizac@o da solugdo dptima num conjunto de vértices da rede n3o se
verifica para o problema p-centro. Podem obter-se melhores solugBes para o
problema p-centro, se forem permitidas localizagfes nos arcos da rede. Este
problema, em gue se suprime a restrigdo de que os centros se localizem em
vértices da rede @ chamado p-centro absoluto. Ainda pode ser considerada uma
vers3o mais geral do p-centro em gue a procura pode também estar localizada

em qualguer ponto da rede , p-centro geral.

Hakimi (1964) propds um algoritmo para resolver por um processc arafico
0 problema 1l-centro absoluto aue n3o & generalizavel a problemas p-centro
absoluto com p)»i. Muitos algoritmos tém sido propostos para este problema,
vajam-se, por exemplo, Singer (1968) aque propbs um método heuristico para a

determinacdo de p - centros absolutos, Minieka (1970) propds resolvé-lo por uma
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sucess30 de problemas de cobertura, Christofides (1975), Kariv e Hakimi (1979).
Vejam-se ainda os artigos de “survey” publicados por JHalpern e 0. Maimon

(1982) e B.Tansel, L. Francis, T. Lowe (13983)

223 — PROBLEMA DA COBERTURA

O problema de 10:31123;30 de servigos de emeraéncia pode, em certos
casos, ser formulado como um problema de cobertura. Isto acontece, por exemplo,
guando o gue se pretende & determinar o conjunto de servigos de cardinalidade

: oy A R h "
minima de modo a gue a distancia maxima entre comunidades e servigos mais
proximos ndo exceda determinado valor, préviament= fixado. Se for posto deste
modo, teremos um problema gue pode ser formulado como um Problema de

Cobertura.

A solugdo deste problema deverd ser formada por um conjunto de ssrvigos
em que toda a comunidade seja coberta por algum servigo a uma distincia que

ndo ultrapasse o valor préviamente fixado.
A sua formulag3o combinatéria do problema de cobertura sera a seguinte:
Formulagdo Combinatoria

Min | S | (226
sa

wydlv;, $)<d, J=1, .0 @27
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em que
I S I= cardinal de §;
d = distincia maxima entre comunidades e servigos;

w; = peso da comunidade j .

Para cada valor do pardmetrc d teremos um problema de cobertura

diferente.

A sua formulagdo em termos de programacdo inteira seria:

Min E Y; 228

i€l
sa
Z aj; 2 4 €, @29
i€l
y; €04}, i€l (22.10)
em que:
g; =1, se o serviga i for aberto

= 0, caso contrario.

Ql
1

= distincia maxima entre comunidades e Servigos;
aj; =1, s2 a comunidade J sstiver a uma distdncia de i ndo

superior a d;

= 0, caso contrario.

As r‘estr‘igﬁes (2.2.9) garantem a cobertura de gualguer comunidade Jj por

aloum servigo localizado a uma distincia n3o superior a d.

Este problema designado por Problema de Cobertura Minima foi estudado
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por wvarios autores de entre os guais referimos, Toregas e ReVelle (1370 e
Toreaas, Swain, ReVelle e Beraman (1371), Khumawala (1972), A. Neebe (1388). A
maior parte dos investigadores tanta resolver o problema fixando um valor
toleravel para a distdncia maxima; Neebe no seu artigo “A Procedure for
Locating Emergency-Service Facilities for All Possible Response Distances”
parte de um valor pegueno para a disténcia maxima d , valor para o qual todos
os servigos té&m gue estar abertos e vai aumentando esse valor até um limite em
quea basta um servigo para cobrir todas as comunidades. Procura, assim,
determinar o nimero de Servigos que seriam necessarios para todos os valores
possiveis de d, desde o menor valor da distdncia até ao maior, utilizando, para
cada problema uma versdo modificada do algoritmo de Lemke, Salkin e Spielberg

1974).

O problema pode ainda pér-se como um Problema de Cobertura de Custo
Minimo, caso em que a formulagdo difers da anterior apenas na fungdo objectivo

gue neste caso seria substituida por:

Min E P 2289

1€I

com os f; a representaram os custos fixos de instalag3o dos servigos.

Pode ainda acontecer que por alguma razdo, por exemplo restrigSes
orgamentais, nio s=ja possivel instalar todos os servigos gue fazem parte da
cobertura. Neste caso, pode tomar-se uma de duas opgdes, ou aumentar o
orgamento ou relaxar as restrigSes de cobertura de todos os clientes. Quando
esta (ltima é escolhida, o que se procura & maximizar a pouulagsb gue pode ser

atendida a partir de um nimero K de servigos, garantindo gue a distdncia ao
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servigo que a atende ndo & superior ao valor d previamente fixado. Tem-se,
ent3o, um problema chamado Problema de Cobertura Maxima, que & formalmente

equivalente 2o K-mediana, Church & ReVelle (1976).

Neste problema o objectivo & maximizar o nimero de pessoas atendidas e a

sua formulagZo sera a seguinte
PROBLEMA DE COBERTURA MAXIMA

Formulagdo do Problema

"1axg : XF(9 » X = Max E E djj X35 22.42)
i€i j&€J

sa
Z Xy = 4 i€ 2243
JET
y; — x;; 20, i€l €7, (2244
x;; 20, i€l j€l, (2245
¥ €00, 4, J€T, 22.16)

STHu=t gl 2247

J€T
em que :
J ={14,2 .., ml conjunto de localizagBes possiveis para os

servigos;

I  =(4, 2 .. n} conjunto de comunidades;
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K = nimero de servigos gue podem abrir-se;

=1, se o servigo j for aberto

= 0, caso contrario.

= distdncia mixima de sarvigo;
d; = ndmero de clientes da comunidade i que est3o a uma
distancia nfo superior a d de algum dos servigos

possiveis;

; » se algum cliente da comunidade i estiver a uma
distincia de j ndo superior a g;
= 0, caso contrario.
X35 = proporgdo de clientes da comunidade i que s3o atendidos

a partir do servigo j.

23 — MODELOS DE LOCALIZAGAD DISCRETOS

Os modelos planares e os modelos em redes t&m usualmente trés
limitagBes: gqualguer ponto do plano ou da rede & possivel candidato &
1ucahzan;§n do novo servigo; os parémetros de custos est3o associados aos
servigos que v8o ser localizados e ndo aos locais onde vio ser instalados; as
suas fungBes de custos, podem n3o incluir custos fixos. Como estas limitagBes
s%0 inaceitiveis para grande nimero de casos surgem, ent3o, os modelos a que
chamamos “discretos” de acordo com a classificagdo que tem vindo a ser

adoptada na literatura, vejam-se RFrancis, LMcGinnis e TWhite (1383), P. Hansen,
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M. Labbe, D. Peeters, J. Thisse (1887).

Nestes modelos ha um numero finito de locais onde podem ser instalados
05 servigos, os guais podem ser gerados por modelos planares , também chamados
“site-generating models”, =/ou por solugSes de compromisso de multiplos
objectivos, ou ainda por outros critérios. As questBes a que se pretende gue

respondam s3o do tipo:

Quantos servigos (equipamentos) devem ser instalados? Quais? Com que

dimens&0? Que servigos servem quais clientes ?

Mestes modelos, os pontos n3o s3o deslocados até se encontrar a melhor
localizag8o, como acontecia nos modelos de localizagdo em redes; ha m possiveis
locais préviamente definidos, de entre os guais v3o ser seleccionados os que,

satisfazendo as restrigBes de procura, de dimens3o, de nimero, etc, minimizam a

ma de custos de produgdo/distribuigic e custos fixos. Por esta razdo, sfo
também chamados “ site-selecting location-allocation models”, embora dentro desta
designag3o caibam também os modelos de cobertura nos guais se pretende
daterminar o menor nimero de servigos aque & necessario para satisfazer

determinados niveis de procura.

Como ja referimos, s30 tHo variadas as aplicagSes em gue est3o envolvidos
estes modelos, que tém originado uma n3o menos variada gama de formulagles e

algoritmos para resolver os prablemas que lhes est3o associados.

Iremos primeiramente dar uma ideia sobre algumas dessas formulagSes e
em seguida debrugar-nos-emos sobre o “Problema de Localizagdo Simples” aque &
simulténeamente o de formulagdo mais simples e mais antiga, datando do inicio

dos anos 60. O grande interesse que este problema tem suscitado, segundo



Krarup e Pruzan (1983 ), deve-se, n3o s& & transparéncia da sua estrutura, mas
também ao contributo que tem dado para a resclug3o de outros problemas de
planeamento mais complexos. Por outro lado, a sua estrutura é, em certo sentido,
bastante abrangente; istc porque o nimero de servigos a abricr nd3o &
préviamente fixado, a capacidade & ilimitada, a estrutura de custos de
distribuigdo & linear e, deste modo, permite modificagSes gue podem levar a

formulag@es mais realistas originando outros problemas.

Assim o Problema de Localizagdo Simples, SPL , que & um problema:

Minimizag&o ( custos fixos + custos lineares)
discreto

estatico

um so-servigo

deterministico

pode ser modificado de modo a transformar-se num problema de custos ndo

lineares, dindmicc, multiplos servigos, procura estocéstica, ete.
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234 — PROBLEMA DE LOCALIZAGAO SEM RESTRIGHES DE CAPACIDADE

O problema de localizagdo simples consiste na determinagdo de um
conjunto de locais em que davem ser instalados servigos para atender um
conjunto de clientes de modo a que todos os clientes sejam atendidos a partir de

um e um SO servigo (fabrica, armazeém, etc) ao menor custo possivel. Como ja

referimos anteriormente =ste problema & tratado sob as mais variadas

designagBes, consoante as aplicagSes. Optamos pela terminclogia seguinte:
— ao problema, chamaremos — Problema de Localizagdo Simples - SPL;
— as origens, chamaremos — servigos - localidade i ;

— aos destinos, chamarsmos — clientes - localidade j .

SupBe-se que oS servigos tém capacidade ilimitada, de modo que, em
principio, aualauer servigo pode satisfazer toda a procura. Consideraremos como
objectivo a minimizagcdo de custos totais, custos fixos e custos de atendimento.
Diremos gue um servigo i & “aberto” ou “fechade”, para significar a decis3o de o

“instalar” ou “ndo instalar” na localidade i.

A formulagdo do SPL em termos de programagdo inteira :

PROBLEMA DE LOCALIZAGAD SIMPLES
Formulag3o do Problema

(SPL)  Min D fu+ D > 0y x5 @3.0

1€I 1€l JET
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sa
Kyj =k €T, @32
i€l
4 — % 20, €L JET, 233)
xj; €0, 1, i€l j&7, 234
¥;€ (0, 1}, i€l 239
em gue:
4; =14, seoservigoi for aberto
=0, caso contrario;
xj; = 1 se ocliente j for atendido no servigo i
= 0, caso contrario;
‘Ex = custo fixo de instalac;so do servigo i;
¢;j = custos de atender o cliente j no servigo i ;
1 = (12, ... ,m); conjunto de locais em que potencialmente
poder3o vir a ser instalados os servigos;
J = (42, .. ,n} conjunto de clientes.

Os custos Cij de satisfazer a procura do cliente j a partir do servigo i
sfo fungdo dos custos de producio, p; , dos custos de transporte de i para j,

tj‘) , da procura do cliente i, dj , assim, por exemplo: Cij = dj ( Bj+ tjj D

As restriges (2.32) asseguram gue a procura de cada cliente é
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completamente satisfeita; as restricfes (2.3.3) garantem gue a procura dos

clientes & satisfeita a partir de servigos abertos.

As restrigSes (234 ) de integralidade das varidveis x;; podem ser

£
substituidas por (2.3. ')

x3; 29, i€l je€7, 234)
sem perda de generalidade, visto gue as varidveis estratégicas s3o as varidveis
4;. Uma vez fixado o vector de varidveis bindrias ( y; ) &€ ficil encontrar uma
solugdo inteira para o SPL (23.1) - (235), bastando para tal afectar cada
cliente, J, ao servigo i, “aberto”, de custo minimo para j. Pelo gue acabamos de
dizer & usual encontrar a formulagio do SPL como problema de programagdo

inteira mista (23.1) - (234) — (235).

232 — PROBLEMA DE LOCALIZAGAO SEM RESTRIGUES DE CAPACIDADE

COM VARIOS NIVEIS

Este problema surge guando num sistema de distribuicdo existe uma
hierarquia de equipamentos entre a origem e o destinatario. £ exemplo deste tipo
de situagdo a necessidade de localizar simultineamente fabricas e armazéns
2/0u armazéns de diversas dimensBes para estabelecer o fluxo entre fabricas e

ratalhistas.

Passaremos a apresentar 2 formulagdo  matematica do problema de
localizag3o a dois niveis de gue & exemplo a localizacdo de fabricas e armazéns
num sistema de produgdo, caso gue foi apresentado por Kaufman, Eede e Hansen

1977) num artiogo em que desenvolveram um algoritmo que utiliza um método



“pranch-and-bound” para resolver o problema de distribuigdo a dois niveis. A
generalizagdo desta formulagZo a mais niveis intermédios faz-se de igual modo.
Toha e Lee em (1984) fizeram a generalizagdo deste modelo considerando a sua
formulagdo no caso de haver varios niveis de armazéns ou servigos intermedios
entre a origem ( fabrica ) e o destinatario ( cliente ). Meste problema o objectivo
& seleccionar, para cada nivel, um conjunto de fabricas/armazéns a abrir
dentro de um conjunto de potenciais candidatos em cada nivel, de modo a que, os
custos totais de distribuicdo e custos fixos de instalag3o sejam minimos. Quando,
alguma das mercadorias ndo precisa de utilizar todos os niveis intermédios,
criam-se variaveis artificiais “ dummy ” para as introduzir no modelo. Meste
artigo Tcha = Lee desenvolvem um algoritmo “branch-and-bound” que € baseado no
procedimento dual ascendente de Erlenkotter, Bilde e Krarup com algumas
modificagBes. Optamos pela formulagdo a dois niveis, apresentada por Kaufman,

Eede e Hansen, porque & mais simples, sem perda de generalidade.

Formulagdo do Problema

(SPLM) Min E £

‘“Z%‘z;* z Z ik Xijic @36
3

i€l J€J i€l JEJ kEl
sa
2 xige = L kKEK @37
i€l JEJ
Yy— E X 20, 1€L KEK, 2389



2 => w20, €T, keK, 239
1€l

z; 2w, i€l 2340

Xige 20, I€L, jEI, keK, @340

i 2;€ 00, 13, i€l jer @3.42)

em que:
4; =4, se a fabrica /serviga for aberto
= 0, caso contrario.
z; = 1, se o armazém /servigo for aberto
= 0, caso contrario.
ijk = Percentagem de procura /clientes satisfeita/ atendidos
a partir da fabrica/servigo i através do armazém/
servigo j.
f; = custo fixo de instalagdo da fabrica /servigo i.

= custo fixo de instalagdo do armazém /servigo J.

Cjjk = custos de satisfazer a procura do cliente k a partir
da fabrica /servigo i através do armazém j

I =1(42, ..,1) conjunto de locais em que poder3o vir a ser
instaladas as fabricas /servigos.

J =1{42, ..,m), conjunto de locais em que poderdo vir a
ser instalados os armazéns/ servigos.

K ={42 ..,n ) conjunto de clientes .

Os custos Cijk incluem custos de matérias primas e respectivo transporte

para a fabrica i, custos de produgdo em i, custos de tranporte de i para J,
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custos de armazenagem em j e custos de transporte de j para o cliente k

As restrigBies (237 asseguram que a procura de cada cliente £
complatamente satisfeita; as rest.ri;aes (238) e (239 garantem que a procura
do cliente k s0 pode ser satisfeita a partir da fabrica i e do armazém | se
estes forem abertos. As restrigBes (2.3.10) garantem que para cada fabrica gue
abre, abre um armazém ao lado, condigdo que foi imposta na formulag3o do

problema feita por Kaufman e al.. Mo entanto, se esta condig3o ndo for exiaida,

rastrigles (23.40) podem dbviamente suprimir-se. As restrigles (2.3.44)
garantem que os niveis de procura do cliente k a partir de i e através de j s3o

ndo negativos.

MNos modelos antericres estivemos a considerar distribuigdo de um so-
produto (ou prestag@o de um sO servigo); no entanto, em muitas situagBes podem
pbr-se estes mesmos problemas, mas com varios produtos dando crigem a
sxtensfes destas gensricamente designados por multi-produtos/multi-servigos e

cuja apresentagdo passaremos a fazer no paragrafo seaguinte.

233 — PROBLEMA DE LOCALIZAGAO DE MULTI-SERVICOS SEM RESTRIGOES

DE CAPACIDADE

Warszawski = Peer (1973) introduziram o problema de localizagdo multi-
servigos. A motivagSo para o problema resultou da necessidade de resolver um
problema de engenharia civil que envolvia um grande projecto de construgdo.
Nesse projecto havia necessidade de definir os locais em que deviam situar-se
trés unidades de fabrico de produtos fundamentais: massa de cimento, blocos e

3g0. Cada unidade produzia apenas um destes produtos e deveria ser localizada
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de tal modo gue cada um dos 38 destinos candidatos pudessem ser servidos de
forma eficiente. Este modelo tem um particular interesse para situagGes de
fabricas que fazem as vendas dos seus produtos directamente ao publico e em

que a armazenagem & praticamente inexistente.

Formulagdo do problema

CMPL ) Min E E fip Yip + E E 2 Xjjp 2343
i€I pEP i€l J&J pEP
sa
Xijp = L JET, 0 €P, 2314
i€l
4 < L 6L, (2315
pEP
Xjip § 8jp+ iEL PEP, @3.16)
JET
¥ijp 20, i€L JET, p€P 2.3.47
yipp €00, 1), i€I, pEP . (2.3.48)
em que:
Yip =4 sea fabrica i @ aberta para produzir o produto p
= 0, caso contrario;
Xjjp = Percentagem de procura do cliente j para o produto p

satisfeita a partir da fabrica i;
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fip = custo fixo de instalagds da fabrica i a produzir o
produto p;
Cjjp = custos de produgdo e distribuigdo para satisfazer a

procura dos clientes j, do produto p, a partir da
fabrica i .

I ={42, .., m) conjunto de locais em que poderdo vir a
ser instaladas as fibricas ou servigos.

J = (42, .., n), conjunto de clientes .

P = (42, .., k3 conjunto de produtos ou servigos.

Se o numero de produtos, k , for igual a i o problema reduz-se ao

oroblema de localizago simples, SPL.

Warszawski (1973), apresentou dois métodos para resolver o MLP : um
método “branch-and-bound” e um método heuristico. Para o método “branch-and-
bound” desenvolveu dois métodos para determinar minorantes em cada nodo da
arvore de ramificagdo. Um deles permitia obter melhores minorantes, mas mais
lento; o outro, mais rapido, mas a originar minorantes mais fracos. B. Khumawala
@ W, Meebe (1978) apresentaram duas sugest8es que permitem melhorar os
minorantes obtidos palo segundo método. Como o método “branch-and-bound” ocupa
muito tempo de computador em problemas de grande dimens3o, Warszawski propds
um método heuristicn, mais rapido, em gue eram primeiramente resolvidos k
problemas de localizagdo simples , um para cada produto; se todas as restrigBes

(2:3.15),

> uipt Vi,
PEP il

fossem satisfeitas ento a solugdo encontrada seria a solugdo optima do MPL.
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Se para algum r se tivesse

> drp>t

pEP
entdo, isto significava gue a fabrica localizada em r estava a produzir mais do
que um produto, 2 procedia-se a uma realocagdo das fibricas gue estivessem
nessas condig@es de modo a que o acréscimo sofrido pelo minorante que se obtém
relaxando as restrigles de ndo interferéncia (2.3.45), fosse minimo. Este
processo repetia-se até que todas aguelas restrigfes fossem satisfeitas, isto

&, até gue deixasse de haver situag@es de conflito.

Karkazis e Boffey (1981) desenvolveram dois algoritmos baseados no dual
para resolver o MLP. Estes algoritmos a que chamaram MultiBKE e HILLCLIMB
resultaram, da possibilidade de reduzir a resolugdo do MLP a resolucdo de
subproblemas SPL. O MultiBKE resultou da aplicagdo do algoritmo dual
ascendente de Bilde , Krarup e Erlenkotter e o HILLCLIMB da aplicagdo de
optimizag8o subgradienta & resolugdo dos subproblemas SPL. S3o  ali
apresentados raesultados computacionais e & feita a comparagdo com os
resultados obtidos por Warszawski, utilizando para tal os mesmos quatro

exemplos, concluindo pela maior eficiéncia de gualquer dos seus algoritmos.

234 — PROBLEMA DE LOCALIZAGAQ DINAMICA SEM RESTRICUES DE

CAPACIDADE

O problema de localizagdo dindmica surge guando as decisBes sobre a

localizag¥o podem depender do tempo. Warszawski no seu artigo (1973) incluiu
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algumas solugBes para a vers3o dindmica do SPL. Esta versZo foi também
sugerida pelo seu problema concreto ligado & construcdo civil. A necessidade de
mudar as localizagSes das unidades de produg3o de massa de cimento, ago, stc.,
de acordo com as sclicitagBes, levaram a formulago do problema dinZmicc gue a

seguir apresentamos:

Formulacdo do problema

©PL) Min Z i Xt z Z T

i€l jeJ ter 1€l tET

+ 9i4 Yig + E E i Uit (1 -9;¢4) 2349
i€l i€i teT’
sa
X = L, JET, teET, (2.320)
i€l
E X;i6 € myj ., i€ tET, (23240
J&J
X3¢ 2 0, I€I, JET, t€T, 23.22)
ujp €00, 1), i€I, €T . (23239

am que:
4;; =1, se a fabrica i &/estd instalada no instante t
= 0, caso contrario.
= percentagem de procura do cliente j que no instante t
& satisfeita pela fabrica i ;

fi = custos fixos da fabrica i no instante t que sio
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independentes de realocag@es ( como por exemplo, custos

de capital e de manutencio);

7;4 = custos fixos de instalagdo/realocagdo da fibrica i no
instante t;
Cjj¢ = custos de producio e distribuigio para satisfazer a

procura dos clientes j, no instante t, 2 partir da
fabrica 1 ;

I =(42 .., n} conjunto de locais em que poderdo vir a
ser instaladas as fabricas ou servigos;

J ={42, .., m2}, conjunto de clientes;

T =42, .., k) instantes em que poderdo vir
a ser instaladas as fabricas ou servigos;

= 1Y

Como pode notar-se existe uma grande semelhanga entre a formulagdo do
MPL 2 do DPL , podendo o Gltimo ser praticamente obtido do primeiro pela
substituicdo do indice de produtos ( mercadorias ) pelo indice tempo. A principal
diferenca entre os dois modelos esta nas componentes de custos. No modelo
dindmico, ha para além dos custos fixos de instalag3o, os custos de realocagdo
quando esta tem lugar de um instante para o seguinte. Warszawski, testou dois
métodos para resolver este problema, um baseado na programagdo dindmica e

outro baseado no maior rendimento marginal.

Erlenkotter = Van Roy (1982), apresentaram uma generalizac3o deste
modelo, introduzindo um rovo pardmetrc para separar, no tempo, as decisSes de
localizag8o das decisBes de procura. A formulagdo do problema por eles

apresentada e a seguinte:
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Formulagdo do Problema

(GDPL) Min 2 E E Cijt Xijwt * E 2 fit Yj¢ (2328
wElW 1€l J&J €T tE€T i€l

52
> it = L €T, wew, @329
i€l €T
Xijwt S Yipo I€L JET, wel, t€T, (2.3.26)
Xijwt 20, €L €T, wel, teT, 2327
ujp €00, 1), i€I,ter (2.3.28)
em gue:
y;; =1, se a fabrica i é instalada no instante ¢
= 0, caso contrario.
Xjjwt = Percentagem de procura do cliente j no instante w que
2 satisfeita pela fabrica i no instante ¢;
fit = custo fixo de instalago da fabrica i no instante t;
Cjjwt = custos de produgdo e distribuigdo para satisfazer a
procura do cliente j, feita no instante w , a partir
da fabrica i no instante t.
I ={42 ..,n ) conjunto de locais em que poderdo vir a

ser instaladas as fabricas ou servigos;
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J ={42, .., m3}, conjunto de clientes;

W =042, ..,1) conjunto de instantes em que poder3o vir
a ser feitas sncomendas;

T =1{42, .., k), conjunto de instantes em que poderda vir

a ser abertas ou fechadas as fibricas ou servigos.

Num determinado instante, t, pode considerar-se I = Ig U I , em que Iy ,
representa o conjunto de locais em que os servigos podem vir a ser abertos e
Iz o conjunto de locais em que os servigos podem ser fechados. Assim se yj; = 4,
para i € Iy , significa que o servigo foi aberto até ao instante ¢ ; 4j¢ = 1, para

i € I, significa gue no instante t se decide abrir o servigo i .

Para assegurar que um servigo ndo atende clientes antes de ser aberto

ou depois de ter fechado, consideram-se os custos oy, = M, para w< t e i€

Ip & paraw >tei€ Iz, com ™ um nimero positivo suficientemente grande.
Erlenkotter = Van Roy (1982) implementaram um algoritmo “branch-and-
bound” a que chamaram DYNALOC, em que estd incorporada uma versio
aspecializada do método dual ascendente de Bilde, Krarup & Erlenkotter para a
resolucdo do problema estatico de localizagdo simples, SPL. Neste artigo,
mostra-se que, o GDPL pode ser considerado um problema estatico, SPL, =m que
as “pseudo” localizagBes s3o todas as combinagBes de i com t, (it), em que i pode
ser aberta ou fechada e os “pseudo” clientes sdo todas as sombina(;ﬁes, Gw), de
clientes j com periodos w. Apesar disso, ndo utilizaram métodos de resolugdo do
SPL nem mesmo o DUALOC, algoritmo “branch-and-bound” para resolver o SPL, que
fora implementado por Erlenkotter (1978) e se mostrou bastante eficiente. As

raz8es gue levaram a implementagac de um novo algoritmo s3o ali apresentadas
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2 tém a ver com o espago de memoria gue Seria necessaric para este problema e
com algumas particularidades deste problema gue n3o s3o consideradas no

DUALOC.

Neste artigo, além de apresentarem o método, DYNALOC para resaolver o

GDPL sHo ainda apresentados resultados computacionais obtidos pelo algoritmo

2 comparados com que haviam sido cbtidos por Roodman e Schwartz (41975) para
groblemas dindmicos, com os obtidos por Erlenkotter (1378) ra  utilizago do
ajustamento do dual versus ajustamento do primal-dual ai implementado, = ainda
com um conjunto de problemas dinfmicos construidos a partir dos problemas
estaticos de Kuehn—Hamburger (1963). Tendo concluido que o DYNALOC & mais
rapido em qualquer daqueles casos. For Ultimo s30 feitas algumas extensGes

deste algoritmo nomeadamente a problemas dindmicos com restr‘i;’b‘as de

capacidade.

235 — PROBLEMA DE LOCALIZACAOD COM RESTRIGUES DE CAPACIDADE

O problema de localizagdo com restrigSes de capacidade surge, como &
svidente, quando hi limitagBes de alguma natureza, sejam de produgdo, espage ou

outras. Para este problema a formulagdo em programagdo mista & a seguinte:

Formulagdo do Problema

L Min > Fp+ > >0 2329
& &

i€l 1€l §
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Kps =g €T (23.30)

E Xj5 £ 543, 1€L (2330
JE€T

G 20 i€l j€7, 2332

y;€00 .41, i€ 2333

em gue:

4; =4, se a fabrica (servigo) i for aberto
= 0, caso contrario;
jj = Quantidade de procura do cliente j satisfeita a partir
da fabrica i ;
f; = custo fixo de instalagdo da fabrica ( sarvigo ) i.
¢j; = custos unitarios de produgdo e distribuicio para

satisfazer a procura do cliente j a partir da fabrica i;

S; =um limite superior da capacidade da fabrica (servigo) i
d; = a procura do cliente j;
I = conjunto de locais em que poderdo vir a ser instaladas

as fabricas ou servigos;

J = conjunto de clientes.

As restrigles (2.230) asseguram gque a procura de cada cliente &
completamente satisfeita; as rastrigSes (2.3.31) garantem gue a procura dos

clientes é satisfeita a partir de fabricas abertas.

Note-se que em muitas situagBes pode haver necessidade de incluir no
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grupo de restrigles (2331 outras de tioo 3 x;; 2 5; ¥; , i€l , isto &, incluir
JET
restrigies gue contemplem situag@es do tipo: s¢ interessa abrir uma fabrica ou
servigo, desde que 0s niveis de produgdo (procura) sejam superiores a certos
valores. Messe caso, bastava fazer uma ligeira modificagdo & formulagdo
anterior. Transformar as restrigSes (2.3.34), agora alargadas as restrig@es 2, em
restrigles de igualdade, introduzindo wvaridveis de desvio, superiormente
limtadas pelas diferengas entre os niveis maximos e minimos de oferta, s; @55,

respectivaments; adicionar as restrigfes x;; S wu;;, emaue U= 5 -

for destino em gue ha desvio e U;; = = 52 o desvio for nulo. Os métodos mais

utilizados na resolugSo destes problemas s3o0 de tipo ranch-and-bound”.
Beasley (1988) apresenta uma formulagdo do problema que considera mais geral,
por incluir restrigSes do tipo das que acabamos de referir e ainda restrigSes
no numero de servigos a abrir. Apresenta ainda um algoritmo para resolver
problemas CPL de grande dimens3o. O algoritmo permite determinar minorantes da
solugdo optima, utilizando uma relaxagdo Lagrangeana da formulagdo inteira
mista do problema gue go0za da propriedade de integralidade, Geoffrion(1374)
Numa tentativa de melhorar os minorantes obtidos pelo dual lagrangeano, Beaslay
desenvolveu um processo iterativo em gue se pocura fazer um ajustamento de
multiplicadores, utilizando aptimxzapio sSubgradiente, e se resolve o dual
lagrageano para os multiplicadores ajustados. Para completar a resolugdo do CPL
implementou um “branch-and-bound” em gue utilizou como majorante o valor de uma
snluggq admjssivel, obtida de uma forma simples e como minorantes os que ali
calculou via relaxagdo Lagrangeana e DDtimizal;So subgradiente. 0 algoritmo foi
testado para probleamas com 500 armazéns e 1000 clientes. Van Roy (1986)
desenvolveu um algoritmo gue & mais réapido do gue o apresentado por Beasley

para problemas de peauena dimensZo.
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236 — PROBLEMA ESTOCASTICO DE LOCALIZAGAD COM RESTRIGUES DE

CAPACIDADE

Este problema surge guando as procuras s3o varidveis aleatdrias. A sua

formulagcdo para o caso um 56 produto/servico & a seguinte:

Formulagio do Problema

SCPLY Min > fup+ > > o +

i€l i€lul' jEJ
[ =
+ E (hjj (zj ) $50) dv+pJL_vf—z}) $; W) dv]
J€T 0 =

JET,

xj; 20, i€l, j€d,

9€0,4), €IV

2334

2335

(2.3.36)

2.3.37)

(2338

(23.39)
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em que:

4; =1, se o servigo i for aberto

= 0, caso contrério;
Xjj = quantidade de procura do cliente j satisfeita a partir
do servigo i;
f; = custo fixo de instalag3o do servigo i
¢jj = custos unitarios de producdo e distribuicdo para
satisfazer a procura do cliente j a partir do servigo i

s; = um limite superior da capacidade do servigo i;
= total recebido em j de todas as origens;

W) = fungdo densidade de probabilidade da procura do

cliente j;
h ; = custo unitario de armazenagem em Jj;
p; = custo por cada unidade cuja procura ainda ndo foi

satisfeita em j;

I = conjunto de locais em que estdo instalados os servigos
abertos;
I' = conjunto de locais propostos para virem a ser

instalados novos servigos;

7 = conjunto de localizagBes de clientes candidatos.

As restrigBes (2.3.35 sHo de definigdo dos z; ; as restrigles (2.3.36)

estabelecem limites superiores para a oferta .

Estes modelos n3o t&m merecido grande atengSo por parte dos
investigadores e isso deve-se em parte ao facto de os erros aque sdo

introduzidos no modelo ao utilizar uma fungdo densidade de probabilidade
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aproximada para a procura se scbreporem aos que resultam de introduzir no

modelo deterministico tradicional um valor esperado dessa mesma procura.

Outras versBes de problemas discretos poderiam ser formuladas como, por
exemplo, problemas de localizag3o com varios niveis e varios produtos, problemas

de localizagdo dindmica com restriges de capacidade, etc., stc...

Procuramos descrever de forma breve alguns dos principais problemas de
localizag3o que tém vindo a ser postos. Varias contribuigBes tém sido dadas no
sentido de sistematizar a teoria de localizagdo das guais referimos, por
exemplo: Francis e al(1983), Tansel & al(i983a, b), Krarup e Pruzan (1983),
Aikans(iées), Domschke e Drexel (198%5), Love, Morris e Wesolowsky (1988), Hansen,
Labbé Peeters e Thisse (i1987), Brandeau e Chiu (4989). Brandeau e Chiu,
apresentam uma lista de 50 problemas de localizagdo gue consideram mais
representativos e procuram dar uma ideia sobre a forma como se relacionam,
formalizam, guais ©0s principais métodos utilizados na sua resolugSo e

bibliografia.
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CAPITULD 3

PROBLEMA DE LOCALIZACAQ SIMPLES
SPL

MNeste capitulo iremos tratar o problema de localizacdo simples. Faremos
referéncia i sua complexidade computacional. Apresentaremos alauns dos métodos
mais utilizados na sua resolugdo: métodos aproximados( heuristicos e relaxagfes),

metodos heuristicos baseados no dual e metodos exactos.

3.4 — FORMULAGAD MATEMATICA
Retomemos = formulag3o inteira do SPL ja apresentada em 2.3.4 ¢

©PL) Min > fup+ > > e @10

1€I i€l €7
sa
34.2)
3.4.3
x;;€ {0, 1), i€ €T, 3.14.4)



y;€ (0, 4) i€l (3.4.5)
em que:
y; =1, se o servigo i for aberto
= 0, caso contrario;
X;j = 1 se o cliente j for atendido no servigo i
= 0, caso contrario;

custo fixo de instalagdo do servigo i;

¢;; = custos de atender o cliente j no servigo i (podem
incluir custos de produgdo , transporte ou outros);
I = conjunto de locais em gue potencialmente poderdo vir a
ser instalados os servigos; I = (42, .. .m}
J = conjunto de clientes ; J=(12, .. ,n3.

As restrigfes (3.42) asseguram que todo o cliente & atendido; as
restrigSes (3.4.3) garantem que a procura dos clientes & satisfeita a partir de

fabricas abertas.

As restrigBes(3.14) de integralidade das varidveis X;; Podem ser
substituidas por :

x;; 20, i€ j€3, 3.449

sem perda de generalidade, visto que as varidwveis estratégicas s3o as varidveis
y;. Uma vez fixado o vector de varidveis bindrias ( y; ) & facil encontrar uma
solu(;'a'u inteira para o SPL (3.4.1) - (3.1.5), como iremos ver. Pelo que acabamos de
dizer podemos formular o SPL como problema de programagdo inteira mista

B4 (3449, (315). Esta f‘Dr‘mulag,So caorresponde a uma si.tua(;ic concreta que
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ocorre com alguma fregquéncia em que cada cliente pode ser servido parcialmente
por mais do que um servigo. S3o exemplos do problema de programaco inteira
pura, a afectagfic dos habitantes de determinada zona a determinada central
telefénica; do problema de programag3o mista, o abastecimento de um retalhista a

partir de varias fabricas.

E freguente encontrar uma outra formalizag3o do SPL que resulta de
substituir na formalizacdo (2.1.0)— (3.4.4), (3.45) o conjunto de restrigBes ,
4; — X33 20, i€l, jei, 3.4.3)

pelo conjunto de restrigfes agregadas:

ng; - E x;; 20, i€l (3439
i€y

emqgue n=171.

Teremos ent3o as duas formalizagSes do SPL como problema de

programagdo mista que a seguir se apresentam no quadro 3.4

A vantagem da formalizagdo condensada a gque chamamos SPL - W scbre a
SPL - § & a redugdo das mxn resirigies (3.43) a m restrigfes (3.1.3'). As
duas formalizagBes sdo equivalentes, isto &, a solugdo optima ndo & afectada. No
entanto, quando se utilizam métodos baseados na relaxagdo linear em gue as
restrigdes (3.4.5) de integralidade das variaveis y; s3o substituidas por y; 20,
i€\ 1, isto deixa de ser verdadeiro, porque a regido admissivel do SPL-S,
definida por (3.42), (343 e y;20, xij2 0, i€ 1, JET, esta estritamente contida
na regifo admissivel do SPL-W, definida por (3.42), (3.1.3) e y;20, x;;2 0 i€ 1L
J€J, razdo pela gual se chama & primeira, “forte” ( Strong), e a segunda, com

restrigSes agregadas, “fraca” ( Weak ) .
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SPL-S | SPL-W
@LD Min > fuir > > o X @i
i€l 1€l €7
sa sa
@12 i = L] D xzp — Ly JETLGAd2)
= =4
@A)y - x;;20, €L €T nu; - x;; 20, i€l (@43
=
@44 x; 20, i€l je7 x;; 20, i€l j&I,  (314)
@49 €00, 1), i€l 4, €00, 1), i€l (345)
Quadro 3.4

Como referimos anteriormente, uma vez decidido gual o conjunto de servigos

o + ~ y : 0
que v3o ser abertos, I' € I , a afectagdo de clientes a servigos & trivial. Em
particular, afecta-se o cliente j ao servigo “aberto” k € 1+ de custo minima, Ckj

=min ¢

e

O custo total correspondente ao conjunto de servigos I* sera:
5 ;
21 = E "?"‘H.cij*'z £
JeT el iert

Como cada cliente é atendido num sé servigo, que corresponde a dizer gue
“ o SPL goza da propriedade de afectagdo simples”, o SPL pode tratar-se como

problema de optimizag3o combinatéria com a seguinte formulagdo :
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Formulagdo Combinatoria do SPL

PCr}(mec +Z Fi]
iepP

Nesta formulagdo do SPL o problema resume-se & identificagdo do
subconjunto P de I, para o qual & minimo o custo total; esse conjunta indicara o
conjunto de servigos a abrir. Esta forma de tratar o problema evita a
inteira e tem tido um papel importante na implementagdoc de

formulacdo

algoritmos para a sua resolugdo.
32 — PROBLEMAS DE LOCALIZACAD, F’MTIGZUECGE‘RT\RA
Os Problemas da Partigdo (PP) e da Cobertura (CP) podem ser considerados

como casos particulares do SPL. Se tivermos presente a formulagdo do problema

de cobertura de custo minimo (2.2.8) — (2.2.10) :

Min E £ 4 (22.8)
i€l
sa
E a9 & L & 229
i€l

y;€ (04}, i€l . 2210

E facil de ver que este pode ser considerado um SPL particular em gue:
— os custos fixos, f; , s3o os mesmos;

— 0s cij=D,au By = 0
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—eaqgs a;
1 0. se c;; =
4 4

qs L, sec ;=0
i =
Inversamente, para gualquer problema de cobertura, podemos definir um
SPL com os mesmos custos fixos e em que:
o). 0,se a; =4
1)

™ , 5e 5“»=0

Quando nas restrigBes (229) se substitui o sinal2> pelo sinal de = , temos um

problema de partigdo.

Note-se que no que diz respeito a formulagdo do SPL & habitual
considerar as origens em linhas e os destinos em colunas. Assim, para
estabelecermos esta relag@o entre o SPL e o CP utilizamos a transposta da

matriz Apxn = L 35 1 de zeros e uns da formulag3o do SPL.
33 — COMPLEXIDADE COMPUTACIONAL

Os algoritmos para resolver problemas de optimizag@o podem classificar-
se em:
— Algoritmos polinomiais
— Algoritmos exponanciais.
Um algoritmo diz-se “ Algoritmo em tempo polinomial” para um problema ( P)

se para todas as instincias de (P , possiveis conjuntos de dados, o seu tempo de

execugdo, medido em nimero de operagSes elementares, for limitada
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superiormente por uma funcdo polinomial da dimens3o dos dados. Se for n essa
dimensdo e k o grau do polindmio, diz-se que o tempo de computagdo do algoritmo
oo que significa que € superiormente limitado por C n, para alguma
constante positiva C e gualguer n20 . Sempre gue um algoritmo no & polinomial

diz-se “ Algoritmo exponencial”.

Como a classificago dos algoritmos em polinomiais ou “bons” e
axponenciais ou “maus” é feita a partir da andlise do pior caso porque é feita
para todas as possiveis instincias dos dados, pode acontecer que para uma
particular instdncia dos dados o algoritmo exponencial dé origem a menor

esforgo computacional do que um polinomial.

Uma questo gue s2 pBe perante determinado problema de optimizag3o
combinatoria & a de saber se havera algum algoritmo polinomial que o resolva.
Para analisar estes problemas segundo a teoria da complexidade computacional &
necessario encontrar os “problemas de decis3o” que lhe est3o associados, isto &,
problemas que tém apenas uma de duas solugBes possiveis: “sim” ou “ndo”. Assim,
por exemplo, no caso do SPL o problema de decisfo, MGSPL) que lhe estd

associado é:

Para uma dada instdncia ( m ; n ; C ; £ ) e um dado valor constante
nositivo, K, havera uma solugdo para o SPL de valor ndo superior a K?

Em que m & o nimero de origens, n o numero de destinos, C & a matriz de
custos de atendimento e £ & o vector de custos fixos .

Para grande nimero de problemas de optimizagdo combinatoria & possivel
provar a equivaléncia, em termos de complexidade computacional, entre problemas

de nptimizag:ﬁo e problemas de decis3o I que lhe est3o associados, Papadimitriou
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e Steiglitz (1982). No entanto isto ndo & valido para todos os problemas de
optimizagdo combinatoria. Assim, a existéncia de algoritmos polinomiais para
problemas de optimizag3o permite concluir a existéncia de algoritmos polinomiais
para os correspondentes problemas de decisdo, o reciproco s em certos casos &

verdadeiro.

Diz-se gue um problema de decis3o pertence i classe P, se existir algum
algoritmo deterministico em tempo polinomial que o resolva; diz-se gue um
proclema de decisdo pertence 3 classe NP , se a sua solugdo puder ser
verificada em tempo polinomial. As iniciais NP, resultam de "MNondeterministic
Polinomial time” o que significa que um problema pertence a classe NP, se puder

ser resolvido por um algoritmo n3o deterministico em tempo polinomial.

A classe PCN?P, como facilmente se v& . Se P£NP & uma guestdo que se

mantém em aberto.

Cook (4971) e Karp (4872) introduziram o conceito de classe de problemas

NP-completos que passamaos a definir.

Diz-se que um problema de decis3o I & NP-hard , intratavel, se gualquer
problema I ENP for polinomialmente transformavel em I , isto significa que Il &

pelo menos t3o dificil como qualquer problema de NP

Um problema H diz-se NP-completo, se for NP-hard e pertencer a classe
N¥. Pademos entdo, dizer que a classe de problemas NP-completos & constituida
por um conjunto de problemas equivalentes no sentido em gue “ se algum deles

for solGvel por um algoritmo polinomial todos o serdo ”.

Podemos concluir que para justificar que determinado problema & NP-hard

basta encontrar um problema conhecido, NP-completo, que seja transformavel em
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tempo polinomial no problema dado. Garey e Johnson (4379) apresentam uma lista
de problemas NP-completos da gual faz parte o problema da cobertura. Ora,
vimos na secc3o anterior gue este pode ser considerado um caso particular do
SPL e dai podemos concluir que:

“ 0 Problema de Localizag3o Simples & NP- hard ”.

34 — METODOS DE RESOLUCAD

Existe uma grande variedade de algoritmos que tém vindo a ser utilizados
na resolugdo do SPL. Como o SPL & um problema de programagZo linear inteira
todos os algoritmos que genéricamente se aplicam a resolugdo dagueles podem
também ser aplicados ac SPL. No entanto, a generalidade pode ter um elevaco
prego em termos de tempo de resolugdo o que leva & procura de algoritmos
especificos para resolver determinado problema, em geral motivados pela

estrutura particular do respectivo problema.

Assim, podemos encontrar para resolver o SPL heuristicas, relaxagdes,

algoritmos exactos.

344 — HEURISTICAS

Os primeiros métodos utilizados para resolver o SPL foram heuristicos.
Estes métodos permitem obter soluges admissiveis, aproximadas, so

excepcionalmente optimas, num curto espago de tempo. Continuam a desenvolver-se



heuristicas para encontrar solugBes admissiveis do primal e do dual pois estas
fornecem majorantes e minorantes da solugdo oOptima, permitindo avaliar a
qualidade da solugdo aproximada ou reduzir o tempo de computag3o guando
utilizados em algoritmos “branch-and-bound”. A solug3o obtida pela heuristica
pode ser suficiente para dar resposta ao problema, ou pode também ser utilizada
como ponto de partida para um slgoritmo exacto; tudo depende da gualidade da

solugdo gue seja requerida.

Dum modo geral podemos dizer que as heuristicas desenvolvidas para o

SPL resultam de trés ideias fundamentais.

A primeira procura sclugSE admissiveis, utilizando rearas gue lhe
permitam a maxima melhoria em cada passo, dando por isso origem as heuristicas

de tipo “greedy .

A segunda & a de “pesquisa local , parte de uma solugdo admissivel,
procura fazer trocas, fechando servigos, abrindo outros na vizinhanga, na
tentativa de obter uma melhor solugdo admissivel, dando origem &s heuristicas

ditas de “ tipo melhorativo * ou “por trocas ” ou ainda de “pesquisa local .

A terceira ideia, mais recente, & a de construir solugSes heuristicas
primais e duais, aos pares, através das condigBes de desvio complementar para
as relaxagBes lineares, dando origem aos algoritmos heuristicos chamados
“primais —duais ”. A heuristica primal—dual que maior impacto teve para a
resolugdo do SPL foi a “Dual Ascendente” que faz parte do algoritmo DUALOC de

Erlenkotter que descreveremos mais adiante.

E freguente encontrar estas ideias utilizadas conjuntamente num mesmo

algoritmo. Assim, porgue existe uma grande variedade de heuristicas, apenas para
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exemplificar, vamos referir, em particular, dois métodos heuristicos que foram
dos primeiros métodos apresentados para o SPL. O primeirs, deve-se a Kuehn e
Hamburger (1963) foi proposto para localizar armazéns, e pode hoje ser
considerado um método heuristico “greedy melhorativo”. Este alaoritmo & formado
de duas partes: o programa principal que é chamado “rotina de adigdo ", parte de
uma configuragdo inicial baseada na procura local, e prossegue abrindo os
servigos um 2 um de modo a que o custo total de cada configuragdo sofra o
maior decréscimo possivel, até que nenhum servigo possa ser aberto sem aue
issoc aumente o custo total; a abertura & sequencial de tal modo gue um servigo
uma vez aberto, mantém-se assim na solugdo final. A segunda parte & uma
subrotina gue elimina servigos econdmicamente sem interesse devido a
proximidade de outros que foram posteriormente abertos pela heuristica greedy
@ em seguida, partindo desta solug;so'admissivel, analisa as trocas entre
servigos abertos e fechados, efectuando-as sempre que tal represente melhoria
para a fungdo objectivo. O processo para guando tiver sido encontrada uma

solugdio que ndo possa ser melharada por tais trocas.

Por sua vez, Manne (1964), apresentou um método heuristico para o SPL,
“Steepest Ascent One Point Move Algorithm”, SAOPMA, que é também considerado
de tipo “greedy melhorativo ”. Nesta heuristica parte-se de uma solugdo inicial
admissivel, em termos de ( 4; ) que pode ser gualquer das 2™1 possiveis,
exceptuando a solugdo @0, .. , 0) em gue todos os servigos estSo fechados;
depois move-se para cada uma das m solugdes adjacentes que resultam de
substituir um Y pelo seu complementar, o gue corresponde a fazer trocas entre
servigos abertos e fechados, seleccionando a gue originar um maior decréscimo

para a f‘unq.Sc\ objectivo. A SAOPMA termina quando o movimento para gualguer



_54-

ponto adjacente no introduzir gualguer melhoria em relagdo & solugdo corrente.

Os métodos heuristicos s3c base para muitos outros algoritmos
aproximados, e podem também ser Uteis para algoritmos exactos gue necessitem
de solugBes iniciais admissiveis ou mesmo, como dissemos j4, para obter solugBes
finais. S6 gue, nesta Ultima hipdtese, é importante saber se a solugdo encontrada
se afasta muito ou pouco do valor optimo, isto &, avaliar o erro cometido guando

se adopta aquela solugdo.

Varias tém sido as medidas utilizadas para avaliar a precisdo das

solugBes obtidas por métodos heuristicos.

O desvio absoluto:

€a = Z-2 340

em que Z representa o valor da solugdo aproximada obtida pela heuristica e * o
valor éptimo. Este desvio tem pouco interesse pratico, porque & sensivel a
mudanga de escala nos dados.

0 desvio relativo:

er=(z-25) /2% @42

& mais significativo, embora seja considerado uma medida inadeguada para o SPL
por Cornuesjols, Fisher e Memhauser (1977), por nd3o satisfazer a seguinte
propriedade que consideram essencial:

“Uma modificag3o dos dados que adicione uma constante § ao valor da
fungdo objectivo para qualquer solugdo admissivel, deixando a execugdo da

heuristica inalterada, deve deixar inalterada a medida do erro”.



Ora tal ndo acontece, pois se por exemplo for adicionada a constante § a
uma linha da matriz de custos C=lc;]1 do SPL, o valor de gualguer solucio vem
adicionado de 8, a execugdo da heuristica n¥o sofre alteragdo e o valor do erro
relativo é alterado, pois passara a ser:

er=(z-2H/EE+8) (343)

podendo aumentar cu diminuir conforme o § escolhida.

Neste mesmo artigo, CF N, propBem para medida da erro:

Apr =02 -2 7 Czp-2X) @4.4)

em que z-~ & um valor gue resulta da analise do pior caso, ie, ( zp - z*

)
representa o maximo desvio possivel entre um valor obtido pela heuristica que

esta em analise 2 o valor optimo; g mede o desvio da solu;io encontrada pela

heuristica em relagdo ao pior desvio possivel.

Para problemas de grande dimens3o em que Fe desconhecido, utiliza-se:

TE=(2-2)/2 (345

em gue z representa um limite inferior para o valor dptimo, obtendo-se deste
modo um limite superior para o erro cometido. Nestes casos as heuristicas
baseadas no dual da relaxagio linear do SPL, que permitem obter solugdes

primais e duais, desempenham um papel importante. Os valores das solugSes duais

admissiveis que constituem limites inferiores, z , s3o0 utilizados para obter
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limites superiores dos desvios dos valores das solugSes primais, obtidos pela
heuristica, em relagdo ac valor optimo &, a posteriori, permitem avaliar a

qualidade da solugdo.

342 — RELAXACOES LINEARES

As relaxagSes das restrigBes de integralidade nas formulagBes do SPL
que designamos SPL-S e SPL-W, deram origem as chamadas “Relaxag3o linear

forte” ( SRS ) e “ Relaxagdo linear fraca ” ( WRS ).

Estas relaxagBes lineares tém tido uma grande importdncia pratica para a
resolugdo do SPL, n3o sO porgue servem de base para muitos algoritmos
aproximados que se baseiam em técnicas de programagdo linear, mas também
porgue a sua resolugdo ou a dos duais permite cbter minorantes que s3o depois

utilizados em algoritmos de tipo “branch-and-bound”.

O calculo de majorantes e minorantes & de uma grande importdncia para
resolver o SPL e, como & sabido, a sua qualidade pode reduzir muito o tempo de
computagdo necessario para obter a solugdo por um métode “branch-and-bound”.
PBe-se, ent30, a guest3o da escolha entre a SRS e a WRS, isto &, ha que optar
entre a gualidade dos limites e a rapidez com que podem ser obtidos. No caso do
SPL esta gquest3o nem sempre & facil de resolver, embora grande numero de
autores se incline claramente para a SRS por raz@ies que exporemos mais

adiante.

No quadro 3.2 apresentam-se as formulagBes das duas relaxagfes.



RelaxagBes lineares do SPL

Relaxacdo Forte Relaxagdo Fraca
SRS ’ WRS
346) 346
Hin T 955
i€l i€l jeJ
(3.4.7) = 1, €7, Xj; = i, J&i, (347)
i€l
348 y; - %3330, i€l j€7 nu;—> x;; 20, i€ @a8)
JET
3.4.9) Xij 20, i€l,ije? Xij 20, il j&7, (349)
(34.10) y; 20, 4er g; 20, i€l (34.10)

Quadro 32

Vejamos algumas das vantagens ou inconvenientes da escolha de uma ou
outra ou suas duais. A relaxac¥o forte, SRS, tem n(m+l) restrigles = m@n+l)
varidveis, incluidas as de desvio, enguanto a relaxagdo fraca apresenta apenas
m+n restrigdes = m(n+2) variaveis, incluidas as de desvio também. Em termos
computacionais esta reducdo do numero de varidveis e restrigBes representa
uma clara vantagem para a WRS; no entanto, como cada r‘estrigio agr=gada
representa a soma de n restrigfes da SRS, entdo gualauer solugdo admissivel da

SRS sera admissivel para a WRS, mas o reciproco ndo & em geral, verdadeiro. A
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resido admissivel da SRS esta contida na regifo admissivel da WRS, o que
significa gue a SRS da melhores aproximagSes e isto pode representar uma
agrande vantagem, por exemplo, quando utilizada em algoritmos “branch-and-bound”,

pela economia de tempo de computagdo que pode representar

A relaxagdo linear fraca para além de ter mencs restrigBes pode ser
resolvida por inspecgdo. O resultadc que acabamos de referir deve-se a

Efroumson e Ray (1966) e pode resumir-s= na s=guints Ercnosigﬁo

Proposigdo 3.4

Se f;20, para i€l, existe uma solucdo Optima ( y*, x*) para a relaxacio
linear fraca do SPL com xiv*(j)j =1 em que K}) é o servigo de menor custo para

o cliente § , ie, Cihi =Té’l’ ¢ cjj + Fi/n ),para todoo j €17, "i*j = 0 , nos

*v
e

para todo 0 1€ 1. o

restantes casos, e em que y}f =Wy
F=

Spielberg (1969), observou gue o dual do WRS é também soluvel por
inspecgdo.
Se forem v = vy ,Va, ..,V Bw=(wy, wa, .., wn asvaridveis duais

associadas as n restrigdes ,

Sxy =L €T
1€
€ &s m desigualdades,

ny; -, x;;20, i€ T
P2

respectivamente, teremos a seguinte formalizagdo do dual do WRS
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Dual da Relaxagdo Linear Fraca

(DWRS) Max E v; @440
F=
sa
nw; $f . i€l (34.42)
vy — w; Loy, IS5 jE], 3.4.43

w; 20, i€l, (3.4.144)

v; sem restrigSo de sinal.

Para maximizar o 3 v; basta maximizar cada v j separadamente, isto &,
J

basta escolher cada vy = minjer Cw; + 035 ) 0 gue por sua vez implica gue a

escolha optima & w; = f;/n , como resulta imediatamente de (3.4.12) e (3.4.43).
Proposigdo 32

3 valor da solugdo éptima do dual , DWRS, da relaxag3o linear fraca , WRS

do SPL, e igual ao valor dptimo do WRS e igual 3 mi

c5; + £/ ny . O tempo
JET

necessario para a obter & O (mn) o

O facto de a relaxag3o linear fraca so em casos muito excepcicnais ter
el gy . g ; S S 5
solugdo inteira & a ma gualidade dos limites infericres gue permita obter tem

levado a que = maior parte dos autores = abandonem & optem pelo
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desenvolvimento de técnicas para resoclver problemas de grande dimens3o com
vista a resolugdo da SRS.

A relaxagdo linear forte para além de produzir minorantes de boa
qualidade, no sentido em gue pouca enumeragdo requerem, quando aplicados a
algoritmos de tipo  “branch-and-bound” tam solug3o optima inteira em grande
nimerc de casos.

0 exemplo simples gue a seguir apresentamos permite ilustrar o que

scabamos de afirmar

EXEMPLO — 3.4
Consideremos o problema de localizagdo simples, SPL(m=5n=€) com os

seguintes dados:

i2 8 2 3 8 2 4
i3 4 6 S 0 s} 3
C={c1j]= ) 5 & =4 S 3 F:(Fl)= 4
D 1 u} 10 10 4 4
A 2 1 8 B 7

Utilizando a Proposigdo 3.1 para determinar a solugdo dptima da relaxagdo

linear fraca, WRS, obtivemos os rasultados sesguintes:
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Como se vé & inteira e portanto coincide com a solug3o Gptima do SPL.
Note-se tambem a diferenga entre os minorantes fornecidos pelas duas

relaxacBes.

Balinski (1965), ReVelle = Swain (1970), Schrage (1975 entre outros
observaram que : “para todas as instincias dum SPL a relaxacgio linear forte,

SRE, tem soluc3o bptima inteira em grande percentagem dos case.

Morris (1972) procurou justificar gue a observagdo anterior, conhecida
como oconjectura de Balinski esra guase correcta. Para tal utilizou cinco
conjuntos de 100 problemas gerados aleatdriamentes e concluiu gue em cerca de
96% dos casos as solugles optimas do SPL e do SRS eram coincidentes. Estes
resultados vieram estimular o desenvolvimento de técnicas para resclver
problemas lineares de grande dimensZo tendo em vista a resolugdo do SPL.
Algoritmos de decomposigdo de Benders e Dantzig-Wolfe, simplex modificada,
dualidade Lagrangeana, optimizag3o subgradiente, stc, 530 apenas alguns

exemplos dos métodos gue tém sido aplicados & resolucdo do SRS.

Mais recentemente, t2m sido desenvolvidos algoritmos gue resclvem o dual

da relaxagdo linear forte = gue aprasentam algumas vantagens
— permitem obter bons minorantes para a solugZo optima do SPL;

— & facil gerar solugBes inteiras do primal a partir de solugBes do dual,

comg iremos ver.

Entre os métodos baseados no dual da relaxagdo linear forte do SPL,
dastaca-se um método gque foi desenvolvido independentemente por Bilde e Krarup
(19670 = por Erlenkotter (1978) & gue & largamente sceite como o mais potente

para resolver o SPL. Dos dois algoritmos fazem parte heuristicas designadas
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“Maximizagdo do limite inferior” no algoritmo de Bilde e Krarup e “Dual
ascendente” no algoritmo de Erlenkotter gue s3o essencialmente idénticas = gue
geram soluc@es quase optimas do dual da SRS. Com base nas solugdes admissiveis

do dual, geram-se solugBes admissiveis do primal.

343 — ALGORITMOS EXACTOS

Os algoritmos gue consideramos anteriormente permitem obter solugBes
aproximadas. No caso das heuristicas, as solugBes aproximadas s&o admissiveis;
no caso das relaxagdes as solugBes s3o aproximadas, mas nio admissiveis, a nio
ser gue a relaxagdo tenha solug3o optima inteira que, em tal hipbtese, coincidird
com a solugdo dptima do SPL. Iremos agora fazer referéncia a métodos que

permitem determinar a solugdo dptima do SPL.

As primeiras tentativas para determinar a solugdc optima do SPL datam
de 1363. Stollsteimer(i963), tentou resolvé-lo, utilizando um método de
snumeracio completa; Balinski e Wolfe (1963), propuseram um método baseade na
decomposig3o de Benders. Mo entanto, qualauer destes métodos foi abandonado am
resultado da experiéncia computacicnal. Pode dizer-se gue o primeiro algoritmo
aceitdvel para determinar a solugdo exacta do SPL foi desenvolvido por
Efroymson = Ray (1986) &, independentemente, por Zimmerman (1967).

Estz algoritmo de tipo “branch-and-bound” & baseado na relaxagdo linear
fraca, WRS, do SPL, i.e, utiliza os minorantes obtidos por aguela relaxagdo.

Podemos dividir os zlgoritmos exactos em dois grupos:

— algoritmos baseados na resolugSo da relaxagdo linear do SPL;
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— algoritmos baseados na resolugdo do dual.

Nos algoritmos do primeirc grupo, 3 resolugdo das relaxagBes lineares
forte, SRS, ou fraca, WRS, do SPL permite obter minorantss para c valor da

solugdo optima que s8o depois utilizados num “branch-and-bound”.

Os algoritmos do segundo grupo, mais recentes, = também mais eficientes,
baseiam-se na resolugdo do dual da relaxagSo linear, DSRS, ou do dual
Lagrangeano para obter os minorantes que uma vez mais s3o utilizados num
“branch-and-bound”. E neste grupo cue se situa o algoritmo DUALOC, desenvolvido
por Erlenkotter (1978) & que descreveremos a seguir por ser considerado o mais

eficiente para resolver o SPL

Estes algoritmos exactos ou optimais s3o em geral preteridos em relagdo
a algoritmos suboptimais por necessitarem de grande espago de memoria de

computador & muito tempo de caculo.

3431 — ALGORITMOS BASEADOS NA RESOLUGAD DO DUAL

Como ja dissemos o algoritmo que tem vindo 2 ser considerado mais
eficiente para resolver o SPL & um algoritmo “branch-and-bound” baseado na
resolugdo do dual da relaxagdo linear forte do SPL, desenvolvido por Bilde-

Krarup (41967) e independentemente por Erlenkotter (1978).

O algoritmo de Bilde e Krarup foi publicado em 1967 em Dimamarqués e a
sua publicago em Inglés =0 viria a ser feita em 1377. Em 1378, Erlenkotter, sem
tar tido conhecimento prévio do algoritmo de Bilde e Krarup, publicou um artigo

em gue apresentou um algoritmo a gque chamou, DUALOC, que vai um pouco mais
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longe do que o algoritmo de B - K, na medida em que utiliza as viclagBes das
condigBas de desvio complementar para melhorar as solugBes obtidas pelo dusl
ascendente, utilizando para tal um método heuristico a chamou “ Ajustamento do
dual” . Se ainda assim, a solugdo encontrada n3o for dptima para o SPL, os
minorantas enconirados por astes procedimentos s3o utilizados num “branch-and-

bound” gque completa o algoritmo de Erlenkotter

E portanto sste algoritmo gue comegaremos por descraver. Ao longo da
descrigio procuraremos fazer referéncias is suas semelhangas com o algoritmo

de Bilde 2 Krarup

Consideremcs em primeirc lugar a formalizagdo (346 — (34.10) da

relaxagdo linear forte, SRS, & do seu dual, DSRS.

PRIMAL — SRS pva. — DSRS
3415
55 Mex zp=> v
i€T
5a s5a
(347 Z X = 4, jey Wi S Fp . €1, (3448)
=4 =
348 y; - x;;20, €L JET vj- wij € o 4 1ELIET@A4L7)
(349)  x;; 20, i€l €T wi; 20, i€ &, (3.4.18)
(3.4.10) y; 20, i€l Vi, sem restrigio

Quadro 33
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Podemos eliminar restrigSes & varidveis desta formulagSo do dual,

observando que:

a) Em gualguer sclugdo optima as restricSes (24.17) e (3.4.18) podem ser

bstituidas par w;; = max (0, v;

3

©) Em gualauer solugdo optima v; = mul_v Coj+wi;d -

Entd3o existe uma scolugc3oc Optima para o dual, DSRS, gue satisfaz 3

seguinte igualdade

max E v; = E min; fo;; + w;; )
=N Jel

34.19)

Sem alterar o wvalor da fungdo objective do dual, podemos obter duas

formulagBes, saquivalentes, que envolvem na forma explicita apenas as variaveis

Assim, teremos uma formulagdo gue envolve na forma explicita as variaveis

w;;, que foi a utilizada no algoritmo de Bilde e Krarup (1967), e designada por:

Maximizagdo do Limite Inferior

Max zp = E min; (cp5 + wy;) = Z§SR5 (34.20)
JET
sa
1€, (3.424)
(3422

wy; 20, i€l J&7
Ora, pelo teorema da dualidade forte em programagda linear,

* *
23RS = ZDSRS



e, portanto,

E se para qualquer =scolha das varidveis v; considerarmos os w;; iguais
ao menor valor, ndo neaative, possivel
wijj=max (0, v;- 3423

a admissibilidade manter-se-2 e o valor da fungdo objectivo n3o serd alterado e
teremos a seguinte formulagdo do dual, designada “Dual Condensado” gue snvolve

apenas as variaveis vina forma explicita:

Dual Condensado

Max zp = E v (3.424)
J€T
s.a
E max €0, v; - 94 i€l 3429

JEeT

A resolugdo de qualguer destas formas eguivalentes permite obter um
limite inferior para o valor da solugdo dptima do SPL. No entanto, como a ideia
de utilizar métodos baseados no dual & a obtengdo de minorantes para serem
posteriormente utilizados =m algoritmos “branch-and-bound”, ndo ha necessidade
de desterminar a solugdo optima do dual para realizar estes objectivos. Isto

porque, na maioria dos casos, solug@es sub-optimais sdo0 perfeitamente
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suficientes para o cancelamento dos nodos da avore de ramificacdo num

intervalo de tempo muito menor

= - -
Como consequéncia disso, muitos autores tém procurado implementar
algoriimos em gue se conjuguem 3 gualidade das sclugBes do dual, sub-optimais,

com tempos de computagdo

Foi nesse sentido oue suragiram as heuristicas “Maximizagdo do Limite

Infericr " de Bilde e Krarup, em gue foi utilizada a vers3o do dual nas variaveis

Wij “Dual Ascendente” de Erlerkotter, em que foi utilizada a vers3o do dual
nas variaveis v; , ( Dual Condensado ). Estas duas heuristicas sdo semelhantes e
ambas procuram obter os melhores minorantes para posterior aplicagdo num
“oranch-and-bound”. Descreveremos o DUALOC por ser uma vers3o mais refinada
na medida em que inclui ainda uma subrotina que pode permitir melhorar a

solugdo do dual.

DUALOC

O DUALOC & um algoritmo =xacto para resolver o SPL 2 que pode rasumir-

s& nos seguintes procedimentos:

i - Dual Ascendente - heuristica de tipo “dual-greedy” que permite obter

soluclies duais admis:

eis = construir solugBes inteiras do primal a partir

daguslas;

2 - Ajustamento do Dual - heuristica de tipo melhorativo gue procura
reduzir as violagbes das condigOes de desvio complementar, melhorando as

solugBes obtidas pela Dual Ascendente;

Se pelos procedimentos anteriores ndo foi encontrada a solugdo optima do
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SPL , completa-se o processo aplicando as solucfes encontradas a um algoritmo :
3 - Branch-and- bound

Em cada nodo da arvore de ramificagdo repetem-se os procedimentos Dual

Ascendente e Ajustamento do Dual.

Antes da descrever o algoritmo wvamos fazer zlgumas consideragSes
previas sobre a construgdo de solugBes admissiveis do primal a partir das

solucBes do dual & definir a notacZo que sera utilizada .

Para construir as solugBes admissiveis do primal a partin de solugles do
dual, utilizam-se as condig@es de desvio complementar para a solugdo Sptima do
SRS

WfrF - maxtovf-c 31=0 @428
J

=0. 3427

Adoptaremos a s=guinte notagdo:

¢ yf s VT ) = solugdo optima do primal, SRS;
< vf 3 = solugdo coptima do dual, DSRS;
\ v; 3 = solugdo admissivel do dual ;
?* o—ci: S max(Ovl o= £
JeT
conjunto de servigos para os guais as restrigBes
(3.4.16) do dual condensado se verificam
como igualdades;
I = conjunto minimo de servigos tais gue para todo o

JET se tenha vi - c;;20 para alaum i € It e Tt
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: :_’+m = lﬁélIrl‘ ci; h JET,

o
ie, 1 () e o servigo do conjunto I* de menor
custo para o cliente j ;

+ 4

(4™, x) = solugdo inteira admissivel do SPL, construida a

partir da solugdo do dual do seguinte modo:

% fa,i e 1t
o et
(3.4.28)
x+_‘1.i iy, i€
2J 0 , nos rastantas casos

Esta solugdo satisfaz 3 condig3o de desvio complementar (3.4.26), mas pode
violar a condigdo (2427). Se satisfizer as duas condigBes, prova-se gue a

solugdo assim construida & dptima inteira e, portanto, & solugd3o éptima do SPL.

S,
J

condicBes (2.4 27) forem vicladas, isso significa que a desigualdade v

¢;; » 0 se verifica para mais do gue um indice 1 € ¥, uma vez que e;’ =i

apenas para o indice i que corresponde ao servigo de custo minimo.

Se for z; o valor da fungdo objectivo correspondente a solugdo  inteira
do primal gue acabamos de construir e zE o valor da fungdo obiectivo do dual

correspongente a solugdo v; ), podemos estabelecer a seguinte relagdo entre
3 L ; S + +
as violagls das condigbes de desvio complementar = a diferenga zp — 2zp

atraves do lsma gue a seguir esnunciamos € demonstramos porgue a sua

demonstragdo torna mais perceptivel a forma como se desenvolve o algoritmo.
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Lema
- + p %
2p - zp= E ma.x&l:v,v-“;
JET €T =T
Demonstrag3o

oo+ E ( oz - VT! -
= 1y ¥
- E max {0, vy —c;; ¥

IET iertimi

= z;— E maxCD.v}'—c i a]

JET jertiit(p

i)

Se n3p houver viclagdo das condig@es de desvio complamentar, ent3o zS =

+ o . - E
Zp = a solugdo inteira & oOptima do SPL. D DUALOC desenvolve-se procurando

reduzir o mais possivel essas violagBes .

1 — HEURISTICA DUAL ASCENDENTE

, 3 €T eval

Esta heuristica parte de uma solugio admissivel K mé.vz-: S5
4 i

Arocurando aumentar cada v; para o c;; imadiatamente superior ate gue todos os

v; estejam impossibilitados de aumentar pelo facto de algumas das restrigSes:

> max (0, vj- ;) <6y, i€l 3429
=



ST

se verificarem como iguzldades. Se zlgum vj puder ainda crescer, mas a
passagem para o c,; imediatamente superior imolicar a violagdo de alguma das
rastrigBes (24 29), sera acrescentado do maximo permitido pela restrigdo. Quando

tados os v J estiverem impossibilitados de aumentar, o processc termina.

Antes de iniciar o processo & necessario ordenar os custos ¢;; par ondem
ndo decrescente para cada Jj ; designarsmos por /:ii( ,para k =12, .., m os
custos ordenados e incluiremos um custo artificial .:i;"“' = +« . Designaremos
por 3TZ 7 o conjunto de indices J tais que v & candidato a aumentar. Mo inicig,

J" =7

ALGORITMO

1 — Inicializagda:

vl solucdo dual admissivel tal que v 2> %’in e 3E€T
G i

5 E ma\cCO,y;-cujzo,xEI.
JE€T
K =min Ciiv; € o3

=K k= a1

3 -Sej &7, irparao passo

4 — Fazer A;

L8 =4, KD=k(+1.




L7

& —Paracada i€1 talgue wv;— ¢j; 2 0 fazer :

Vi=vi+ A

7 —Sej#n,fazer j=j+ 1 e voltar aoc passo

8 — Se 8§ = 1, voltar a0 passo

algoritmo Dual Ascendente permite cbter uma solucdo dual a partir da
aqual se pode construir uma solugdo grimal admissivel, inteira, pelo procasso
descrito am (3.429). Se este par de solugSes satisfizer as condigBes de desvio
complementar (3427), entdo as solugles s3o optimas , z; = ZS e a solugdo &
dptima para o SPL .

Se houver violagdo das condigdes (3.427), entdo, zh — ZB >0 eo
algoritmo prossegue, procurando reduzir este gap® cu mesmo alimina-lo através
de um ajustamenta dos valorss das varidveis duais, procadimento a que
Erlenkotter deu o nome de “Ajustamento do Dual”. Para fazer ssse ajustamenta,
ascolhe-se alaum ' para o gual a condigdo (3427 seja violada e reduz-se V;;
baixando o seu valor para o Gyt imediatamente inferior a v'}) . Com esta

reducdo pelo menos duas restrigfes saturadas do tipo, > max (O, vj* -
JET

f; deixardo de o ser, e, assim, outros v; poderdo agora ser aumentados. Havera

; e : “
uma redistribuigdo dos recursos =, com 2la, um possivel aumento de zp com a

consequente redugdo do gap.

Antes de procedermos a descrigdo do  Ajustamento do Dual vamos definir

2Este gap ndo & o “gap de dualidade” no sentido rigoroso do termo, mas um

limite superior dacuele.



alguma notag3o que ndo foi utilizada no Duzal Ascendente

c ¢ C —_— i 7,

'max) _rzpéf £ Sij * Vj & 303, 3€T;
i e S;=0Av; —c;; 203,35 ;
3 (21:5,=0Avj—c;; e T
Ii S=gieth v o0y ey
TE S6i 5 o0 e

Note-se que

— J; & o comunto de clientes gue s6 podem ser atendidos a partir de i o

gue faz de i Um servigo essencial.

— Se | I;'l <1,V J,a solugdo ¢ ¢*, x que corresponde ao conjunto de

servigos abertos, IY, é d&ptima

— QOuando a condigdo (3427 n3o & verificada para algum | , isso

eguivale a ter | I;l My §

— Se para alaum J , | I';'l > 1, define-se a origem i) € IF, como a

segunda malhor origem para atender o cliente j, isto &:

S = min Cij
iert it

2 — AJUSTAMENTO DO DUAL

ALGORITMO

1 — Inicializar j = 4

2R GE II;'I £ 1, ir para o passo



S

s+ L + :
3 - Se "1"'(,;‘) =@ e ]1’(1') = @, ir para o passo
4 — Paracada i €I tal que vj >0c;; , fazer
A= vy—¢ L)
max
s;=s;+8.,
S —
—+ - = 2
-V i ‘:“"{j) U J’;m , @ executar o Dual Ascendente ;

- o S e oo ’
©) Ampliar J7, 7%= YU € j ) e repetir o Dual Ascendents;

=7 & repstir o Dual Ascendentz

-1

Com o passo S5—b) pretende-se distribuir pelas restantes variaveis v, ,
recursos que ndo tenham sido absorvidos pelos acréscimos feitos nas varidveis
: o
v;com j €T 4y U J;(;) no passo S— a) .
i F J
A execugdo do passo S—c) tem por objectiva terminar o processc com uma

solugdo admissivel do dual { v}' b

Se o valor da fungdo objective do dual melhorou em relagdo ao valor
obtido anteriormente, repetir o Ajustamento do Dual pode ainda introduzir alguma

melhoria, isto, claro, se entretanto nio foi encontrada a solugdo optima.

Se as execugles do Dual Ascendente e Ajustamento do Dual ndo permitirem

obter a solugdo optima inteira, completa-se o algoritmo com um “branch-and-
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oound”, utilizando os wvalores das solugBes encontradas, zs e z , para
mincrantes e majorantes, respectivamente. Passamos a2 descrever as rearas deste
“branch-and-bound” gue s3o0 simples, dada a gualidade dos majorantes e

minorantes gue entretanto foram obtidos.

3 — BRANCH-AND-BOUND
1 — Ramificagdo
A ramificagdc e feita a partir do servigo de custo minimo que contribua

cara a3 violagdc das condigies de desvio comglementar (3427 e gue

primeiramente for encontrado, isto & :
FHOIEE D P
2 — Inicia-se a ramificagd@o a partir de um servigo i que se fixa fechado.

3 — A pesguisa dos nodos da arvore & feita em profundidade. O

retrocesso £ feito p=lo processo  Last-In-First-Out ( LIFO)

4 — Fixa-se o servigo i aberto, substituindo o custo fixa £; , por £; = 0

2 de ssguida restabelsce-se 2 admissibilidade do dual. Para isso, & necessario
reduzir a Ciy todos os Vi tais que v; > cjj para o servigo i aberto e, alem

dissa, adicionar a fungdo cbjective do dual, zp, o custo fixo, f; , do servico

i
aberto. Deste modo, o valor da fung3o objectivo do dual ndo sera alterado
< + a
poraue, se: ‘%7 max (0, vy - e;5) = f; 1 €17, aredugdo dos v;> cj5 & Gy
J
nroduzird um decréscimo em zp igual f; , se adicionarmos f; a zp o valor
manter-se-a depois da redugdo dos v;.
Com esta redugdo algumas das variaveis desvio f;— > max (0O, vi- o)
F=0

aumentaram e, portanto, repetem-se os procedimentos Dual Ascendente e



S

Ajustamento do Dual.

S — 0O cancelamento dos nodos faz-se ou porque sSe encontrou uma
solugdo optima inteira, ou por comparacdo dos valores de zp com outros valores

de solugBes ja encontradas anteriormente.

A simplicidade e eficiéncia do ponto de vista computacional da heuristica
dual ascendente, tem levado a gue numercsos investigadores tenham procurada
adapta-la a resolugdo de outros problemas. Magnanti e Wong (1988) publicaram um
artigo em que confirmam as potencialidades daguele método e mostram a sua
eficiéncia guando aplicado a problemas de grande dimenso. Faremos referéncia
a algumas dessas aplicagfes mais adiante na Ultima secg3o, (3.4.18), deste

capitulo.

Para ilustrar a aplicag3c do método Dual Ascendente e Ajustamento do
Dual, apresentamos a seguir o5 resultados da resolugdo dum problema proposto
por Khumawala (4972). No capitulo 4, apresentaremos resultados obtidos para

outros problemas.
0 exemplo & um SPL ¢ m=5, n=8).
EXEMPLO — 34.4

Vamos considerar duas hipoteses para o vector de custos fixos :

¢Ca)f=(f)=(100,70,60, 110,80

(b)#=(f;)=(200,200, 200, 400, 300).

A matriz de custos, designada por C & a gue a seguir se apresenta.



Matriz de custos

Cmxn= [ Cij 1

ks

B35
1 XGls 2 3 4 5 5 7 2
1 120 180 100 +00 50 +o0 180 +o0
2 210+ 150 240 55 210 110 165
3 180 130 110 195 50 +o0 +o0 195
4 210 190 150 180 65 120 160 120
5 170 150 110 150 70 195 200 40

Para o vector

obtidos foram os que

iteragdo
pi= L (v} = 170, 180, 110, 180, 55, 195, 160, 159
(s}) =(40,20,550 20)
zp = vt =1205;
J
p=2 ¢ v2 )= ( 480, 150, 110, 180, &0, 195, 160, 155

de custos fixos considerados na hipotese (a), os resultados

Se apresentam a seguir

¢s%) =20, 185,50, 0,0)
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3 )= (180, 130, 110, 180, €5, 195, 160, 155)

§) =(15, 10, 45,0,0)

Emaue s;=f; - E max £ 0, v; - ¢;; ) sdo as varidveis de desvio;

€7 5

J
D < / ) p ~
vj = variaveis duais para a iteragdo p e Zp € o valor da solugdo dual.

0 congunto ,

A s

P i o
A solugao erimal (g™, x7)

4gp=yg=1

KOHENAS2 S Haa = X5a = K5 = Xge = Xggi= g

0 valor da solugdo orimal: zE = 1235 =z§ . A solugio & optima.

Para o vector de custos fixos, considerado na hipétese () os resultados

sbtidos faoram:

iteragdo

p =i

(§ v‘; )= ( 210, 190, 150, 240, &5, 245, 1395, 235

(sj) =(30,0,70, 65 0)

Zp

25 = 1605.

Como vg > cpg> Cgg » @ solugdo primal vicla as condigfes de

desvio complementar e aplica-se o ajustamento do dual.

[iE|=2 .it@=5.00 =2, Th_ =02% I =C528).

i(e)
Se actualizarmos os valores de s; , reduzindo vg para 210
e somando A = 75 a 55, 54 & S5 teremos (s; ) = ( 30, 75, 70, 140, 75).

Aplicando o ajustamento do dual obtivemos os seguintes resultados:

( v? )= ( 240, 220, 150, 240, 65, 245, 195, 235)
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s¥) =¢(0,0,0,35 10)
Zh = Bwf=1560;
]
T =tdy23 25 = 1580.

As solugBes dual e primal melhoraram , aplica-se de novo o

ajustamento do dual Caomo vﬁz > €45 S5, |1§| =2 =2,
) = - + -

T =€2% Tig) =@

Se actualizarmos os valores de 5; 4 reduzindo .;52 para &0

2 somando 4 = 3, a sy, s; & s3 teremos (s;) = (5, 5, §, 35, 10).

Aplicanda de novo o ajustamento do dual obtivemos os seguintes

)= ( 210, 225, 150, 240, 60, 250, 135, 239
s$) =¢0,0,0,250)
z% =3 v; = 1565, solugdo dptima dual;

J
=t,;23 25 = 1580.

Como  zp - z% > 0, & j4 ndo ha possibilidade de aumentar zp ha

necessidade de aplicar um” branch- and- bound” para abter a solugdo dptima.

Como dissemos o DUALOC continua a ser considerado o método de
r‘esoluggo mais eficiente para o SPL, no entanto, tém sido propostas alaumas
modificagCes, ligeiras, a que vamos fazer referéncia & em seguida.

A primeira referéncia val para uma modificagdo proposta pelo prépric
Erlenkotter (1982), & heuristica Ajustamento do Dual. MNeste artigo em gue &
apresentado um algoritmo baseado no dual para o problema de localizacdo
dmémi\:o, DYNALOC, ele propSe que em vez da heuristica Ajustamento do Dual se

utilize uma heuristica de Ajustamento Primal-Dual. A principal diferenga entre
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os dois procedimentos consiste no seguinte: quando se aplica o ajustamento do
dual a solugo do primal so & calculada apds =ste procedimento ter terminado;
quando se aplica o ajustamento primal-dual a soluc@o do primal & actualizada de
cada vez gue a solugdo dual 2 alterada. Mo DUALOC & utilizado um cantador para
controlar o numerc de vezes gue é executado o ajustamento do dual; no
ajustamentoc primal-dual =ste contador faz-se igual 2 zero sempre gue ocorra
alguma melhoria para o cbjectivo dual.

Tcha, Ro, Yoo (1988) propussram um método de resolugdo para o SPL que
pode considerar-se um DUALOC modificado. A modificagdo proposta & a
substituicdo da heuristica Dual Ascendente pela heuristica a que chamam

“ Heuristica Aditiva Baseada no Dual” .

A diferenga entre as duas heuristicas reside essencialmente na forma

como =30 calculadas as variaveis de desvio. Essa forma diferente de definir as
variaveis de desvio resultou da interpretagdo economica do dual da relaxagdo

linear do SPL (Dual Condensado)

Assim no alooritmo de Erlenkotter, parte-se de um conjunto vazio de

servigos abertos e vio-se ajustando as variaveis duais vj Gue representam as

rendimentos de atender o cliente j, até gue a difsrenga entre custos fixos de

instalagdo do servigo e rendimento liquido obtido a partir de i, s

max 0, Vi- g } 20, para 1€ I, se anule. Se 0, abre-se o servigo i.

Mo algoritmo proposto por Tcha e al. parte-se também dum conjunto vazio
de servigos abertos, * = @, e =30 utilizadas variadveis de desvio, G
Z max ¢ 0, v}' - g4 3. para 1€ f* com um papel semeslhante ao das variaveis de
dE‘;{/iQ do algoritmo Dual Ascendente. Estas variaveis sdo diferentes porgue o

somatorio restringe-se ao conjunto de clientes JEJ; cujos custos, ¢;; » a partir
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de servigos fechados s30 menores do que os custos minimos correntes, cj*(ji,j ya
partir de servigos i £ ¥, abertos. A medida gue os v; sumentam os S; £ 0 vio
aumentando e quando algum atinge o valor zero o correspondente servigco Fet
e adicionado ao conjunto Z* Actualizam-se os conjuntos gt I*U € L‘*} ) f* = Wt

o ¥

Suagti= gt

S @tavy 2 Cx*l ). Procede-se entdo a actualizag3o dos 5; para
i pertencente ao novo * Nessa actualizagdo pode haver um acréscimo de tempo
de computag3o em relag3o ac algoritmo de Erlenkotter. Contudo, =ste efeito pode
ser atenuado pelo facto de o conmjunto J* ser actualizado e, conseguentemente

raduzido.

Segundo Teoha e al, esta substituigdo das variavels s; por §; apresenta a
vantagem de as segundas traduzirem o© ganho que resulta, em termos de
rendimento liguido, da abertura de um determinado servigo gue se encontrava
fechado. Enguanto gue os s; representam o rendimento total. S3o apresentados
resultados computacionais da aplicagdo da heuristica & resolugdo do SPL nas
versBes estitica = dinimica & s3o comparados esses resultados com os obtidos
pelo Dual Ascendente. Concluem gque esta heuristica formece melhores
aproximac@ies, em geral, embora com ligeiros acréscimos de tempo computacional

em alaguns casos.
344 — DUAL ASCENDENTE E RELAXACAD LAGRANGEANA

A teoria da Relaxag¥o Lagrangeana, Geoffrion (1974), veio permitir a
unificag3o de vérios métodos utilizados na obtengdo de minorantes/majorantes

dos valores optimos de problemas de programagdo linear inteira, tendo em vista



a aplicag3o a métodos “branch-and-bound”.

A Relaxagdo Lagrangeana consiste em identificar um determinado conjunto
de restrices gue ponderadas com um conjunto de multiplicadores s3o
introduzidas na fungdo objectivo. Com a supress3o deste conjunto de restrigBes,
“complicantes ”, obtém-se um problema gue & mais facil de resolver e cujo valor
dptimo & um minorante/majorante da solugdo do problema inicial, consoante se

trate de um problema de minimizagdo /maximizagdo.

Consideremos o seguinte problema geral de programag@o linear inteira
mista:

(P) minz= cx

X; o inteiro , JE€ I.

i
Em que b, ¢ & d s3o vectores, 4, B s3o matrizes e o conjunto de indices I
desiana o conjunto de varidveis gue sdo inteiras.

A Relaxag@o Lagrangeana de (P) relativa ao conjunto de restricles A x 2 b

e a um vector de multiplicadores X\ 2 0 & definida par:

(PRy ) 2 N =minlex+Xb-Ax)]

sa
Bx 2d
x 20
x inteiro, J € I.

i
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No caso do SPL podemos considerar duas relaxagBes Lagrangeanas. A
primeira, considerando como conjunto de r-estrigﬁes “complicantes”, y; — Xij 2085
i €L, j € J com um vector de multiplicadores associados, Wijo ndo negativos; a
segunda, considerando como restricBes “complicantes”, Ex = 4, JET com o

i€l
correspondente vector de multiplicadores v; . sem restrigio de sinal. Vamos

apresentar a formalizagdo das duas relaxagBes e em seguida analisar, em

particular, a primeira.

Relaxag3do Lagrangeana do SPL

1 — (PRy)
Z W= min > fup+ oy +
i€t ==
+E E (xu—yi)wij=
S
Smin >0 > (o Wy g + E (/i = > wij) 4; @430
1€ jEI JET
sa
Dox = 4 S (2430
et
X35 20, i€L, J€l, (34.32)

4 €0, 1), i€l (3433
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= (34.34)
£3a
y; — x;; 20, Q€L el 3433
%3320, i€l el (3.4.38)
y€ (0,43, i€l @437

Consideremos 2 relaxagdo Lagrangeana do problema ( PRy ) .

Se suposermos fixados os Wiy o para minimizar a Fur\g%’o em x e y vé-se
facilmente, a partir de (3.4.30), que apenas interessa abrir os servigos, i, ( y; =
1) para os guais, FA; - E ‘*’ijs C . Ent3o o problema ( PRy ) pode formalizar-se

JET
do seauinte modo:

Z) (W) = min z z (epj + w5 )xij + Z min { f‘i - Z Wi o }13439)
i€l JEJ i€l JET
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sa
Xjj = i ied, (3.4.39)
i€l
x;; 20, i€l €T 3.4.40)
Se os w;; foram fixados de tal modo gue se tenha, f; E w;;< 0, para

algum i, entdo, podemos reduzir os w;; de modo que aguela dxferen;;a se anule.
Esta redugdo dos w;j » provoca um acréscimo no valor do minimo, z, w) = uma
consequente melhoria do minorante do wvalor da solugdo &ptima. Ficamos assim

com uma regidio admissivel para os multiplicadores reduzida a:

Para cbter os melhores minorantes possiveis, a partir da relaxagio
Lagrangeana, ha que resolver o problema dual lagrangeano, i. e, maximizar em w,
a fungdo Z, (w). Mas, pelo gue vimos anteriormente, so interessa considerar os
wi; € Ay . Se chamarmos zLO(w) a restrigdo de z; ) a regido 4, esta pode ser

calculada, directamente, por inspecgdo, determinando os minimos das colunas da

matriz ( C + W), e adicionando:

(3441

A solugSo da relaxagio Lagrangeana seria ent3o:

{1 n B8 Ry @4.42)
. 4,

, nos restantes casos




+ % e s o
eseforI"=(i:y;=14) e i (j) talque c1+(ﬁ_ min _ Cjj.
1€7
ot =R e
K= {D , nos restantes casos Sl
Maximizando zL°(w) , w € Ay , teremos:
Max [z, (w) 1= Max z,°C w) (3.4.44)
fa L L
sa
E Wiy Sty L€l (3.4.45)
JET
wi; 20, i€I j€7. (3446

Se tivermos presentes as formulagBes do dual da relaxag3o linear do SPL,

nas variaveis Wij o

(3420 — (3422 e nas variaveis vi o 3419 — (34.18),
utilizadas por Bilde - Krarup e Erlenkotter, respectivamente, & a formulagdo do
problema dual Lagrangeano (3.4.44) — (3.4.46) verificamos que s3o eguivalentes,

isto &, todas conduzem ao mesmo “problema de maximizagdo do limite inferior” da

solugdo 6ptima do SPL e consequentemente as mesmas solugtes.

Em termos de relaxagdo Lagrangeana os algoritmos “Maximizagdo do Limite
Inferior ” de Bilde - Krarup e “Dual Ascendente” de Erlenkotter podem ser
considerados relaxagdo Lagrangeana parametrizada, na medida em que os

multiplicadores s3o obtidos através de sucessivos ajustamentos.



345 — ALGUNS EXEMPLOS DE PROBLEMAS A QUE TEM SIDO APLICADO O

DUAL ASCENDENTE

A eficiéncia do método Dual Ascendente tem despertado interesse por

parte dos investisadores que por isso o tém procurado aplicar a diversos

problemas. Referimos alauns 1 dessas aplicag

: “Arvore de Steiner”,
Wong (1984); “ Problema de localizagdo sem restrigBes de capacidade com varios
niveis”, Tcha e Lee, (1984) “Problema de localizagdo dindmica”, Van Roy e
Erlenkotter, (1982); “Problema de afectagdo generalizado”, Fisher, Jaikumar, Van
Wassenhove, (1986), “Problema da particdo”, Fisher e Kedia, (1986) e mais
recentemente, Balakrishnan, Magnanti e Wong (1989), publicaram um artigo em que
mostram as potencialidades do dual ascendente para resclver uma grande
variedade de modelos de “Network Design”, NDP, e fazem uma generalizagdo do
método para problemas NDP. Essa generalizagdo abarca os algoritmos propostos
para os casos particulares anteriormente referidos e ainda outros gue podem

ser englobados neste grupo de problemas de Network Design.



CAPITULD 4

SIMULATED ANNEALLING

44 — INTRODUGAD

As neuristicas de "tipo melhorativo” ou “por trocas” constituem

=1

SSe imporianis de Neurlstica:

para problemas de optimizagdo combinatoris,
MP-hard. Estas hauristicas partem de uma solugdo inicial admissivel e procuram
modifics-la fazendo um nimerc limitado de trocas, relativaments a uma vizinhanga
previaments definida, com o objectiva de encontrar uma solucdo melhor. Mo
antanto, as trocas so se efectuam, guando dai resultar melhoria imsdiatz para 2

funcdo chbiec

A paragem

orre guando £ encontrada uma S

ucdo optima

lativaments 3 vizinhanga previamente definida, isto

guando nennuma
melhoria for possivel na referida vizinhanga, Como estes problemas podem tar
varios optimos locals & freguente correr o programa varias vezes utilizando

pontos de partida arbitrariamente escolhidos, existindo sempre o risco ds

ficarmos presos a solug@ss locais de ma qualidade.

Com o objectivo de reduzir esse risco, tem vindo a ser proposto um novo
método aproximado @ara  problemas de  optimizagdo  combinatdria, NP-hard,
designado “Simulated Annealing”. Este método pode sar considerado uma vers3o

generalizada da heuristica por trocas



As heuristicas por trocas partem de uma solugdo admissivel e produzem
uma sequéncia de solugBes, na vizinhanga, gue apenas s3o aceites guando dai
resultar melhoria para o valor da fung3o objectivo. O simulated annealing pode
ser considerado uma heuristica por trocas, mas em que estas s3o aleatorizadas,
uma vez que, se a troca originar melhoria para a fungdo objectivo, & aceite; se a
troca piorar o valor da fungo objectivo, a aceitagdo ou rejeicio & feita de
acordo com um critério probabilistico, podendo assim ser aceites solugfes que
piorem o valor da fung3o objective. A probabilidade de aceitag3o de trocas que
piorem o valor da solugdo corrente é calculada através de uma fungdo que
depende da diferenga entre os valores das duas solugBes e dum parfmetro de

controlo, 2 temperatura.

O conceito de “annealing” em optimizagdo combinatéria, foi introduzido no
inicio dos anos 80 por Kirkpatrick, Gelatt & Vecchi, (1983;1984) e
independentemente por Cerny (1985). A ideia resultou da forte semelhanga que
existe entre o processo de annealing dos sélidos, na Fisica, o processo de

resolugdo de problemas de optimizagdo combinatoria.

As expectativas criadas pelo simulated annealing na obtengio de melhores
soluges e a facilidade de implementagdo do algoritmo tém dado origem a que
vérios investigadores se debrucem sobre ele. Como resultado disso, t&m surgido
diversas publicagBes sobre aplicagSes do simulated annealing a problemas
variados, tais como o problema do caixeiro viajante, Kirkpatrick (1984), Cerny
(1985), Johnsaon, Aragon, McGeoch & Schevon (1980), problema da partigdo dum
arafo, Kirkpatrick (1984), Johnson, Aragon, McGeoch & Schevon (1389), problema
de afectagdo gquadratica, Burkard & Rendl (1984), Wilhelm & Ward (1987),

problemas de escalonamento, Eglese & Rand (1987), emparelhamento maximo, Sasaki



e Hajek (1988) etc. Para uma bibliografia mais detalhada sobre as aplicagfes,
vejam-se, por exemplo, Van Laarhoven & Aarts (1987), Collins, Eglese, Golden

(1988), E. Aarts, J. Korst (1989).

Para se perceber melhor o algoritmo simulated annealing, comegaremos por
estabelecer a correspondéncia entre um problema de optimizag3o combinatéria e
o sistema fisico que motivou a utilizag3o do simulated annealing em problemas de
optimizag8o. Em seguida descreveremos o algoritmo de uma forma genérica, e por

£im, faremos a sua aplicagdo ao problema de localizagdo simples, SPL.

42 — ANALOGIA FISICA

Na Fisica da matéria condensada, annealing é conhecido como um processo
térmico que permite obter estados de baixa energia de um solido quando
submetido a um banho guente. O processo & formado pelos dois passos seguintes:

— Aumentar a temperatura do banho quente até um valor suficientemente
grande de modo a gue o sdlido se funda.

— Baixar a temperatura cuidadosamente ( careful annealing ) até aue o
ordenamento das part‘i::ulas se complete, dando origem ao chamado ground state

ou estado fundamental do solido.

Na fase liquida as particulas do sélido movem-se aleatériamente e a
energia do sistema & elevada. No estado fundamental, as particulas estdo
arrumadas numa malha altamente estruturada e a energia do sistema @ minima.
Este estado de arrumagSo das particulas do solido s& & possivel quando a
temperatura maxima do banho for suficientemente alta e o abaixamento for

suficientemente lento. Se assim ndo for, apenas serdo conseguidos estados meta-



94

estaveis, em vez do estado fundamental.

0 processo oposto ao annealing & designado por guenching e corresponde
ao abaixamento instantinec da temperatura dando também origem a estados meta-

estaveis.

0 processo que sumariamente acabamos de descrever corresponde ao
processo de formac3o de um cristal perfeitamente estruturado, no caso de ser
conseguido o estado de energia minima, estado fundamental; de formacdo de um
cristal de ma qualidade, cu mesmo um vidro®, no caso de serem atinaidos

astados meta-estaveis.

O elevado nimero de particulas gue se encontram em guaisguer amostras
macroscopicas de liquidos ou solidos, numero que & da ordem de 107 por
centimetro cubico, permite concluir sobre a impossibilidade de observar
experimentalmente o comportamento de um gualquer sistema em equilibrio térmico,
sendo apenas Dossivel observar o comportamento mais provavel do sistema. Para
isso, utiliza-se um conjunto de configuragSes idénticas do sistema a partir das
quais se calculam o comportamento médio do sistema e desvios =m torno dessa

média. Cada configuragdo, definida por um conjunto de posigBes atémicas, £ r; 2,

do sistema & ponderada pelo seu factor de probabilidade de Boltzmann, exn(—
(%

em que E; & a eneraia da configuragdo, Kp & a constante de Boltzmann, e
kg T 1 a4 B

T & a temperatura.

A Mecanica Estatistica & uma disciplina da Fisica da matéria condensada
3Agui vidro é entendido no seguinte sentido: “produto inorzinico de fus3o
que foi arrefecido até ficar rigido sem cristalizar”. Definigdo da American

Saciety for Testing and Materials.



em aque s3o desenvolvidos meétodos para analisar propriedades agregadas dos
4tomos que se encontram em amostras de liquidos ou sélidos. Para tal, recarre
com frequéncia a técnicas de simulag¥s. Metropolis Rosenbluth, Teller&Teller
(1953) propuseram um algoritmo, no &mbito da MecAnica Estatistica, para simular
a evolugdo de um solido submetido a um banho quente a temperatura, T, até ao
estado de equilibrio térmico. Este algoritmo gera, por simulagdo, uma sucessido
de estados em equilibrio a uma dada temperatura. Em cada passo & gerado por
deslocamento aleatério de um atomo um novo estado. Sejam E FENE j 3 energias
dos estados corrente e seaguinte, respectivamente. Se a diferenga de energia for
menor ou igual a zero, i. e, A E = E;— E; £ 0, 0 estado J 2 aceite como estado
corrente ; se A E> 0, sstado j & aceite com uma probabilidade que & dada por :
S E)

P(AE) =exp ( T 3 “42.0
em que T & a temperatura do banho quente e kg a constante de Boltzmann.
Através dum gerador de numeros pseudo-aleatorios uniformemente distribuidos
em (0 , 1), escolhe-se um nimero pseudo-aleatorio que & comparado com a PQAE); se
esta for superior aceita-se j como estado corrente, se for inferior, mantém-se a
configuragdo anterior. Repetindo este procedimento muitas vezes gera-se um
grande nimera de transigBes e desse modo consegue-se fazer a simulagdo do
processo de abaixamento lento da temperatura ( careful annealing ), de mado a
que seja atingido o estado de equilibrin térmico. Dai a designagﬁo simulated

annealing.

A regra de aceitag3o gque acabdmos de descrever & conhecida como

critério de Metropolis e o algoritmo em gue foi introduzida Algoritmo de
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Metropolis. 0O equilibrio térmico de um solido & caracterizado pela distribuigio
de Boltzmann. Essa distribuigdo permite obter a probabilidade de um sdlido estar

no estado i com energia E; a temperatura T, e é dada por:

m

e i i
Py { X=i) = >t exp ( ). “22

4

em que X & a variavel aleatdria que designa o estado corrente do solido e Z(T) &

a fungdo de repartigdo. A fungo de repartigo Z(T) & definida por:

423

em que o somatdrio se estende ao conjunto de todos os estados possiveis.

Estados fundamentais ou configuragBes préximas destas s3o extremamente
raras entre todas as possiveis configuragBes de um corpo macroscopico.
Determinar o estado de energia minima dum sistema , estado fundamental, & um
problema de optimizagdo ndo menos dificil do gue os encontrados em optimizagdo

combinatoria, guando se pretende determinar a solugdo de custo minimo.

Existe uma certa analogsia entre o processo de simulagdo proposto por
Metropolis para gerar estados em equilibrio a uma determinada temperatura e o
processo iterativo utilizado nas heuristicas de tipo melhorativo com a fungdo
custo a desempenhar o papel de energia. Nas heuristicas de tipo melhorativo,
s80 geradas solugBes gue apenas =30 aceites quando baixam o custo. Isto
eguivale a apenas aceitar configurag@es do sistema gue baixem a energia o que
daria origem a um arrefecimento rapido ( quenching ). E desse modo as solugBes

encontradas seriam guase sempre meta-estaveis, isto &, solug@es de ma qualidade.
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No simulated annealing s3o gerados estados que podem ser acezites, ainda que da
sua aceitagdo resulte um aumento de energia do sistema. Esta aceitagdo & feita

de acordo com o critério de Metropolis.

A analogia que acabamos de verificar entre estes dois processos lavou
Kirkpatrick, Gelatt e Vecchi (1983), a mostrar como era possivel transpér o
processo  simulated annealing para problemas de optimizagdo combinatoria,
fazendo corresponder estados do sistema fisico a solugBes admissiveis do
problema de optimizag3o; energia dos sstados a custos das solugles ; estado de
energia minima a solugdc dotima do problema de optimizagdo. Como a temperatura
do sistema fisico n3o tinha eguivalente no problema de optimizag&o, introduziram
um parédmetro gue desempenhba o papel de temperatura & gue & utilizado no

algoritmo como parémetro de controlo.

O que s= pretende ao aplicar o simulated annealing a problemas de
optimizagZo combinatéria & tentar obter melhores soluges do gue as obtidas por
heuristicas de tioo melhorativo. Como dissemos ja, o processo de pesquisa local
corresponde ao processo de arrefecimento brusco, guenching. Isto porgue, se a
temperatura baixa bruscamente de um valor elevado até T=0°, nenhuma transigdo
node levar a um estado de energia superior, situagdo gue & correspondente a =
aceitar transigBes para solugSes gue baixem o valor da fungdo objective, num
problema de minimizacdo. As conseguéncias deste procedimento s3o, no caso do
sistema fisico, solugbes meta-estaveis e solugBes de ma gualidade no problema de
optimizagSo. Se em vez do arrefecimentc rapido for utilizado um processo de
arrefecimento lentc (careful annealing) ac gqual corresponde o algoritmo
simulated annealing & de esperar que, tal como acontece no sistema fisico, seja

possivel encontrar melhores solugdes. Neste sentido, o simulated annealing pode
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considerar-se uma versdo melhorada ou uma generalizagdo dum método
heuristico de tipo melhorativo.
Podemos resumir 2 analogia gue acabamos de estabelecer entre o sistema

fisico 2 o problema de ontxrnxzagia no seguinte quadro:

ESTADO FiSICO PROBLEMA DE OPTIMIZACAO

Estado Solugdo Admissivel

Eneraia Custo

Estado fundamental Solugdo Optima

Arrefecimento Rapido Optimizag3o Local

Careful Ann=aling Simulated Annealing
Quadro 4.4

432 — ALGDRITMO SIMULATED ANNEALING

Como j& dissemos o algoritmo simulated annealing pode considerar-s= uma
generalizagdo do método heuristico de tipo melhorativo. Comegaremos por fazer,

de uma forma breve, a descrigdo de um algoritmo de optimizagdo de tipo
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melhorative porque isso facilita a descrigdo do algoritmo simulated annealing e

permite justificar de uma forma mais clara a afirmag3o anterior

Dada uma determinada instncia de um problema de optimizacio
combinatoria, procura-se por um qualquer processo uma solugdo admissivel, 5, e
suponhamos que o seu custa & c(S). Para definir um algoritmo de tipo melhorativo
ha que definir vizinhanga, N(S), de uma dada solugSo 5. As trocas processam-se

antre solugBes da vizinhanga. A solugdo final pode ndo ser optima, mas & a de

menor custo da vizinhanga

Q algoriimc de optimizagdo local pode resumir-se no seguinte:

ALGORITMO
1 — Inicializag8o:

11 — Procurar uma solugdo inicial S e calcular o custo (S ).
2 — Repetir o seguinte:

21 — Se & for uma solugdo ndo testada da vizinhanga de S,

calcular custo ( 87,
22 — Seocusto(S) Ccusto(S), fazer S =&
3 — Voltar a 2.

FIM.

Estes algoritmos apresentam, como j& referimos, o inconveniente de
podermos ficar presos a solugBes locais, por vezes distantes da solugdo Gptima.
0 simulated annealing oferece s=xpectativas de gus este inconveniente seja

minorado por permitic que sejam aceites solugBSes que pioram o valor da fungio



objectivo. A aceitagio dessas solugBes ocorre sob a influncia de um gerador de
numeros pseudo-aleatérios uniformemente distribuidos em (0,4) & de um parametro

de controlo, a temperatura. *

Tal como acontecia no algoritmo de optimizag3o local, parte-se de uma
solugdo admissivel, define-se um processo de gerag3o de solugBes e um critério
de aceitaglo. £ neste critério de aceitagdo que reside a principal diferenca

entre os dois algoritmos.

0 slgoritmo simulated annealing pode resumir-se nos seguintes passaos:

ALGORITMO

1. — InicializagZo:
1.1 — Escolher um valor inicial para a temperatura To>0 .
12 — Escolher um pardmetro de arrefecimento , 0< r <1 .
1.3 — Procurar uma solugdo inicial § e calcular o custo (5)
2 — Repetir o seguinte até ser atingida a temperatura de congelacdo.
2.1 — Repetir L vezes o seguinte:
244 — Seleccionar, aleatériamente, uma solug'a"c: (23

da vizinhanga de S.

2412 — Calcular A = custo ( §8') — custo (§).

4Como © simulated annealing aplicado a problemas de optimizacdo
combinatoria resultou da analogia com o processo de annealing da Fisica, os
termos fisicos ali adoptados continuaram a ser utilizados pelos autores gue o

t&m aplicado a problemas de ocptimizagdo combinatéria.
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243 —5e A0 , ir para —
214 — Calcular 3 probabilidade P(A)=exp( — A/ T

Gerar um numero pseudo-aleatéric p € (0, L)

215 —Se P (A) < p,rejeitar a transicéo. Ir para —
246 — Aceitar a transigdo.

Fazar S=8.

Custo (§)=Custo (S ) + A .

Yoltar 2 —

22 — Se critério de paragem for verdeiro — FIM.
23 — Reduzir a temperatura

Fazer: T =pT ., B\&nd L

. — Voltara —

(5]

FIH.

Como podemos observar pela descrigdo do algoritmo gue acabamos de
fazer rele estfo ocontidos dois ciclos. O primeiro, repete-se para valores
decrescentes de T, obtidos por aplicagdo do factor de redugdo r, até que
nenhuma melhoria na f‘un;é'n objectivo parega provavel. Este processo de
sbaixamento do parémetro T, corresponde ao arrefecimento lento na Fisica,
processo gue termina guando é atingido o estado de congelagdo ( frozen ), astado
quase estavel de energia localmente minima. 0O segundo ciclo, contido neste,
repete-se para cada valor da temperatura, T, L vezes, sendo este numero L o
nimerc de transicBes geradas para cada valor do parimetro T. Faremos
referéncia mais adiante a alguns dos métodos gue tém vindo a ser utilizados

gara definir o sistema de parémetros de entrada, quest3o extremamente
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importante quer para a convergéncia do algoritmo quer para a sua eficiéncia.

Para valores de A > 02 T > 0, exp (-A/T), & um nimero do intervalo
@1 = pode interpretar-se como uma probabilidade que depende de A e T
Inicialmente, para valores elsvados de T, a probabilidade de serem aceites
grandes deteriorag@es & grande; mas & medida que o valor de 7 vai baixando,
essa probabilidade diminui, sendo apenas aceites peguenas deterioragGes.
Finalmente, guando T—+ 0, a probabilidade de aceitar transicBes que aumentem o
valor da fungdc objectivo tende para zero e praticamente deixar3o de ser
aceites detericragBes. Para ilustrar o que acabamos de =firmar, veja-ss o
arafico da fig 42 em gue se representa o custo médic das solugBes aceites para
100 valores decrescentes da temperatura. O problema a gue se refere o grafico

& o problema das 33 cidades, Karg e Thompson (1364), com custos fixos f; = 2000 .

Ao transportar o algoritmo simulated annealing para a optimizagﬁo
combinatéria, temos estado s considerar apenas a analogia com o processo de
simulagdo do annealing na Fisica em que este se baseia. E possivel, no entanto,
justificar matematicamente o algoritmo simulated annealing com base na tsoria
das cadeias de Markov finitas, formalizando matematicamente a nog3c de
equilibrio do sistema fisico como distribuigdo de equilibrio de uma cadeia de

Markov.

Varios autores se tém dedicado a formalizag3o matematica, justificacdo
tedrica e estudo da convergéneia deste algoritmo, vejam-se por exemplo, Gidas
(1985), Mitra, Romec e Sangiovanni-Vicentelli (1986), Sasaki e Hajek (1988), HL.

Aarts e J. Korst (1989)

J. Korst, HL.Aarts (1985) apresentam alguns dos principais resultados

tedricos que tém sido estabelecidos para o algoritmo simulated annealing, entre
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os guais se encontram teoremas =m que s3o enunciadas

condigBes gue
garantem que o algoritmo converge assintoticamente para o conjunto de solugBes
éptimas globais, i. e, assintdticamente, o algoritmo permite obter, uma 501\4‘;50

optima com probabilidade igual a um.

Da demonstragdo da converséneia assintética, resulta gque o simulated
annealing necessita de um nimero infinito de transigBes para atingir a solugdo
optima. Isto levaria a que, em qualauer implementagdo pratica, fosse gerada uma
sucess2o de cadeias de Markov, infinitas, homogéneas, para valores descendentes
da temperatura o que & claramente impraticavel. Korst e Aarts mostram que, pode

descrever-se o algoritmo simulated annsaling como uma sucess3o de cadeias

homogéneas, finitas, geradas para valores decrescentes da temperatura. Isto
corresponde a2 considerar o processo como uma combinagdo de cadeias
homogéneas numa 50 cadeia n3o homogénea. Deste modo, em vez de uma sucess3o
de cadeias homogéneas infinitas passariamos a ter uma sb cadeia infinita nio
homogénea. Korst e Aarts demonstram gue o algoritmo simulated annealing assim
formulado ainda converge assintoticamente para o conjunto de solugBes dptimas

desde que o arrefecimento seja suficientemente lento.

Em gualauer das formulagfes do simulated annealing, consideradas
antariormente, o algoritmo s6 permite obter a solugdo optima a partic de um
nimero infinito de transiges o gue €& impraticavel. Recorre-se entdo a2
aproximagBes da convergéncia assintética gue, como & evidente, s& permitem
obter solugBes sub-optimais.

Yamos a seguir apresentar uma imolementag@o do algoritmo, primeiramente
da uma forma genérica = depois, em particular, para o problema de localizagdo

simples , SPL.



431 — ARREFECIMENTO ESCALONADO

Pela descrigio do algoritmo gue fizemos anteriormente = pelo gue
dissemos sobre a formalizagdo matematica do simulated annealing facilmente sz
conclul que uma implementa;?im do algoritmo em tempo polinomial pode ser feita,
gerando cadeias homogéneas, finitas, para valores decrescentes do pardmetro de
contrale, a temperatura. Para isso, ha gue especificar, previamente, um conjuntc
de par&meiros que combinados no chamadoc ‘“cooling schedule” vio depois

governar a convergencia do algoritmo

Um arrefecimento escalonado express3o que passaremos a adaoptar para o

cooling schedule, especifica:

1 — Uma sucess3o finita de valores do pardmetro de controlo, T, através

— Valor inicizl do pardmetro de controlo — Temperatura inicial — To;
— Factor de redugdo da temperatura — ratio de arrefecimento — r;

— Um valor final do parémetro de controlo — Temperatura de congelagdo
sspecificado por um critério de paragem — & .

2 — Um namero finito de transigBes para cada valor do parémetro 7, i. e

— comprimento finito para cada cadeia de Markov homogénea— L.

Para além da escolha deste conjunto de par@metros gue s3o necessarios a
gualguer implementacdo do simulated annealing ha ainda que definir para cada

problama Esueclficn, como acontecia na aotimizagic\ local:
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— O que & uma solugdo, S ;

— Qual o custo da solugio

w

— Quais as solugdes gue =stio na vizinhangca de S ;
— Como determinar uma solug3o inicial, Sg;
— Como transitar de uma solugio £ para uma solugdo vizinha, .

Existe wuma grande variedasde de possibilidades de escolha do
arrefecimento escalonado gue rasulia das cuminagﬁes Dussive:s do conjunto de
parimetros gue intervém na sua oefinigdo. Dai ogue a gualidade das soluges,
tempc de execucdo, converaéncia do algoritmo estejam fortemente dependentes
daguelas escolhas. Acresce ainda o facto de o mesmo conjunto de parametros
poder produzir solucBes diferentes devido ao caracter aleatdrio do algoritmo.
Assim, & dificil avaliar a eficiénecia do algoritmo ou comparé-lo com outros de
optimizagdo local, =nguanto ndc for possivel determinar um arrefecimento
escalonado Sptimo e gue seja independente da instincia dos dados ou do tipo de
sroblema = gque € aplicado.

A procura de um conjunto Gptimo de parémetros de entrada & de grands
interesse cientifico e tem sarvido de tema para varios artigos, vejam-sg, por

svemplo, Van Laarhoven & Aarts (1387), KH. Hoffmann e P. Salamon (1950).

Um dos arrefecimentcs escalonadcs mais ubilizados nas implementacSes do
simulated annealing é o exponencial oue utilizamos na descrigdo do slgoritmo &
Sue f0i o originalmente proposto por Kirkpstrick, Gelatt % Vechi (4982 ; 1963). A
reducis da temperatura £ exponencial, sendo a k-£sima temperatira’

4345
o chad

Gutros processos de redugdo thp vindo a s&r Oroposies, cOmo, £OF



-103-

axemplo, o chamado arrefecimento linear sm que a k-&sima temperatura & :

432

com C constante, convenientemente escolhida. Aarts e Van Laarhoven (4585)

apresentaram um outro processo alternativo, em gue

Tie
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com 2, uma constante convenientemente determinada. Este processo sugerido
pelos resultados matematicos scbre a converglncia do  algoritmo, foi
desenvolvido, analisado e testado por E. Aarts e J. Korst (4989), tendo concluido
gue conduz a um algoritmo de exscucSo em tempo polinomial, embora ndo permita
dar gualquer garantia scbre o desvio da solug3o obtida am relagdo ao valor da

solugdc optima.

D. Johnson e al(4989) utilizaram varios tipos de arrefecimento nas

experimentagBss que fizeram = oconcluiram n3o haver razdo que
justificasse, de uma forma clara, a substituigZo do arrefecimento exponencial,
oroposto por Kirkpatrick, Gelatt e Vechi por gualquer dos cutros. Aarts e Van
Laarhoven (4988) chegaram a conclusdes semelhantes, ie, que o tipo de
arrefecimento utilizado ndo influencia significativamentz os resultados, desds

que s

ja escolhido cuidadosamente.

K HHeinz e P. Salamon (1390), procuram tratar o problema da determinagio
do conjunto parimetros do simulated annealing como um problema de uptimiza;'é’m
Coma;ar‘am por escolher a Fun;é'n a optimizar, de entre varias passivexs.
escolheram a snergia média/custo meédio final. Formalizaram o problema como um

problema de minimizagdo da energia média final num nimero finito de transigBes,
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N, feitas de acordo com o critério de Metropolis. Testaram numéricamente o
matodo para um espaco com trés estados. Compararam os resultados cbtidos por
este método com os resultados obtidos utilizando os arrefecimentos linear =
=xponencial. Concluiram gue este método apresentava, para o mesmo tempo de
annealing, vantagem em relag3o aos anteriores, da ordem de 10°% em termos de
energia média final. Justificando-se portanto a continuag@p da investigac3o no

sentido de o generalizar 2 espagos com mais estados

432 — APLICAGAD AD PROBLEMA DE LOCALIZAGAD SIMPLES

Vamos descrever em seguida alguns aspectos particulares da
implementagdo gue fizemos do algoritmo simulated annealing aplicado ao SPL.
Procuraremos fazer a das\:mgiu utilizandc como referéncia os items enunciados

na secgdc anterior.

L — 0 8PL & um problema de minimizagdo de custos fixos mais custos de
atendimento. N3o tem restrig@es no numero de servigos.

SOLUCAD — S & qualguer subconjunto do conjunto de localizagBes
possiveis : 1L 1Sl £ mia aFectagEo de clientes a servigos & trivial, afectam-se
clientes a origens de custo minimo.

2 — O CUSTO & soma de custos fixos de instalagSo de servigos com

custos de atendimento de clientes.
3 — VIZINHANGA de 5. Se [ for o conjunto de localizagBes possiveis

Pars os servigos e |1 | = m, define-se vizinhanga de S ¢

N@®=(5Cl:18-81<1AIS-81<1)



Isto &, uma solug3o é vizinha de S, se for obtida de S pelo fecho de um

vigo, & abertura de um novo servigo ou abertura de um e fecho de ocutro.
4 — A SOLUGAD INICIAL — So.
As solugBes iniciais que utilizamos foram heuristicas e pseudo-aleatérias.
A heuristica que utilizimos para cbter as solugbes iniciais foi a dual
ascendente, de Erlenkotier. As razfes desta ascolha foram : por um lado, utilizar

uma boa suluggc de partida pode ser de grande interesse guer em termos da

gualidade da solugo, guer =m termo:

s

de tempo de execuglo; por outrc lado, a

gualidade da solugdo obtida por este método reuristico gua, como s2 sabe,

olve o problema em grande nimerc de casos.

Consideramos ainda outra hipdtese, que comparamos com a primeira e que &
mais usual nas implementaces de simulated annealing, em que a solugdo de
partida € formada por um conjunto de servigos, escolhidos aleatdriamente.

gerador de nimercs pseudo-aleatérios uniformemente

ribuidos em [4,ml. A cardinalidade da solugdo gue adoptamos foi igual 3 da

olugdo obtida pelo método anterior.
5 — A TRANSIGAD de S para 5.

4s vizinhangas podem ser de trés cardinalidades diferentes, S|, -5 & 51
# II-8l. Escolhe-se, aleatériamente, para qual destes tipos vamos transitar =

depoi:

disso, escolhe-se, sleatoriamente, um servigo para fechar, s € S ou um

servigo para abrir, '€ (I - S) ou um par aleatéric (s, 5% € S x (I - 5) para s=

vroceder & troca. & nova solugdo serd, respectivamente:

8;8 =8V ,g€l-8;8=8-{sU(s'2 s €S sEL

Calcula-se o custo de S ajustando o custo fixo e adicionando-lhe os
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arvigos.

aspectos que =30 comuns a gqualguer

implementagdo do annealing r

2 apenas referirmo-nos 3 forma como sscolhemos

4321~ ARREFECIMENTO ESCALONADD . RESULTADOS COMPUTACIDNAIS

Para meostrar como implementd

o simulated annealing aplicado ao SPL

, ratirados da literatura, o problema de localizag3o

da 33 cidades, SPL(33x33) & o problema de Iocalizaglo das 57 cidades SPLE7x57).
N e A :

A5 matrizes das distancias gue utilizamos foram retiradas de Karg & Thompson

(1364). As instincias escolhidas foram

SPL(33x33) SPL(E7257)
2000 — Ay 3000 — By
2500 — A 4000 — By
3000 5 Ag 5000 — By

0 critério de sscolha foi o de terem necessitado de mais tempo de

resolug3o pelo algoritmo de Erlenkotter.

Palas razBes gqus ja apontémos anteriormente, optdmos pelo arrefecimento

=xpeonencial propasto por Kirkpatrick, Gelatt e Veck

Tk=To’kv~I'"

Vamos ainda introduzir o conceito de ratic de aceitagdo a temperatura t

que iremos utilizar ac longo da exposigda.
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Define-se ratio de aceitagSo & temperatura t, como sendo

numero de transicBes aceites

X@ = =
numero de transigGes propostas Fi=

Temperatura inicial —To
Para escolher o valor do parimetro inicial To, ensaidmos trés métodos:

— Executar o programa para diversos valores iniciais da temperatura e

” =~ SLb.
olber um valor gue de2 um ratic de aceitac@c aproximado a um valor

previamente fixado;

— Escolher para To um valor suficientemente elevadoc de modo que
praticamente todas as transigSes sejam aceites ;

— Executar o programa, partindo de um valor baixo da temperatura e
sumentar progressivamente esse valor, multiplicando por um factor r > 4, até se
atingir um valor T, tal que ¥ (T) = 1

Optamos pelo primeiro porque os dois Gltimos rnos conduziam a

temperaturas muito elsvadas = o tempo de Execugﬁo aumentava muito, sem gue s

vesse grande vantagem em termos de qualidade da solugdo final.

Da experiéncia gue tivemos verificamos ainda gue partir de temperaturas
iniciais correspondentes a ratios de aceitagdo superiores a 05, ndo era
vantajoso, tendo em conta o aumento de tempo de execugﬁc do algoritmo versus

qualidade da solugdc obtida.

Mos quadros 42 & 43 apresentamos o ratio de aceitagdo, X(To), para



diferentes valorss da temperatura inicial,

pela heuristica dual ascendente no quadro 4.2 &

To
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As sclugSes iniciais sdo obtidas

pseudo-aleatorias no guadro 4.3.

! To\ P Ay Ap Ay B, B, By
f 1000 124 146 16.7 107 86 29
i 2000 | 25.0 198 193 195 117 124
| 4000 | 404 227 373 232 218 205
! 5000 437 442 420 324 314 293
: 10000 | 534 523 55.3 426 437 378
1 15000 &9.4 668 618 S52.9 521 433
Quadro 42
To\ P Ay Ay Ay By B By
1000 | 29.4 225 197 15 148 115
2000 | 35.0 322 266 229 205 20.4
4000 | 455 459 395 3z8 339 331
5000 | 563 506 469 39.7 373 365
10000 637 594 607 529 s0.2 477
15000 | &9.4 70.4 690 5835 S22 577
Quadro 43

Como pode observar-se, os valores obtidos partindo de solugles psaudo-

sleatérias s3o superiores aos

obtidos partindo de

heuristica dual ascendente, como seria de esperar.

solugBes obtidas pela
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A medida que a temperatura vali baixando a percentagem de solugdes
aceites diminui e simultdneamente o custo médio das solugBes aceites vai
baixando também. Nas fi3. 41 e fig. 42 representam-se= os graficos de X%) e
custo medio das solug@es aceites para o problema SPL (33x23 ; f; = 2000) = para

100 valores decrescentes da temperatura.

Apresentam-se a seguir 05 quadros dos resultados gue obtivemos para
salores difsrentes de To escolhidos a partir de difersntes valores de ¥(To) para

Consideram-s2 duas hipoteses: solug:ﬁes

mesmo conjunto de problem;

inici

pseudo-aleatorias, designadas no guadro por hipdtese H—(a) ; solugles
inicials obtidas pela neuristica dual ascendents, designadas por hipctese H—D).
A ccluna designada por A%, representa o “melhor” desvio relativo em rslagfo a

= ¥
solugHo éptimz < 4 = Z2=E

# 100 . A “média” representa a média das scluges
z

sceitas para o mesmo nimero de sclugSes geradas.

Prablema Ay

To pior média melhor  &ptima A% H
10000 42423 27625 21220 20363 42 (=
48126 24259 20790 20363 24 ()]
6000 34043 24318 20863 20363 246 (@)
40442 237238 20726 20363 178 (o)
4000 30948 23450 20756 20363 193 @)
34077 22992 20696 20363 183 (B)
2000 25786 23188 20786 20363 197 @)
26296 22952 20363 20363 00 (o)

Quadro 4.4



RATIO DE ACEITACAO

ratio
o8
06 + 3

0.4

[} 1 2 8

4 5 6 7
temperstira (milheres)
Problema das 83 oidsdes (fi + 2000)

fig. 4.1

CUSTO MEDIO
Solugoes aceites

oueto medio (milhares)

28 . .

28 - .

4 5 8
temperatura (mithares)
Probloma das 88 cidadea (fi » 2000)

fig. 42
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To pior média melhor  Gptima a% H
10000 43682 29930 22252 22127 05 (a)
48946 26243 22474 22127 156 (o)
€000 41674 26272 22361 22427 106 @)
42651 25212 22361 22427 106 ()]
4000 33309 23095 22462 22127 152 (@)
23077 22413 22463 22127 152 (b)
2000 28184 23848 22290 22127 0.74 @
35077 23857 22252 22127 056 )
Quadro 45
Problema Ag:
To pior médiz melhor  dptima a% H
10000 47620 29009 24316 23474 36 (@)
44861 27892 23790 23474 135 (o)
6000 42544 27430 24794 23474 335 @
40374 27355 23474 23474 00 ()]
4000 34324 26949 23474 23474 00 (@)
36321 26167 23474 23474 0.0 o)
2000 30341 26344 23474 23474 0.0 (a)
292186 25418 23474 23474 {afin} (&)

Quadro 46



Problema By
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To pior média melhor  optima &% H
10000 60154 38945 32684 32136 17 (@)
54054 37793 32452 324386 0.9 o)
6000 51752 37830 33002 32136 27 (a)
61635 38600 32452 32136 08 (o)
4000 45379 35928 322547 32136 i3 (a)
46751 35632 32452 32436 08 b
2000 41283 35455 33426 32436 3.4 @
39742 33843 32334 32136 o8 ()]
Quadro 47
Problema By
Ta pior média melhor  dptima A% H
10000 66476 41606 35909 35547 102 (@)
54070 39489 35623 35547 024 (b)
£000 52495 39601 35692 35547 041 (@)
54445 38477 35623 35547 021 (b)
4000 46663 38763 36309 35547 214 (a)
51923 39082 35902 35547 099 ()
2000 46335 38076 35547 35547 s} (@)
29887 38694 35907 35547 104 (b)

Quadra 48



Proclema By
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Pudémos observar

To pior media melhor  optima A% H

10000 67440 45367 39344 38547 207 (z)
60314 44063 383903 38547 0383 o)

&000 61166 43413 39025 38547 124 @)
S6054 38969 38742 38547 051 o)

4000 53808 41807 38742 38547 051 {a)
53399 44905 38742 38547 051 )]

2000 45218 40740 328742 38547 051 @)
48133 40784 38742 38547 051 (b)

Quadro 49

gue para o mesmo numero de runs a qualidade das

solugBes obtidas, partindo de temperaturas muito elevadas & inferior 3 das

solugBes obtidas para temperaturas mais baixas. Para além disso, partir de

temperaturas muito slevadas provoca, em geral, grandes acréscimos de tempo de

=xecucda.

E de notar também que a qualidade das solupSes obtidas partindo de

solugBes iniciais ndo aleatérias, (), foi dum modo geral bastante superior a das

solupBes obtidas partindo de solugBes iniciais aleatérias, (a) como pode ver-se

nela coluna A%
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Factor de reduco da temperatura ( Ratio de arrefecimento) - r

O parametro r controla a forma como se processa o arrefecimento.

icamos nda haver interesse em fazer

stamos varios valores de r = vari
reducBes bruscas, ie., considerar valores de r < 07, o gue confirma o gue vem
sendo dito na literatura. Podemos dizer que para valores de r< 0.7 e utilizando

como solugdo inicial a solugdo obtida pela heuristica dual ascendente nZo

mos gualguer melhor em 35 runs de annealing. Mo gquadrc 4.40

obtiv

i

s valores de r .

Concluimos também das experimentacBes gue fizemos que os valores de r

LA

superiores a 0.9

no intervals, 67 £ r £

m situar 3

aumantavam significativamente os tempos de execugio sem que dai resultasse

melhoria

gnificativa para os valores das solugBes obtidas.

Comprimento das cadeias — L
O parametro L define o nimero de iteragfes a uma dada temperatura, i. e.

o ndmero maximo de transigies a uma dada temperatura. Tomamos para valor de L

dimens30 maxima das vizinhangas, uma vez gque s3o de dimensSes diferentes.

[

Exparimentdmos outros valores de L, como por exemplo, L = 3%¥m e ainda uma
dimensZo varidvel que vai sumentando & medida que a temperatura vai baixando.
Com este procedimento, procura-se aumentar o tempo de permanéncia em

devido ao facto de a probabilidade de aceitag3o

temperaturas mais bai;

a temperatura vai baixando, veja-se fig 4.1. Esta escolha

diminuir 4 medida gue =

do pardmetro L parece-nos bastante adeguada porgue permite obter melhores

resultados, coma j& referimos. Pansamos gque conjugar um valor de r nfo muito



slavado com um parametro L, zdaptativo, gue permita ajustar o comprimentc da

cadeia & medida gue 2 temperatura vai baixando é uma boa forma de proceder.

s
AN 2 07 ajt=} a9 8.95 rcd
21285 20783 21219 21073 S
Ay 20625 20756 24037 20825 10
| 20509 20756 20933 20825 15
| 22983 23020 22861 23381 =1
Az 22989 22394 22418 10
22127 22364 223381 22418 15
24523 24838 24858 24858 a
Ay 23995 24734 23474 23474 10
23474 23627 23474 23474 15
% 33724 32684 23061 33553 =
i By 32547 32624 32562 33086 10
32547 32684 32562 32881 15
36354 35909 35362 35354 S
By 35623 35909 35962 36354 10
35623 35909 35692 35649 15
389568 39876 39934 39070 S
By 28617 39344 38918 35070 10
38617 38742 28881 39070 15
Quadro 4.10

Este procedimentc pode levar a gue se passe muito tempo a analisar
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83, por vezes repetidas.

’
Ly = (0% IN I

P\ r 07 08 03 035 nicd
21285 20783 21243 24073 5
4y 20625 20726 20843 20652 10
20363 20393 20363 20608 | 4S
27383 3020 23381 5
Ao 22474 10
22252 22298 | 1S
za533 24858 248958 24858 5
Ay 23474 23474 23474 23474 | 40
23474 23474 23474 15
32814 32804 33097 5
By 32156 32658 32290 10
22547 azyse 32779 | 45
35509 35962 36270 36302 =
2, 35547 95777 36270 36309 | 40
35547 35647 35623 35647 | 45
39342 sB74z  3\El7 38070 5
By 3874z 38742 38617 3898L | 40
3@ei7 38547  3@E47  3898L | 45

Quadro 4.11
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No guadro 444 s3o apresentadcs os melhores valores das solugles

obtidas para d

ersos  vzlores de r, utilizando comprimentos de  cadeiz

%
agaptativos: = (LO%NI =m que &k & contador do nimero ds reducfes da

tzmperatura 2 ncd representa o nimerc de cadeias

Nz passagem do guadro 4.40 para o guadro 4.11 foram mantidos os valores
da temperatura inicial para podermos analisar o afsito produzido pela alterac3o

na dimens3o das cadeias

No guadrg

percentu;

lucdo optima das

quadros anteriores. 3o

comparados os valores obtidos para L = [N | el = I N | ¥ .k que s

designadas no quadro gor (a) 2 ( b ), respectivamente.

Da cbservagZo do gquadro 412 pode concluir-se gue as cadeias de
comprimento adaptativo produzem, em geral, solugBes de melhor gualidade. Pode
tambem verificar-se gue, para cadelas de comprimento adaptativo Ly = INI ¥ (:..l)k
= com 10 redugBes de temperatura, s conseguem resultados iguais ou supericres

aos gue se cbtém com 45 reducBes e cadeias de comprimenta L = | N | ¢ 78% dos

casos ). Isto pode significar que = zumantar

wito o tempo de execugSo se

conseguem melhores resultados utilizando cadelas de comprimento Ly = | N | % ﬂk.

O critério de escolha para o factor de ampliago, @ gue comegamos por
adoptar, foi o de utilizar um factor de ampliagdo igual ao inverso do factor de
redug3o da temperatura. Verificamos cue um tal critério levava a gue factores

de ampliac3o da cadeia muito elsvados nem sempre produziam melhores resultados

& aumentavam consideravelmente o temoo de execugdo. Dal a escolha de um factor

de ampliagdc mais moderado, #=1.4.
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A% (melhor desvio percentual)

r 07 08 89 035

ncd (@ ) (@) (o) (a) ()] (a) )
=] 45 45 2.06 2.086 42 4142 349 268
10 129 13 193 178 334 221 221 142
15 0.74 2} 193 0.45 z28 Q 227 124
S 3.89 168 403 474 332 3.0 567 157
10 3.89 o 106 056 1.49 157 LBl 157
15 0 u} 1086 0S8 149 0.56 132 0.78
S 4.79 4353 5.89 165 589 304 583 322
10 224 (s} 3.49 0 a} 0 (s} i}
15 0 (] 0.es a o] 5] a o
) 494 241 17 208 2.87 2.99 453 z0
10 122 D.06 137 162 1338 0.48 289 20
i5 1z8 (8] 1 1.2 4:33 0.06 232 20
] 227 102 10z 147 1.47 203 227 2.14
10 02 o 102 065 147 203 227 2.44
15| a2t o 102 019 044 024 D29 02
s} 109 207 345 051 36 048 138 138
10 0.18 054 207 051 0.96 0.48 136 113
15| 048 a.18 054 a 087 048 136 143

Quadro 4.12



-119-

eguir um guadro de resultados em gue s= comparam os

para diferentes valores de L.

Coma pode chbserv:

se no guadro 443 os melhores resultados foram
obtidos para comprimentos de cadeia adaptativos. No entanto um factor de
ampliagdo da cadeia muitc elevado nem sempre produziu melhores resultados =

aumenta consideravelmente o tempo de execugdo.

PAL S¥m M1 [N RS TN dzsk
Ay 20929 20756 20726 20398
Ap 22443 22989 22127% 22127%
Ag 23750 24294 za7a* 23474%
B, 32545 32547 32156 32538
5, 38339 35909 35617 36103
By 3g6L7 39344 ag74z 38617

Quadro 4.13
I'N | — cardinalidade maxima esperada da vizinhanga ;

k — & contador do ndmerc de redugBes da temperatura.

z — valor optimo da solugda.

Para evitar gque sejam geradas cadeias de grande dimensZo definimos um
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limite superior para L, = | N | % 8° £ [ . Em resultado das experiéncias aue
fizemos parace-nos ser vantajosa uma soluc3o de compromissc entre o valor do
parametro r e um factor =zdaptativo para o comprimento da cadeia, podendo

assim utilizar-se valores de r mais baixos, o que permite reduzir o tempo gasto

m prejudicar a gualidade da solugdo.

Critério de paragem — a

de paragem do algoritmo corresponde 2 temperatura de
;angeia;ga do processo fisico. Utilizamos para critério de parzgem do algoritmo
um parametroc a gue chamimos @ 8 Que representa a percentagem de sulugﬁes

aceite

a0 longo de uma cadeia. Experimentdmos um critério que consistia em
declarar o processo congelado quando ac longo de uma cadeia a percentagem de
a\:eita;sa fosse inferior a 2% , ie. @ < 002. Em resultado da experiéncia
verificamos gue por vezes acontece que para determinados valores da
temperatura, ocorrem, pontualmente, valores baixos da percentagem de aceitagdo
2 depois para valores inferigres de T as percentagens aumentam, podendo ainda
encontrar-s= Valores com algum significado. Pareceu-nos mais adequado aptar
por um critéric de paragem, proposto por Johnson e alli989) = gue consiste em
ubilizar um contador para o nimero de vezes gue cada cadeia & percorrida com

uma percentsgem de aceitag¥o £ 002 . Este contador & faito igual a zero

mpre que haja alauma transig3o para uma solugdo melhor. Se o contador atingir
um valor prévismente fixado, sem gue haja melhoria, declara-se o processo
congelado & o algoritmo para. Mo nosso caso adoptdmos o valor 2 para o

contador anteriormente dafinido

S ; A .
Na nossa implementagdo introduzimos ainda um parametro, nru, gue define
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2 partida guantas vezes se pretends executar o annealing

Em conclusio, & escolha dos pardmetros gue s3o mais adequados para cada
problema & de arande importincia para a xmnlementa\;ﬁn do alaoritmo & varia de

instancia para instancia, ainda gue a dimens3o do problema seja a mesma.

Para os problemas gue temos vindo a testar a escolha gue nos pareceu

mais adequada foi a que 2 seguir zpresentamos no quadro 4.14

I

[, Problema To r L nru i nru

f

i ‘
Ay 4000 08 INI 10 R St
Az som0 o7 INI 10 INI%d s
Ay 4000 08 INI 10 iN1¥g< s

i =0 10000 08 INI 10 iNI%8° 5
B, 10000 0.7 INI 40 INIXES 5

| By 10000 08 INT 10 IET -
To:XTo) ~ 04 07 $r$095 LKL 8=14 0Lk

L

Quadro 4.14

0 nimero de runs, nru=10 foi adoptado para cadeias de comprimento L=INI
2 nru = S para cadeias de comprimento L = INI ¥ ﬁk . O eritério de paragem foi o

que anteriorments descrevemos.
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Nos guadros 4.15 e 4.16 s3o apresentados os resultados obtidos para este

conjunto de parametres & para o conjunto de problemas gue temos vindco a testar.

No quadro 4.5 sZo considerados resultados, utilizando solugSes de
partida obtigas pela heuristica dual ascendente; no guadro 4.6 os resultados
referem-sa a solugBes de partida pseudo-aleatdrias. Foram consideradas cadeias
de comprimento L = iNi =2 o nimero de rups do simulated annealing foi nru=10.
Apresentam-se ainda os tempos médios de execucd3o, im e o nimerc de vazes, f,

cue foi obtida a solug3o Sptima.

P pior mediz melhor |nru| f tm
Ay 20640 20529 ZM* S 1

20799 20574 20363* 10 3 19672
Az 22652 22294 22127* S 2

22652 22787 22177* | 10| 4 |26004

Ay 23752 20529 zaavat | 5 | 4

23799  zassn  zaavat | gl 7 19742
B, 32576 32505 3216 s|ao

spees  a24s0 32136 | 10|t [s9m9s
B, a5s6z 35673 a7 | 5| 4

36644 25843 3547 | 10| z  |4sszz
By 29477 58993 38EL7 s|a

39427  3ssa7 347" | 10| 2 laezas

Quadro 4.15
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P pior media melhor |nru | £ tm
Ay 20944 20568 20393 5|0

20914 20574 20363* | 10| ¢ |za7s2
Ay 22201 zizt | 5| 3

22652 2za7 2277 | 10| 5 |zi374
Ay 2a7s2  z3me9  zaavat | 5 | 4

23799 23550 23474 | 10| 8 |z7e02
B, szeEt 32385 336" | 5| o

35374 azeie 32136 | 10| 2z [osasz
= 36070 35860 39647 s|o

seo70 35777 3547 | 10|+ [as3st
= 3874z 38673 A7 | 5| 4

39963 @2z 3msa7t | a0 ¢ sisaw

Quadro 4 16

Da observagio dos quadros 445 e 446 podemos tirar slgumas conclusfes:

— Os dois algoritmos permitiram obter as solug@es optimas de todos as
problemas em 410 runs;

— Os resultados obtidos partinda de solugBes iniciais ndo aleatdrias

foram, em geral, superiores;
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ima em S runs,

— Para guatro dest as fol obtida a solugdo dpt

guando foram utilizadas sclugSas iniciais n3o aleatérias;

— Os tempos de exe\:ugios (n8o incluem input, mas incluem cutput) foram

inferiores aos gue foram cbiidos partindo de solugBes psesudo-aleatorias.

— 0 pior desvic em relagdo a solug3o éptima foi, em geral, inferior ao

obtido partindo de solug@es pseudo-aleatdrias.

Mos quadros 447 = 418 zpresentam-se resultados comparativos dos

valores das melhores sciugtes obtidas pelas duas implementagBes do simulated

znnealing com o= valores das solugBes obtidas pelos algoritmos de optimizagdo
local correspondentes. Comparam-se zinda esses resultados com os que foram
abtidos pelas heuristicas Dual Ascendente e Ajustamento do Dual. Os algoritmos

de optimizac3o local (LOCALL/LOCALZ) apenas diferem dos correspondentas

algoritmos simulated annealing (ANNEALL/ANNEALZ) no critéric de aceitagdo.

Mo gquadro 4.17 comparam-s2 os resultados obtidos para o mesmo nimero

sproximado de solugSes oesradas. No gquadro 4.18 comparam-se os resultados

obtidos da utilizag3o dos diversos algoritmos.

STodas as implementacBes foram feitas em Fortran 77 num Microcomputador

iBM-compativel, AT 286, tendo-se utilizado o Microsoft Fortran Compiler versdo
40. Para gerar os numeros aleatdrios foi utilizado um gerador de numeros
nseudo-aleatérios uniformemente distribuidos em [0,4], apresentado em “Numerical
Recipes - The Art of Scientific Computing ” por William H.Press, Brian Flannery,

Saul Teukolsky, Cambrige University Press 1986,
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44 — coNCLUSDES

Simulated Annesli

goritmo Ajustamento

maler numero de c3asos nos problemas que testamos.

Quando  confrontads  com o5 algoritmos  de optimizag3a  local

correspondentes permiti

resultados o gue nos leva a concluir

gue 2 introducdo do oritéric de Metropolis possibilita a melhoria da qualidade

colhz dos

=

nto de problemazs gue

tara longs de

Gptima.

Fensamos aue a

nesta area deve ssr dirigida no sentido de

up30 inicial parece-nos gue uma soluc3a

20 aleatoria apressnta vantagens em termos de tempo & gualidade das

i3

Pensamos ainda gus, 3 medida gue 3 dimens3o do problema aumentar, s2

rnard mais svidente o interess

= da aplicagdo do Algoritmo Simulated Annealing.

O Algoritmo Simulated dnnealing permitira provavelments obter resultados

muito mais

significativos em outros problemas de optimizagdo combinatéria para

35 guais n3o existam algoritmos t3o “bons” como para o SPL, para o gual ©

DUALOC

Erlenkotter (1378) continua a excelente alg

oritmec  de

resolucio.
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