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Eldszd

Az informatikai algoritmusok magyar nyelv{ szakirodalma az utébbi huszondt évben ala-
kult ki. Az els6 szakkdnyvet Lovasz Lasz16 és Gacs Péter {rta 1978-ban [2935]. Ezt a kony-
vet forditasok kovették: 1982-ben Aho, Hopcroft és Ullman [6] kényve, 1987-ben Knuth
haromkotetes monografidja [258, 259) 260], majd 1987-ben Cormen, Leiserson és Rivest
miive [89]. 1999-ben djra hazai szerzdk kovetkeztek — Roényai Lajos, Ivanyos Gabor és
Szabd Réka [392] — majd 2002-ben megjelent Lynch Osztort algoritmusok cimii monogra-
fidgja [301].

Ezt 2003 tavaszan Ivadnyi Antal Pdrhuzamos algoritmusok cimfi konyve [221], majd
2003 8szén — Uj algoritmusok cimmel — Cormen, Leiserson, Rivest és Stein tankdnyvének
[90] forditasa kovette.

A magyar informatikus hallgaték és gyakorlati szakemberek nagy érdekl&déssel fogad-
ték az Uj algoritmusokat — néhany hénap alatt a kiadott 2000 példany fele gazddra talalt.
Ez 6sztonozte ennek a konyvnek a hazai szerzdit, hogy — kiilféldi kollégdik segitségével —
tovabbi informatikai teriiletek algoritmusait is &sszefoglaljdk.

A konyv tartalmat hat részre tagoljuk: Alapok, Hdlozatok, Diszkrét optimalizdlds, Foly-
tonos optimalizdlds, Adatbdzisok és Alkalmazdsok.

Az elst kotetbe azok a fejezetek keriilt, amelyek szeptemberig elkésziiltek. Minden
fejezet bemutat egy alkalmazdsi vagy elméleti szempontbdl 1ényeges teriiletet és azokhoz
kapcsol6dé algoritmusokat. Az algoritmusok tobbségét széban és olyan pszeudokéddal is
megadjuk, amely a programozasi tapasztalattal rendelkez6 olvasék szdmara konnyen ért-
hetd.

Az elsd kotet 247 dbrat, 157 pszeudokddot és 133 példat tartalmaz, amelyek el6se-
eftik a targyalt algoritmusok miikddésének megértését. Az 6ndllé tanuldst az alfejezetek
végén 1évS gyakorlatok (Gsszesen 269), az egyes témdkban valé elmélytilést pedig a feje-
zetek végén 1€vS (Gsszesen 66) feladatok segitik. A fejezetek anyagdval kapcsolatos friss
és kiegészitd ismeretekre valé utaldsok taldlhatk a fejezetek végén 16v6 Megjegyzések a
fejezethez cim részben. Az irodalomjegyzékben megadjuk egyrészt a felhaszndlt szakiro-
dalom bibliogrdfiai adatait, masrészt — teljességre torekedve — felsoroljuk a magyar nyelvii
forrasokat.

Az algoritmusok bemutatdsa az igényelt er6forrasok — elsésorban futési id6 és memo-
ria — elemzését is magaban foglalja. A szakirodalomban szokdsos mddon felsd korlato-
kat adunk meg a legrosszabb esetre jellemz6 erSforrdasigényre, és esetenként a megoldandé
probléma er6forrdsigényére jellemzd alsé korlatot is levezetiink.

A konyv kéziratdt HIATEX kiadvdnyszerkesztd eszkoz segitségével készitettiik, amelyet
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az elmult hat év sordn Belényesi Viktorral és Locher Kornéllal fejlesztettiink ki, és kordbban
mdr hdrom konyv kéziratdnak eléallitdsara haszndltunk. Az dbrdk tobbségét Locher Kornél
rajzolta. Az irodalomjegyzéket Ivanyi Anna tette é16vé.

Garey és Johnson klasszikus mtivét [[49] kovetve mindazon algoritmusok futasi idejét
exponencidlisnak nevezziik, amelyekre nem adhaté polinomidlis felsé korldt.

Az Uj algoritmusok példajit kovetve tizedespontot haszndlunk.

Mindig kiilénds gondot forditunk konyveink kiilsejére. Az adott esetben olyan megol-

dést kerestiink, amely

o tlikrozi a konyv tartalmi gazdagsagat (az els6 kotet 17 és a mdsodik kétet hasonld szdmda
fejezetét)

e ¢&s az alkotdk szoros kotédését mind Magyarorszdghoz, mind pedig Eurépahoz.

2

Ugy gondoljuk, hogy a pécsi sziiletésti Vasdrhelyi Viktor — aki francia festként Victor
Vasarely néven vélt vilaghirivé — képeire jellemz6 a formak és szinek gazdagsdga, életitja
pedig tiikrézi kultirank eurdpai kotddését.

A budapesti és pécsi mizeumokban Gsszesen kozel 500 Vasarely-alkotds van. Ezek a
miivész ajandékai — a szul6fold irdnti hdla €s tisztelet szimbdlumai. Vasarely gazdag élet-
mf{ivébdl a konyv alkotdi és majdani olvasoi segitségével valasztottunk. A szavazok a Dirac,
Kubtuz, Rikka, Sixa és a Tupa-fond cim{ képeket emelték ki. Koziilik két olyan képet — a
Dirac és a Kubtuz cimf festményeket — valasztottuk, amelyeken szakaszokbol kor alakul ki
— szemléltetve az informatika azon alapvetd tulajdonsagat, hogy a folytonos valés vildgot
diszkrét objektumokkal (bitekkel) frja le — é€s amelyekhez sikeriilt felhaszndldsi engedélyt
kapnunk.

Kbozismert, hogy az elmiilt évszdzadban nemcsak miivészeink, hanem sok kival6 tudé-
sunk is ktilfoldon ért fel a csticsra. Nagy résziikre azonban folyamatosan szamithat a hazai
oktatds és tudomanyos €let. A halézati szimulacids fejezet szerzdje Gyires Tibor (Illinois
Egyetem), a jatékelméleti fejezetet pedig Szidarovszky Ferenc (Arizonai Miiszaki Egyetem)
frta. A mdsodik kotetben a megbizhatdsdgrél szolo fejezetet Gacs Péter (Bostoni Egyetem)
irta, a bels6pontos mddszerekrl sz616 fejezet egyik szerzbje pedig Terlaky Tamds (McMas-
ter Egyetem). Ma mind a négy szerz6 az adott teriilet vezet6 kutatdja, amerikai egyetemek
professzora — egykor magyar egyetemen tanultak, majd tanitottak.

A rekurziés fejezet szerzdje Kasa Zoltan (Babes-Bolyai Tudomanyegyetem), a sziszto-
likus rendszerekrdl sz016 fejezetet Szakdcs Laura (Babes-Bolyai Tudomanyegyetem) fordi-
totta németrd] magyarra. Részvételiik a konyv megsziiletésében a hatdrainkon tali magyar
nyelvii oktatassal val6 szoros kapcsolatunk része.

Konyviink tartalmi gazdagsdga jo kiilfoldi — elsésorban német — kapcsolatainknak
is koszonhets. Az elsd kotet kriptografiai és bonyolultsagelméleti fejezetét Jorg Rothe
(Diisseldorfi Egyetem), szisztolikus rendszerekkel foglalkozé fejezetét Eberhard Zehendner
(Friedrich Schiller Egyetem) irta. Az adattoméritési fejezet szerzdje Ulrich Tamm (Chem-
nitzi Egyetem), a pdrhuzamos programozasrol sz616 fejezet egyik szerzje Claudia Leopold
(Kasseli Egyetem), az ember-gép kapcsolatokkal foglalkozé fejezet szerzéi Ingo Althofer
és Stefan Schwartz (Friedrich Schiller Egyetem).

Az alkotok (szerzdk, lektorok, forditdk és segitStarsaik) tobbsége a hazai informatikai
felsGoktatds meghatdroz6 intézményeinek — Budapesti Corvinus Egyetem, Budapesti M-
szaki és Gazdasdgtudomdnyi Egyetem, Budapesti Miszaki Foiskola, Debreceni Egyetem,
Eotvos Lordnd Tudomdnyegyetem, Miskolci Egyetem, Pécsi Tudomdnyegyetem, Szegedi
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Tudomdnyegyetem — oktatdja.

Az Oktatdsi Minisztérium tdmogatdsdnak kdszonhetben ez a tankdnyv nagyon kedvezd
aron juthat el az Olvasdkhoz. Ugyancsak az Oktatdsi Minisztérium timogatasanak készon-
hetd, hogy 2005 tavaszatdl a kényv elektronikus valtozata is mindenki szdmara szabadon
hozzaférhetd lesz.

Az aldbbi kollégdknak koszonjiik, hogy a tervezett knyv mindkét formdjat tdmogat-
tdk: Fazekas Gdbor egyetemi docens (Debreceni Egyetem Informatikai Kardnak dékdnhe-
lyettese), Imreh Baldzs egyetemi docens (Szegedi Egyetem), Kdsa Zoltdn egyetemi tandr
(BBTE Matematikai és Informatikai Karanak dékanhelyettese), Kozma Laszl6 egyetemi
docens (ELTE Informatikai Karanak dékanja), Jorg Rothe egyetemi tanar (Heinrich Heine
Universitit, Diisseldorf), Sima Dezsd f&iskolai tandr (Budapesti Miszaki F&iskola Neu-
mann Janos Informatikai Kardnak f6igazgatdja), Sidl6 Csaba PhD hallgaté (ELTE Informa-
tikai Doktori Iskola), Szeidl Laszl6 egyetemi tandr (Pécsi Tudoményegyetem Matematikai
és Informatikai Intézet igazgatdja), Szidarovszky Ferenc egyetemi tanar (Arizonai Miszaki
Egyetem), Szirmay-Kalos [.4s716 egyetemi tanar (BME Villamosmérndki €s Informatikai
Kara), Terlaky Tamds egyetemi tandr (McMaster Egyetem, Hamilton)

Ugyancsak koszonjitk azoknak a kollégdinknak a segitékészségét, akiknek a lektori vé-
leményét csatolni tudtuk a pdlydzathoz: Fekete Istvan egyetemi docens (Rekurzick cim fe-
jezet), Fridli Sdndor egyetemi docens (Adattomorités), Gonda Janos egyetemi docens (Krip-
togrdfia), Hunyadvari Laszlé egyetemi docens és Katsdnyi Istvan PhD hallgaté (Bioinfor-
matika), Kiss Attila egyetemi docens (Reldcids adatbdzisok tervezése), Téke Pal egyetemi
docens (Hdlézatok szimuldcioja), Vida Janos egyetemi docens (Grafika).

Az elektronikus valtozat elkésziiltéig a

http://people.inf.elte.hu/tony/konyvek/infalg

cim@ honlapon taldljak meg olvaséink a konyv kiegészitését, amely tobbek kozott az €16
irodalomjegyzéket, a névmutatdt, a gyakorlatok és feladatok egy részének megolddsat, mii-
kods programokat, a taldlt hibdk jegyzékét tartalmazza. Ezen a honlapon keresztiil fogjuk
Olvasoéinkat tdjékoztatni az elektronikus valtozat hdlézati cimérél.

Ko6szonet illeti azokat — Belényesi Viktor, Thomas H. Cormen, Ersek Nandor, Pavel
Fabian, Johan Gade, Ivanyi Anna, Kimo Johnson, Shamir Kuller, L.érentey Kéroly, Stefan
Schumann, Joel Seiferas, Beau Skinner, Ofer Springer, George Stephanides, Sekar Sundar-
raj, Szdntai Tamds, Szeidl Ldszl6, Ronald Tungl, Veszprémi Anna, David Wagner — akik
észrevételeikkel segitettek a konyviink alapjaul szolgdlé m, az Uj algoritmusok els§ kia-
dédsdnak javitasdban.

A7 elbzetes érdeklddés alapjan arra szamfitunk, hogy révidesen tjabb kiadasra lesz
sziikség. Ebben szeretnénk az elsd kiadds hibdit kijavitani. Ezért kérjitk a konyv Olvasdit,
hogy javaslataikat, észrevételeiket kiildjék el a|tony@int.elte.hulcimre — leveliikben le-
hetéleg pontosan megjeldlve a hiba el6forduldsi helyét, és megadva a javasolt szdveget.

A konyv honlapjan megtaldlhat6 a szerz8k és lektorok elektronikus cimeit tartalmazé
kolofonoldal. Olvaséink javaslataikkal, kérdéseikkel megkereshetik a konyv alkotéit.

Budapest, 2004. szeptember 22.
Ivanyi Antal

alkotd szerkesztd
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Bevezetés

Ebben az alapoz6 részben négy témakort targyalunk.

Az informatikai algoritmusok elemzése sordn gyakran eléfordul, hogy példaul felismer-
jik az n és n + 1 méretl feladatok megolddsi ideje kozotti kapesolatot — és ennek az Ggy-
nevezett rekurziv egyenletnek a felhaszndldsaval szeretnénk kozvetlentil felirni az n méret(i
bemenethez tartozé futdsi id6t. Az elsé fejezet a rekurziv egyenletek leggyakrabban el6for-
dulé tfpusainak megolddsi mddszereit mutatja be.

A mai szdmitégépek sebessége és tdroldkapacitdsa, valamint az elméleti eredmények
szamos olyan feladat kényelmes (mechanikus) megoldasat lehetévé teszik, melyeket kordb-
ban nem, vagy csak nagy nehézségek drdn tudtunk kezelni. Ezek egy része — mint a formalis
differencidlds és integrdlds — a mdsodik fejezetben targyalt komputeralgebrdhoz tartozik.

Az elektronikus kommunikdcié hatalmas iramu terjedésével egyiitt n6 a kommunikécié
biztonsdganak jelentdsége. Ezért a mai informatika egyik kulcsfontossdgu teriilete a krip-
togrdfia, mellyel a konyv harmadik fejezete foglalkozik.

Az algoritmusok elemzésének hagyomdnyosan fontos része az erGforrdsigény leg-
rosszabb esetre vonatkoz¢ felsé korlatjanak megaddsa. Az csak az utébbi 15 évben valt
természetessé, hogy az erbforrdsigényre vonatkozé — a probléma és a megengedett algorit-
musok tulajdonsdgain alapulé — alsé korldtokat is megadnak.

Példaul Donald Knuth The Art of Computer Programming cim{i monografidjanak 1968-
ban megjelent elsd kotetében szerepelt az aszimptotikus felsé korlatok jellemzésére hasznalt
0-jelolés (nagy ordo) definicidja — ugyanakkor még nem szerepelt az alsé korlatok jellemzé-
sére alkalmas Q-jel6lés, valamint a pontos nagysagrend megaddsara alkalmas @-jelolés. Az
Introduction to Algorithms 1990-ben megjelent els6 kiaddsdban, a Distributed Algorithms
1996-ban megjelent elsé kiaddsdban, valamint Knuth konyvének 1997-ben megjelent har-
madik kiaddsaban mar az Q-jeldlés és a ®@-jelolés definicidja is szerepel.

A negyedik fejezet szerint a bonyolultsagelmélet fontos feladata, hogy a problémakhoz
és szamitdsi modellekhez minél pontosabb alsé korlatokat adjon meg — ezzel is segitve a
problémdék er&forrdsigény szerinti osztilyozdasat.

A mdsodik kotetben fog megjelenni az algebrai algoritmusok elemzése.




1. Rekurziv egyenletek

Kozismert a Fibonacci-szamok rekurziv definiciéja: ha F, jeldli az n-edik Fibonacci-
szamot, akkor
Fo=0, Fi=1,

Fn+2:Fn+1+Fn, ha nZO

Szeretnénk explicit formdban megadni F, értékét tetszbleges n-re. A feladat tulajdonkép-
pen olyan egyenlet megoldasat kéri, amelyben az ismeretlen rekurziv médon van megadva,
ezért rekurziv egyenletnek hivjuk. Itt a megoldds felfoghat6 dgy, mint természetes szamo-
kon értelmezett fliggvény, mivel F,, minden n-re értelmezett. Az ilyen rekurziv egyenletet
szokds még differenciaegyenletnek is nevezni, de nevezhetnénk akar diszkrét differencidl-
egyenletnek is.

1.1. definicio. A k-adrendii rekurziv egyenlet (k > 1) egy
f('xll?x!2+1,""’x71+/\'):07 nZO (1.1)

alakii egyenlet, ahol x,-et kell explicit formdban megadnunk.

7z

Ahhoz, hogy egyértelmiien meghatdrozhassuk x,-et, meg kell adnunk k kezd&értéket, ezek
dltaldban xg, x1, . .., X;_1. Ezek az értékaddsok kezdeti feltételeknek tekinthetdk.

Mivel a Fibonacci-szamokat definidl6 egyenlet mdsodrend( rekurziv egyenlet, ezért ott
két kezdeti értéket adunk meg.

Az (1.1) egyenletet és annak adott kezdeti feltételeit kielégitd x, = g(n) sorozatot az
adott egyenlet partikuldris megolddsdnak nevezziik. Ha az x, = h(n,Cy,C>, ..., Cy) soro-
zath6l — a C1,Cy, ..., Cy dllanddék alkalmas megvalasztdsaval — az (L.1) egyenlet minden
partikularis megolddsa el&allithat6, akkor a sorozatot az egyenlet dltaldnos megolddsdanak
nevezzik.

A rekurziv egyenletek megolddsa dltaldban nem egyszeri. A kovetkez8kben sajitos
esetekben alkalmazhaté mddszereket ismertetiink.

Az {frdsmdédban fiiggvény helyett inkdbb sorozatot haszndlunk (ami tulajdonképpen ter-
mészetes szamokon értelmezett fiiggvény). Igy a jelolés egyszertbb lesz, x(n) helyett min-
denhol x,-t frunk.

A fejezet harom részbdl dll. Az |1.1. alfejezetben a linedris rekurziv egyenletek meg-
olddsdval, all.2. alfejezetben a generdtorfiiggvények felhaszndldsdval, az 1.3, alfejezetben
pedig linedris rekurziv egyenletek numerikus megolddsdval foglalkozunk.
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1.1. Lineéris rekurziv egyenletek
Ha a rekurziv egyenlet

fO(n)-xn + fl(n)xrzﬂ +-+ fk(n)xn+k = f(}’l), n>0

alakd, ahol f, fo, fi,..., fi természetes szamokon értelmezett fliggvények, fo, fi # 0, és
x-et kell explicit médon megadnunk, akkor linedris rekurziv egyenletr6l beszéliink. Ha
f azonosan nulla, akkor az egyenlet homogén, és kiilonben inhomogén. Amennyiben az
fo, fi,- -, fr fuggvények mindegyike dllandd, akkor dllando egyiitthatés linedris rekurziv
egyenletrdl van szo.

1.1.1. Allandé egyitthatés homogén linedris rekurziv egyenletek

Legyen

apXn + a1 Xpp1 + 00+ QX = 0, nxk, (1.2)
ahol ay, a1, . .., a; valés dllanddk, ag, a; # 0, k > 1. Amennyiben adva van k kezdeti érték
(leggyakrabban xy, x1, . .., x¢-1), az egyenlet megoldasa egyértelmien meghatarozhatd.

A megoldas érdekében rendeljiik hozza az egyenlethez a karakterisztikus egyenletét:

ag+arr+-+a v arf =0, (1.3)
amely valds egylitthatés egyenlet. Ennek az egyenletnek k gyoke van a komplex szdmok
korében. Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy ha ry valdés megolddsa a karakterisztikus
egyenletnek, akkor Cory megolddsa az (1.2) egyenletnek, ahol Cy tetsz8leges dllandd.

Az (1.2) egyenlet 4ltaldinos megoldasa

X, = Cy x,(zl) + ngff’ +- 4 Ckxfz/") ,
ahol X (i = 1,2,...,k) az (12) egyenlet linedrisan fiiggetlen megoldasai. A kezdeti felté-
telekbdl mindig meghatdrozhaték a Cy, C, ..., C; dllandSk egy k egyenletbdl 4ll6 egyen-
letrendszer megolddsaval.
A linedrisan fliggetlen megolddsokat a karakterisztikus egyenlet gyokei szolgdltatjdk
a kovetkezdk szerint. Minden gyokhoz hozzarendelhetd egy fundamentdlisnak nevezett
megoldas.

Kiilonbéz6 valés gyokok

Legyenek r1,7,..., 7, a karakterisztikus egyenlet egymdstdl kiilonboz8 valds gydkei. Ek-
kor
Pl T,

megolddsai az (1.2) rekurziv egyenletnek, és

Ciri +Cory + -+ Cpr), (1.4)
is az, tetsz8leges Ci, Cs, ..., C, dllanddkra. Ha p = k, akkor (1.4) a rekurziv egyenlet

altaldanos megolddsa.




16 1. Rekurziv egyenletek

1.1. példa. Oldjuk meg az
Xp2 = Xpt1 T Xp, Xo = 0» X = 1

rekurziv egyenletet. A karakterisztikus egyenlet

P-r-1=0,
amelynek gyokei
1+ 5 . 1-45
rn = 5 s = 3 .

Ezek valdsak és egymadstdl kiilonboznek, tehdt az egyenlet dltaldnos megolddsa

xn=c1(1+2\/§)n+cz[l_ ‘/g]n .

2

A C; és C, meghatdrozhatdk a kezdeti feltételekbdl. Ha figyelembe vessziik, hogy xo = 0, x; = 1, a
kovetkez$ egyenletrendszerhez jutunk:

Cy+Cy
1+45 1-45
+C,
2 2

0,

= 1.

1

Az egyenletrendszer megolddsa C; = 1/ V5, Co=-1/45 . fgy az édltalanos megoldas

[1+ \/5]"’_ 1 (1— x@)

1
Xn = —=

V5

amely éppen F,,, az n-edik Fibonacci-szdm.

2 NAE

V5

Tobbszoros valds gyokok
Legyen r egy p-szeres gytke a karakterisztikus egyenletnek. Ekkor

rn’ nrn, nzrn’ EECECEY np_lrn

megoldésai az (1.2) rekurziv egyenletnek (az r tobbszoros gyokhoz tartozé fundamentélis
megolddsok), és
(C0+C1n+C2n2+~~+C,,_1n”71)r" (15)

is megoldds, tetszleges Co, C1, ..., Cp_y dllandSkra. Ha a karakterisztikus egyenletnek
nincs mds gydke, akkor (1.5) a rekurziv egyenlet dltalanos megoldésa.

1.2. példa. Oldjuk meg az
Xnt2 = 4)Cn+l _4/\7117 Xo = 1, X) = 3

rekurziv egyenletet. A karakterisztikus egyenlet
PP—4r+4=0,
amelynek r = 2 kétszeres gyoke. Ekkor
Xn = (Co + Cyn)2"

megolddsa az egyenletnek.
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A kezdeti feltételekbdl

Cy, = 1,
2Cy+2C; = 3.

Innen Cy = 1, C; = 1/2, azaz az dltaldnos megoldds

1
X, = (1 + E11)2” vagy X, =(n+2)2"".

Egyszeres komplex gyokok

Ha a trigonometrikus alakban felirt a(cos b + i sin b) komplex szdm gydke a karakterisztikus
egyenletnek, akkor az a(cosb — isinb) konjugdlt is az, mivel a karakterisztikus egyenlet
valés egylitthatds. Ekkor

a'cosbn és d'sinbn

megolddsa az (1.2)) rekurziv egyenletnek és
Cid" cosbn + Crd" sinbn (1.6)

is az, tetszbleges Cy és C, dllandokra. Ha a karakterisztikus egyenletnek nincsenek mas
gyokei, akkor (1.6) 4ltalanos megoldas.

1.3. példa. Oldjuk meg az

Xni2 = 2X011 — 2%, X9 =0, x; =1

rekurziv egyenletet. A karakterisztikus egyenlet
P?=2r+2=0,

amelynek gyokei 1 +i és 1 — i, trigonometrikus alakban: V2(cos(r/4) + i sin(r/4)) és V2(cos(m/4) —
isin(rr/4)). Ezért a rekurziv egyenletnek

X, = C1(V2)" cos % + Co(V2) sin %
megolddsa. A kezdeti feltételekbol

G
Cl\/zcosg +C, \/Esing

Il
- O

Innen azt kapjuk, hogy C; = 0, C, = 1. Az dltaldnos megoldds tehdt

x,,:(‘/z)"sin%r )
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Tobbszoros komplex gyokok
Ha a trigonometrikus alakban felirt a(cos b + i sin b) komplex szdm p-szeres gyoke a karak-
terisztikus egyenletnek, akkor az a(cos b — i sin b) konjugdlt is az.

Ekkor az (1.2) rekurziv egyenletnek

a*cosbn, nd'cosbhn, ..., n”'a" cosbn

d"sinbn, nd"sinbn, ..., n”~'d"sinbn
megoldasai. Ekkor megoldés
Co+Cin+-+Cyn” D" cosbn+ Dy + Din+ -+ D, 0P Nd" sinbn
I P

is, ahol Cy, C1,...,Cp1, Do, D1, ..., Dy tetsz8leges dllanddk, amelyek meghatdrozhatdk
a kezdeti feltételekbdl. Ez altaldnos megoldas, ha a karakterisztikus egyenletnek nincsenek
mads gydkei.

1.4. példa. Oldjuk meg az
Xned + 2%02 4, =0, xp=0, xy =1, =2, x3=3
rekurziv egyenletet. A karakterisztikus egyenlet
A 4+2r741=0,
amely (2 +1)? = 0 alakban is frhatd, és amelynek i és —i kétszeres gySke. Ezek trigonometrikus alakja
[ = cos & +isin =, valamint —i = cos ~ —isin ~
i= — +isin—, v int —i= — —isin= .
2 2’ 2 2
Ezért az altalanos megoldds
X, = (Cy + Cin)cos % + (Do + Din)sin % .
A kezdeti feltételekbdl kovetkezik:

Cy = 0,
T . T
(C0+C1)COS§+(DU+D1)s1n§ = 1,
(Cy+2Cy)cosm+ (Dy +2Dq) sint = 2,
3 3
(CU+3C])cos§+(D0+3D|)sin7n = 3,
azarz
C = 0,
D0+D[ = ],
-2C, = 2,
-Dy—-3D; = 3,

ésinnen Cy = 0, Cy; = -1, Dy = 3 és Dy = —2. Az éltaldnos megoldas tehat

Xy = (3—2n)sin% —ncos% .
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A most vizsgdlt négy eset segitségével barmilyen dllandé egyiitthatos homogén egyen-
letet megoldhatunk.

1.5. példa. Oldjuk meg az
Xne3 = 44X — 60Xy +4x,, X9 =0, X1 =1, xa =1
rekurziv egyenletet. A karakterisztikus egyenlet
P-4 +6r-4=0,
amelynek gyokei: 2, 1 +7és 1 —i. Ezért az dltaldnos megoldds
X, = C12" + Co( V2)" cos r;_n + C3(V2)" sin %{ )
Az dllandék meghatdrozdsa utdn

X, = 2"+

(V2
2

(cos nn + 3sin nﬂ)
— +3sin— .
4 4

Altaldnos megoldas

Az (1.2) k-adrendl homogén linedris rekurziv egyenlethez rendelt karakterisztikus
egyenletnek Osszesen k gyoke van a komplex szdmok kozott, amelyek nem feltétlentil
kiilonbozbk. Legyenek ezek a gydkdk a kovetkezdk:

r valés, pi-szeres (p; > 1) ,
rp valés, po-szeres, (po = 1)

r, valés, p,-szeres, (p, = 1)
s1 = ai(cos by + isinby) komplex, g;-szeres (¢1 > 1) ,
52 = ax(cos by + i sin by) komplex, gp-szeres (go > 1) ,

Sm = A (cos by, + isin by,,) komplex, g,,-szeres (g, = 1) .

Mivel sszesen k gyok van, p1 + po+ -+ p,+2(q1 + g2 + -+ + g) = k.
Ekkor az (1.2) rekurziv egyenlet dltaldinos megolddsa

!
X, = Z (C(()j) + Ci”n et C(pj/_)_]n”-/_l)r;?
j=1
m . - .
+ Z (DE)” + DVt D;’/_lln‘ff‘l)aj cosbjn
=1
>

(B + EPn+ -+ B2 nV)atsinbym (1.7)
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R OJN()
D05E0’D17

feltételekbdl meghatdrozhatdk.
Az eddigiek a kdvetkezd tételben foglalhaték dssze.

EY, ..., DY, EV ., 1= 12, mdlandék, melyek a kezdeti

1.2. tétel. Legyen k > 1 egész, ag, ai, ...,a; valds szamok, ag, a # 0. Az (1.2) lined-
ris rekurziv egyenlet dltaldnos megolddsa elddllithato az (17.39) karakterisztikus egyenlet
r; gyokeibdl képezett njrf' alakii tagok linedris kombindcidjaként, ahol a p;-szeres r; gyok
esetében 0 < j < p és a linedris kombindcio egyiitthatoi a kezdeti feltételektdl fiiggnek.

A tétel bizonyitdsit az Olvaséra hagyjuk (14sd1.1-5. gyakorlat).
A megoldas 1épéseit a kivetkezbképpen foglalhatjuk ossze. Feltessziik, hogy az egyen-
let egylitthatoit az A tomb, a megoldds dllandoit pedig a C tomb tartalmazza.

HoMOGEN-LINEARIS

irjuk fel a rekurziv egyenlet karakterisztikus egyenletét

keressiik meg a karakterisztikus egyenlet sszes gyokét, multiplicitdsukkal egyiitt
frjuk fel az (1.7) dltaldinos megoldast a gyokok alapjan

a kezdeti feltételekbdl, ha 1éteznek, hatdrozzuk meg az (1.7)-ben szerepld dllanddkat

W N =

1.1.2. Allandé egyitthatés inhomogén linedris rekurziv egyenletek

Az 3lland¢ egytitthatés inhomogén linedris rekurziv egyenlet dltaldnos alakja
apXp + A Xpy1 + - F QX = f(1) (1.8)

ahol ag, ai, . .., a; val6s dllandok, ag, ar # 0, k > 1, és f(n) nem azonosan nulla.

Az egyenlethez tartozé (1.2) homogén linedris egyenletet az/1.2. tétel szerint meg tudjuk
oldani. Ha ismerjiik az (1.8) egyenlet egy partikuldris megolddsat, akkor az (1.8) egyenlet
altaldnos megoldasit is eld tudjuk dllitani.

1.3. tétel. Legyen k > 1 egész, ao, ai, ...,ax valds szamok, ag, ax # 0. Ha x\ az (1.8)
linedris inhomogén rekurziv egyenlet egy partikuldris megolddsa és x,(,o ) az (L.8) egyenlethez
tartozo (1.2) homogén linedris egyenlet dltaldnos megolddsa, akkor
x, = x4 (D

dltaldanos megolddsa az (1.85) egyenletnek.
A tétel bizonyitasat meghagyjuk az Olvasénak (14sd|1.1-6. gyakorlat).
1.6. példa. Oldjuk meg az

Xpio + Xps1 —2X%, = 2", x5 =0, x; = 1
rekurziv egyenletet. El6szor megoldjuk az

Xn42 F X1 — 2x, =0
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fn) )

nfa" (Co+Cin+---+CpnP)a"

an’sinbn | (Co+Cin+---+CpnP)a"sinbn + (Do + Din+---+ DpnP)a" cos bn

a'mfcosbn | (Co+Cin+---+CpnP)a" sinbn + (Do + Din + - -- + DpnP)a" cos bn

1.1. abra. A partikuldris megoldds alakja.

homogén egyenletet, amelynek dltaldnos megolddsa
AW =Ci (-2 + G,

mivel a karakterisztikus egyenlet gyokei —2 és 1. Konnyen ellendrizhetjiik, hogy x\” = 272 megolddsa

az eredeti, inhomogén egyenletnek. Az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa tehat
Xp=Ci(=2)" + Cr + 272 .

A C, és C, dllanddkat meghatdrozhatjuk a kezdeti feltételekbdl. Ennek alapjan az dltaldnos megoldas

1 on _ (D)
Xy = _4_1(_2)” +2"% vagy x, = —i ) ,
azaz
. 0, ha n péros ,
"7 2", hanpératlan .

A partikuldris megoldas meghatarozhaté a konstansok varidldsdnak modszerével. 1.¢é-
teznek azonban olyan esetek, amikor a partikuldris megoldast konnyebben is megkaphatjuk.
Az (1.1l abran olyan f(n) fiiggvényeket adunk meg, amelyek esetében az X partikularis
megoldds a tdbldzatban megadott alakban kereshet. Az dllanddkat az egyenletbe valé be-
helyettesitéssel kaphatjuk meg.

El6z6 példank esetében f(n) = 2", tehat az els§ esetet alkalmazzuk, amikora = 2, p =
0, ezért a Cy2"-nel prébalkozunk. Behelyettesités utdn azt kapjuk, hogy Co = 1/4, tehat a
partikuldris megoldds

N

Gyakorlatok

1.1-1. Oldjuk meg az aldbbi inhomogén linedris rekurziv egyenletet:

H,=2H, 1+1, han>1,¢é Hy=0.
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(H, itt a Hanoi-tornyai nev{ feladat megolddsdhoz sziikséges — és egyben elégséges — 1€pé-
sek szdmat jelenti.)
1.1-2. Elemezziik a Hanoi-tornyaira vonatkoz¢é feladatot abban az esetben, amikor ugy kell
n korongot dtrakni az A radrél a C rddra, hogy kézben az A ridrél a C rddra nem szabad
korongot atrakni.

Utmutatds. Mutassuk meg, hogy ha az optimdlis algoritmus 1épéseinek szama M, és
n > 1, akkor M,, = 3M,,_1 + 2.
1.1-3. Oldjuk meg a kdvetkezd rekurziv egyenletet:

(n+ DR, =22n—- 1R, han>1,é Ry=1.
1.1-4. Oldjuk meg aldbbi inhomogén linedris rekurziv egyenletet:
X, = 2" -2+ 2x,-1, han>2, és  x1 =0.

Utmutatds. Keressiik a partikuldris megoldast Cyn2" + C, alakban.
1.1-5.*% Bizonyitsuk be az|l.2. tételt.
1.1-6.*% Bizonyitsuk be az|l.3. tételt.

1.2. Generétorfiggvények és rekurziv egyenletek

A generdtorfliggvényeket, tobbek kozott, felhaszndlhatjuk rekurziv egyenletek megoldé-
sdra, bizonyos objektumok (pl. bindris fik) megszamoldsdra, azonossdgok bizonyitdsara,
particiés problémak megolddsdra. Az objektumok megszdmoldsa rekurziv egyenletek fel-
allitdsaval és megolddsaval torténik. Ezek a rekurziv egyenletek dltaldban nem linedrisak,
megoldasukban segithetnek a generatorfiggvények.

1.2.1. Ertelmezés és miveletek

Egy (a)ns0 = {ao, a1, aa, . .., ay, ...y végtelen szdmsorozathoz hozzarendelhetiink egy hat-
vanysort a kovetkezdképpen:
A@Q =ay+@z+@md + -+ @ 4= ) a4l
n>0
amelyet az (a,),>0 sSzdmsorozat generdtorfiiggvényének neveziink.
Példaul a Fibonacci-szamok esetében a generatorfiiggvény a kovetkezd:
F(z) = ZF”Z" =24+ 4220 +37 +52 +85 + 137 + - .

n=0

Ha mindkét oldalt megszorozzuk z-vel, majd z>-tel, a kovetkezdket kapjuk:

FGz) = Fo+Fiz+F +F2 + +F, 7"+,
F) = Foz+ P12+ Fo? + - 4 Fogd 4o,
FFR) = Fol? + FiZ2 + -+ Fpod' 4 .

Ha kivonjuk tagonként az els§ képletbdl a masodikat, majd a harmadikat, és figyelembe
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vessziik a Fibonacci-szdmokat definidlé képletet, a kivetkez6t kapjuk:
Fio)(1-z-2) =z,

ahonnan .
FQ)= ——.
@ 1-z-22
A fenti szdmitdsok helyességét matematikailag igazolni lehet, de nem tériink ki erre. A
generatorfiiggvények segitségével, formalis miiveletek sordn kapott eredményeket a legtobb
esetben mas mddszerekkel is lehet igazolni.

Tekintsiik az

(1.9)

A@ = a & B = ) b2
n>0 n>0
generdtorfiiggvényeket.
Az A(z) és B(z) generdtorfiiggvényeket akkor és csakis akkor mondjuk egyenldnek, ha
a, = b, barmely n természetes szamra.
Ezutan a kovetkezd, generatorfiiggvényekkel végezhetd miiveleteket definidljuk: dssze-
adas és valés szdmmal valé szorzds, eltolds, szorzds, derivalas, integrdlds.

Osszeadas és valos szammal valo szorzas

QA@) +BB() = ), (aa, +Bb,)2" .

n>0
Eltolas
A
ZkA(Z) — Z anzn+k — Z anka”
n>0 n=k
generdtorfiiggvény a <0,0,...,0,ap,a,... > szdmsorozatot jelképezi, mig az.
N———
k
1 2 k-1 n—k n
;(A(z) - aZ- T — =@z )= ) apd = ) gl

n>k n>0

generdtorfliggvény az < ay, 41, A2, - .. > SOrozatot.

1.7. példa. Legyen A(z) = 1 + z+ 2> + - - -. Ekkor

1
1-

%(A(z)—l):A(z) & A =

(8]

Szorzas
Ha A(z) és B(z) generatorfliggvények, akkor

A(2)B(z) (ap+arz+---+ay "+ )bo+biz+---+b7"+--)

= Clobo + (aob1 + albo)z + (aobz + a1b1 + azbo)zz + .-

Yo

n>0
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n

ahol s,, = Z agb,_x.
k=0

Sajdtos eset. Ha b, = 1 barmely n természetes szamra, akkor
1 n
_— n
A(z)] — Z[Zak)z .
n>0 \ k=0
Ha még ezenkiviil a, = 1 is igaz barmely n természetes szamra, akkor
1 n
TR = Z (}’l + 1)2 .
(-2 =
Derivalas
A@) =ay +2az+3a38 + - = Z (n+ Dy 7" .

n>0

1.8. példa. Az
N 1
A(z) = g 7= T2

n>0

generdtorfiiggvény mindkét oldalét derivédlva azt kapjuk, hogy

1
A’ — Zn—l — .
() ; n a

Integralas

N 1 1 1
f ADdt = agz + —a 2> + =z’ + - = —a,_17" .
0 2 3 n

1.9. példa. Legyen

1
— = l+z+2+7+
-z

Mindkét oldalat integralva azt kapjuk, hogy

Ha a két fenti generatorfiiggvényt 6sszeszorozzuk, akkor

1 1
1 = H,7"
-z "1-2 Z <

n>1

1 1 1
aholH, =1+ -+ -+---+— (Hy=0, Hy =1)azun. harmonikus szdmok.
n

2 3

(1.10)

(1.11)
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Argumentum cseréje

Legyen A(z) = Y50 an2", amely az < ag, a1, s, ... > sorozatot jelképezi, akkor A(cz) =
0 €', pedig az < ag, cay, c*as, . .. c"ay, . .. > sorozatot. Igazak még a kovetkezdk is:

1
E(A(Z) + A(—z)) =ap+ w7+ an?

1
_(A(Z) _A(—Z)) =az+ a3z3 4o+ a2n—122”_1 L.

2
3 2,3 1
1.10. példa. Legyen A(x) =l +z+z +2 +--- = 1 . Ekkor
-z
I+72+4+~-—l(A()+A(—))—l ! + Ly !
¢ e — 2 DE\T= T T2
amely megkaphat6 gyis, hogy z-t 22-tel helyettesitjiik A(z)-ben.
Hasonléképpen, megkaphatjuk a paratlan kitev§jt tagok 9sszegét:
1 {1 1 b4
+2 47+ = (AR) —A(=2)) = = - = )
T+ +z AR -AC)) =S\ T - )= 122

A generdtorfliiggvények segitségével érdekes képleteket kaphatunk. Legyen példaul
AiR) = 1/(1 =) = 1 +z+ 722+ 7 +---. Bkkor zA(z(1 + 2)) = F(z), vagyis éppen a
Fibonacci-szdmok generdtorfiiggvénye. A fenti képletbdl

A1 +2)=z+ 20+ + 20+ + 220 +2° +--- .

A 7! egyiitthat6ja a bal oldalon éppen F,.,1, vagyis az (n + 1)-edik Fibonacci-szdm, mig a
771 jobb oldali egyiitthatéja, a binomidlis képlet alkalmazdsa utdn minden tagban

M)

Innen 1
5]
n—k —~ (n—k
F,,+1=Z( L )=Z( L ) (1.12)
k=0 k=0
Emlékeztetlink, hogy a binomiadlis képlet dltalanosithato tetsz8leges valds r-re is, vagyis

L+ =) (;)z ,

n=0

amely a binomidlis egyiitthatok generatorfiiggvénye. Itt (r) a kombinéci6 altalanositdsa va-
n
16s r-re, vagyis
rr—D(r-2)...r—n+1)
r nn-1)...1 ’
n) ] L han=0,
0, han<0.

han>0,
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A binomidlis képlet fenti dltaldnositdsdval (negativ r-re) egy, sok esetben hasznos képletet

kapunk. Legyen
1 C o aem —m\
a—m‘“Z)‘é(J“”

Mivel egyszerfi szamitdssal igazolhat6, hogy

-m\ _ . yfm+k—1
()=o)

1 _ m+k\ ,
(1_Z)m+1 - k < -
k>0

" 3 m+k\ m+k\ k\ &
(an‘Z(k% —M(my"—Z@V~

k>0

a kovetkezd képletet kapjuk:

Ekkor

Innen pedig L .
k Z
= 1.13
Z (nl)z (1 _ Z)erl ( )

ahol m természetes szam.

1.2.2. Rekurziv egyenletek megoldésa generdtorfiiggvényekkel

Ha a megoldand¢ rekurziv egyenlet olyan, hogy a megoldds generdtorfliggvénye sorba fejt-
het6 tigy, hogy az egyiitthat6k zart alakban felirhatdk, akkor ez a médszer eredményre vezet.
Legyen adott a kdvetkezd rekurziv egyenlet:

F(xXp, Xp1s - s Xnt) = 0. (1.14)
A megoldashoz tekintsiik az
X@) = ) w0
n=0

generdtorfiiggvényt. Ha (1.14) felithaté G(X(z)) = 0 egyenletként, amely