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El®szó

Az informatikai algoritmusok magyar nyelv�u szakirodalma az utóbbi huszonöt évben ala-
kult ki. Az els�o szakkönyvet Lovász László és Gács Péter írta 1978-ban [295]. Ezt a köny-
vet fordítások követték: 1982-ben Aho, Hopcroft és Ullman [6] könyve, 1987-ben Knuth
háromkötetes monográ�ája [258, 259, 260], majd 1987-ben Cormen, Leiserson és Rivest
m�uve [89]. 1999-ben újra hazai szerz�ok következtek � Rónyai Lajos, Ivanyos Gábor és
Szabó Réka [392] � majd 2002-ben megjelent Lynch Osztott algoritmusok cím�u monográ-
�ája [301].

Ezt 2003 tavaszán Iványi Antal Párhuzamos algoritmusok cím�u könyve [221], majd
2003 �oszén � Új algoritmusok címmel � Cormen, Leiserson, Rivest és Stein tankönyvének
[90] fordítása követte.

A magyar informatikus hallgatók és gyakorlati szakemberek nagy érdekl�odéssel fogad-
ták az Új algoritmusokat � néhány hónap alatt a kiadott 2000 példány fele gazdára talált.
Ez ösztönözte ennek a könyvnek a hazai szerz�oit, hogy � külföldi kollégáik segítségével �
további informatikai területek algoritmusait is összefoglalják.

A könyv tartalmát hat részre tagoljuk: Alapok, Hálózatok, Diszkrét optimalizálás, Foly-
tonos optimalizálás, Adatbázisok és Alkalmazások.

Az els�o kötetbe azok a fejezetek került, amelyek szeptemberig elkészültek. Minden
fejezet bemutat egy alkalmazási vagy elméleti szempontból lényeges területet és azokhoz
kapcsolódó algoritmusokat. Az algoritmusok többségét szóban és olyan pszeudokóddal is
megadjuk, amely a programozási tapasztalattal rendelkez�o olvasók számára könnyen ért-
het�o.

Az els�o kötet 247 ábrát, 157 pszeudokódot és 133 példát tartalmaz, amelyek el�ose-
gítik a tárgyalt algoritmusok m�uködésének megértését. Az önálló tanulást az alfejezetek
végén lév�o gyakorlatok (összesen 269), az egyes témákban való elmélyülést pedig a feje-
zetek végén lév�o (összesen 66) feladatok segítik. A fejezetek anyagával kapcsolatos friss
és kiegészít�o ismeretekre való utalások találhatók a fejezetek végén lév�o Megjegyzések a
fejezethez cím�u részben. Az irodalomjegyzékben megadjuk egyrészt a felhasznált szakiro-
dalom bibliográ�ai adatait, másrészt � teljességre törekedve � felsoroljuk a magyar nyelv�u
forrásokat.

Az algoritmusok bemutatása az igényelt er�oforrások � els�osorban futási id�o és memó-
ria � elemzését is magában foglalja. A szakirodalomban szokásos módon fels�o korláto-
kat adunk meg a legrosszabb esetre jellemz�o er�oforrásigényre, és esetenként a megoldandó
probléma er�oforrásigényére jellemz�o alsó korlátot is levezetünk.

A könyv kéziratát HLATEX kiadványszerkeszt�o eszköz segítségével készítettük, amelyet
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I. ALAPOK



Bevezetés

Ebben az alapozó részben négy témakört tárgyalunk.
Az informatikai algoritmusok elemzése során gyakran el�ofordul, hogy például felismer-

jük az n és n + 1 méret�u feladatok megoldási ideje közötti kapcsolatot � és ennek az úgy-
nevezett rekurzív egyenletnek a felhasználásával szeretnénk közvetlenül felírni az n méret�u
bemenethez tartozó futási id�ot. Az els�o fejezet a rekurzív egyenletek leggyakrabban el�ofor-
duló típusainak megoldási módszereit mutatja be.

A mai számítógépek sebessége és tárolókapacitása, valamint az elméleti eredmények
számos olyan feladat kényelmes (mechanikus) megoldását lehet�ové teszik, melyeket koráb-
ban nem, vagy csak nagy nehézségek árán tudtunk kezelni. Ezek egy része � mint a formális
differenciálás és integrálás � a második fejezetben tárgyalt komputeralgebrához tartozik.

Az elektronikus kommunikáció hatalmas iramú terjedésével együtt n�o a kommunikáció
biztonságának jelent�osége. Ezért a mai informatika egyik kulcsfontosságú területe a krip-
tográ�a, mellyel a könyv harmadik fejezete foglalkozik.

Az algoritmusok elemzésének hagyományosan fontos része az er�oforrásigény leg-
rosszabb esetre vonatkozó fels�o korlátjának megadása. Az csak az utóbbi 15 évben vált
természetessé, hogy az er�oforrásigényre vonatkozó � a probléma és a megengedett algorit-
musok tulajdonságain alapuló � alsó korlátokat is megadnak.

Például Donald Knuth The Art of Computer Programming cím�u monográ�ájának 1968-
ban megjelent els�o kötetében szerepelt az aszimptotikus fels�o korlátok jellemzésére használt
O-jelölés (nagy ordo) de�níciója � ugyanakkor még nem szerepelt az alsó korlátok jellemzé-
sére alkalmas Ω-jelölés, valamint a pontos nagyságrend megadására alkalmas Θ-jelölés. Az
Introduction to Algorithms 1990-ben megjelent els�o kiadásában, a Distributed Algorithms
1996-ban megjelent els�o kiadásában, valamint Knuth könyvének 1997-ben megjelent har-
madik kiadásában már az Ω-jelölés és a Θ-jelölés de�níciója is szerepel.

A negyedik fejezet szerint a bonyolultságelmélet fontos feladata, hogy a problémákhoz
és számítási modellekhez minél pontosabb alsó korlátokat adjon meg � ezzel is segítve a
problémák er�oforrásigény szerinti osztályozását.

A második kötetben fog megjelenni az algebrai algoritmusok elemzése.
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�������� �	��������� � �
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������������ �	������

�
�
+ ��� + � =  ,
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�
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π

�
+ � ���

π

�
, �
�
���� − � = $#�

π

�
− � ���

π

�
.
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�%�#� ��	#��%�

�� = ��� +���� $#�
�π

�
+ ��� + ���� ���

�π

�
.

� ������� &��� ������'#� �!��������(

�� =  ,

��� +��� $#�
π

�
+ ��� + ��� ���

π

�
= � ,

��� + ���� $#� π + ��� + ���� ��� π = � ,

��� + ���� $#�
�π

�
+ ��� + ���� ���

�π

�
= � ,


�
�

�� =  ,

�� + �� = � ,

−��� = � ,

−�� − ��� = � ,

 � ����� �� = � �� = −�� �� = �  � �� = −�� �� %��
�%�#� ��	#��%� ���%�

�� = �� − ��� ���
�π

�
− � $#�

�π

�
.
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�������� �	��������� � �
�
������������ �	������

�
� − ��� + � − � = � ,
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�
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�
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�π

�
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�
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�
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�
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�� �����$ ��������� ��� ≥ �� $

�� �����$ ���������$ ��� ≥ �� $
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�� �����$ ���������$ ��� ≥ �� $

	� = ���(�� �� + � ��� ��� ���"��#$ ��������� ��� ≥ �� $

	� = ���(�� �� + � ��� ��� ���"��#$ ��������� ��� ≥ �� $

� � �

	� = ���(�� �� + � ��� ��� ���"��#$ ��������� ��� ≥ �� �
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�
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�
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�
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� �−�
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�
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�
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� �−�
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�
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�
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)

��� ��� � �� , ���+�

����

�
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�
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� ��

�
, . . . , �
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� �−�
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���� ������ ����� � ≥ � ������ ��, ��, . . . , �� 
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������ ������	 
�������	� ��������� ���
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 ��, �� � �, � ≥ �
 �� . #& ��� �������� �"����

�� ���������� ������� #���& ������� �������� ��������� �� ���� ����� ������� ��� �"�!"	
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 �		�� �� #��0& �������

��������� ���������� �� ���� �"�!"	 ���������
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�
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�������� �	��������� �������� ��	������ 
�

��+� + ��+� − ��� = 
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���� ��� �� + ��� + ��� + · · · + ���

���� ��� ��

���� ��� �� ��� +��� + · · · +���
���� ��� �� + ��� + ��� + · · · + ���
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�−� .
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 ��	����� ��	���� �� � 	$�	"� � � 	$�	�# ���
 �%���� �� � 	$�	"� � � 	$�	� �� ������

��	����� ��	�����

���������� &������� ���# ���
 �� �� ��������� ����	����� ���������� ����� �� ��

 ≥ ', ����	 �� = (��−� + ).

������ *����� ��� � �%������� 	���	�+� ��
�������,

� + ' �� = )�) − ' ��−�, ��  ≥ ', �� �� = '.

������ *����� ��� ������ ��������� �����	�� 	���	�+� ��
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�� = )� − ) + )��−�, ��  ≥ ), �� �� = -.
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+���� �� �� '�(� �������
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(�	���� &����� ����� ��������	 ���(���� �������
 ���(��� /�� 	��� ������	 ��
 �����

����� ���������
 �� ���� 	�����$�
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��� 	� ���������� ��� ����� 
��	�� ����!"��# $� ���� ���������"�� 	 �
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�
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⎜
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$�$��

0��(��+� �
� � �
$��� ������� ��	��	�

+�) #�	 � 	(����� ����� ��� �������+� ���,����)
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⎜
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⎜

⎜
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'� ������ �� ���� (������� #��)�(��!� � ������������

������� =
�

� − ��

(

�������
)�

,

������� =
���

�� − ����
(

�������
)�

,

������� =
*��

�� − ����
(

�������
)�

.

�� �������� ��	����� ��	 �+,���!� � ��������� ����,�� �������"

������� =
���

�−�

�� − ����−�
(

�������
)�
,

�(��� ���� ��!�� �� = �� �� = �� �� = *� �� ����&� �� ��,� ,�(��
���)��� � �� ��������

�	
 ���!��)� �����#-		�� �� !��"

�� =

�−�
∑

�=�

����−� .

.� ������ � 	�������#-		���
�� ��	)��	���� ����!� ��	� /� � = �� ����� �� = ����� ��

����� �� = �� '�	
�� �� = �� /� ���� =
∑

�≥� ���
� � �� ������ 	�������#-		���
�� �����

0 1	
����,� ���� � 	�������#-		���
�� �������� �� ��� 0

���� − � − � = ����� − ��� ��	
 ����� − 2���� + � + � = � ,

����
� ������� ����� ��	���!��� �� �

���� =
2 −
√
� − 3�
�
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���� =
 

!
−
�

!
�� − "���/� =

 

!
−
�

!

∑

�≥�

−�

! − �

(

!



)

��

=

 

!
+

∑

�≥�

�

!�! − ��

(

!



)

�� = � +
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 �&��'�� ���������(%����
 %��' ����
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)
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!� − �
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������ � ���	
����	����� �����	�

,� ����������-����'����� ��*	�� ��� ��' ��%������ �������� ���	�(� ��'�������
 ��.

���
 ����� ����	�
 ���*�� ��' ���������� �&���-����' ����� ������� �*�� ��� � �����*���� /

0.�����(�������� ��*�(����� �(� � ����� ������� �&��'����� �����(%���-�� 1��'�� � ����.

������ �&���-����' ����/����, �%�� ���� ������ ����(��2
 ���� ����� ,� ������-� � ���(��

�'&����
 � �&���-����'� ����� ���' ���������� �&���-����'�� &��(����� ����%���	� � %���.

��(����� ��'-��%���� ��*�(������ 3�((-� ��� �����(&� �(� �( ������
 ������ � ���(�����

���� ��'�(���� ��(�( ��'������ �-�&��&(��� �'&��� �����
 �� ���'���� �(�� α�, α�, . . . , α��

4���� �����%���	�
 %��'

����

����
=

��

� − α�
+ · · · +

��

� − α�
+ · · · +

��

� − α�
.



���� ������	
��������� �� �������� ������	�� ��

������� ����	
�	� 
���

�� = ���
�→α�

�� − α��
����

����
, � = �, �, . . . , � .

���������
��

� − α�
=

��

−α�

(

� −
�

α�
�

) =

−��β�

� − β��
,

�
�� β� = �/α�. �� ���	 ��	 �� ����� 	��	�	 ����� ���	��� ����� � �� �	�����	 ��!�"�#

−��β�

� − β��
= −��β�

(

� + β�� + · · · + β
�
� �

�
+ · · ·

)

.

$���� � �� ����		
�	��� −��β
�+�
�
, %� �������� ��	 �����&���' (����

����� = −��β
�+�
� = −β� ���

�→α�

�� − α��
����

����
,

 ���

����� = −β
�+�
� ���

�→α�

�� − α������

����
.

�� ���	 �� %������ � �→ �/� �	����)	��	 %� *��������  ������ 
��� β� = �/α�, �����

����� = ���
�→β�

(

�� − β���
�−� ����

����

)

,

�
��
����

����
=

���/��

���/��
.

(���� �� ���� �����	%�%��� � �� ����		
�	��� %!!��

����� +����� + · · · +����� .

������� ����	
�	� 
��� 
� α ����� � ���� !��������� ����� β = �/α ����� � ����

!���������' +%�,�"� 
�

����

����
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���

�� − ���� − ���
, �����

����
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=

�

�� − ���� − ��
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-��������� ��� ���� 	��������� !%�,�"� β� �&������ ����� � ���� ���������� �%�����,&

�%��
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�� − ��.
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���−�

(

�� − β��
���−�

����

����
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.

$		
��

���
� ��� �� � ��� ���� %�� �&�,���,�" ,��� ��	��	 �����	�'

-� �,,����� � �� �	����� ������	�"���� ��������
�	���' /��	������ 
��� �� �������	

����		
�	��	 � �, � �����,�� �����,��	 !�,�� � � 	��� 	��	�������'



�� �� ������	
 ���������

������, �, � �

� ��	
�� � �	
����� ���� + ����+� + · · · + ����+� = � ���

������ �� � �	
����� ������� ������� ������ �� ����	����  ������

� ���� � �	
������� ���� = ����/���� ������� ���� ���� =
∑

�≥� ���
�,

���� �� ����  ���	  ��������

! "�	��� �� � �→ �/� ������#����� ��	
�� � �������


����/����, ���� ���� �� ����  ��������

$ ��	
���� ���� 	
����%

β� ��������� �� ≥ ��

β� ��������� �� ≥ ��

& & &

β� ��������� �� ≥ ��

����� � ������� �	
����� ��������� ��	������

�� = ���� +���� + · · · +����, ����

���� = �/���� − ��'� ����→β�

���−�

����−�

(

�� − β��
����−������/�����

)

, � = �, �, . . . , �.
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� ��� ���� � ������ �
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� �� ��� ������	 ��� � ���� ��� ���
� �

���� �����
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������ ��������	 	
� ��� ���� � ������ �
��
� �� ��� ������� �
�� ������ �� 	��!"

�!� � ������	 ������ 	�� �����	� ���

������ #����	 ��� ��������������� ������������ �� �����
 ��	����� ����������

�� = $��−� + %, �� = & .

'�� 
�� � (��
"�����
 �� � ������� ����������� �����
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�� �� ������	
 ���������

������ ������ ��	 
������������� ��	����	���� �� ������ ������ �	���������

��+� = ��+� + �� + �, ��  ≥  , �� �� =  , �� = � .

������ ������ ��	 � �!������"� �	��������������

�� = 
�−� + ��−� ,


� = �� + ��−� ,

���� �� = �, �� = #, 
� = �.

���� �����	
�� �������

$����� �	� �%		�����������& �������� ������� ������ �	���������� ��������� ��	 �����

������' (� �	�������� � �������� �����& � �!������"� ������� ����� ��	�

���� + ����+� + · · · + ����+� = � )* .

(� ��, ��, . . . , �� �	�%��������� �� �& ��	 �� ��, ��, . . . , ��−� ����"��������� �� � �����

����������' +�	� ����������� �� ������& ��� ����������� �� ��, ��+�, . . . , �� ��������&

������ ���������� �� � ����� ���"� � �������� )���� �  , �, . . . , � − � ����,"� ���������*

"����� ��	 � ������ ��"��"� � ������'

-ekur.iv)�, �, �, , � *

� ��	 �← � 
� 

# �� 
← �/ 0 · �/ 0

1 ��	 �← � 
� � − �

2 �� 
← 
 + �/�0 · �/�0

3 
←
(

� ) � − �* − 

)

/�/�0

4 �� � � 

5 
�� ��	 �←  
� � − #

6 �� �/�0← �/� + �0

7 �/� − �0← 


� 	�
�	� 


( #83' ������� ����������� � �!������"� � � ) � = �, �+�, . . . , * ������ )�� ��"��"� � ����

����������������*& ��� �� ������ �� ��	��������� 
 ���!��' ( 587' �������& ����������

��	 ��� ��%� �� �� ���& ���������� �� ������ � ������ �� � ����� ���"� � �������' ( � '

�� ���������� �� �� ������' 9!����� ���������& ��	� �� ��	������ ������ ����� Θ)�*'

�����������
������ +��� !���������& ��������& �������& ������� �� ��������� ��	�� � -ekur.iv ��	����

���& �� �� �'2' :������� ����:�"� ��������� ���������� ����� ������;
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��������	
� �� ���� ��	�����	 ������� ������	 ��
���� ����� �����������������

���� ������	��� �	�� ����� ����
���� ��� ����� 	�� ���� �� �
��
� ���������� � ���

����� ���	���� ���� �� � �! = " ������� �
�
��� �� �� ����� ������	� � = "

����� ���#

���� �����
� ������ ����	�������������

$��	����
� ��� �� �%������� �� � &�����	��������� ���	�� ���������	���� � �����

��%�� ���'�( 	�����# ) ��
���� ����� ������	���� ������ ����	��� ��� ����#

�����	����� �� � ���	��*

	�
��
����� � ��������

+����� ,--./� 0������ �	 1��2��� ,34-/� 5�� �	 6�
�� ,-78/� �������� 9����	 ,:47/

�%��� ��	���	� ��������� � ��
���� ������ ������	��#

$����� � ������������������ ����������� ������ �����
 �%���� �	 ; '����
�

6�
�� ,48</� �������� 5������ 6�
�� �	 =���	���� ,-7-/# $������ ��
� ,37</ ��	���


����� ������� 	���	�� �������� ; � �%��� 
���	� ��� ���� ��
���� �������� �	

������������������ �����������#

>���	� ,4.?/ �������������� '���������� �	 ���������� ���������� �%������ �	 ����

��� ����������������� ��������� ��������#

) ������	 ��� ��	������	� 6�
�� ,48</ �%��������� � ���� ��	������	� � ������	

��� ����������� �������� �� � �	@�	@ 
 ����
 ������	 ��� ��	������	� 6�	� &����� ,43:/

�%�������� �����#



2. Komputeralgebra

A különféle matematikai számítások elvégzésére képes informatikai eszközök nélkülöz-
hetetlenek a modern tudományban és ipari technológiában. Képesek vagyunk kiszámolni
bolygók, csillagok pályáját, vezérelni atomer�om�uveket, egyenletekkel leírni, modellezni a
természet számos törvényét. Ezek a számítások alapvet�oen kétfélék lehetnek: numerikusak
és szimbolikusak.

Ámbár a numerikus számítások nemcsak elemi aritmetikai m�uveleteket foglalnak ma-
gukban, hanem olyan m�uveleteket is, mint matematikai függvények numerikus értékének,
polinomok gyökeinek vagy mátrixok sajátértékének meghatározása, ezek a m�uveletek alap-
vet�oen számokon értelmezettek, és ezek a számok a legtöbb esetben nem pontosak, pontos-
ságuk az adott számítógépes architektúra lebeg�opontos ábrázolási módjától függ. A szim-
bolikus számításokat matematikai vagy informatikai objektumokat jelent�o szimbólumokon
értelmezzük. Ezek az objektumok lehetnek számok (egészek, racionális számok, valós és
komplex számok, algebrai számok), de lehetnek polinomok, racionális és trigonometrikus
függvények, egyenletek, egyenletrendszerek, algebrai struktúrák elemei, vagy éppen halma-
zok, listák, táblázatok.

A szimbolikus számítások elvégzésére alkalmas számítógépes rendszereket (amelyek
legtöbbször numerikus számításokra és az eredmények gra�kus megjelenítésére egyaránt
képesek) komputeralgebra-rendszereknek vagy szimbolikus-algebrai rendszereknek nevez-
zük. Az �algebra� szó a szimbolikus objektumokkal végzett m�uveletek algebrai eredetére
utal.

A komputeralgebra-rendszerek mint számítógépes programok alapfeladata: (1) mate-
matikai objektumok szimbolikus ábrázolása, (2) aritmetika ezekkel az objektumokkal. A
komputeralgebra, mint tudományterület feladata pedig erre az aritmetikára épül�o hatékony
algoritmusok keresése, elemzése és megvalósítása tudományos kutatásokhoz és alkalmazá-
sokhoz.

Mivel a komputeralgebra-rendszerek szimbolikusan, (lényegében) tetsz�oleges pontos-
sággal és hibamentesen képesek számolni, el�oször tisztázni kell, milyen adatszerkezeteket
lehet hozzárendelni a különféle objektumokhoz. A 2.1. alfejezet a matematikai objektumok
ábrázolásának problémakörét taglalja. A továbbiakban a szimbolikus algoritmusok közül
ismertetjük azokat, melyek az id�ok folyamán a mindennapi tudomány és technika elenged-
hetetlen részévé váltak.

A természettudományok többsége jelenségeit, gondolatait matematikai egyenletekkel
írja le. A lineáris egyenletek, egyenletrendszerek szimbolikus megoldásainak vizsgálata a
jól ismert eliminációs módszereken alapul. A nemlineáris egyenletrendszerek megoldásai-
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���� ��������� �����$

������� ������� ��,��!������ ������� �� � ��  !��
������� ��������� *���� � � !��
�����

��,��!����� � �� =

∑
�

�=�
���−� .,��
�� ���	�����
�� ����������!��*��� -���� � �� ��,��$

!������ ���� ����� ���� ���������� ����������% !� ��,���� 
�� �� �����,���� -�� � �����$

������������� �� ������ !������� ���!����� ������������ �����������	�� ��
���,��

/�
�� � ���������������$���������� ������������� ���������% �� ������������ ����	�

�	�������	� 
���������� �	
,� ������ ��,���� 
�� �	��
�������� 
����������� ��% !�����

� ����������� ��.������*� � �������� .����� �� ���� 0������,�� ������ � ��������� �� �

������������% � �������� �� ���� �������� ����������������% �!�� ������ ���� ����� ��,��$

!��� ��.�� � ����	����� ω !����)���) ����������� 1�������� ����� ����������� �� 2����$

����������� ��������
� � �������� ������������ ������ ��,��!���� �������� ��−�
ω ���$

!���� ������!������ 3� �� ��,��!���� ��������� �������� �� ������������������ !���$

�������% �� ������� ��������� ��,��!������� ������% ����)� ���� � .��������% �4$

����������� ��
������� �������� ( ���5���� �4����������� ��
������ �������� � ������


��������� �����
6
��������6 ����� �% !����� � 7�����$������ ����� � ���������� ��$

����������� !������������ �� ������!����% ������ ����� �����	� ���� ���� �ω ���!����

���������� -�� � *��������� ��
���,� �
���� �������� ��������	��	��� -� �.�������� ��$

���� � ��������������� ����������������

���� ������ ����� ���	
�	��	 �������� ������ 
�� �� ����� ������� �������	��������	�

��� + ��� + ��� = � ,

��� − ��� − ��� = �� ,

−��� + ��� + ��� = − ! .

��"���#� � 
����� �������	 � ��	��$�	 ���
������� %�������� 
�� �� ���"� ���	 ��&����' � 
����&

��	 −��&	�� �� ����� #���� "���	� (� ��	 � 
$�����	 �����
����� � ���
���� �������	 � ��	��$����

� � ������ ��	
� �� � ����
������� ��������	
�� �	������������� ������� �� ���������� �
����� �� �
������
 
���! ���� ��������  ����������" ���
� ��#�� ��
����� ��� ����� ���" ���� � ��� ������ ���$ �
������ �� ��	
����
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✛
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���� ����� � �������	
 �����	��
�� �������
 
������

����������	�
�� � �
������ � ������ ����

��� + ��� + ��� = � ,

����� + ����� = −���� ,

���� + ���� = −���� .

���� � ����������� � � ������! ��
� ���"���� �  �
����!�� −����"�� ��
�#!� ��	� $�����	#!

%�!��& ' �
�������

��� + ��� + ��� = � ,

����� + ����� = −���� ,

���(��� = ������� .

)�*��� +������*� � ��	�
��� �� ��
��� ��������*� � *�����!�� *�,-� �� !�.	#!�  �,�

���(���(�����(��� = ������((�������� ,

�(�������� = −���������� ,

���(��� = ������� .

/,���
%#�0��� #��� � = �, � = −��, � = � �����!& )�
����������  � � ���0����! !$��� � ��,��,����

!$$� ����!!�� �,���
%#�0�-�!� � �,�-�� ���! ��,���,� !�*���� �
����!#��� �%�&

� ��
�	�� 	�������� ������������ 
������� 
�������� �������	����� ������		�

���� � ��
�	������	 �� � �	���	 �� !"�# ���������� ��$��$�% ���������� ���������� �����


��� ���	���	���	 ���� ���������� 
�&� �� ����
���	
'
������	��������
�&��' ���� !(#)#

���%# � 
������� �������� �� � 
������� ��
�	��� �	����� ��	������� ���������	$���

� ������	������� ��"�� "���� ����
����� ��	��"������ �	��	������ 	��	����	# *��&���������

���� � 
������� ������	
���� ������ ��������� � ��
"�	������������ �� ��
 ��������

�����#



�� �� ������	
��	�
�

���� ��������	 	
�
� �
	��

������ � ��� ��������	
� �����	��� ���	��	 ��������

� ��� = �� + ��� + · · · + ��−��
�−�
+ ���

� ∈ ����, �� � � , �����

��� = � + �� + · · · + �−��
�−�
+ ��

� ∈ ����, � � � �����

���
�������
 ��������� �,� ∈ N, � + � > �� �������
 � ��� !��� � ����� � 
�"�
#��
 #

��#�
#��
 $���#����� !��� � �#� ��������� ������ �%�%
 ��%�� �&����

������ ������	
�� �� ������� ��
�	����	 �����	����

'� � ��
�� ����� � ��� � ���(�
�� ��� �� � )�#��������"�� �� � ��������	
� �����	��� � ���(�
��
��� �� ��� ������"� � ϕ * � \ {�} → N � ���(�
�� $"���#������ !� �	���� �, � ∈ � �� � ��
�
��#� �#����� ����� �, 
 ∈ �� !��� � = �� + 
� �!�� 
 = � ���� ϕ�
� < ϕ���� ���	��	 ��(��
�, � ∈ � \ {�} �
��#� ϕ���� ≥ ϕ���� + � = � , � � ����� ����������	
 �� 
 = � �� �

����������	��	 ������"�� '� ��� � � ���(�
�� ��� �� ��� (����� ��� ��� 
������#��� !�
� ���������� �%�%
 �
��- ���#����� �� ��!��	���!��- ������ )!!�� �� � ��� �� ���
#�&

����-� 	���� ��!��	������ ���������.��&�
��	������� ��(�����#���� �������� ��� ���	&
��
��	
� 
�"�
#��
� �/#�(	 � �� ��#
��� {�}, {−�, �}, {−�, �}, . . . �
��	�����-� ��(�� � ��&
��������� �	��
��0 ��� 1�� ��(�� � ∈ � ���#����� �� ��!��- $��

� =  ������ · ��������

�������� �!�� ��������&� �� � ��� ���������	����	 ������"�� 2�����
"�� ��� � ��
� $�&
����� � = � ��� � ���(�
�� ��� �� �� )���� �� � ∈ � ��� ���	�����0� ������ � ��$������
���	�� $��������� �����
 �������� = �/ �.���� �!�� �.��� 0������ �� � ������ $�����"��!�&
�-0	�� 3�����0 � %

�� � �#�����
��� �
������*

• !� � = Z� �����  ������ = 
����� �� � �� #
 ϕ��� = �������� = | � |�

• !� � = � ��� �� ��
��� �����  ������ = �.��� ��� � ������ $�����"��!��-0� �  ������ = �
��	�����(	

���� �������� = �/ �.��� #
 ϕ��� = (�� ��

+� ��	��� ������� 
 ���
�������
 � ���(�
�� ��� �� ��� ��
�	��0� �#� ��� ���������� �%�%

�
��-0	�� 4��0������"�� !��� � ���	� ����� �����
��� ������� 
	�-� ��� 
�-� ��� ) ���(#
�
	� �� �� 5�� �%�"� �
����

6lassikus&)uklides��, ��

� �← ��������
� � ← ��������
5 ����� � � �
7 �� 
 ← � �� �

8 �← �

9 � ← 


: ��	
�� ��������

+� ��#
��� ��� �� 0#��� � 7� 
�� ���(#� �#��#
� �−⌊�/�⌋&� 0������� '� � = � ���� �!�� � ��
��
����� � 7� 
�� ���(#� �#��#
� �� )gyhat;aroatlan;u&polinomok&marad;ekos&ost;asa��, ��
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� � � �

��� �lassikus��uklides�−��, 	
� ���������

�������� � � �

� � �� − ��

�
�� + ��

�
�� − ��

�
� + ��

�
�� − ��

�
�� + �� − 

	 ��� − ��

�
� + ��

�
�� − ��

�
�� + �� −  ��� − ��

�
� + ��

�

 −
��

�
� + ��

�
��� − ��

�
� + ��

�
−

��

�
� + ��

�

� � −
��

�
� + ��

�
�

��� �lassikus��uklides����� − ���� + ���� − ��� + ��,−���� + �
�� − ��� + ��� ���������

���� ����� � �lassikus��uklides ����� !�� ��������"�� ���!�!#�� Z���" �� Q$�%���"� �& ��� ���!��" �
����"�� ���!�� � = −��, � = 	
, �, � ∈ Z� � '�&����(� ����� ��! ���� � ����"�� �&#��� ���&��)! ��!���! �&#���*�
� � � +����� � ���!(� �& +�!�� � ��� � !��!( , ��� "��-�&�� .! ��/ � �0��"��&��  !��#, (���" �&#���! �/ � �� �

��!�����! �!�!*� � !#��#&�!� � �lassikus��uklides�−��/	
� ����� !�� ������"-0� � ���! �&���#�!�!*�� � ���

���!��" � ����"�� '�����!���� � = ���� − ���� + ���� − ��� + ��, � = −���� + �
�� − ��� + �� ∈ Q$�%� �
'������ ����� ��! ���� � '�� "���� "���#�����*#! ������"-�& / ��*� � 	
�� , ��� +#����&�� .! ��� �& ����� !��
� ��"�!� � "�������� = � − �/	 '�� "���

������������� ����������� ������� ��������� �� � 	� ����������� ����!��� " �� �#�� �

$lassikus %uklides �&��'(���� �����!� Z #�� �� Q)�* #��� +��!������,�� ���� Z #�� �

-������ � ����� ������#� ���(�� ��������./ ��������� ��- #�� � ����(�� ��-��� ���(��

��������./ ������ ���(������� .�� � �� ���#�� � ������������ 0����������

" $lassikus %uklides ���������� 0����� �(�!���� /��������� ��&��� ����� ��� #&�/.����

/��������/�� 0������������

1&ov2itett %uklides3�, �4

	 3��, ��, ��4← 3������3�4, 	, �4

 3��, ��, ��4← 3������3�4, �, 	4

� ����� �� � �

� �� �← �� 5�� ��
6 � ← �� − ���
� �← 3�� − ���4

� �← 3�� − ���4


 3��, ��, ��4← 3��, ��, ��4

7 3��, ��, ��4← 3�, �, �4

	� ��	
��
(

������3��4, ��/3����3�4 · ����3��44, ��/3����3�4 · ����3��44
)

8������ ���� �� � �����(���� ��&��&�#�� �� �, � ∈ � ������ ��������## �'�'� �����!� ����� 

��� �, � ∈ � ��������� ��0�!�����&� ����3�, �4 = �� + �� ����#��� 9� ��� ���� ��� �����

����-�� �������� :� ������� ��, �� ���0����&��� ����� �� = �� + �� �� �� = �� − �� �� ����



�� �� ������	
��	�
�

������ � ∈ � ������	

��� + ��� = �
�� + ��� + �
�� − ��� = ��� + ��� = ���
�, �� .

� �lassikus��uklides ����������� ��� ����������� �� ���� ���������� �� ��� � ������

�����  � � ����!� �����"������� ����� �� ��������� ���#����$��� ��� ����� �, � ∈ �

��"�%"�� �� �����&��'

(����� �, � ∈ �� ���� � ��������� ��$��$� � ϕ ��������� #���)������' � *$ov+itett�

�uklides %������!� ���$� �� ���� ������ ������"����� ���#����$��� ��


� = ��� + ��� �� 
� = ��� + ��� 
,'-�

��������� ����)"� ���&������' .�������&�� ���� � 
,'-� ������$����� � %������!�

����� �����"�� ������#���"��!��� ��)���"���' /���� #��� ���� � ����� )������� ����

�"��!&"�� )������&�"�� ��$��� � 
,'-� #�������� ���&������' ��� � %������!� 012. ����

�������


 = 
� − �
� = ��� + ��� − �
��� + ���� = �
�� − ���� + �
�� − ���� ,

����$�� � 314. ���� �����


 = �
�� − ���� + �
�� − ���� = �� + ��.

� 516. ���� ����� ������"���� &��������� ������� ��, �� #��)���� �� �� ��� ��&� ��, ��
#��)���� � �� � �������� ��)"��" 
�, 
� #��)���� 
� �� 
 ������' ����� 
,'-� ������$������ �

����� ����� ���������� ��"� �� ���&������' .�)�� � ����� �&��� �� �&��� )������&�"����

ϕ

�� < ϕ

��� ��� � 516. ���� ������"��� ���"� ��������� {ϕ

��} ������� � �����������

��"�� ��������� ������� �� ��$� �������"� ����&�� ����� � )������� ��$��� ��!�� ���%

� ����� ������!�' � ����������  � � ����! �� ���������� �������� ����"� �������"��

�����! ��� ����� �������� � 516. ������ ���#����$��� 
�'

���� ������ ��������	
 ���  ��ov�itett��uklides �������	� ����
�������� �

���� = ���� + ���� − ���� + ���� −  , �!"��

���� = −���� + ���� + ���� − �� + �� �!"��

#���$���
 �����%�$&

�� = �
�
+

'�

!'
�
� −

��

��
�
�
+

�

�
�
� −

 

��
,

�� = �
� −

�

�
�
� −

��

��
�
�
+

�

��
� −

�

�
,

�� =

�' �

� �'
�
�
+

'('�

���
�
�
+

' ��

'�'�
� +

���

��'
,

�� =

��'�(((��

�!(������
�
�
+

!!������ 

�!(������
� +

'((�� �!�

� !��!!�
,

�� = −
'!�!(���� ��(� '!�

''� � �'!������!��
� −

���'�! ���� ��!�

'('!'�!� (( �('�� 
,

�� =

��'�� ('���������!����(�'!'

' (�!!� �(���'�''� (���� ��
.



���� ��������	 	
�
� �
	�� ��

�� �������	
� ��. �����	 ����������� ������ �� ��, �� ������
	 ���	���

�� =

���������� !��!��"

�� ��!!�!�������� 
�
�
−

�����!� �� �!������ � ���"

��!�"!!�� � ��������� ��� 
�
�

−

�����""" ���"���!������ ����

!����"!����� �  �!�����"�� 
� +

�" �� �!��"����!��"!�����! "

!����"!����� �  �!�����"�� 
,

�� = −

���������� !��!��"

�� ��!!�!�������� 
�
�
−

� ��!������������������ ��

��!�"!!�� � ��������� ��� 
�
�

+

������ � "�"������� �""���!

��!�"!!�� � ��������� ��� 
�
�
+

����� !���� ��! "���"�� �

��!�"!!�� � ��������� ��� 
�

−

��!���������"��������"" ���

��!�"!!�� � ��������� ��� 
.

� ����������� ���	�	�

��	�#�, �$ = �,

� =

� ���� �"����

"����!���!����!
�
�
−

�����!�!"�"�"

��! "! ������� 
�
�

−

�������!"��"��

�����"�  "�"��" 
� +

��� ��! ��! "

��! "! ������� 
,

� =

����"��!"!""

�  !�!!��� ����
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Q������� �� �	
������� ��	
��	�� �������� �� ���������� ��	������� ����������� ��������

����� �����
� ������������� �� �� �	
������� ����������� �	
 ��� �������� ���  !�ov"itett�

#uklides�normali"alt ��	������� 	�$� ��%�����&�� '�		�� ���������� ���������� �����

���(�� �� ������ (�������� )�	
��

λ*�+ = ⌊��	
�
|�|/�⌋ + ,, � � ∈ Z \ {-}, �� λ*-+ = - ,

λ*�+ = ��.{λ*�+, λ*�+}, � � = �/� ∈ Q, �, � ∈ Z, ����*�, �+ = , ,

λ*�+ = ��.{λ*�+, λ*��+, . . . , λ*��+}, � � =
∑

�≤�≤�

���
�/� ∈ Q��� ,

�� ∈ Z, � ∈ N
+, ����*�, ��, . . . , ��+ = , ,

��� � � �������	�$�� ��%�����&�� �������� ��������� /���
�� ��		�������� �	
 �

�, � ∈ Z��� �� �, � ∈ Q� �����

λ*� + �+ ≤ λ*�+ + λ*�+ + , ,

λ*� + �+ ≤ ��.{λ*�+, λ*�+} + , ,

λ*��+, λ*�/�+ ≤ λ*�+ + λ*�+ ,

λ*��+ ≤ λ*�+ + λ*�+ + λ*���{��	 �, ��	 �} + ,+ .

 � ������ ��������� �����
���� ������ �����(���

���� ������ �� �, � ∈ Z �� λ*�+ = � ≥ � = λ*�+� ����
 �/lassikus�#uklides �� � !�ov"itett�

#uklides ���
������� �*��+ ��� ������ ��
� 	�	�� �
���	����� ����	�	�	� ����	��	��



���� ��������	 	
�
� �
	�� ��

���� ������ �� � ����� �, �, ∈ ����, ������ = � ≥ � = ������� �		�� � �lassikus	
uklides�
� ��ovitett	
uklides �� � ��ovitett	
uklides	normalialt ����������	 ����� ������

����� ��������	�� ���������� ��������	�

����� �� ����������� ����� ������ �� �����!� "#!���� $!�� � "���� ���!���!%�� &����' ���!	
����#�� ��� � ��ovitett	
uklides	(ormalialt ����)���#!%�� �������� ��)�����! �!���!�*
+����� � = �� + �∗�, ����

� = �� +
-
�

�−�∑

�=�

���
� ∈ Q��� ,

� = �� +
-
 

�−�∑

�=�

���
� ∈ Q��� ,

� ∈ Q��� &��"��������, ��, �� ∈ Z, �∗ ∈ Q, �,  ∈ N+, �! ������!�� �� � = � − - �!����* 
���)

� = � +
��−� − ��−��

� 
,

λ��� ≤ λ��� + λ��� + - ,

�∗� = � − �� =
�� � − ��� � − ���−� − ��−���� 

� �
,

λ��∗�� ≤ λ��� + .λ��� + / . �.*0�

������ �!�)�, ���� � �.*0� %�$!��! �� � ��)���� "������ �����������)� �! �) ����!,  ����!
λ��� ≤ λ��� + .λ��� + /* 1�� λ��� ∼ λ��� �!���� ��)�����! �!���!������ �� �����������
��)��� ���&����%% �%* ��)��!��)�!�)� ������* 2!��#�� ������� "��������)� � %�$!��! ���!���
��#���, � �3!�)�������  ���� 4� �!���� ������#� � .	-* &��������* 5 ���)�!!��%% �!��)� ��"���
%�$!��! ��� !������, ����

λ���� = ��/� ·��6{λ���, λ���}�,

���� � ������ � ��ovitett	
uklides	(ormalialt ����)���#! &#��!� ������,  ����! �������%��
���, ���� � ��	�� $���#! ����!��) ��������  ��)�* 7��)��$!�)�, �� �� �6"����$����! �� ���	
��! ��� �����!�� �� ����)���#! ������ ���)�$����%��,  ���)������%�� "���� �� �����������
�� �����!� � %������ &��� ����%�� "����������!�� ��)����!* 5 ��!��%%���%�� ����� &���#�,
���� ���#��)�! ��$����� ���������!� �� �� ����������� �� �����!� �����!�� ����)�������*

8!!��&����� �, �� �#�����!�� ����)���#! !��3�!��� �� �� ! ,  ∈ "��� �" ��!�� "��������
��������%% ����! �!������ ��!���3� � ! 	��� �! 	��� "����!�� ����)  �� ����! �����, �� �
��������%% ����! �!����#� ��� ���!���!* 9� #�����! ����� ! , � =  ∈ "��� ��� ���!���!,
����)  ������ ! 	��� �! 	��� �! ������, ��!���  �!����� ! 	��� �! 	��� �!* :��&�)�3� �,
�� ! 	��� �! 	���  �� ����! �����, ����) � ��������%% ����! �!����#� ��� ����� ���!���!,
��)� � ����! ���� ����� �! �����*

������ �������	 
����
��� ���������

5������%�� " �#�����!�� ���#)�#  ��� ���"������! ���#)�# ������%�� �) ����! � !����������
���"��������� ���&������ ���3��!, ��!��)��� %�)���� ��� �#��� �! ��� ���!�� ���� !�))���	
���� �! ���!��!��)������ �������� � ����)�����#�� %������� �))��#$�%���! ������ !��)����)��,
����) � ������� %�����#���%%, ��!��� "���	%�� ��� &���������� ������� �#�����!�� ����)��	
�#!* 7��)��$!�)�, ����! ��%% ���!��) �3��������, ������ ��!��������!������ ��� ���  ��;
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	 ��� 	��� ���� �������� �����
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	���� 

!� ����� �"�#����� ������� ��� $�� � �������� ����� ���	� ��#�"	#�#	 � $#���%

���	��	
��� �
���&� �� ! ���� ∈ ���� ��������	 �������� ��	�
��
�� ������&�� $� ���'�

����� �%���� ��"�� ��� ���� ������ ��&		$�	��#	 ���	��# (���� $"��� ����#�� ������	 �����%

	"� ��������� ������	� �� �����	"�� ������� ����	����
���� $�� � ,  �����	"� ���������

���	
� ���	���� ����� ���� � = ����� � , � ∈ ����� $� � = ����� � , � ∈ ����� �$�� � ������ �

$#������	��	
	 )���� �� ����%���� �������� ����� ���	� ��#�"	#� ����������	$�	�� ����%

������ *������ �� � �������"	
� ��� ���#� $�	
����� ���	 � � $#������	��	��� $����#�	

���	��	��� �
������� ���	�
������ ���	 �� �%���� 

+#����� ��$�	���
�
�	 ��� �� ���������� �����	���$�� $������ �����	��� ��"	%

$�	, ��	���	#�� 	��	��#�� -���		� ��$�	#����	���. ���������������� .� �������%�����
���

���	#�	 ��$�	 ��/��#��� ! �� ��� �� �� ����������	 $����#��� $� � ≥ �� ����� �
	���� �����

�, 
 ∈ ����� $��

�−�+�
�

� = � + 
 ,

�$�� 
 = 0 ��� �� 
 < ��  ! � ��������	 �� � 
�  ��������� ���������
�����
���

�� 
 ��������	 ���������������
�� ������&� 1����
���� � = �2��� � , �, 
 = ����� � , � 

���� ������ ������

� ��� = �	�� − 
��� + �	�� − 	� + �
 ∈ Z��� , �	���

���� = −�	�� + ���� − ��� + 	� ∈ Z��� . �	���

����� ����� � , �� = −����� + ��, ����� � , �� = ���	�
�� − �� + ����

+#��
��	 ���
������	�� ��	����	�� ������ � ��� ∈ ���� ������� ��
�	������� "�$�	�

-��

� ��� = '��	� � � · ��� � �

�������� �$�� '��	� � � ∈ � 
� ��� � � ∈ ���� �����	"� ������� 3���� '��	� � �%�	 � ���������

��
��� ��� � �%�	 �� � ��� ������� �������� ����
�� ������&� ! -��"�#��� ��
�	������
� ��

���
�� ��������#�#�#��� 
�$�	�� �� 4
��#�� Z%��� �� ���
�� {−�, �} $�����#��� �����

� ����	"��	 �#����	��� 

!� ��#��� �����	��� �������%�����
��� ���	#��� ������	#	 $��	�� �
�� !� �����	%

��� -��$����#��� � �������%�����
��	 ����#�"	� ������ -&�
��	� -��	
	����� �� �%����

�������� ����� ���	�� �������	 �� ����%���� ��������� �����	�����
��� 
� �����	"� �
��
%

��� ����#�"	$�	��##	 5�����	� �� �, � ∈ ���� ���������� �$�� � ����	
	���� ������ !�

�����	��� �����
��� � ������, �� ∈ ���� ������� 
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� � 	�� − 
��� + 
	�� − �	� + 
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� + �
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�� −	�� + ���� − �
� + � ��� − 
�� + 
�
� ��
� − 
 ��� − 
�� + 
� 	� − �
	 � 	� − � �

���� ����� � �rimit�iv��uklides ���	
���� ����������� ��������� �� ���� = ���� − ���� +  ��� − !�� +
 �, ���� = −���� + �"�� − �#�+ �# ∈ Z$�% �����	 ����	� ������& � '
	�
� ����	 ��� �	
� � ������� '	���		�
'
���() 
����� ���	�*� ��& � +�
���� �	
�,� � +��	��� �	
�� ��
�, -����� +�
	��	
 .�� ��/ � �0�������	 ���
�-��
,���� ���	�� �/ � �� � �
������� ����*� � ��������& � '
	�
� 1& �	
���� � γ )���	�, �
���� ���	�#, #� = #& �
�rimit�iv��uklides��, �� ���	
���� �
����20� # · �3� − ���� ��	�������&

�rimit�iv��uklides��, ��


 �← ��� � �
� � ← ����
	 ����� � � �
 �� � ← ������, ��
� �← �

� � ← �����
� γ ← ������������, ��������
� δ← γ�
� ��	
�� δ

� !�"�����#$ �%#�&'($(� ! �)	) �*�! $ ���(�����) � �rimit�iv��uklides !�"�����#$ +#��$�
�'�,(��� �!"-$�"���',� ��"�"-� �� ! �#���'�$ � !�"�����#$ ����**!� ������ .���� !�!��!�
+#��$� �'�,(.��)

�rimit�iv��uklides !�"�����#$ ! (�� �!"-�� �(�-�"�$/ ���� ! � ��$� +������ �&**.�����
 �$ �0��, ��, . . . ��1 �������"-%#�%# !�!��(����$ "-%#�%#/ 2"- ! !�"�����#$� 3"- !��!��!  #�/
4�"- ��$ ����,#� ! ��"�!"-�** �& &$ �$ ��� ���',#� �0�� . . . , ��10��1�*��/ �!,' ���#� 2�
.!� ! �0��, . . . , ��1, . . . ,�0��1 !�!��(����$ "-%#�%#�*��) 5!"-�$ ! �&**.���� �$ �������"-%#�%#�
���#� 2. $ ���(���� ����($ ���$ ��'�� .� �� ! �rimit�iv��uklides !�"�����#$ ���#� 2. !��
�!��! �$�4� )

6$ ��.�4��,7�/ 4�"- ! !�"�����#$ ! ����**!� ������!�4� 4!$����!� �"-7��4!�� �&.��
��'($� �#�!�)

5� $"��,#� ��" �($ ����$�**�� ! Z0�1 !�!��(����$ "-%#�%#�) � ��"�!"-�** �& &$ �$ ��
�"-7��4!����!� �!"-$�"��! .��!��� � *��$�($� ! !��**�/ *� ��-2��$ �(��7� �& &�� �(��� �#�
�!�,!)

�� 	�	�� �8!�'!#�9�"������) ����� ���� =
∑

�

�=�
���

�� ���� =
∑

�

�=�
���

� ∈ Z0�1� �� � � �
��� ������� ���� | ����� �		��

�
∑

�=�

|��| ≤ ��
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√

√
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∑
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���� �������	
��� �� 	������ ���	� �	�����	��	� �� ������, �� ∈ Z��� ������� ��
�	�� 	�����

������ ������ � �
��!�	� !��	��" ����

	���{�,�} · �������, ��� ·
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√

√
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|��|

√

√
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∑

�=�

��
�

}

.

��	������� � � �� � ������
�� ���������� ����� ������� ������� ������ ��� �� ���� � ����

�� �� ���������� �� � �� � ������
�� �������� 
���
!
�" #������ � ���������� �����

����� �$����%��&����� ������� ������ �� ������ ��� '�� �������, ������� ��"

���� ������ � ���� ����	��
��� �
���	 � ������ ����� �������� ��������� ��
�� ��
	��� �������

����		 �	����� ���
��!	 ��	��� ���"������ ⌊#�/$
√
#%$&⌋ = �'%� � ���&�� ���(� �������� ���	���

��)�� ���"������ ⌊#�
√
((*⌋ = $���

������ � ����	
��

� ����������� ��
�(����� $� 
� ���( � ��������������� ��(���� ������ ��(������ �� �	"���

�	"	� ������
�� ����� ������(� ��������� ��%������ �� ��������� ������������" #������ ��$��

���� &��� 
������� ���) �����(�� ��������(�� ���(�� 
���� ���(� �� �����
��&���"

*����� ��&�� # ��� �����(����� ��(��
��� �� $ � &���� �������" #������%� $���� ��� �

�����$!���� � �$��'������ 
������ � �	"������� % ��� ������
 �� � �	"	������ ��� ������
 ��

�����(�� �����(��(� ��
���" +�����%� �� % ��� ������
 �������� ������� α�, α�, . . . , α������ �

��� ������
 ������� �� �� β�, β�, . . . , β�����" ,���'��%� �� � ��������$� ���(�����-

(��� % , � = % ��
�
� �α� − β���α� − β�� · · · �α� − β��

·�α� − β���α� − β�� · · · �α� − β��
...

·�α� − β���α� − β�� · · · �α� − β��

= % ��
�
�

�
∏

�=�

�
∏

�=�

�α� − β �� .

.����������� &��� (��� % , � ����( �� /��� ����( ���� 0� &� ����
����� ��(� �� ��(� α� = β ��

���� &� % ���� �� ���� ��� ����� �����" 1�� � (��� % , � ���(����� �� % ��  ������
��

��������	��
� ������%�" 2���%� ���(�� &��� � (��!����� �(���� �%�� �� % ��  ������
��

��((�� ���$��� ������� � �%������$� ��((�� ��� ������� (��!������� ���������� /��� ��$�������

��(&����� �� ���
�����-

(���, % � = �� % ��

�
∏

�=�

�
∏

�=�

�β � − α��

= �−���� % ��
�
�

�
∏

�=�

�
∏

�=�

�α� − β �� = �−���� (��� % , � .
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	�� �� �� ����� � �����������	 �����
����
�	 ��
�	���������	� ����� � ����
��� �
������� �������� ���� ���
����� ��� ����� � �������	
 ����	����� �������� �����

�  �! = �� � − α�! � − α�! · · ·  � − α�!  �� � "! ,

 �! = � � − β�! � − β�! · · ·  � − β�!  � � "! ,

�����

 α�! = � α� − β�! α� − β�! · · ·  α� − β�!

= �

�
∏

�=�

 α� − β �! .

#��

��
 � , ! = � ��

�
∏

�=�

(

�

�
∏

�=�

 α� − β �!
)

= � ��

�
∏

�=�

 α�! =  −$!����

�
∏

�=�

�  β �! .

%���� �� �� ���� 
����� �����
���
���� ��� ��	&�� ����������� �������� �� ����� '���	��
������	�� �
�������� �� ����������	 ��� 	����� ���� �����	 �����	� � �������	
� '�
��
��	 (
�� � '���	���� ���������)� 
��*�
������ ������	�� +� � ���
����� ����� �� � �������	

,����
�������� ���������

-����� ���� ���� �  .�$!����� � �
 �  .�.!�����  '���	����	�� ��	 ����
 ������ +� ���
���	��� ���� ��	 ����	 α ∈ � 
���� �������

�  α! = ��α
�
+ ��−�α

�−�
+ · · · + ��α + �� = " ,

 α! = �α
�
+ �−�α

�−�
+ · · · + �α + � = " .

� ��� ����	����� 
�������� ��� ��	&�� �� α�−�, α�−�, . . . , α, $� ������� �� α�−�� α�−�, . . . , α, $

��������� +���� �� ��
�� ����	������� �� � ��
�&�� ����	������� � /��� ����	����� 	����	��
+�� �� �+� ����	����� ����� /�� ���� ��	� ��� �+� �
�������	�� ��	�����) ������	 ��	��
���
 ����	�����	&
����� ����	�� α�+�−�, α�+�−�� . . . , α, $ � �����&�
�� � �����&�
 	�����	
	�����������
� ��
��	 $ �
 � ������ ������ 
����'��� 0
����� ���� �� ����	 ������	 ��	����

����	�����	&
���	��� ����� ����	�		�� ����	������� ���� ��	� ���	� �
�������	� ����������
(
�� ����	 �� �
����	 ��	 	����������
 �����&�
�� �� � ��	&
��� &������	�	
� ����
� �����

���� ������	�� ���� � �	�� �
 �	�� (
�� ����� ����� ����
 ������ �� �

� =

�� · · · · · · · · · �� ↑

. . .
. . . �

�� · · · · · · · · · �� ↓

� · · · · · · � ↑

. . .
. . . �

. . .
. . .

� · · · · · · � ↓

 .�1!
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���� �������� � ����	
���� ������	���� ����� 	���	���	 ���������� ���� �� �+����������
 � ����������	  �������
�� ���!!���!�� !�!�������"
�� ���� � � ����������	 ���������� �� � �	  ���������
���
����	�#��� ���!��� �� ��#�������� ���� � =  � ����	 ������ ������	���� ����	���	
��������� �	� � $�%� ����������	� ��#����� �� � �	  ��������� ���
����	� ���������	
���

��������

���� ������ � ��
���� �	�����	��	�

� = � �
�

�∏

�=�

α�� .

�	
������� ���� #�������& ���"�	 ���
�'�&#�� ������
��� � =  ��� � = �� = ��� ��� � "�!!
����� � �

�
� � !�� ������� � ��� ���������
 ����������	� ������� � ������&"�!�� '	
�� �� ���� �

��!!� ������ ����� �
���� (�� � = � �
�
� �� ������	 ����� ����� � ��#�!!���!�� ������ ���� ����

� >  �	 ���� � !����������& ������	 � − )��� ����� *� ����� � ������� ��

� ∗�� = ��� − α�� · · · � − α�−�� = � ∗
�−�

��−� + � ∗
�−�

��−� + · · · + � ∗
�
� + � ∗

�

��������� #�		���� ����� � ∗�� �	 ��� �� ������	 ���"�	��+

�∗ =

� ∗
�−�

· · · · · · · · · � ∗
�

. . .
. . .

� ∗
�−�

· · · · · · · · · � ∗
�

� · · · · · · �
. . .

. . .

. . .
. . .

� · · · · · · �

= � ∗�
�−�

�−�∏

�=�

α�� .

,�#�� � = � ∗� − α��� ����� � �	 � ∗ ���������&� ������ ��

�� = � ∗
�−�
, ��−� = � ∗

�−�
− � ∗

�−�
α�, . . . , �� = � ∗

�
− � ∗

�
α�, �� = − �

∗

�
α�

�		�������	�� ������ ����� (��

� =

� ∗
�−�

� ∗
�−�
− � ∗

�−�
α� · · · · · · − � ∗

�
α�

. . .
. . .

� ∗
�−�

· · · · · · · · · − � ∗
�
α�

� · · · · · · �
. . .

. . .

. . .
. . .

� · · · · · · �

.
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����
�� � �������� �
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�������� � �
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�� � 
���"� ��������� �� α����� ��� �
 �� 	���������� �

��
�� � 
��� ����� ���� � #���� �∗ ��
�� � 
��	���� �� ����
" � 
����� �� ��
������ ������

�� � �	
���� α��
����
��� ���� ��
���"�� ������ ������ � �	��������� α��
����
��� $��%�

������ �� ��	��� ��������	�
 ��
��

� =

� ∗
�−�

· · · · · · · · · � ∗
�

. . .
. . .

� ∗
�−�

· · · · · · · · · � ∗
�

� · · · · · · �

. . .
. . .

. . .
. . .

� · · · · · · �

� �α� + �−� · · · &α�'

.

�� ����
" �
���� 
������ ��#������ � � = �∗&α�' �� �����
����� ������� ������� �� �����(�"


#������
 �����	� � = � �
�

∏

�

�=� &α�' ����������

��� ������ ���	�� ��� � = ��
& � , '� ��� �
 �� � �
  ������������ ����� �
 (
��

����� ��� ��
 � �%� ������ �� � � ��������	�
 ���������

�����������
 
��������"� ����
��� #��� ��������� �
���� � ������	�
 ) ���
����#���

�����	��� ��
�	���	
� �� ��� ��������	�
 ��
�	���	
	� �������� �� ��	��� ����� 
������ �

�
��������������
 �
��	
 �� 
�����
������ � 
�	���	
�����

���� ������ � ���������� � �� ����������  ��������	�� � ≥ � > * ������

⎧

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎩

��
& � , ' = *, �� ����& � , ' = * ,


��−����−��+�
� ��
& � , ' = &−+'�� ��
&, �', �� � = ����& � , ' � *�� � = ���&�' .

�	
������� � &,�-' ��������	�
 ��
�� 
��	� 
�������� ��� �−�+�
�

�� ��� .�� ����  =

 �−�!
�−�
+ · · · +  � ∈ "/!0 �
 � = ��!

�
+ · · · + �� ∈ "/!0 ���� �� �� ���������� ������

�	������ ���������� ��� ����

�−�+�
�

& ��!
�
+ · · · + ��' = & �−�!

�−�
+ · · · +  �'&�!

�
+ · · · + �'

+ ��!
�
+ · · · + �� ,

���� � = ����& � , '� !���� � ������	�
 &� + +'����� 
��	�  �−������ �� &� + ,'����� 
��	�

 �−�−��� �� 
��� 
�������� ���� �� ��
�� 
���"� ������� �
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$ �� �!� �������
 ��� ����� %��
�� ������
�
 &� �� $�����

� ���� � ���
��� '�����

����
�	 ���� � , � (�
��������
 ����&
���� ��� ����	(�)��(���� ���
���� �����
�
 #����)

��� ��� ��( ���(�� �������� �� �!�)�
 ������	� *�� ���� �������	� ��  ���	�
���
�

� ��� 
"�� ����	(�)��(���� ���
�� ��� #������
�� �� $ 
�
�� %��
�� �"#�
�������� �

�����

���� �������	
��� �������	 ����� �, � ∈ �+�, ��������	� ������ ���� � , � = � � + �� ����

(�� � < (�� � (�� � < (�� � �

��	������� $ ���	�
��� (�
�������� ������ � �)�(�� �������
 �������	� ��� ��+�−�)#��

�� (�	� � 	
���' ��������� ���(�� � = �, . . . , �� + � − ��)�� $� ���(���� � ����� ����-
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� ���������	������ ����������� �������  ������� ������ 	��������!�� ������� !���

 ��	����
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���� ������ ������
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∣

∣
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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∣
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∣

∣
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������ '� ξ = �+/	# ���� ξ = �(/),

� ��������� ������������ ��	#�� ��� ���� !��� ������������ ��� ���
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�� !��� !��������� �����
 ������������������

�������� 	���� �
��������!����� ���
�	��������� �����
 ���������� 	��������� 
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� ��, �� = �� + �� + �� + � − ( ∈ Z
�, �� , ��,((�

���, �� = �� + 	� − �� + �� − ( ∈ Z
�, �� . ��,(��

-��������.� �� � �� � &���������� /��# ���� �Z
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∣
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Z����� ����� ������ ��' � �� � ∈ {−	, +, (} ������� �����'�����, 1����� ��'�� ���� ��� Z
�������
������'��������!������ ������"�� � ��,((�# ��,(�� ������������# ������ �� ��� ��&"��# '��� �� ��������
��� ����� ������ ��� � �−	, (�, �+, (�, �(,−(� �� �& ���,
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����
���

������ �����	
�� ��������� ����� �����

� ��������� ����� ��������� ��������� �� ���
��������� �������� ������ ��������
����������� �������(� ���� � ���� ���� ���������� +��������� ���(���� !�� � �����, �����
��
��(���� �������� �������� ������������- �� ����������� �� �&�', �&�' ∈ Z.�/ ������
���������� &�, � � 0'� 1�������� � &2.3', &2.4' ∈ Z.�/ ����������� �� ������ � = 56 � ��
*��� Z�.�/���� � 7lassikus�*uklides ��������� ������������� �� ������ ����,

�� = 55�� + 4�� + 8�� + 8�� + 4 ,

�� = �� + �� + 2�� + 9� + 9 ,

�� = 6�� + 9�� + 52� + 5 ,

�� = �� + 50� + 50 ,

�� = :� ,

�� = 50 .
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��� Z�.�/���� �� � �� � ��������� ���� � � ���� �� ������ ����� �
Z.�/���� �� Z�.�/���� ���� ���������� ����� ������ ������� ���%�������  �� ���

���� ������ ����� �, � ∈ Z.�/, �, � � 0� ����� � ����� ����� ������� � � | �%&�' �� � � | �%&�'�
����� �������  = ����&�, �' ∈ Z.�/� �� = � �� �� �� = � �� � ��  � =  �� �� !		��
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����&��, ��' =  � · ����&��/ �, ��/ �' . &2�56'

<� ����&��, ��' �  �	 ���� &2�56' ���� ������ �����������	  �� ��&��/ �, ��/ �' = 0�
=� � �������� �� ������
���� ���!����(� ����������� �������	  �� � | ��&�/ , �/ '	 ���
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�������� # ����$��� ���%������� ���	���� �
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������������(� 

���� = )*�� + !+�� − !,�� + �!�� − - ∈ Z.�/ ,

���� = −++�� + ))�� + !��� − !� + ,, ∈ Z.�/ .

#� �����
���� ����� %�� ������� 	����%����� ���� � � = ! 	����������� � = +, �� = �� + *� + � ��
�� = ���+ �−0 �������� �
	�� � +� ��� �
��� � � 	�����1 ������ 0 ����� � 0230�. ����� 	����%��1�����
# �� "��
��� ��� ����� ����� � = ��� + � − 0, � = 2 	����
�� 	 = ! ������� � 	����%���� ����

	�����1�������� # 0*� ������ � '������� ������ ��� �����(� &�$ 4��� "�&��� 	���������� # � = +
����� 	�������� � � = 00 	
����� ������������ # 0,3�2. ����� ����
�� ����� �� = 0 �� = −�� �
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���� ����� %�� ���� ���� � = 0�, �� = �+ 0, �� = ��+ �� #
0230�. ����� 	����%����� ���� 	 = !, � = ��+� ������� � 	�����1� ������
� # ��	������� "�&� ���$��
� = +� 6�$ �� 4 ������� �� = � + �, �� = −�� − 0� �
	�� ��� �� = ��� � ����� � �!3*2. ����� ����
	 = *! �� � 4 ������ 0�� − - ����� #� 
 	�����1 ������ ��	����� 
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� �� �

� �
��� �

�����������  �! "��� #� #���$��%�� ���&��'�  

�� 
�� � + ���
�� � + �� = �����

�� ��� %(�)������ �������*
������ +� # �,�-� ��� Z� �� # �(ov�itett��uklides �� # �(ov�itett��uklides�.ormali�alt
#���$��%���� �-�-��/
������ �����������  �! "��� $��� � · �, �� = $��� � , �� · $����, ��*
������ 0� � ��� ∈ �1�2 3�����% �
�� � = �! ��� � � = ��� ����������	��	�
� #


���$ � =
�−��

���−��

�

��
$��� � , � ′� ∈ �

���%�� ��)���,�! #"�� � ′ #� � �� ��� 
�$�)4��'4� '������* 0� � 3�����%�#� ����)4� #���$ ��
��#� #���$ )#� �-  ��-$-� ��-��! "# 
����$�%��4��# ����#* 5�4%����� �� �
���$ � ���� 4��#�4�
��� %4��
� �� "#$%#
&��6 3�����%�� ����� ��*

���� �����	�
����

7����� � ����! � = �1��, ��, . . . , ��2 #� � &������ ��"#�4$��#��#�6 3�����%�� ��(�$(�'�! ���
)4  4 ������ ��, ��, . . . , �� ∈ �* 8��#3����� %��! "��� %� #��#� # ��,������ �� ���������
&��������! "��� #� ��, ��, . . . , �� 3�����%���#� ������ �-�-� ��-�� �� ��* 74�"#�9! "��� #
3$� ��%# #� ��(��(� #�&�'���� � = � ��������  ������� �$����% �� )��� 4��#�4�����4�#*

:��-�'�

� = 〈 ��, . . . , ��〉 =

{

∑

�≤�≤�

�� �� ; �� ∈ �
}

#� ��, . . . , �� 3�����%�� 4��#� ����$4�� �
�4��* ����$ #� ��, . . . , �� 3�����%�� #� � ���	� 	���	�
#����'4�* 0� � �
�4� �
����	�	� #

���� =
{

� ∈ �� ; � ��� = � %��
�� � ∈ � 3�����%$#
}

"#�%#�� �$�',�* 0 )#$���4� ��%�$��� ��$%��������� #� ��, . . . , �� 3�����%�� �-�-� %����
4�#�
��#� ��%�$���� �� '������* 0 )#$���4�$9�! �����)� #� � �
�4�$9� &����"��(� ���&�����#  ��$
����;
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• ��� � ∈ � ����� � ∈ �


• � = � 


�� � ����� �������������	 ��� ���	� ������ 	��� ����� 	 ��������� ������� ������	������ 

!����������� �������"�� ��� 	� � = # ���� !���� �$�% ���������� �������� ����

〈 ��, . . . , ��〉 = 〈 ����� ��, . . . , ��� 〉 . �& #'�

(�����")�� ���� � = & *����� � ,  ∈ �$�%� �� ������ �� �	�	�����	� � �� ���� +����

������������ ������� ���	� �, 
 ∈ �$�% ,��������� �������� � = �+
� 	��� ��� 
 < ���  

-	����

� ∈ 〈〉 ⇔ 
 = . ,

������ ��� = {��, . . . , ��}� 	��������� � − ��, . . . , � − �� 	  ∈ �$�% ,������ ������

�)�������� �������� /	���	 0	"���� 	 �& #'� ����������� �� �	�� ��� �	����	�	� �����

��� ��� ��"��)� 0��� 	��������� �� /���� ��������1� ,������������� ��� ����������

�������� 2�� 	 �	�	����� ����� ���������� �� 3"�	 ���� �������� +���� 	� ������	� �	�	����

����� 

������ �����	
�	� �������

� 4�4 ⊆ N� ��"�� ��������� ����5�1 �������������� ������)�� �	

��� �., . . . , .� � � ������ � ∈ N�����

���� ������ ��, ��, � ∈ N
� ����� �� � �� ⇒ �� + � � �� + � 

6�� ����� ������2	��� ���� N� ������ ��������� ��������� ������ "1��������� ��

��	���� ������� ���)��� �����	��	���	� �	� ��������� ������ � ������� "��������� 7�

�������� ���� �����)� 	

� = {�
��
�
· · · ���� }

�	��	�� ������� ������ ��������	� ������)� -���)� ������ ���� � ��� 	�

�$��, . . . , ��%����� ��������	� �	�	��� 	 ��������� �����	2� ������� 	��� �� N� →

� � ���, . . . , ��� �→ �
��
�
· · · �

��
� ����,���� ������7����� ���� ��� � ����� � ��������� ��"��

����������

��� # � � ������ � ∈ � ����

���� ������ ��, ��, � ∈ � ����� �� ≺ �� ⇒ ��� ≺ ���.

� � ����� ��������� ����������� �����
��
 ������������ ������)� 8�����)�� ���

���� ,���� *�����

α = �
��
�
· · · ���� , β = �

��
�
· · · �

��
� ∈ � .

+���� 	� 	����� ����������� ������ ��7������ 

• ���
����	��� ��������

α ≺��� β⇔ ������ ���	� � ∈ {#, . . . , �}� ���� �� < �� �� ��+� = ��+�, . . . , �� = �� 

• �
��	 ���
����	��� ��������

α ≺	��� β⇔ ������ ���	� � ∈ {#, . . . , �}� ���� �� < �� �� �� = ��, . . . , ��−� = ��−� 
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	��	����
α ≺����� β⇔ � + · · · + � < �� + · · · + �� ���� �� + · · · + � = �� + · · · + �� �� α ≺��� β�	

• ����������� ��	
��� ���� ��
��� �	�����
����� 
	��	����
α ≺���� β⇔ � + · · ·+ � < �� + · · ·+ �� ���� �� + · · ·+ � = �� + · · ·+ �� �� 
����� �
���

� ∈ {�, . . . , �}� ��
��� � > �� �� �+� = ��+�, . . . , � = ���	

� ≺���� �������
�� �������� ����
� ������ ≺����	������� ��
�
�� �
�
������ ������� 
�������

�� !�� �������� !���� � ������� � ������� "���������!����
#��� $���� 
��������%�$�

����������� "�
�
 ���	

����� ������ ������ ≺=≺����� ���	
 � ≺ � ≺ � �����

� ≺ � ≺ �� ≺ · · · ≺ � ≺ �� ≺ ��� ≺ · · ·

≺ �� ≺ ��� ≺ ���� ≺ · · · � ≺ �� ≺ ��� ≺ · · ·

≺ �� ≺ ��� ≺ · · · ≺ �� ≺ · · · .

������ ≺=≺����� ���	
 � ≺ � ≺ � �����

� ≺ � ≺ � ≺ �

≺ �� ≺ �� ≺ �� ≺ �� ≺ �� ≺ ��

≺ �� ≺ ��� ≺ ��� ≺ ��� ≺ ���

≺ ��� ≺ �� ≺ ��� ≺ ��� ≺ �� ≺ · · · .
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����'�� !��� ��
���
��� ���#���� �������
�� �������

��

��� ��
��$��	 (����� � =
∑
α∈N� �α�

α ∈ � ��� ��� �$

�  �
����� �α ∈ � ��


����� ����� ��� ≺ �������
�� �������	 )���� �α�
α ��α � *� � �  �
���� ������

����� � � = ���{α ∈ N� + �α � *} �  �
���� �������� �� �����$� � �������
�� �������

��

��� ���������� 
�� � � = ������ 
 � ∈ � \ {*} �  �
���� ���	��������� 
�� � � = ������ 
 � ∈ �

�  �
���� "���������� 
�� � � = 
�� � � · 
�� � � ∈ � �  �
���� �������� (������� ����&&�


��*� = 
��*� = 
��*� = * �� �����*� = −∞	

����� ������ ��������� �� � ��, �, �� = ����� − ��� + ��� − ����� ∈ Q��, �, �� �	���	�	�� ������� ��

≺=≺���� � � ≺ � ≺ �! ���	


�"��� � � = ��, #, #�, ��� � � = −���, ��� � � = ��, �$� � � = −� ,

%� ��"�� ≺=≺���� � � ≺ � ≺ �! ���	


�"��� � � = �#, �, #�, ��� � � = ���, ��� � � = ��, �$� � � = � .

������ ������	
��� ��	������ ��������� ���
���

)&&�� �  ���&�� ����� � , ��, . . . , �� ∈ � ��&&��
��,�  �
������ �� ����� ≺ �������
��

������� ������ �
��� ��, . . . , �� ∈ � �� � ∈ �  �
�������� �����'��� ��
����� � = �� �� +

· · · + �� �� + � �� � �����
�� ������� ��� ���!��, 
�� ���, . . . , 
�� ��� ��������
 ���	
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 � � �
 �� �� ���������� � ∈ {�, . . . , �}��� ��� ��� | �����
� ��
� �� ����� ����� ���� �� ← �� + �����/ ��� ���
� �← � − �����/ ��� ��� ��
� 
	�
 
 ← 
 + �����
�� �← � − �����
�� �
��� ��, . . . , �� �� 


 � ���!����"� #����� �$"�%&��� �''(� �%��������) #!�� �� �*��. �!�!� ���	
 +���"�,���
���&�� ����,+�(-,'�� .���,����� �� ��,''� �"��-&!��,�!�/

��� �&����� � �&��� � � �� � = � + �� �� + · · · + � �� + 
)
���� �� � �⇒ �&����� ��� � �&��� � � ���&�� � ≤ � ≤ � ������)
����� 
 �������� ���-� ��� !���(-� ����� ��� ������� ���0

 ��!����"�"����� ��� ��� ������ 1!��-�/ � �%''�,��!�(� 1!���!�!� ����&��!� !���,��
��� ���������$"0  �. �!�'�� � ���.����$! � ������� �%�2� �����$!������� �,�����#��"��0

����� ����	� ������ � = ���+ ���+�� ∈ Q��, ��� �� = ��−	� �� = ��−	� 
 �������� �������� ≺�����

� ≺���� �� �� 
 �. ����
� ���� 
 �������� ������ ���������� � ������� ���
������ ����� 
� 
��������

��������� �� = � + �� �� = 	� � = � + �+ 	�  � !
 �� �� �� �����"�� ���#�����$%�� �
��� �� = �� − 	 ��

�� = �� − 	� 
���� 
� 
�������� ������� �� = � + 	� �� = � �� � = &� + 	 �����

 � ������ 1��&,'�� �,�!�� �(&!� ������������) #!�� �� 1���"&!�(& �. �!�,'�� ���&��
� �������'' ���.����$! 1!���3� � ������� �,�����-"�� �� ���!����"� &�������������"��, ��#��$!0
4�����!� � ��, . . . , �� ���������	 �� �� 
 
�����	 ���������$") ���� 5�� -��%�2��) #!��

 = � ��� � ��, . . . , ���0

 � � = � ����'�� �� ���!����"� �,����� �& �� �&�,�����������,� 1�!'���,-,��/ � ∈ 〈 ��〉
���!� �� +��� ���!�) #� �� � 1!���!� �� 1!���!���� ���� ����&��!� !���,���!� � ����&��
�"���0 6�-�!� � ≥ 	 ������ �� ��� ���-��2�/ � ≺���� �!�!��,��� ���&�������

��� − � ��� ��� + �, �� − �� = −� − �,

� #,���&!�!� 1�&�� �� = �, �� = �0 7,������$!� ����!�� ��� − � = � · ��� − �� + �) ��� ���
�"���-�) #!�� ��� − � ∈ 〈�� + �, �� − �〉0

������ ������	
�� ��	
�� �� ��
������
 �	������


�!�,''� +��"�� �����$!����� 1!���!��&�,�#!� !���� ',��� ��������) #!�� ����� � ',������
���� ����&��!� !���,��!� � ����&�� ���������$" ������) 3�� �,����� �"&-"�� �&�� �� �&�,��
���������,� 1�!'���,��0 8�-!� ����� ',��� ���,����,� �������9 :� #� ����) ����� ������,�59

 � � ⊆ � �&�,�� 
���
��� ������	 ������2�) #� ������� !���� � ⊆ N�) ������

� = 〈��〉 = 〈{�α ∈ � / α ∈ �}〉 ,

������ �� �&�,�� �!�!�!� �����,�-,�0
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����� ������ �	��	� � = 〈��〉 ⊆ � 	�� �������� �	��� �� β ∈ N�� �����

�β ∈ � ⇔ ∃α ∈ � �α | �β .

�	
������� �⇐ ����� ��������	�
� ���������	� ���� α�, . . . , α� ∈ � �� ��, . . . , �� ∈ ��

����� �β =
∑

� ���
α� � ����� 	� ������� ��	���� �� ���	� ���

α� �	��	 ������� �����

�β ���������� ��� �α� | �β�

� ���	 ��������	�� �����������  ��� ���������� ������ !�����	� 	����

����� ���  	 ���	�	���	� 	 �������	� �	��	��	�����

����� ����� "#�$����%���	&� ���	� �������� �	��  ��	�	� �	�	���!"#$�  "���

���	� � ⊆ N�
!	� ��#	�� ���"� % ⊆ �  ��	� !"��"�� �	���	 〈��〉 = 〈��〉�

����� ������ �	��	� � 	�� �	�� � = &'��, . . . , ��(
�	�� '" � ⊆ � 	�� ���"�  ��	� !"��"��

�	���	 〈��"�&〉 = 〈��"�&〉� "���� 〈�〉 = ��

�	
������� )��� � = {��, . . . , ��}� *	 ( ∈ � �� ��������� !������� 	���� �%�� ���

�	�	����� ������ ������ ( = ���� + · · · + ���� + �� 	 �� ��, . . . , ��, � ∈ � ���	����  ���

�	�� � = +� �	�� � ����� �	��	 �� ���� 	�
 ����� �� ����	����	� ��� # ���� � =

( − ���� − · · · − ���� ∈ �� �� ��� ��"�& ∈ ��"�& ⊆ 〈��"��&, . . . , ��"��&〉� � ",�--& ���	 ��	�� ����

� = +� �	���� ( ∈ 〈��, . . . , ��〉 = 〈�〉�

�������� 	 #�$����%����� 〈��"�&〉%� 	��	��	����� ������� .����� ����/��

 ��� 	 ���
!������ 	 〈+〉 ����� ������	� 	� 	����� ����� ������� �	!����

����� ����� "*�����%��� ���������&� ���	� � ⊆ � = &'��, . . . , ��( �	��  ��	�	� �	�	���
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����� �������
��� "�������$%������&� �	��	� �� ⊆ �� ⊆ · · · �
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���*"� ����� ��#	�� ���"� � ∈ N� �	���	 �� = ��+� = · · · �
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������� )��� � = ∪ �≥�� �� ����� � ����� 	�� 	 *�����%��� ��������� ��	�� �����

����� 	�
� )��� � = 〈��, . . . , ��〉� �� � = ���{ + ≥ - 0 ��, . . . , �� ∈ � �} ���	������	� 	��

�	!����  ��� �� = ��+� = · · · = ��

����	� 	 ���������� ������ ����/� 	� ����%���$ ������� ���������	
��
���� �%

���/�� 1!$�����	�� 	������� & ���� 	���� &'��, . . . , ��( 2�� �%��������

)��� ≺ �� ���������� ������ �%� �� � ⊆ � �� ����� � � ⊆ � ����  	��	��
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���	
��������

������� 	
�	������ ���� 
��� �����
��������� �
�� 	������ ���������  	����
�
	 ����  �����
�
	
� ����
�� �����! "��
���� � � �
	� = 
 ∈ �  
����� ���������! #�
����� ���
� ��
����  �����
������� �
�$������
� � ��
�������	��� %�����	�  
����
���
�
	
����������&!

����� 	�	���  	!	� � �� � ⊆ � ��	�� ≺ ���������� 
	��	�"�
	 ��������# �
���	
������� "�

�	!	� � ∈ �� $���
 � ∈ � ⇔ � �
	� = '�

��
���	��� (
������$� ��� ���� 
�����
�	��
� ���
��� ���� 
 ∈ �� 	
���
 )*+ � −
 ∈ �� ),+

 
��
��
� ��  �
	 ������& ��)�+ 
��
��
� 	���	 ��� �
	! "��
� 
 ���
���
  	������
�������&� ���
��
���! #� 
�����
�	������
� �
��
������ ���� � = %�+
� = %�+
� ��	���
�
%�, %� ∈ ���
 �� 
� ��� 
� 
���� ��  �
	 ������& ��)�+ 
��
��
� 	���	 ��� �
	! -����

� − 
� = %� − %� ∈ �� �������  ,!**! �
		 	��� ��)
� − 
�+ ������& ��)+��
� ��	
��
 ∈ ���
! -� ��  
�
���� ���� 
� − 
� = '!

. �
��� � � � 
�� �����
�������� ���� 	���
� � , , % ∈ � 
�
���  = � �
	� ��
% = � �
	� ⇒  = %!

������ � ���	
��������������

/���
�
�
� ��� ����  .���
������
 ��������
� �
	 ���������$�0 �
	 � ������ ��� �����
��������� �� 	
� 
�� � ��
�� �����
���������! #� �������� 1�� ����������� ���� ��
������� ��� 
�� ���
� ��	� 	���� �
	 �����
������� � � ��
����!

2
��
�
� , % ∈ � �
	 ���� %�����	��� α = )α�, . . . , α�+ = 	�
�)+� β =
)β�, . . . , β�+ = 	�
�)%+� γ = )	3{α�, β�}, . . . ,	3{α�, β�}+! #  �� % %�����	�� ��

�������	
� �

& ), %+ =
�γ

��)+
 −

�γ

��)%+
% ∈ �

%�����	�� ��� ��! /���
�
�
� ��� ���� & ), %+ = −& )%, +� ������� �γ/ ��)+, �γ/ ��)%+ ∈ �

$�� & ), %+ ∈ 〈, %〉! # 	��� ���
��
���� ������$��� ������ ������ ���
� 
�� 
����
��� �
���
�
� 
�� ��	� �����
������� 	�������!

����� 	�	��� ' � = {�, . . . , �} ⊆ � %����� ����
 "� (��� ����
 �	�� � 〈�〉 ��	�� �
���	
�

������) %�

& )�,  �+ �
	 )�, . . . , �+ = ' ����	� * ≤ � < � ≤ � 	�	�"� �

#� & �%�����	�� �
�$������
� �����
� ���& �����
�������� ���������& ������	�� )(�4��
�
��
�� *567+0 ���� ��, . . . , �� ∈ � = ����, . . . , ��� �� ���� ≺ 	���	����� �
��
��� 	
��
��
� ����� ������	�� 	
��  � � = 〈 ��, . . . , ��〉 ��
�� 
�� � ⊆ � �����
���������!



���� �����	�
���� ��

�r�obner�b�ais� ��, . . . , ���

� � ← { ��, . . . , ��}

� �← {� ��, � �� | ��, � � ∈ �,  < �, �� � � �}

	 ����� � � ∅


 �� � � , ��← �� ������������ ��� ������

� �← � \ � � , ��

� � ← � � � , �� ��� �

� �� � � �

� 	��
 � ← � ∪ {�}

� �← � ∪ {� � , �� | � ∈ �}

�� ��	��
 �

������ � ����!�"�#!$% &�� " �r�obner�b�ais "����'��!� &�����( ��!$ )'$* +� "����'��!�

,!����("$ ������ �'��"("���"( � "� � ')��� ���'�"% &'���( $��)����( "�% " ��-���'"$�"(

��)'� $'���.�"� ��"( �����$ $��/�(�$����% ����$��� �����'���� $0����� 1����'(���$��

-�� -��� �"�")0$�� ������"$0(� $"�!($* +��(('��( "� "����'��!� ��,�#����)'$% "�  �����

��&���0��� $0���&���� � ����'(�� ��-�� -��� �"�")0$" (!��"% 2� " ��*��� �0��� �'"�� � ��

�� �(������'�*

3��� ���'��(2�#!$% &�� "� "����'��!� ��,�#����)'$* 4���(�$ � 0� �∗ " ����!)��

$.) ����� 5'$�!�" $0� ������ $ -���� -0���&"#���"$�� $"���� &"��"��$* 6'�-�( � ⊆ �∗%

��-���� 〈�����〉 ⊆ 〈����∗�〉* 7� " ��*��� $ -��$���0( �'"�� "� ������ $ -���� '����5'.$

〈�����〉 ')�����(5" ��"�'�'���.)'$% -"�'� -0��� ����8 �0�0� !��( 〈�����〉 = 〈����∗�〉 ���#��/�*

+�� ���2�#!$% &�� �$$�� � = �∗* 4���( � , � ∈ � 0� � = � � � , �� ��� �* �$$�� � ∈ �∗ 0�

-"� � = � -"� ����� ∈ 〈����∗�〉 = 〈�����〉% "�'���� " �"�")0$ $0��0�0(�$ )�9(25'.#" �'"��

� = � $ -��$��'$*

����� ����	� ������ � = Q� ≺=≺����� � ≺ � ≺ �� �� = � − � − �, �� = � + � − ��, �� = �� + �� − �� 	

��

 �������
�� ����� ��� ���� � = { ��, ��, ��}�  ������
 ������ ����� � = {� ��, ���, � ��, ���, � ��, ���}�

� 
��� ��
��� ����� � ���!"��� ����� �������
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� ��
��� !����
 � ���!"��� ����� �������
 � � ��, ��� ����� 	

�� � = � \ {� ��, ���}�

� � ��, ��� = �� − ��� − �� + �� 	 = � � ��, ��� ��� � = &�

� 
��� ��
��� �������
 � ���!"��� ����� �������
 � � ��, ��� ����� 	

�� � = � \ { ��, ��}�

� � ��, ��� = #�� + #�� + �� − ���� 	 = � � ��, ��� ��� � = &�

'������� � (����� )������� ��� � *�������"��
 �*��� ���� ��� 
�� ������
��  ��*

� 
 &� $��  ������ ���  �� 
 � = {� − � − �, � + � − ��, �� + �� − �,−#� − � + ��,−�/#�� − �/#�� + �}

��� +�(����*������

������ ����	
�� ��������
���

+ :!5&�������"����'��!� ���"� ���)�0(����� �� �(������'� ���"���"( (�� �'('���'� 0�

(�� ��0������!* 1����(5�0�� �� $'� �"-"��$�)���"� �'()$����� ��0�&����*



�� �� ������	
��	�
�

����� ������ �� � �� � ⊆ � ��	�� 	� �
���	
������� �� ���� ∈ 〈���� \ {}�〉� ����
 � \ {}

�� 	� �
���	
������� ���	��

��� ��	
��� ���� � � ⊆ � ������ �� � = 〈�〉 �
��� ��������� ��	
����
����� ��

����	�������� �� ��	
�	  ∈ � �����	

• ���� = ��

• ���� � 〈���� \ {}�〉�

� � ����	�������� ���  ∈ � ����� �������� � ���� 	�� �� ��  �������	 ��	���� ��	��

�� 〈���� \ {}�〉 �
�����	� !�� ��	������ � ����	�������� ��
����� �� ����  �	����"�	

��	
�	 ����� ��
�����

���	� 
�
��� ����	� ��	�� �� 	��
�	��!�	� ���	��� 	� 
	������ �
���	
�������

����� ����	� � ����� ���	
� ����� ���� ��������� ������′ = {�−�−�,−��−�+��,−�/���−�/���+�}

�� ���������
���� ��� ����� ���������� � �! �� = {� − �/��
� − �/��, � − �/��� − �/��, �� + �� − �}

��	�
�� ���������
����

������ � ���	
���	��� ������� 	�
���������

� ����	�������� ������� ��������� "�� ������ #�� � �����
 ���  ��� ���� �������	 �������	�

�� ���������� ����$���� ��	������������ � ��%��������� ��� �������� ���� ����$���� ����

�����	����� ����	 ������	� &� ����� ����	�����	 �� ����
���� ����������  ����	���	�� ���

���� ����$���� ��������	������ � 	� ��
�� '����� 	�� ����� ��
���	 �����	�� � ����	���

����� ����$���	�� #����%(� ����$���� ��	����������� ����� �� "#$%$&'"������� ���������

�����	�� )����	� ( , (�, . . . , (� ∈ )**�, . . . , *�+ �� ) ���� #������ ���#������ ���
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�� � ������	 �"���� ��, . . . , �� ∈ � \ � ��
������ �#�$��$� ��

��, . . . , �� ∈ ���� \ � �	%� ����	��	��	� �� ��
������ 
	����� �
�� � ����������� ����


�� �������� 	������	��	�&

#($

∫

�

�
=

�
∑

�=�

�� ��� �� ,

#,$ '� 
 = ����#�, � − ��′$ ∈ ���� ������� � �	�	�� ���	�
�� ����	� ��
	 ������� ��, . . . , ��
�������� �� 
 �#�$��$� � �$�	�� �� �� = ��
�#�, � − ���

′$� (� � = (, . . . , �� )�� ���� �� �

(���
���������� �	�� 
	��������

����� ����	� ��������� ��	
� ��
∫

/���+�� �� �������� �����	�������� �����
	����� ����� �� �������

� = ����
(

�� + �,  − ����� + �
)

= −��� + �� +  = −��� + ���� − � ,

�	������ ������ �� =  
� �� = −/�.  ��

�� = ����
(

�� + �,  − ���� + �
)

= � ,

�� = ����
(

�� + �,  +

�
���� + �

)

= �� +  .

-� ������� ����� ������� 
!����� ��������1 �������1 �������	� 
%�� ��������1" �� =

��
�#�, � − ���
′$ ��
 #�� � ���� ������ ���������

�� �!������$ 
��������� ������� �� ��� 


�����1 � ������ ����������� �� � 2�ov3itett 'uklides normali3alt �������	� ������������)

'�� �������1� �&�������&� 0������ ������ 4����� �� .���� ����� �����) 5�� ����� �������

���� �� ��� ��1�1 ������ �������1 �������	� �	������� *
(

�+#�$ �� �
)

� �� ��� � , ���  < �)

����� ����� #4�����/.����/0����� ����	��$) '� 	� �� � ���	� �	�$���	��	�� �	�$��	 	 � ��"�	�

���� �� 
 = ����#�, � − ��′$ ������� �$���	� � ���������������� ,���




���� �����	
��� �������
� ��

��� ��� �� = ��

��� �� ���, �� ∈ ������	 ��
�
� � ���� � � − ��′��� ������	���� ���������	�� 
�ov�itett

�uklidesnormali�alt��
�	����� ��� !	�" ���� ����# ���	� �� = ���, $���

�� ������ ���������� � ���������� ������!����� "������������� �����#$�� %�&'����(

�� � &�����! ����� �/� ��)������� #*��&$�+$�� ,�����'�%�,
∫
�/��- ���� � �$�+���������

#��.������ $� ��� � < ��� �(

"ogaritmikusr�esintegr�al��, �, ��

� � ������������� ������������� ���+�� ����← ������, � − ��′�- ��&����
� � ����'��� ����� ���+�� ����, �� �� ��� #�,/ �����$,

0 ������, . . . , ������←1�egyetmentes������
2 ��� ← 3

4 ��� �← � �� �

5 �� �� ����� � �

6 ���	 ����← ����, �� ��+*�����!���, ��,�%�

7 �
���, ���, �����←
�ov�itett�uklidesnormali�alt�����, ������
8 ����, ��←9rimit�ivr�es�������� · ����, ��, �������

�3 ���,�, . . . , ��,��←:aktorok����
�� ��� �← � �� �

�� ��  ← ������, ��

�0 $←;egold�as���, ���� = 3, ��
�2 ��  = �

�4 ���	 ��� ← ��� + $ · ��������, $��

�5 �
�� ��� �← � ��  

�6 �� ��� ← ��� + $��	 · ��������, $��	��

�7 �����	 ���

����� ������ ��������� ��	
� ��
∫
/���−�� �� �������� �����	�������� �����
	����� ����� �� �������

� = ������
� − �,  − � · ��� = −��� +  .

� ������	 ������ ������ Q!�"#���$ ��% Q �&�'��
�� �������(�������� �� � �%)��� ±/
√
�� � Q��� *������

+&ov,itett#�uklides#normali,alt#�������	���-� ����, �� = � − /����$ ��% �� ��������

∫


�� − �
�� =


√
�
����� −

√
�� −


√
�
����� +

√
�� .

������ ����� �	
����� �����
����

;����.�� �!���- � ��)������� #*��&$�+�, ������������� ������ �!������, ���������'����!, �

���,���� #*��&$�+�,�� ����- �<. ���(� $� ��&�����,�� ���������! ,�#�%��$��, �������������(

� ,��.����������� ���������, �����.���� ���+����� ,�#�%��$��, ������������ �� ��&$���,-

�$�� ������� �����!��� ���� ��+������ �����,��� ��� ��%�, ��� �� ���������- .$����� ��



�� �� ������	
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∫
�/�� + 	�� �� ������	
�� ��
�
���������� ������ ����	�� ���� �	 ����
�� ��� ����� ����

������ �����
��� �������	� �
����� �	 ���������������� �����
���� �	 �	
� ���� ��� �	���
 �� �	 ������ �� �	 ������� ��� �� ����	!��"� ��

#
	�� ���� ��#�

$� �
#
	�� ���� ��# ������	!��"� ���������� �������	% �������"� ����
��� &��������

�'((� �� �������� � ��������"� ����������� �%��	����� )���! ���� �*+'� �� ������	����� ���

����� ����	
���

,
#
	�� ���� ��# �����!��% �����
������� �	���� � �����
������ �	���� ���������� ����

���� ���
�-�!��"�� � ��������� �����
����� �	 �.����������� 
� ��������� �����
��� � �����
��������� 
� !��� ������ �����
���� 
� ����	���� �������� ��/��������� ������� ������
����������  �� ������� �����
����

#
����	��#� �	�	 ���������� ��/������ �
�	
�� ���-��

�
�
���� ��!�� �	�� �����
���� ������ � !��������-�
�
����
0�	���!������ !��� �-� �	

∫
�/�� + ��� �� �������� ������� ���� �� �	���� ��������

� ��������� �/������
�� ����������� �������� ��������� �	 ����
���∫
�

� + ��
�� =

�

1
����� + �� −

�

1
����� − ��

���� �� ����� 2���� C� �� � ������������� 
� !��� ������ �����
���� ������	!��"�� �	
�.����������� �����
��� ����	��� ����� � ��������� �����
�� ���-��
�
���� ���� �	 �.�
����������� 
� � ��������� �����
��� �	�-���	!������ 2�����"� �%��� ������� !��� �	
��������� ������	
�
!�	 ����� �� �	������� ���%  "��-�
��� �������� ��� �� ���� ���������
������ ���%  "��-�
���� ��� �	���
��

������������� �����

&����� � � � ��ff����������� ��ff������� "��-�
��� 3� ��� θ ∈ � ����!�	 ��� ����� � ∈ ��
!��� θ′/θ = �′� �	�	 !� θ ����������� ��������� � �������� ����
��� � ���������� ����
�	� �������� !��� θ ����������	�
 � ������� 
� �	� -��� θ = �.����� 3� ���� �	 ���������
!��� � θ ∈ � ����!�	 ��� ����� � ∈ �� !��� θ′/θ = �� �	�	� !� θ ����������� ��������� �

������ ���� �	� �������� !��� θ ���������������	�
 � �������
, � ������ ������������ �.����������� ���� !����.����������� ������ ��!����� ���� �

���� ���� ����	��������� � �������

����� ���������
��

&����� � � � ��ff����������� ��ff������� "��-�
��� 3�

� = ��θ�, θ�, . . . , θ�� ,

�!�� � = �, 1, . . . , ��� θ � ������������ �.����������� ���� ���� ��

� �−� = ��θ�, . . . , θ �−��

������ ��� = ��� ���� �	� �������� !��� � � � �	�� �������
���
�� 3� � = �, 1, . . . , ���
θ � ����	������� 
� ����������� ���� ����	������� 
� �.����������� � �−� ������� ���� �	�
�������� !��� � � � ����
�������
 �	�� �������
���
��

&����� ���� � ��������� �����
���� ����� �C �������� ������� 
� � �	������ ��ff����
���������� ����� ��� ����� �������	�
�
� �	�� ����������
����� ����	������� ����� �����
���	�
�
� ����� ����
�������
 �	�� ����������
���� ����		���



���� �����	
��� �������
� ��

����� ������ �� � = ������ + ������� + �����/�� 	
����� � = θ� + θ� + θ� ∈ Q��, θ�, θ�, θ�� �������
������� ���� θ� = ������� θ� = �������� θ� = �����/��� ������� θ� ������������ Q��� 	������ θ�
������������ Q��, θ�� 	�����  θ� ������������ Q��, θ�, θ�� 	������ !���� θ� = θ��� Q��, θ�, θ�� = Q�θ���
��� � �� ��� ���"#�� � = θ� + θ

�

�
+ θ� ������ ������� � θ� 	
����� ��$� �� ������������ Q��, θ��

	������ ����$ �������� � � $���� θ�
�
− θ� = %� ���� θ� = θ

�/�

�
� &�� � = θ� + θ

�

�
+ θ

�/�

�
∈ Q��, θ�, θ

�/�

�
�� '� �

$� ���� ��� ���"#�� ������� � 	��������(

� = θ�
�
+ θ�

�
+ θ� ∈ Q��, θ�� .

����� ������ ��

� =

√

������ + )� + ��
(

����� + *� + ����� + ��
)

	
����� 	�������� � = θ� ∈ Q��, θ�, θ�, θ�, θ�� �������� ���� θ� = ������ + )� + *�� θ� = ����� + *��
θ� = �����+��� θ� ��+�� � θ�

�
−θ��θ�+θ�� = % �������� ����������� �� � ������� +�  ����� ��� ���"#����

� = θ� ∈ Q��, θ�� ������� � �

���	� ������ �� � = ���
(

������/�
)

	
����� 	�������� � = θ� ∈ Q��, θ�, θ�� �������� ���� θ� = ������
 θ� = ����θ�/��� ��� θ� �������$��# Q��� 	������ θ� ��+�� ������������ Q��, θ�� 	������ �������
θ�
�
− � = %� ��� θ� �������� Q��� 	������  � ��� = ��/��

����� ����	
��� �����������

���������	�� ���
� �		���������� ���
����� ����	������� �� ���
� �		����� � �������������

�������� �����
���� ��	��� ������������� �� ��	����� ������������� �� ���� ! �� ��
 "��� �

���������� ������ ���������� �� ! ��	� �������	���� ��������

#�� "��� � ������"������ ���
� �		���������� �		��������� $��"����	����
����� �%��

����� ����	��������� ��	����������

& 	����������� �	� Q'α�, . . . , α�('�, θ�, . . . , θ�( ������"������ ���
� �		�������� �����


��� ���
����� ��� ��)� ���� α�, . . . , α� ��	����� ���
�� Q ������� �� ����	���  ���	 �	�

Q'α�, . . . , α�, . . . , α�+�('�, θ�, . . . , θ�, . . . , θ�+�(

���
� �		�������� ���
� ����� *�����	 ��	�	��������� ����� � ���������� ������ C���� ���

��������� �� 
��� � ��"������� �		������ ����	��������� ������� �� ��
 �������	��� 
��� "���

�������� ���
����������  ������ ��	����� ���
��������� ������  ������� ���
����� �����

�	�������� ���� �� α�+�, . . . , α�+� ��	����� ���
�� ���
�� �� �������� � ������� ��	���"���

������� �������� ������������� � ���������� �������� ��	����� ����+������ ���������� �����


������� � �����	���� ���) ����+��������� ���� ��������� ��	� 
�� ������ ����	���� ������

� 	�����������  ���	 
����	 "��� ����� ������� ��	�� � ����+����� �� �����	���� ������

������ � ���	���
������� �� �� ��������� �		������ �, ����"�������� ������������  ��

��	 ��	����
���� ���) ��������)��� ����	����� �� ����	������� 
��� �	� ���
� �		��������

���
�� �� ��� 
�	� & -�-.� �� -�--�  ����� 
�������� ��	� ��� ������ ��	� � �		����
/
�����

 ����������/ ��
 ������ �	� ������"������ ���
� ������������ ���
����� 
�	�� ��� � -�-0�

 ����  ���	 ���� ��	� ������ ��	� � �		����
/
�����  ����������/ ������"������ ���
� ������

������� ���
���� ������� 
�	��
 ��� &� ����� �� �� ����� ��� ��	� � ��%��%��� �, ����"�����



�� �� ������	
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�� ������	
���� ��������� ����		� �������� ��������	�� ��������	���� �� ��	��������	 
��	

	������������ ���
� �������	��	 ���
�	 ����	��� ����� ���� �� ������ ����	����� ����� ��


������������ ���� �� �������	!� �� ������������	�� � "����!	��� ����
��# �	���	$��!	�	�� ��!

��	�������� % 	�	�� �������	���	 ������	��� &��������� ���� ��� ��'����#���

(�� θ ���
 ���������� � � ��ff��������	��	 ���		 �� 	������������ � ���		 �)�����!

������ ���� ������	
���� � ���		 ����
��	 �!��� �� �*θ+!��� ��������� � ����	������

����� ����� *�	���	$��!	�	��+� �	�	� � � ���������� �	��	 �� �� = �*�, θ�, . . . , θ�+ 	�

��ff	
	���������	
�	�����	 �*�+��	�� ��	���	� � ���������� �	��	 �� �	���  	�� !�� ����

�	� θ � "�� ��	�
�� � �−� = �*�, θ�, . . . , θ �−�+  	�	��� "�� θ � = # �� �!�� # � = ���*� �+ ��

� � ∈ � �−�� "�� θ � = � �� �!�� � � = �)�*# �+ �� # � ∈ � �−�� $���


%�  = ���*  +� �!��  ∈ �� \ �� �������� ����
 ���������� ��  	�	��� !� ����� �����

 � ·
∏

�
� �

�
, �, � � ∈ Z, � � ,

���
���� ��	�� ���	��&

��  = �)�*  +� �!��  ∈ �� \ �� �������� ����
 ���������� ��  	�	��� !� ����� �����

 +
∑

� �# �, � � ∈ Q

���	�
�� ���������'� ��	�� ���	���

( ���
���������� ���	�"	 )���	��� ���� � ���
������� �� 	����	������� �����	�
	 �)
������

%� ����� ��
���	 �����	����� ���������� ����
���� � ����	����� 	�	���

����� ����� *-��������!���+� �	�	� � 	� ��ff	
	������	�� � * �������� �	���	�� �	�	� � 	�

	�	�� ��ff	
	��������	
�	�����	 ����� ��������� � * �������� �	���	�� �	���  	�� !�� ′ =

 ∈ �� $���
 ���	��	� ����� ��, . . . , �� ∈ * ���������� �� "�, "�, . . . , "� ∈ � 	�	�	�� !��

 = "′
�
+

�∑
�=�

� �

"′
�

" �

,

���� !��

 =

∫
 = "� +

�∑
�=�

� � ���*" �+ .

.�������� 
�� ���� � ������	 ������# 
��	 � ���������� ��������� ��	������������

% 	�	��	 ��
 �������	���� /�� � �������	�� ���������
�� �� �	��	� ������� ��
�����	#�
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θ � | �"θ#�

'����������
 ��� �	
∫

�"θ#/�"θ# ������� ���	��)������ � 2��������3�����$����	��

�������	����� 4	��)���� �� �

�"�# = ���θ
(

�"θ#, �"θ# − � · �"θ#′
)

��	�������� '����������
 ��� �	 ������� �������� ����� �����
 �� �"�# = �"�# ���� ��

)�����
 ���� �"�# ∈ �+�, ��  ∈ ��−�� �� ����� ���	��)���� �"�# ������)� ���	��
 �	� �����	����

�"�#$���
 �� �"�#  �������� ����������� ��� ��������
 ����� ��� ����	�� ����� ��������

(�� ���� ������� ��, . . . , �� �	 �"�# ���.� .	!� �.��� ����� ��� ������ ����� �� �� �����

��"θ# = ����
(

�"θ#, �"θ# − ���"θ#
′) ∈ ��−�"��, . . . , ��#+θ, ,
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�
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∫

��θ�
��θ�

= −
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⎞

⎟

⎟

⎟

⎟
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⎠

� +
�
∑

�=�

�� ��
(

���θ�
)

.

������� ������ �����
�

����� ������ ��
∫

�/
(

� + ������
)

	
����� 	
����
���� �/�� + θ� ∈ Q��, θ�� ���� θ = ������� �	���

���� = ��θ�θ + �, � − �θ� = −� − � ∈ Q������

�	�	��� ���	
�� �� ���  �
���
� ��!"�����#	 ��

� � �� 	
����� ����	� �� = −�� ���θ� = �
 ��θ +

�, � + θ� = � + θ, ��!
∫

�

� + ������
= −��� ��� ���θ� + �� ���

(

���θ�
)

= � − ���
(

������ + �
)

.

���	� ������ ��
∫

�/
(

� + ������
)

	
����� 	
����
���� �/�� + θ� ∈ Q��, θ�� ���� θ = ������� �	���

���� = ��θ�θ + �, � − �θ� = −� − � ∈ Q������

�	�	��� ���	
��� ����!
� ��
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���
� ��!"�����#$�� �� 	
����� 
�� ����	�

���������	
�� ���� ��
���� ����

����� �

��θ� =
�
∑

�=−ℓ

��θ
�
∈ ��−��θ�

�
���������� ��
����������� ������� �� ! "�	#����$��# ������


∫

��θ� ��
��� ����
������ ��

��θ� = ���θ�
′
+

�
∑

�=�

� �

� ��θ�′

� ��θ�
,

��� � � ∈ � �� � � ∈ ��−��θ�� �� � = %, �, . . . ,�� 
#���� �C � � #������� �&#'
��� ��
��−� = ���, θ�, . . . , θ�−��� ����	
�
��
�� ��� � ����
 � � ��� �������� �&#'
���� (�$
������ ��#��#�� ���
 � "�	#����$��# �����'
������� ����	
�
��
�� ��� �� ��
��������
������'
��� ������ )��
���
 ��* � ��θ� #��� ��−� ����� ����� )����
��� θ$
��� #��� �����
)&����� �� �����	+������ ��−�,θ-$���� �� � = �, ., . . . ,�� /#���� �� �� ����
��
�� ���
���θ� ��#��& ���� ��� ����
 ��� ��� 
�����&� ��#�� ��� ����� 
�����& ���������� �
����#��
 ��#��& ���� ��� (������� � ��θ�$��� � � = �, ., . . . ,�� ��� ����
 ��� ��� 
�$
����& �� 0�� ��
 ��� 	�� ��� � ��θ� #��� ��−� ������ #��� ����� � ��θ� = θ� ��#�� �� ��
����
��� �����	+������ ���� ����� )&������ (� ������ � ��θ� = θ� ���� � ���)����&

�� �� 1�������� � �� ��θ�′/� ��θ� = � ��

′� ��� ���#���
��
� ���θ�′$��� 2��&� ��
 ��� 	�� ���
�� ��θ�$��� #�� ����� ��
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���� �����	
��� �������
� ��

���� � �, � � ∈ ��−� �� � � ∈ �� ��	 ��
� �� ����
���� ������� �� ���� ����
�� �
 ���


����� � ��θ� �������������� ������� ����
���� ����������	 �������� �����	 ��
�

�� �θ
��′ = ��′� + ��′� ��θ

�
.

�� 
��������� ������������������ �

� � = �′� + ��′� �, �� −ℓ ≤ � ≤ �	 � � � ,

�� = �′
�
,


������ ���� ���!"�	 ���� �� = ��+
∑�

�=� � � ��
�� ��# � �� = �′
�

���� �
�� ��� 
�$

����"� �� =
∫

��� �� � �� ���
��� �� ���	 �����
∫

��θ� �� ���	 �� ������� ���	

����� �
��������"� ��$��# � � � � ���� 
�  �ff��%���
����� ��� �
�� ��"��

� � �
�������������	 �� &
������ ��������ff�	�
�������
������ �  �ff��%���
����

�′ + � � = � ����&	 ���� �� � ��� � , � '�

����� ��−� ��� �� ��−�$��� �
�� ������

������# (���� ����������� &
� ��"���	 ��
� �� ���
����� ��������!�� 
� ����� ����$

������� ������������	 ������� ��	 ��
� �� 
����� ���������	 � �
�� ����� � �


��−�$�� ��� ����	 ����� �
��# )� ��������� *��%�$ �ff��%���
������ ���%� ��−�$

��� �
�� ���	 �����
∫

��θ� �� ���	 
�������

∫

��θ� =
∑

���

� �θ
�
+ �� .

� *��%�$ �ff��%���
���� ��
�����"���� �
�� ����	 �� �� ����������#

+�������� ������ ��� ��#

����� ����	� ��
∫

����−��� �	
���� �	
����	���� θ ∈ Q��, θ�� ���� θ = ����−���� �� �� �	
���� ������

�����
∫

θ = ��θ� ���� �� ∈ C���� ��� 	���� ���
	�� ���� � ��ff���	�������	��
	�� 	�	�� �����	���

��������� ���
∫

����−��� 	�� ������

���
� ����	� ��
∫

�� �	
���� �	
����	���� ���
(

�� ������
)

= θ� ∈ Q��, θ�, θ��� ���� θ� = ������ �� θ� =

�����θ��� �� �� �	
���� ������ �����
∫

θ� = ��θ�� ���� �� ∈ C��, θ���  �	���
 �����
 ��ff���	���!�

θ� = �′
�
θ�+���θ�+"�θ�� ���		�	 " = �′

�
+�θ�+"����  �!�� θ� 
��	����	��	� C��� #���

� �� ���$

��
%�

&��������	��
�!�� " = �′
�
+ �� �� ' = ��� ���	�� 	�	�� ��������� ���

∫

�� 	�� ������

����� ����	� ��
∫

�(�� + (� − "�
(

������� + "
)(

������� − "
)

�� + "��

�	
���� �	
����	����

� �θ� =
(�� + (� − "

�� + "��
�θ� − "� ∈ Q��, θ� ,

���� θ = �������� �� �� �	
���� ������ �����
∫

� �θ� = ��θ
�
+ �� ����)� ����

�′
�
+ (��� =

(�� + (� − "

�� + "��
,



�� �� ������	
��	�
�

�′
�
= −

��� + �� − �

�� + ���
.

� ���	
�� ����� ������������ �� �� ���� �� ���	 ������� ��	�
��� �� = �/�� + ��� ����∫
� �θ� =

�

� + �
������� −

��� + ���

� + �
+ � �	��� + �� .

�����������
������ ����������� � �	
���	
	������� �� ������ � ��� ∈ Q��� ��������
	�

� ��� =
����� + � !�� − " #�� + �! $�� + �#%�� + &��&�� − �&"$&� + "�$!!

%�� + #�� − #$�� + "!�� + �&$�� − �$�� + �%
.

������ '���(�)�� �� ��
∫

� ���	�
���* �+,�

� ��� =
&#�� + �"#�� + � &�� + �& !�/#�� − �!��� − &"�"/$� + &!��/�$

��� + �/#� + �/&���� − "/$��
∈ Q��� .

������ ����������� � -�)�+���,
����)� �� ������ ���	�
�� ��)���(��)�
��

∫
��� + ��{���	��

�

− �,��� + ���� + "�	��
�

�� − �"�� + "�� + � + �� �,��� + ���}

��� + �� �,���� + �� − ��� + ���	��
�

��
�� .

���� ������	 �
 ������	

� �	.	�	� 	����� 
�)���	� �

� �/
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����)

�	������)�� �	
	)���� �
���	��	))�� � �,�0��	
���	�
� ���,�����	
��	���	� ���,
����)�	
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�
�
 ���� ����������� ������������

� �	.	�	��	� �	�����,�� 
	������)���)�	
 �) � 4
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��1 � -�)�+���,
����)+,� +�),��� �/���)� 	�.�
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���		���� ����������		���� �����	�� �
���� ����	��� �������� �����

��		���� ���� ����
�� �
�� � ������������"� #������ ��	��	�� ���	���
 ��	������ ���� �
����

����	�� �� ���� ����
� $��������
 ����� ���%����"� ��
 ������	������� ��	"��� %����� ����� �

%��������� ��������
�

������ �����	
� ���������� �� �	���������

& ��	"��� 	���� ���#�"� �����
���	�� �	  �������� ���#� ��������� � �������	���� 	��

�'�	��#���� ��	� �� �������� �	 %"����� � �	� ���� �	 	���������� �����"�� ������ ��� ���"�

%������ �	 ������ (�������
� �� �
�� � )� %���������
 ��
 ������	������� �	 ���!�
	�����"�

 ������������� �
��  ��
� ������� � *� %��������� �
�	����  ���������� &� +���	! ������

���
� ���� ��� � %�������� ��������� �	 � 	�#�	���	 %����������� ������������� �	�� �����

��� ������ �� ��	"��� %������������ & �
����'��	���!� ����� � %��������� ������
�� �����
��

�#���

���� �����	
� ��	� ���� ��"��"�� ��	���

• G = �� , ◦� 
������ �� � ��� ���� ������ ◦ 	���������� �������� � ��� �� ����������	 �

	����	���� � !���	"

� ������#" �∀ ∈ � � �∀$ ∈ � � , ◦ $ ∈ � -%

� �����
!��!�!���" �∀ ∈ � � �∀$ ∈ � � �∀� ∈ � � ,� ◦ $� ◦ � =  ◦ �$ ◦ ��-%

� �����#�� ����" �∃� ∈ � � �∀ ∈ � � ,� ◦  =  ◦ � =  -%

� !����� ����" �∀ ∈ � � �∃ −� ∈ � � , ◦  −� =  −� ◦  = �-�

�� � ������ � G 
������ ������� �������� ��  −� ������  ���������� �������	� G

��
������ �� G�&�� �� �����
!��!�!��� �� � ������# �������� � ◦ ���������� �		�� !� ��

G���	 �!�
� �����#�� ����� ��#$ ��� �!�'�� ������	 ��� !������� �#$ G = �� , ◦�

(��
������ ��#$ 
������ ����������� ��  ◦ $ = $ ◦  �!�'��  , $ ∈ � ������ ���������

�#$ G ��#�� 
������ �����!��	 � ����� � G ������ �� ��� |G| �����!�

• H = �), ◦��� � G = �� , ◦� 
������ ����
����������� �������	 *H ≤ G �����!+ �� ) ⊆ �

�� H 	!���#,�! � 
������� !���	���

• �#$ R = �� ,+, ·� ������ �	����� �� �� ,+� �&���
������ �� , ·� (��
������ �� � '!����!&��

�!�!���! ���&��$ �����$&�� ���"

�∀ ∈ � � �∀$ ∈ � � �∀� ∈ � � ,� · �$ + �� = � · $� + � · ��� ∧ �� + $� · � = � · �� + �$ · ���-.

�#$ R = �� ,+, ·� #$����� ���������� �� �� �� , ·� (��
������ 	�������,�� �� �� ,+� 
���

���� �����#�� ������ *�� �����!	+ �� R #$����� ��������� *���!'�� ������+ �� �� , ·�

(��
������ �����#�� ������ �� R #$����� ��	���������� *���!'�� ��	+ �������	�

• -�#$�� R = �� ,+, ·� �#$��#������ #$������ R �#$  ������ �������� �		�� �������	

�������������� *��#$ R ��	�������+ �� �� �� ���� �� �� , ·� (��
������&�� !��������

����� R �������$  ����� �������� �� ��� ����� �� �#$ R�&��! ��� ����� $ �������

 · $ = $ ·  = .�



��� �� ������	�
��

• ���� 	� ����������� 	���	��� 	������� ������ ������ � ����
��� ���������� ��

�����
� ����

���� ������ �������� �	
��
�� ���� ������ � < � ∈ N� � Z� = {	, �, . . . , � − �} 
���� �� �����

����� ����� � ��������� ������������� ����� �������� ����� ������� ��� � 	� Z� � ����� �

���� ������������ �� ���������� �������� ����������� �� �� � !���� � "� "#�� $��������%� ����� ��

�������� 
� � ������� ����� Z� � ����� � ��������� ����������� �� ��������� �����

������ ����!�,�% �� � �� � ����� ���������� ����� ����&'�� ������ � < � ∈ N ������ Z∗
�
=

{�
∣

∣

∣ � ≤ � ≤ � �� ����!�, �% = �}� � ����� ����� � ���� ����������� Z∗
�

����� ������� �� � �������

������

�� � �����������	
������� ������������ �����
�� ���� ��������G = �! , ◦� ����������

� ◦ � �������� ����� ��� ��
������ �������� � ��� �������! " #!#! ��������� Z∗
�
�������

	����� �������� $%����� � #!#! ��	�$�������� ���� �� &'" ��������������� �����$�� ��! (����

� ���������� � ����$�� �� �����	
��� ϕ 
����� ��$� ���� ������ ϕ��� = |Z∗
�
|! ϕ ��%���

����$����%��� � ��)�*�� ��������������+

• ϕ�� · �� = ϕ��� · ϕ��� ������ �, � ∈ N ������� �� ������, �� = , ��

• ϕ��� = � − , ������ � ��*���%���!

(������ � ����$����%������ � ������*�%�%� �� -���� �� ����$�� ��%�� � #!,.#! ������������!

/����� � #!#!,! ������� �����%�$�� �� ��%��� %��*�%��� ����� ������� � ����$����%���� �

���������
� ����������!

���� �������� "� � = � · #� � �� � �� # ���������� ������
���� ����� ϕ��� = �� − ,��# − ,��

" 0�������.����� ������� ��� ������ �����������*� G ������� ������ � ������� �� �� 

�������� ������ 	���%�� �� �|G| =  �����	
����� ���� |G| � ������� ����$�� $�����! "� ��%����

1���������� (����.����� ����� �����%��� ����� �� Z∗� ����������! "� (����.����� �����%��� �����

������ �� � ��*���%�� �� �.��� ��� ���� $��
2
��� /�����.���������2 ���� ������!

���� �	�
� �(�����! $���� � ∈ Z∗� ���� �ϕ��� ≡ , ��� ��

���� ��
��
��	�� ���� /�����.������! "� � ������
� �� � ∈ Z∗�� ����� �
�−� ≡ , ��� ��

" 3!3! ��	�$������� ��%)�����)���� �������%�� �������� ��������������! (� � ����.

����� ����� � #!4!5! ������� ���%���� ��� .�������� ����������%� 	����� �������� $%������

�������� ��������������� �������%� �����%��� ��������� �� 	��	����� ! 6
������� 	�������

��� � ��������������������

���� �
������ �������%�� ��������!

• %	� ���������� �������  ����� ��&���� ������� ����	
��� %	� � ≥ , ��������

��
� ���� �	�� 7�8 = {,, 5, . . . , �}� '� 7�8 ����� �����
(������  �����
� S� &�����

'�	��������� (������ � π ∈ S� �����
(��� � ����� 7�8 × 7�8)��� ��, π���� ������

�
���� 
��� ����
��� ������
�&���

• "� S�)� �����
(��� �������(��&����� ����
���� 	� �������� ����� S� (������

���� "� π �� τ S�)��� �����
(���� ����� πτ ������������� �� �� S�)��� �����
)

(��� ����� *	� �������  �	� ������� π)�� ����
� τ)� ����������� 7�8 ����� � 
�



���� �����	 ���

�πτ��
� = τ�π�
�� �
��� 
 ∈ ��� ������� �� S� ��������
�������� �������� ����� ��

��������� 	�
������� ������� � 	����	����	����� ���
����	� ���
� = 
 �
��� 
 ∈ ���

������� S����	 ��� � ����������� ��! ����� ������ �� �� ������ �����������! ��  ����
�

• S����	 �������� T ����"������ ������ � T ����� ����
��� 〈T〉 	�
��������	�
��� S�

�������	�## ����� ����������� �	��� ���
�� �	! ����� T�� ������������ �� S� ��������

G ����������� �� �� ��� �������� "�������� ����������� �	! ������� G ����
���

����

���
���� 
� ������$	� G�#�� �������� 
 ∈ ��� ���� 	������� G�
� = {π�
� | π ∈ G}

���
�� ��

• ��� �������� % ����"������ ������S�
�

��S����	 �� � ����������� �! �����
	 % �
���

������ �������� 	����
� &� 
 ≤ � �� S� ����������� � G! �		�� �
� G����� �	������

������ �����������
�� �� ���##
 ���� ���
�� �	�

G���
= {π ∈ G | π�  � =  �
���  ∈ �
� ������} .

� G���
= �� �� G���

= G �����'$�����	 '��������	�

• (������	 G �� H ��������
���������	! �� H ≤ G� τ ∈ G ������ Hτ = {πτ | π ∈ H}

H ���� ������ �������������� G����� H 	��  �## ����
 �����	�������� G�#�� ������!

���� 
�� ��	�� )�
��� � G ��������
���������� H G�#��
  �## ����
 �����	��������


�����������	�

G = Hτ� ∪ Hτ� ∪ · · · ∪ Hτ�. �����

H �
����
	 G�#��
  �## ����
 �����	����������	 � ���������� |H|� � {τ�, τ�, . . . , τ�}

*���+ "������ H G����� ���� ������ 
�	
��������
������
���� ������$	�

	 
�������� ���������� ������� ��������� ����� ����� ����������� ����������� ���!

���� 
�����"�#"��
������� ���������� 	� � �������� ����$�� ������ �������� %�����!

���� �� $�� �������� %��� G 
�����"�#"��
������ �����������
 ����

�� = G��� ≤ G��−�� ≤ · · · ≤ G��� ≤ G���
= G .

&����� 
!�� ' ≤ 
 ≤ � ����� ������ T� � G���!��� G��−��!��� ��(�� (��� ������ ��
�����!

������������� )���� �� ����(�� %��� T =
⋃

�−�
�=� T� �
��� ����
���
� G����� �� G = 〈T〉�

)���� ������ π ∈ G ��������*��� ���������%�# π = τ�τ� · · · τ� ������� �%�� τ� ∈ T�� 	


�����"�#"��
������ �������# ������ ���������������� ���������� %�������� ����!

��� ���*��� � +�+� ����(�������

���� ����	� &� � G ≤ S� ��������
�������� � �������������������� ����! �		�� '������ �

	����	�����

�� ,
��� 
 ∈ ��� ������ 
 G�
� ����� � G�#�� ���
���
��
� 
�� ����� 	
����-�"����

.� �� �� = G��� ≤ G��−�� ≤ · · · ≤ G��� ≤ G���
= G ���#
�
��������� 	
����-�"��� ��#��

���
���
�� �����! ��
 ���  �����
! "��� ���"��������	 �
��� 
! ' ≤ 
 ≤ � ������ G���

��� ��  �## ����
 ��������������������� T��� G
��−���#�� �� ����� G ��� ����� ����������

����������



��� �� ������	�
��

������ � ����	
����� �
�	���� � ���� ����������� ��������� �� � ���
���������������	

������	������ 
��� � �����	
 	���!�	 ���� ����� � � 	��� �	��"�� ���"�� 
����	�������� #	�!�$

������ ������ ����
����
���������"��  � ���
����
���������"�� ������	"��� #%%�� ����$

� ���� 	��� � %�� �����	
 	��� ����	�
���

���� �����	
� &������ ���
����
���  � ����
����
���'� 	� � 	�
� �	� ��	�� �&�'

��������������� �� �	� ��	�� &�' ����������� 
��� ������� ��� � ���! �������� ������"
!�� #����!#���! �	��
����� $�������%!� ��	� ��������! �
��&�����" �� �&��!���!� ����
�� ����'������� !��
����	 ��
��(������ 	�
��!�� ����	
�&�!� ��� ��� '������� ��	� �� ���!��!
����� ��
��(�
�&! �� ���)������� ������
��!!��� ��	���'&! ���  �!��� ��� 	�
�� � �� *� �����
���	
 �����
���
� � ∪ *"�� ������! �&�' �� �&*' ������������� 
����������� )���'&�!��

����� �!� � �&�' ∪ �&*' �������������� �� �� &�' ∪ &*' ����������� )����
�'&!�

+�	��� � �� * !�� 	�
� &	�������� ��������� � �� * 	���

� ����������� � ��������"
���
��� * �����������
�� !���� � ������� ��'�!���� ,�����)'&�! ��	 ������ ��	� �&�' =

{(, ), . . . , �} = �&*'� !!�� ���
� � �� * �������� �!!�� ������� -�#��)�� � � *.� �� ���
����� π ∈ S� ����&�
���� ��	� ���)�� �, ' ∈ �&�' ������� ����
�� � !#���!�� �/

{�, '} ∈ &�' ⇐⇒ {π&�', π& ''} ∈ &*' . &��*'

� �� ��
���������� � �����������
��! #���	
�� ���� ������� ��'�!���'�� 0��)�� 	�
�
������ ����
�� �� �� �����
��� �&��������&�� 1��#�'%! +��&�,*'"��� � � �� * !#�#��� #�����
���������&� ������
�� ���&�'"��� ��)�	 � #����� �&��������&�
��! ������
�� 2 �����

����������� ��������
 -�#��)�� GI. �� � ������
��������� ��������
 -�#��)�� GA. �
!#���!�� � ��)�� )����
�'&!/

GI = {&�,*' |� �� * ������� 	�
��!} ,

GA = {� |� ��������� ��� �����
��� �&��������&��} .

2�	������!&� ����!�� � 	�
��!�� ��	� �����" �� ��"����
'&!!��� ��	� ������
���3&!!�� �����"
����
�'&!� �������� �� &�, '' ������ ( 
��� �� {�, '} �	� �� � 	�
����� !%�#���� ��)�	 -� ��"
������ 	�
���! ����� �� �� �
��(�
�
��� ���	��) � � Σ = {-, (} 
������� ���� !�)��
�� *�
	�
��
��!�� !(�
�&�! ������������� �!!�� ����� ��'�!�(� �
���(�
�� &·, ·' �%		����� ��!����"
�&�!� ����� Σ∗ × Σ∗"��� Σ∗"�� !����� ��������
��� �) ���� !���
�(������ �� ��� ��������
���
�) ���� !���
�(����� ��������

���� ������ ������� �	�
���	
�� � ����
���	
���� � ���� ����� ������� � � � ������ �	�
���

���� ��� π � ���� → ���� �	�
���	
� �
!����� ���"���!� 
!��!�!�#�!� �$%�� 
!� � &'&��

	�
	�$����� 
!��$���� (��$��� � �)*!��!	#� 
�$��� π = �� � � � �

� � � � �
�, ���!�*! &������ 
�$�� +�*�

π = �, ���- " ��� � � � �)	)�� *�� 
�� ����
 ��*���� �	�
���	
� � +�� |.���,��| = " ���$ �

��,�"� ������������� � � � �	����� �!
 �	�
����� ���!�� �	 �	����� ������� �� � ��������� ����

	���� ��		/� �*���� 
��$!� &'& !!��� � &'&�� ���!	�!$#� ��!� 	�
���� � ���!	 ���!�*! ����	

�����	� ���	�� �/�)��)	�� �	 ���!	 �����	����� � � � !!��� !	 � ���	�� �-, �, �, ", "� 
��)	�!� �

!!��� ��, �, �, �, "�� � !�� �!
 ���*���� ϕ � ���� → ���� ����
���	
�� (��$��� ϕ = �� � � � �

� � � � �
�, ���

�!�*! ϕ = �, -��� "���� !�+����*!� �$���� 
!� !�� 
��� (!$�� τ = �� � � � �

� � � � �
� ���!�*! τ = �,��-��� "����

!�+����*!�� ���!� *�� 
�� ��� ��*���� ����
���	
�� � +�� |������| = " ���$ � ��,�"� ���������

�����

�	 .���,�� ������ ������ � ������ (!�
���&��&�(����� S� ��	&�(���%��� ��������!� �	

��������� ≤ ��������� ≤ · · · ≤ ��������� ≤ ��������� ������	�������& �	 ��������� = ��������� =



���� �����	 ���
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�

�

�

�
� �

���� ����� � ����� ����	 � 
� � ��������� �� � ��� ������ ������

��������� = ��� ��������� = ��������� = 〈{��, τ}〉 	
 ��������� = ������ �	
�
���������� ���� �

�����������

����������� ���������� �� � 	
 � 
�
�� ��� ��� {�, �}� � ! 	
 " 
�
�� ��� ���

{!, "}� 	
 �� # ��� ��� {#}�

�� ����
,�� �� �	
�
� ���	
���������
�� ����� ���
���� ���� ������� ��
 �� �
��������� �� 	������ 
 �� � ��������� ���� |����
,��| = |�	
�
�| �� �
����� �!!�"�
���� �	
�
� = ����
,
�� #�����
 �� 
 � �� ���� ����
,�� $��� 	�������� �	
�
�%
!�� ������ !����  �� �� �� 
� ��"�� �	
���&��	�� '!!(�" �� �
����� � )�*� "���� �)�+�
�"",
���� ���� ���(�!! � -�-� �"������
!�� ��$����$�� "���� � �)�.� �����"���� 
���$� ��"�
����
 �� � ������$��(���/ �""�����(� ���
!��
 �""�
 � � ��"��

 �
 �""�
 � � ����"����%

� ������
 
����
�$�� �"��� � )�0%+� �����"�
!���� 
 ∪ � ��� �	
���&��	��� ���"� 


�� � ��1����
 ��"����"�� ��� ����
,��%!�"� �� ��� �����,
�%!�"� �����&��	�!�" 
� (����
������ 2�� |�	
�
 ∪ ��| = |�	
�
�| · |�	
���| + |����
,��|�� ���!(�" �)�+� ��"������"��� �"
�� �
����� �)�.��

���� ������ ������ 	�� 
 �� � ��� ������ ��������	 � 	����	����	�

|����
,��| =

{

|�	
�
�| = |�	
���|, �� 
 � �

3, �� 
 � � �
�)�+�

|�	
�
 ∪ ��| =

{

4 · |�	
�
�| · |�	
���|, �� 
 � �

|�	
�
�| · |�	
���|, �� 
 � � .
�)�.�

�� 
 �� � ������ ������ �� τ ∈ ����
,��� ���� ����
,�� = �	
�
�τ� '� ��
 ��%
"��
�� ���� ����
,�� �	
�
�%��� ��!! �"��"� ��""�����
�"�� S�%!��� #� �" ��
 ��!! �"��"�
��""�����
�"� �������  ��� �����	��
�S� �)�)� �����
 �	
�
� ��!! �"��"� ��""�����
�"����
!��"��5

S� = �	
�
�τ� ∪ �	
�
�τ� ∪ · · · ∪ �	
�
�τ� , �)�6�



��� �� ������	�
��

���� |����	τ�| = |����	| 
���� �� � ≤ � ≤ � ������� ���� ������� �� S� ���
����������

���� {τ�, τ�, . . . , τ�} ���
�� ����	���� S������ ���� ����� ��������������������� ��������

�� π�	 ��� � � �   ��!�� ���"��� �
��#�� ����� ������� �� � π ∈ S� ���
������� 
��$������ �����
������ ����� {τ��	 | � ≤ � ≤ �} = {� | � � }� %�&�� S����� ��������

�' = ��� − �	 · · · ( · � ���
������ &��� �)�*	��+�� �"&�������,

|{� | � � }| = � =
|S�|

|����	|
=

�'

|����	|
.

����� �������� �� ������ �"&�����
��#��

����� ����	��
���� �� �  	�
���� � ������ ���� ����� �������� �'/|����	| ���� ����
���� 	�
� ����

� )�-� ���� )�.� ������� ��&+�   ��ff�� / # �������� .'/- = )0  ��! ���
��!� � �"&�����+�

��

��� ���+���� � -�-� ��!��������� ���� ��1��� 1���

����� ������ ��	�����  �� � � ������ 	�
���� �����
� !� �� ��
""� #������$

%�,�	 = {�&, ϕ	 | & �  �� ϕ ∈ ����&	} ∪ {�&, ϕ	 | & � � �� ϕ ∈ ����&	}.

'���� ����
�� � �(������)�$

|%�,�	| =

{

�', #�  � �
(�', #�  � ��

��
���	��� �� & ��  ���
��!��� ����� |����&	| = |����	|� � )��0� �"&�����
��#�+��

����� �� #

|{�&, ϕ	 | & �  �� ϕ ∈ ����&	}| =
�'

|����&	|
· |����&	| = �',

�� ��������� 
� 
�������� �� ��� �� # |{�&, ϕ	 | & � � �� ϕ ∈ ����&	}| = �'� ��  �� �
���
��!��� �����

{�&, ϕ	 | & �  �� ϕ ∈ ����&	} = {�&, ϕ	 | & � � �� ϕ ∈ ����&	} .

���+�� �"&�������� �� # |%�,�	| = �'� �� ���  �� � ��
 ���
��!��� �����

{�&, ϕ	 | & �  �� ϕ ∈ ����&	} �� {�&, ϕ	 | & � � �� ϕ ∈ ����&	} �������� ���
����� �����

���� |%�,�	| = (�'�

�����������
������ � )�2� ����� ��������� ��� ��!� ��� ������������ ��"&� ��� ����� �� ����� 3����� �� #

������+� � #������� �� � �#/�� ��"&� ��� � ������� &��������� �� �� � #�� ��������� ���������

�+�&��� � 
���� ��� 4� ��5������������+�&�� ���� ��!�/���&�� %����� ��"&� �� !����1� &������

*��!���
�� � &�����!����� ���� 
� �����/������ �� # �� � #�� ���������+� 
�������� � #

� ��� � 
������� � # ��
�� ���/��� ����� 4�� ������ �����
�  #������� � ���
���� ������


����6



���� �������	
	 ��ff�	 � �	����� ��	
��� ���

�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	 
 � � � � 	 �  � �  � � � � 	
�� � � � 
 � � � � � � � � � 
 � � � � � � � � � 	 � � � � 
 � � � � � �

���� ����� ���������� � ����� � !"#��#� �$� %#&�#�� "'��( ��� � )*+,+* ����(%���-��*

������ �������� ��	
 ��	 Z � �������� ������������ �� ���������� ��������������� 	������

����� Z ����� ��� ���������� �� �N,+�
 �N, ·� �� �N,+, ·� ��	����� ������ ��� ����������	�!

�����

������ "����#���� �� �� $����!%��� ϕ!%&		'�� ������ ����������	���(

�� ϕ�� · �� = ϕ��� · ϕ��� ������ �, � ∈ N ������
 �� ������, �� = )�

�� ϕ��� = � − ) ������ � *�#����� �������

$������ � ����������	����� � ��	#���	�'�� �����#���� �� � +�+ ���#�����

������ ,������ �� �
 � �� � 	��%�� � +�-� ������

�� .��������� ��	 � � �� � ������� ������ ������/������

�� .��������� ��	 �
 � �� � ������ �������/�������

�� , � �� � ������� ����� ������/���� ������ ���� 0����,�� ,�����!��� ���� ������

������������� S�!���
 '�	�� ����� τ ∈ 0����,�� ������ ���� 0����,�� = ,�����τ�

.��������� ��	 ,�����
 ,����� �� ,����� ���� ������ ��*������������������� S�!����

�� .��������� ��	 � ������ 1� 1����� *������ ,�����!��� �� � ������ 1� 1�����

*������ ,�����!����

	� .��������� ��	 �� ,����� ≤ S� �� ,����� ≤ S� ����1��*����� ���������������1���

�� .�� - 1� 1� 	��% ������% �!%���

������ ������� � 	��% ���*�������� 	��%��� � ��'���������**�� ��/�������( � 1� 1����!

���� ���� = ����
 �� ��������� *���	 ���� = {{�, �} | �, � ∈ ���� �� {�, �} � ����}� �����!

��� ��	
 ��	(

�� ,����� = ,������

�� 0����,�� = 0����,���

�� � �����%&		��
 �� � ��� �����%&		���

���� �������	
	 ���	 �� �	����� ��	
���

$���� �� ��%���������
 '������� � ��'����������� �� ��&���	&�� ���� � +�)�+� *������ ������

������������ ���*%�	�������� $���������� � +�+� *�������� Z∗
�
�����*�����#' 1��*����� �� ��

$����!%��� ϕ %&		'���� 	��������2 � �������������	������ ������������� � %������ '�	��

%�	��� ��	'���	#���� � +!)� %����������

, +�3� ���� � ���1�1������ '�������� 4�ff��5.������!*��������� �������� $� � *��������

�� 
 ���* 
 � ������� ��������� �6*����1����� %&		'���� ���*����
 ���� � *�#����� ��


 *�����#' 	�� ������ �� 
 ∈ Z∗� �������� �	
� ����� �
 �� 
� � ) ��� � ������ �


) ≤ � < ϕ��� ������� $	 
 ������ � *�����#' 	�� �������#��� �� �	��� Z∗� 1��*�����
 ���

��� �������
 ��	 Z∗� = {

� | 7 ≤ � < ϕ���}� $���������&�� ����
 ��	 �� � *�#�����
 ����� �

Z
∗
� �����*�����#' 1��*��� ������ ϕ��� = � − )� Z∗�!��� *������� ϕ�� − )� *�����#' 	��� '��

����� � +�8!)� 	��������� ����

���� ������ ������ Z∗
�
= {�, �, �, 	}
�� ����� Z∗

�
= {�, �}� ��� ϕ�	� = �� ����� � ������ �  !������

��"�"� #���� �� ������ �  !������ ��"�"� � � �# � �� ��� ��$� � ��$� � ��%������&� �� ���#� Z∗
�

���



��� �� ������	�
��

����� ���� ���� �	


� ���� �� �	
 �������	���� ��� ���� � ������
��� �� ��� � 	���	 � ������� ����
���
� �� � �������	���

� ���������������� ������� ��� ����� ����
�	� � ���	�� �� ��������� � ��������
��	� α = �� 	� �

���������������� ������� ��� ����� ����
�	� � ���	�� �� ��������� � ��������

��	� β = �� 	� �
� α⇒

⇐ β

� ��������� �� = β
� 	� � ������� ��������� �� = α

� 	� � �������

�	
	 ���	 !�ff�� �� "����� �������� ���#�#������ �	����	�$ ��	�	�	��%

�����
�� = �� �� = �� �� = 	� �� ≡ 
 ���  �


� = �� 
� = 
� 
� ≡ 	 ��� � 
� ≡ � ���  .

��� ������  ��	��
� �
� ����  �������� ������ 
 � 
 ��������� ����� ����
�

�� ����� ��	����������� �������  �� �
�
����  ��	��
 ����
� 
��� �
� ���� 

�������� �����  
  �
�� {!, ", #}$��� ������ �
�� �����  = ��� �������  = "�� 
�
�%� 
 �

� �	�
��
� ������	��

����� ����	
�� &�������� ��
������'� ��	�� � ������
� �� � �	� ������ � �������� 	����

�� � ������ � ���	�	
� exp�,� ���	���
 ����������
 ���������� ����� Z�−������ Z∗����

����� exp�,�&�' = �� �� ����� ����
�!��� �� ����� "#		����� �
����� �������	
���

�����#� �� ��	������ � �� � ����� �� exp�,�&�' ������� ���� ������� $�
�� %�	� � =

��� exp�,�&�' �� ��

� (�)� 	��
 �������
 ��������� ���� �� = β
�
= ��� = ��� = α� = �� ��
�� &����

� 
��������	�
�' ���� �
�*�	�
� ���
�
�� 
 ���+�� ��	���
 ��� ���� ,�� -�� 
 ���+��

������� ����	��� 
��	�� ����� 
� exp�,� ����	��� �.����+�	��� /0������ 
 1odul2aris$

hatv2anyo2o 
���������
�  
�����
� ��� 
�	�� 
�*� -���� ������� -��� 
��
 ��	����*

����������  �� 
 ���+���
� ��� 
�	���
� �� ��������� 0������� ���� 
 �������� ��
���$

��� ���� �� �� ������	�
� ��	���� �� exp�,� ����	��� �.����+�	��� /0������ ��� ���

�� ������� �������� ��������� ��
� /0������� 
������ �	� ������� ����	��� 
�*� �� +�
�

�� ���� ������	� 
�*� 3
��� �	�� ��� �������  �� �
�$� ���	��
�	� �����	��% /0�������

3 
�� ��� ���	�� �	�4 �*��� �� ��� �������  �� �
�$� ������ 
 �������	5	�
� 
� �����	��%

/0�������� ���+��������� �	���
�
�� ���� �� ������������� ������	�
 
�� 
 /���������


�
������  �� �����	��% /0�������� �
�*�
� �
��
��

1odul2aris$hatv2anyo2o&�, &,�'

! ⊲ � 
 ������� & < � 
� 
�
� �� � 
 ������

" 	������� ��� 
 ������� ������ ��	������������4 � =
∑�

�=� ��"
�� 
 � �� ∈ {6, !}.

( ��	����� �� ����	� ��	� 
 &�
�

���������� 
 � 6 ≤ � ≤ �� /�� 
���	��
�  �� &�
�+�

=

(

&�
�
)�

.

# ��	����� �� ���� � 
��������	�
� &�
=
∏�

� = �

��=�

&�
�

��������

7 ⊲  
 ������	����� 
 ����
��
 &�
�

$�� �� ����	������� &�
�+�

$�� 
��� &�
�

$� ������� ���0�

8 ���� &�

� &�
=
∏�

� = �

��=�

&�
�

����	���	�
  ������ ���� 
 ���� � 
��������	�
� /���	�� 
 �����$



���� �������	
	 ��ff�	 � �	����� ��	
��� ���

������

�� = �
∑

�

�=�
���

�

=

�
∏

�=�

(

��
�
)��

=

�
∏

� = �

��=�

��
�

.

��	
� ���� ��	������ ����������� �� exp�,���� = 
� ��� � �����������	���� ��
��� � ��������� ������ ������ �	�
� ��� ���
���
� ���� �����	���� �� � ������� ���������
	
�	�	
�! " �odul#aris$hatv#anyo#o ����
�������� ����%�� "������ ��� � − & ���
���� ����
�	������ ���� � ���� �'����
�	� ���� (��)�� ��������%% * ��� � ���
���
� ��� �����	��!
" �odul#aris$hatv#anyo#o ����
����� ��� �+)����(����� �	��������� ���
����� � ������
��
�����������!

���� ������ ��odul�aris�hatv�anyo�o � ��ff��	
������������������� ���� �� ��� � � = � ����������

�� �� � = ����� ��� �� !�� � �������" #$%�%� "������&�� ���� �� � = '( ������ ������ "������&�� ��"��

���� ����� �� α ������ ����&� �)� ��� �� ������� �������� �� α = ��� = '*+',-'.� ≡ � �� �

������� � ����"/� ������ ������ 0����"� '( = '+'. = *�+*�� ���� ��������� ������&� �� �� �������1

��
�

= �2 ��
�

= �� ≡ , �� �2 ��
�

≡ ,� ≡ ' �� �2 ��
�

≡ '� ≡ ' �� �2 ��
�

≡ '� ≡ ' �� �.

3��/�� ��������&� � ��� ≡ ��
�

· ��
�

≡ � · ' ≡ � �� � �������� 4�#$��&)� ��#� 5�#$ ���� �5��$����
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 �����$��  �+ � �!� � �� �� ��0� �  ���� �� = ���� · · · �ℓ# ���� �� ∈ Z��� '� 78' � ���
�� ℓ �����1���1 ��������� "$� ���� $ ��
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:
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�"����+ ���-�# �"������%� � �0� �� �!��6 �,���� �( ���# "��� �����������$��������# � <odul=aris�
hatv=anyo=o �����"�%� � �������� �� '����# ���� � ����� $ � �� $ � $����$ $�����# ���$�����
"$( $ �������$�� �(%�� � = ��� � (%���$" � ��
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4. Bonyolultságelmélet

A 3. fejezetben kriptográ�a módszerek és protokollok szempontjából fontos algoritmusok-
kal ismerkedtünk meg, mint amilyen a square-and-multiply algoritmus. Az algoritmusok
fejleszt�oi akkor boldogok, ha sikerül egy probléma hatékony megoldását el�oállítaniuk. En-
nek során viszont sok fontos probléma sajnos megmakacsolja magát, és konok módon el-
lenáll minden kísérletnek, melynek célja hatékony megoldó algoritmus kifejlesztése lenne.
Ilyen problémák például a Boole-kifejezések kielégíthet�oség problémája, a párosítás és a
grá�zomor�zmus problémái, melyeket a fejezetben részletesen tárgyalunk.

A bonyolultságelmélet egyik legfontosabb feladata ilyen és hasonló problémák kiszá-
míthatósági bonyolultság szerinti osztályozása. Miközben az algoritmusfejleszt�o akkor elé-
gedett, ha egy, a problémáját megoldó konkrét algoritmus fejlesztése során � konkrét futási
id�o mellett � meg tud �orizni egy, a lehet�oségekhez mérten legjobb fels�o bonyolultsági kor-
látot, a bonyolultságelméleti szakember egy lehet�o legjobb alsó korlát meghatározásán fá-
radozik. Az algoritmusok elmélete és a bonyolultságelmélet ilyen szempontból kiegészítik
egymást. Ha a fels�o és alsó korlát egybeesik, akkor a problémát osztályoztuk.

Annak bizonyítéka, hogy egy probléma nem oldható meg hatékonyan, gyakran

�negatív� hatású és egyáltalán nem kívánatos. Van azonban a bizonyításnak egy pozitív
aspektusa is: a kriptográ�a tárgykörében (lásd a 3. fejezetet) épp a rossz hatékonyság hi-
ányában vagyunk érdekeltek. Annak bizonyítása, hogy egyes problémák csak rossz haté-
konysággal oldhatók meg, mint például a faktorizálás probléma vagy a diszkrét logaritmus,
titkosított üzenetek átvitelekor a biztonság növekedését jelentik.

A 4.1. alfejezetben lefektetjük a bonyolultságelmélet alapjait, különös tekintettel a P
és NP bonyolultsági osztályok de�nícióira. Nagyon fontos kérdés, hogy ez a két osztály
különböz�o-e vagy sem. Ez évtizedek óta a bonyolultságelmélet és az egész elméleti infor-
matika központi kérdése. A mai napig sem a P , NP sejtést, sem pedig P és NP egyenl�osé-
gét nem sikerült bizonyítani. A 4.2. alfejezet rövid bevezet�ot ad az NP-teljesség elméletébe,
amely ezzel a kérdéskörrel különösen intenzíven foglalkozik.

A leghíresebb NP-teljes problémák egyike a SAT, az ítéletlogika kielégíthet�oség prob-
lémája: kielégíthet�o-e egy adott Boole-formula igazságértékeket behelyettesítve változóiba,
vagyis igazzá teheti-e valamely behelyettesítés? A SAT probléma NP-teljessége miatt na-
gyon valószín�utlen, hogy SAT hatékony (és determinisztikus) megoldó algoritmussal rendel-
kezzen. A 4.3. alfejezetben bemutatunk SAT-hoz egy determinisztikus és egy valószín�uségi
algoritmust, melyek mindketten exponenciális id�oben m�uködnek. Futási idejük a gyakor-
latban fontos bemenetméretek mellett elviselhet�o szinten tartható még úgy is, hogy ezek az
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���� ������ � �����������
 ���� � ��	�����
�� ��	��	�� ���������� ��� ��� �� ������

�����
 ���� � ��

� ��	�����
�� ��	��	�� ���������� ��� ���

"������������ ��� 
	�� ���
�� �� ��� ��� 
	�� ��
� ������	�� #!#!$�� �� ���$
������ ���� ��������%��! &�� ���

��

�������� 
	��	� ��	������ ���
��� ���� �	�������
����� ��� N �������� �	���	� ���������' ��	������� 
�  �	���	� �	����� ����� 	���
���� ���� � ����� ����� ����������� ����	 ������ �	� �	������ ����%�� 
������!
&���� ��� ����� ��	������ ��������� ��� ����	��� ������� ���  ��������� ��	���$
������ ������� �� ���	������ �����������! (������� ����	�� ��� )�.�����·� ���	���������
�
�	�	���� ����������� ���	�
�� �����  ���	����� �	��	� ��	����������� �������!
"������������� � �����	� �� ����������� � ���	��������� ������
���  *.****+ · � ��$
����	 �������� �� ���	���� ��� ���	� ��� � ������� ���
����! &�  ��� ������	����� ���� 
�� ����� ���
�������� ������ �	� ��� �	�
�� ���	! � ����������� ,$���� ��	������ ������$
����	 �������� ���	�
�� 	��� ��	��������� ����� ������ �
��� ���	�� �	�' �	���	��
����  -��. ���  -��.! /����
$� ���
$ ��� ����� ����� �	�' �	���	�	� ��� ���	�
������ ������ ���!

� , 	������  #!#! 
	�� ������� �	��	��  ����	��� ���	�
�� ��	������� ��$
�����! �� /, 	������ �	� 	���� ���	����� �	��	� ��	������ ������� �������� 
�� ���� ��� ������ ����	�� ���	�
 ��	�������� ���� ���
���  ������������	��� �� 
���0�	�	�0���� ��	������! &�����  #! ���������� ����������� ����������! � ���
��� �	��
 , �� /, 	������	� �	�	��$�� ������� ���� ���	�
���! &�  ����� ,1/, ��	�����
��� ���������%�� � �������� ���	����� ����	��	��� ���� ����	�� ���
������! � ���
��
�%������� ��� �������� �������  �����	���0 ���%������ �����  ������� � �������	�
����	������ ���
���� �	�  ���������� ������� �	�� ���	��	� ��	������ ������� ���	�
$
�� �! 2
� ���	���  ���	�������� ��	���� ��  
������� �	������� ��	������� ��������
 3! ���������� ���������� ��������������! ���������� �����%���  , = /, �������	����� ��$
�	������� ���
�� ����� ����	������ ���
���� ���������� ����	����	� ����
	������� �� ������
���	������ ����!

� ,1/, ���
�� �%������� ��� �������� �����	�� � /,$��������� ����������� ����������$
���! &� � ������� � 
�������� ����	���  ����������� /,$���� ��	������ �� �	�������
���	��������	�! &�� ����� ���	��������� �������� ��� ����� /,$���� ��	������ � ���� ����$

����! 4���	� �	����� /,$��	���� /,$��������� ������ ��� ������������ ������������
����������� �� �	��� ��� ��	������ ��� ������� ������� ��! 5�
���� � 
	� 1 �����



���� �����	
���� ���

���� �����������	��� 
 �	������ ���� ���	��� ����������� ��������� �������	 ����� �

���	� ����	��� ������	��	�	��� ����������� ����� � ����	������ ������ ���������

	� ����������� ��������� ����	������ ������ �� !��� ��� ����������� ����� ��	�� ���

�� �������� ���	����� ����"���#�� ���	��� �� ������� � = �� $������� �� ����������	�

���	���	� � %�&� ��$��������� �������� ���

�����������
������ '� ������� ���������� � (���)���	����* � ������� ��"������

������ +������ � � %�,� �	�"���� �������� � +�������	����

��� �"��� ��� � ��-����)�#���� ������� � = ������, ������� � = ������ �������

��������

��� '��������� �� � �������	�	�� ���� �������� �� �.�/ = {������ | � ≥ ,} ��������

�	����

��� �"���� ��)��	�� �� � $����� �"��	���

������ 0������� ���� ��� � 1�2� "�-��)�#��� �������� GI 	� GA ����	��� ����������

���� �����	
����

�� ����������	� ���	���� �#"�������� ������� ������� ����	��� ���# ���������� �������

����� !�� �������	�� ������ ��	
��� �� �� ������ ����������� ����	��� �3�	 ��������

!��	� $��� ��� � ����	�� ������	��	�	��� ���������� �� 3����� ����	����� 3����

���� ���������� ����� 	� ��� ���� �������� ��� � �������� ���� ���	�� ���� �� ��������

��� �������� ����� ����	��� 4	� ����	�� ����������� ���������� �"���� �����������	�

��� ������	�	��� �	����� 3���� ���������� � �� � �3��3���	�� "�-�������# ������������

�����	�� ����� �3� � ��������� ��� �� 5���������� ������������������������� �	�������

���� ≤
�
����� $���� ���3���� 0���� ����� �� ��$��������� ��� $��������� ��� �������

����������	�� ���������� ��	�� �����������
6
����������������	�6���� ����	� ��� � %�%� ��$��

�������� ����������� ����������������	����� �� ����������� ��� �� 5����������  !"���

�������������������� 	� �� .�"���/ ��#$���"#��������!�  !"������������������������

���� �	
���� .����������������	�� ����������	�/� %� & ��	#�� ��������������	
 �� ' ��	�

#��"� �(�"#)	���� & ≤
�
� '* �� 	������ �� +�	���#�)	�� �$����� ����)#,����- " (.����*

#�	�"� #��$�� � ∈ Σ∗ ������ � ∈ & ⇐⇒ ".�/ ∈ '� %� ' ��	#�� ≤
�
������ �������

�� #��$�� & ∈ �� ��	#��"� & ≤
�
� '� %� ' ��	#�� ≤

�
�������� ������ ���� "/��$��

����������* �� ' ≤
�
������� ������ �� ' ∈ ���

!�� �"�� � ����	�� ������	��	�	��� ����������� �����#��� �	������ �� ���	���

��������� �� ��	���� ���" ���"�� ����� ����� ������� ����	��� ���	����� ������ ����

������� ����� !�� �������� �������� ���"�	�� ������� ������ ��� �� ��	��� ����	�� ���

����� �����������	� ���	��	��� ��	� �������� ��������� 0 ����	�� �����������	�� ����� 0��

��� � ≤
�
������������������	� ��������� .���" � %�&�&� ���������/ �������� 0 ������	�� ��	��

�� & ≤
�
� 0 ≤

�
� � �����������	���� �3�������� � ������	��	��� 7�� & ��$���� �� �������

����������

,89,���� :������ (� ���������� �� ���� ����� ��������� ����	��� �����	�� �� ��	����

������ ��$����	��� ����	��������	�	��� ����	����� .
6
�����-������� ������6/� ���� �3��"��

SAT���� ���3� ��� :� ����������	�� ����������� ��	�� �� � ����	��������	� ����	�� ���



��� �� ��������	
������	

����������� 3	SAT 
������������� �������� ��� ���� �� ����� �����	��
���� ����������

��
����
���� ������ ������������ �� 
����� ���� �������� ���
 ������� �����
���

 3	SAT �� !"	�������  ����������� ��
����
��� �����	����������� �����������#��������

���$����� ���������� 
����������

���� �����	
� %�����������#���� �����
�&� � hamis �
 �� iga ��������
	��
���	 ���� '�
��� �
 (���� �������� ����� ��, ��, . . . , �� ��������	����� 	��	 �� ∈ {', (} � ���  ���
� ���	�����	 �
 ���� ����	��	 ���������	
� ������� !�� ϕ �����������
 ��������������

�� ��	� � ϕ ���	��� ��� ����� "���		
#	�
� �� � $������	  ����� 	
� � !�� ϕ �����
$������ ��	��	���� 	����������� %��� �� ����& �� ϕ%��, ��, . . . , ��& =

∧�
�=�

(

∨��

�=�
ℓ�, �
)

$�����'� ���� �� ℓ�, � � 	����� {��, ��, . . . , ��}�"(�� ������ � � 	�����
∨��

�=�
ℓ�, � � 
�����) � 	 ϕ

����
�	
� �#����� !�� ϕ �����$������ ������ �� ϕ *+, �
 ϕ � ��� ����� -��	�
�� �
� 	���	 	��	������ ./� ����� � ���	��(� ��	 -��"����������	0

SAT = {ϕ | ϕ � ���#	�	(� *+, �����$������} ,

3�SAT = {ϕ | ϕ � ���#	�	(� )�*+, �����$������} .

���� ������ ����������	�
����� ���������	 �
� �	���� ����
�������	 �		����������
� ����� 
� � ������

� ��	����	�!"

ϕ��, �, �, 
! = �� ∨ � ∨ ¬
! ∧ �� ∨ ¬� ∨ ¬
! ∧ �� ∨ ¬� ∨ 
! ∧ �¬� ∨ ¬� ∨ 
! #

ψ��, �, �, 
! = �¬� ∨ � ∨ ¬� ∨ 
! ∧ �� ∨ � ∨ ¬
! ∧ �¬� ∨ � ∨ 
! ∧ �� ∨ ¬� ∨ ¬
! .

$�� ϕ �� %�&'( �	����) ��
�� ϕ 3�SAT�*���� +���� ���*�, ψ ,� %�&'() ���� �� ����	 ��-� ,
� 

�������� ��������) ��
�� ψ �� �, SAT�*���) �� ,� 3�SAT�*����

 *�+� ����� ,��� ������� �
������ ���
����� �
������ �� ���#�� �$�$�� ����� 
��

SAT	��� ��� !"	������ �����
���  ���������� ����$����� ������ �������� ��� �����#������

1 !"-. 
#��$����� ��� ϕ�,� �����	��
������ ���� ���� ϕ�,� �������� ���� �	��� ��	
���� �����������#� �� � ��
�������� 
������� �� 1 ��������  �����������#���� �����
����

�������� ������������������ ������ /�����#�� �� �� ����� ����������� ������ )	0!1 ��
�	

��� ������ ������������ 2� 
���������� 
���� SAT ��������������#� 3	SAT	�� ���� 3	SAT

������� !"	������ %���� �� 2� ����� 	��
�� 
�������#� ���������&�

���� ��� %,���&� � SAT �
 3�SAT -��"����� !"�	��
��

!�������� �$�� ��� !"	������ �����
�� �������� 
�� .� 
��� � ���� ������������

���
��������� /����� � ������ ��� �
 -���
#	�
 -��"����	 ���������� ��� �� ��� 3	SAT	
��� ���� ���������������� 
��
������� !"	������������  ��������� ������������ ���
��	

��� ���#� ������ ���� ��
������ ��������� ��� 2�� ��	� ��� �
 %���� " -��	 	& -���
#	�

���
����� ���#� ���� ���
���� ��� ������ ��� �
 %���� 	� -��	 	& -���
#	�
� 
�� �����
�����
#	�
 ���
����� ���#� ��
���� ���
���� 0����
������ ���������� ��� ���
��������	
�#�� %�����������& ��������� ���� �#������� � )�3� ��4��/����

���� �����	
� %�����
������ �������� �����
�&� !�� 5� )
'))
�� ������(� 3 ���$ ���
���� �� � )
')
������� ��	 � ���	(�� � 
�����	 4� �
 4� �������� �
�	��	�� ���� � ���		(�
 ������	 �
��
�� ���� 
� 4�, 
� -� � 4� )
')
� � �)
�� ����� �

���	�� 5
��
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���� ����� ������ � ��	
���� �������
 ��������
� ������� �	 � ������� ��
	��������������������

�� �� �����	� ������� ������ �����	��� �	�� �	� � ��������� ����	
���	� ���������� �� �	�� 

 ������ ! ⊆ "��� ��	#��$ #�	� �	 #� �� ��� �%	� ����� {&,'} �� {(, �} !���	� �	��

�&, ( ∈ ��, ', � ∈ )�� & � ( �� ' � �. * ����	
���	� ��������� ������
� ������� ��$ ���

�� ����� +,��� �,���� 	�������� �����#� ��-� +,���.�,��

���� ������ ��������	
��� �������� ��������� ��
����	� �� � ����� ��
����	� �
�	����
� ����

���� �� � ����� ��
����	� �
�	����
� ��� �! ���� ��� ���� ���� "�#"���� ��������� $ ���� "�#"�����

��
 ����� ��� ���
�� ������! �������	
� = { ��, ��, . . . , ��} �� ���
�����
� = {��,��, . . . ,��}! %�����	�

���� = ���
�����
� ∪ �������	
� �� ���
�����
� ∩ �������	
� = ∅� $ �������	
������ �� � ���
�����
��

���� "�#"����� ���� �������� ���
�! �� 	�	"� �� �������	
������ "�#"��� %��� ���
�����
������ "�#"���

��
���� &�� �������	
��� �������� ����� ��� ��'�! �� ��	��
���'� � ����� ����%'� �
 � ��	����
�	� ��

� %'�����	� ��
��� #��! ���� �(���� �� )��	��	 �'*%��'�� ���
%��
+
� �������� ��������	�'�! %�����	�

��	��	�� ����������� ��������� �����%� ������ ����	+� &����� �
 �������
�� ����� � �������	
��� ��

������� �������� ���	
���
 ��������	� �� 	�%�

��� $ ,�-� ����	 ���� ������	� ������� � ��
������

������� ��� ���������! ���� � %������	 	��������� ���� � 	��� #� ��
����� �������� .�����! ����

� ��
������ ������� ������	��	 ����������� $ %���� ���� ������	 ���
���� �
 ��������/ ���	
����

��������

� �������	
���� ������������� � ����� �������� �� � �������	��� ������������� �����

����	�����

���� �����	
� ����������	��� ��������� ���������� /��� 0$ � �� ) �,��#$ +,�� �� �

����
� ��$  #������ ��	#��� /��� 1 ⊆ 0×�×) �� �,�#�� ��	,��-$ ���,� ��, &,'� �,�#��

��� ��	#���$ ���	 � ∈ 0$ & ∈ � �� ' ∈ )� 1 ��� ����
�	
���	� ���������� ��  #������

! ⊆ 1 ��	#��$ ���	 #� �� ��� �%	� ����� ��, &,'� �� � �,  &,  '� �,�#���� � �  �$ & �  & ��

' �  '� "� ��� 
�	� ��$ ��� �� �,��#��#� ��-� +,���.�,� ��#�	��� ��� �	�#�  �# �		�������

��� ��#,���� &�	�#�	� ������ ,�,
,�� � 2�3 �,	
�� ���,� � ����
�	
���	� ���������



��� �� ��������	
������	

��������	 � ���	���������

��DM =



















��,�,�,��

�� � �
 � ��������	 � 
�!���	� �� "�
� �����
 ���	��

#����� �
 � ⊆ � × � ×� �� #����
 ���$ %� ����

�� |� | ���	�� #����� ��� %
 ����
&	�
	 	��	�����
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���� ������ ���������	
��� �������� �������� ������ ���	
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������ � < � �
��%� π�� = σ��� �������� π� � < σ� �� ����� �"�� �� σ ∈ S� ���������&"&� ���

������� �%'�� ��, σ�� ����� ����� �
������� ����������� ������� ���� 
����%� �����'����� -	. )������


�&�%��� � σ ∈ S� �� � ≤ 	 ������ ������ σ �� �� �� ��������
 ���������&+�� ���� ������ ��, σ��

���� ��������� � ≤ � �������� ��
���� �� ����� ��, σ�� ���� 
�� � > � �
��%�� � � = 2 �
��"�� σ ����!�

� λ ���
 
�&� �������� � = 	 �
��"�� � ���+�
 ���������&� �� π � σ ∈ S� �� � < 	 '�

�, ����!� %


� = ���� · · · �|�| �� -	. )������ |�| ≤ 	 − � '�

�, 
�&� ����� +����+� π� ��� � ��������
 ���������&�� ���

π�� � �� + /, ��, �� + 0, ��, . . . , �� + |�|, �|�| ������� "#��$��� �� / ≤ � ≤ |�| �
��%� σ�� + � = � �� �����

π� �
 σ �� ����!�� 3������+�� � %
  ���)�� ������� �� 	
���,�"��� ����������
�� ����!�����

'�������*

1���	
� = {��,, π
∣

∣

∣ �∃� ∈ {/, 0, . . . , 	}∗ -� = ���� · · · ��−|π| %
 π� ∈ 	
���,.} .

4�� ��+�� ���� '�� 	 ≥ /��� � λ ���
 
�&� �� ���������& 
�� �%��� �� S��"�� �������� '�� 

	
���, = ∅ �����
�� ����� ��� )���� '� ��,, λ � 1���	
�� ��� ��
���� ����� %
 �
�� ����� �����

'� ��, � GI�

5�1�	��,

/ �� ��,, λ � 1���	
�

0 ���� ������ 2

6 �	
� π← λ

7 �← 2

8 ���	� � < 	 ⊲ � %
  ������ 	 �
,�
,�

9 � �← /

: ���	� ��,, π� � 1���	
�

; � �← � + /

< π← π�

/2 �← � + /

// ������ π

�� � 31=(> ����!����
%

��� � 1���	
� �������� 
��$�
%�%��� 
���$�+� �� �� � )����%� � ���
�

�%� � 7�7�0� � ���������� ?����+� 41 � �����������
 ��#�"�� ��
���$�'��& )����%� �� �
���� ��� @����

� ∈ 41�������� >���� 1���	
� �� 51�"��� '����� ���
� � 7�7�0� � ���������� ��%�� � ∈ 41�� ��������

����

� ���� ����	 	�	�
�� �����	��� ���������	� 	 ���������� ��������� ������ ����

��! �	�	���� ��	��������	��� �������� ����������	! ���� ������� 	� "#� $������� 	��	��	� 

�	��� ������������ �	��	��� ����� ��������� ��� � ��%&� �'��(���	� )������ 	�

� * Σ∗ → Σ∗ ���������������� �� � ������� �� �����+� �� 	�
,
���, �	��

,
��,



���� ������	����	
� �� ������ ���

���������	 �
��� ���� | � ���| �������� �������
�� �� � ��� ����������	�����	� � ����	�����

	�	�� �����
��� ��� ����	� ���	! 	����� ������"�� � ��	 ������� ���� ����		� ���#�����

������"�� ��!� ��� � ������������ � � ���$	��������

����� ������ �������� � �� � ���	��� ������� ������ � ��� ������������
�
	� 	�����

� ��,�� = ��, ��� ��� � ∈ ����� ��	�� ������� � ∈ ����� �� σ��� = � ��� σ ∈ %����,��

���	����	
���� !���� �� ���� ��� " #$%&"� 	��� � � ����
�
		� �����	�� ���

ϕ ∈ %����,�� ���	����	
� �

� &�'(� 	�	�� ������	 	��	 �� )*+���� GI �������� ��� 	����� �����
������ ����	+

� �#�!�� ����������	�	�� � GI ��� ���#����� �����
����� ���
���� ���	 ��	 �������	�� �

,+-�. ������	� ����� ��� ��	���� ��	�� ����$	� � 3+SAT ����������� ���#����� ���+

��
���	� ��$� ���� 	������� ��� ���������

/�������� ��� ��� 0������ � (�1� ��������	 (�'2� ������� ��������� GI �������� ���!

������	� ���	���������� ��� σ ∈ %����,�� ������"�� �	 ���
 ��	3����� ���� �� �$���	��

������ ������� �� �	��	����� ������ ��	�� ��������� ���� �������	�	����� ������� ��	3�

	��	 #��� ��� ���#����� π ������"�� �	 ��� ��� σ+�!�� 4�����	� ���	 ������� 0�����

���$	������� � &�'(� 	�	����� �������	���� ��� ϕ ∈ %����,�� 	����� ������"�� �	 ���

����� ��� � π #��� ����	��� #�3#�����!� ���� 5�������� ���� ��� ϕ+��� ��� ���� � 0�����

��	�� ���
�	���� �����
�		 σ ������"�� ���� �������
� &�6� ���
� � ������$	�� �����	��	�	 �������	�	� ������	 ���������� � �������� ����+

��$	��	!� ���	 ��	����	���� 7�� �������� 	 ���
������ ���	 �		 �������� �� GI 3��������		
'�(��������� �� )������ �������� ��� ����������� � 	�#����� ������	����� ��	 � ���	��
�������	 � ����	��������� $��	� � ��8 ��� * ����� ���	���� ����� '�(��������� �� )��
� ��	���� ��� " 9*:.0� ��� ��� * ���� � � ���$	������� ������
�� ����	 �� * ��+
���	� " �� � ������	� ��!�!� �������� �� ������
���	�� �� * ���� � ��	� ������ ��
� *+����������� ��
��	��� 	�������	���� 	�������� ������ ����	 �� ��+����������	�	��������
���	��	� � � ������	�� ������ ����	���! ���
�����	� 7����		 �� " #��� ����� ���
�����	
	��	 ��� �� * ���� � ����� ������ ����++�� � ������	���� ��� � ������ ������	 � ����+
������ ��;������"� � ���
�������� ��	������$	�		 ��	������� ������� �� 7�	 � 
�"�$#�!	 �
&�'(� 	�	����� ������������ ����	�� �	��	�	�	��� ������� ����		 ������������� ���� ������

������� ��	
	���
� ���	�������� ��������� ��	
	���
������ � ���� ���� ��� ��	
	�� � �� � ��������
 �	��,�� = {σ, ϕ}! �"	� σ = �� � � � �

� � � � �
� �� ϕ = �� � � � �

� � � � �
�� � �#$������	���% ����%� �� �#�&����%� ��'

�(���"	� $�����	 %��$ 
���#��������� ���'&� ���! "	�' � ��)*� ����� ���	���
�� �� � 	����
"	�
�%������ ���(������� 
��"����	� ��' ��, �� ��+������! �"	� σ��� = � $��' ϕ��� = �� ,�' �����
��$�
��, ��-� �� ���	���
� �#��� �-�� �-��	� �����$� �-� �-���! �� "��	%�� 
�(	% �	�	���	��% �((�� "���(!
�
�� � ����	� &����� %�
 ����%��� .���� ����	���	���! "	�' �� ���	���
� ���������� � = / �����-
��% ���
�%���	%! �� ��
��"���	��� � ���	�� ��+�����	� �	���%(�� � ��������  �	��,��-���� ��	
	���
��
�(��! ��"�� $��' σ-�! $��' ��(�� ϕ-�� .� ��	%��% %�
 ��������%&� �#$������� ��� ���'&� ��� ���(��!
"	�' �� ����	 ��,�� ����� $	%���	�� ���(���� �� � 	����
 �� �/, 0� ��+������ $�����	���� � ��)*�
����� ���	���
�� ���	� ��'������% �#��� �-��	� �� /! $���
�%� �-��� � 0 ��+��	��� �$���
�%� �� /-��	�
�����$� � 0-��	� ���%(�� �������� .��	� � ���� ���� �̂ �� �̂ �������"	� ��%�� ��  �	��̂, �̂� ��	%��% "��
��	
	���
�� ������
��! �
���	� ���� �����	 ���	

��
	�
�
��� � �/, 0� ������ ����( � ���-*� �'��	����	���
.� ��"�� ��� ����%��! "	�'  �	��̂, �̂� "�� ��	
	���
����� ���� �����	 ��������� ��	
	���
�� σ-%�� ��
ϕ-%��� .���% �� ���	���
� �#$������	 ��������% �����	�"���� ���(�� �� +� ��, /� ����! �
� ��
 σ-"	�!
��
 ��(�� ϕ-"�� %�
 ����	����

�%%�� ��(�����%! "	�' �����"���� ������ �� ��������! � ��)*� ����� � 	����
	� � �����-��

������ ��� ��� 1�
 ���� ��'������% �#��� ��	��� � ��+�����	���! 
��'���� �� 	����
 ���������$��
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���� ����� ����	 	 �
��
 ������� ��������� ������������	


��������	
	��� ����� �������	�� ���� ������� ������ ����������� ������ � ����� �����	� �
	��
��

�	� ��������� ��� � ������� ����� 	��� ����� ������ � ���� ������ !��	����� ������� �� �������	

���
� ��� ������ "����� �� ����� �
 ���	 #$, %& �����!�� ������ ���� � �� �� ' �� �� �� ( �����	���

��� $ ������� ����� ����)� ���� �  �	 ��*��� � #��,��& �� !��� ��� � '�+� � ���� ,�����)� ����

�	�� �	�� ������ π ∈ -�	#��,��& �
	�	�.
��� ���
�����
�������	 � #$, %& �����!���� �
 �������

-�	#�,�&� �� σ� * �� ϕ� �	�

/� � �	�	
��	��� � �
����� �
 ������ �
����� ����� ���	� �
 	������ ����
	� ��� ������

���	
	�� �	�	
����� !���� �
 '�+� � ��� �
���!�	 #��,��&� #��,��& �� #��,��& ����!��	� �������

��	� ���	� � #��,��&��� ������������ ��������	
��� �
 ��	�* #', (& �����!���� � !���� �  �� �


���� �� ��	���	��� � ϕ = #� � � � �

� � � � �
& ����� �
	�	�.
���� -�	#�,�&� *�

���� ����	 
������� ������������������	�
�� ���������
 �� ���
������ �����	�	��

��	������� 
��������� ������ ��� ����	��� ������������������	 ����
�� �� ! ����� ���������

���� ������� ! 
�����"������

����� �����	
� #�����	�������������������	$� ���� Σ = {%, &} �� ������
 ������ �����

� �
 � �� Σ ��		� 
����� ��������� �
 ���� C �� ��������	
��� �
�	���� � C���� ������

��� �������	���� �
�	����	 � ����!�� ���	 '�C = {� | � ∈ C}� " ����!�� � �#�	��$�

��

����	�	$�
���	%

• &��������

����	�	$�
��% �≤
�

�
� ⇐⇒ � = �#'�$ �� ' "()&'����

• *��	�����
�	���
 &��������

����	�	$�
��% �≤��
�

� ⇐⇒ � = �#'�$ �� '

*()&'����

• +�$�
 ���	�����
�	���
 &��������

����	�	$�
��% �≤��
��

� ⇐⇒ � ∈ ()�∩'�()��

• ,� ≤� �� ��	 � ����	 ��

����	�	$�
��� ����� �� � ������	 ���	�
�� ����� ���

�-�� ≤���������� C����� �� � ≤� � 	�!
-� ����� � ∈ C ��������� +�� � ������

���	�
�� ����� ≤��	�
��� C����� �� � ≤������ C�� �
 � ∈ C�

• )C = {� | #∃� ∈ C$ *�≤
�

�
�+} ������ � C �������� ≤

�

�
�������������������	 ��������
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���� ����� � �����������	 �
��� �������� �� ��	�� �	 ���	���������������

• ��C = {� | �∃� ∈ C� ��≤��
�

��} ��	�  C ��	
�
� ≤��
�

�����	��	���������� ��������

� ����� ����� �! ≤
�

�
� �� ≤��

�
�����	��	��������������" ������������ #���	��$%"  &������

��
��� ���������� ��
�' ������ 	 ���#�� �����
�� ��!� �� (����������� ��
"��

����� ����	
�� �&�������
��� ���������� ���� � �) =
⋃

�≥� Σ
�

�
&�������
��� ���������� ��
�

 �������������� ��������
�� ∆
�

�
= Σ

�

�
= Π

�

�
= � ∆

�

�+�
= �Σ

�

�  Σ
�

�+�
= ��Σ

�

� �� Π
�

�+�
=  �Σ

�

�+�

	����� � ≥ *!��

+##��� �&� �
��� ����"��� ∆
�

�
= �Σ

�

� = �� = � �� Σ
�

�
= ��Σ

�

� = ��� = �� �� Π
�

�
=

 �Σ
�

�
=  ��� �!��"� � ",���"�	�� #�	��-��
� ���"%�� ����� ����$ �	�� ����� ��
" ���
�-

�.�$����
�
� ��
�� ���  ��/� (�����
���

���� ����� �0�-�� �� 1�� "��-���� "����� ��#�� � ≥ �!���

$� Σ
�

�−�
∪ Π

�

�−�
⊆ ∆

�

�
⊆ Σ

�

�
∩ Π

�

�
�

%� Σ
�

�
 Π

�

�
 ∆

�

�
�� �) 	��� ≤

�
�!������� ∆

�

�
����&&�  ≤

�

�
!���������������� ����� �� �������

'� Σ
�

�
������� �� � � ��	�� ����	�� 	��#�� �������� � ∈ � ��!

	� �� ��# � ������	 (�# ���# 	����� ) ∈ Σ
∗!�� ) ∈ � ⇐⇒

�∃�*�� �∀
�*�� · · · �Q

�*�� ��),*�,*�, . . . ,*�� ∈ �� ���  ∃� �� ∀� �������� ������!

	����� �����������(� �� Q�
= ∃� � � ������ ��# Q�

= ∀� � � ������

�� + Σ
�

�−�
= Σ

�

�
 ���� �) ������	��� Σ

�

�−�
= Π

�

�−�
= ∆

�

�
= Σ

�

�
= Π

�

�
= · · · = �)!&�

,� + Σ
�

�
= Π

�

�
 ���� �) ������	��� Σ

�

�
= Π

�

�
= ∆

�

�+�
= Σ

�

�+�
= Π

�

�+�
= · · · = �)!&�

-� Σ
�

�
!&�� Π

�

�
!&�� �� ∆

�

�
!&�� �������� ≤

�
�!������ ���&��	��� �	���#�&�� �)!&� �������

≤
�
�!������ ���&��	 ���� �) ��# ����� �������&� �	��� ����� ��#�� ��# ���� �!��

�) = Σ
�

�
= Π

�

�
�
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����� ����	
�� ��� �����	
 �	��� � ��	�����
������
��� ���� � ≥ � ���		 ��

• �� ������ �� =
⋃

�≥� ���� ��������	�	
��� ������ 
���	� ���� = {� ∈ �� | Σ
�,�

�
⊆

Σ
�

�
}�

• �� ������ �� =
⋃

�≥��
��� ���������	�	
��� ������ 
���	� �
��� = {� ∈ �� | Σ
�

�+�
⊆

Σ
�,�

�
}�

��� � ��	��� ����� �  �� � ��� �  �� �������	
! �� ��� Σ
�

�
 
����"������ ��� #	#��

 $� ����$�	�����	�$! %���
� �
$&�$ 
$������
��! ��
� �  "$�	���! ��� Σ
�

�
��' 
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&���� ��������� Ĥ  �!� ��	�����������

'�� � &�����
 ��	���� ��� ������
 ���#�� ���� �������� ��� �����!�������� �#�������� Ĥ
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Ĥ


 �$����" �������������� �	�,�


��%���&" ���%������ '/�� (� ����� ������� � �� � ��� �����)%��" ����) � *�''� ����� ���$

)��� |�	�,�
| = ���" � 	���
 ������������������� ��&�� |� | = 	���
� > 		 + '
�� �&�&���

 ����� ����� ������� ����) ����� ������ ��!����" #��� 	�,�, �
Ĥ
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�!�2 ��� � #����� ����) �� ,��� ����) C$���" #� C� = C ������/�� 3��,������� ���&�� �$)�

� ��'8� &�.� ,�� �������$#��)�),#������� 9�:� ������� �������� ������� �� ;1$#����������

���" ������ Σ
�

�
$���� �!���&�����7��� -��&��" � %��� &�.����� 311 ��������� ��)���� #�����

��$�����  ���������� �������� ���� ������� ������ ��� ����/� �����%�����!�� ��#��� #������

�!���&��������

����� ����

3� �� 311 ������� ��$���# ��%�� ����� = ���

4� �� 311 0�	��,� ��� 5����
�
6
���!$��768# ��%�� 311��� = 311�

9� 1����� � ∈ ;1 ��� & &�'�$�� ��������,� �� 1 ∈ 311� ��� � &�:'�$	� ��������,�

(��# %��� � -$	*
 	��)�� * ��	������ ��� ���� ; ���)��� ���� !��# 	����� �,,�	;
 ≤

' !������� <���� 1 311$�����

�� 1����� � ∈ ;1 ��� & &�'�$	�� ��������,� �� ! ∈ <1� ��� � =�:'�$	 �����$

���,� (��# %��� -$	*
 	��)�� * ��	���� 	������ ��� ���� ; ���)��� ���� !��# 	�����

�,,�	;
 ≤ '� <���� ! <1���$�����



��� �� ��������	
������	

� ���������	 �
��� ��	����� �	�� ��� �	�� 	����� �	������ �����	��������� ���������

�������� �� ���
�	���� �����!���� " � S� �����	������� ������
�
� � #"$" �
������ ���

��������"

����� ������ ���� G ≤ S� �� ����	�����
����	 G = 〈�〉 ���		 �
 π ∈ S� �� �����

	����� ����� ��	��� ����� ������	��
� ���� � %�, π& ���	� �����������
 ������ ���

 �	������ � S����� G !��� ������ ��� ������	� Gπ�	�

�	
������� � '()* ���	����� � �����	��������� ��������� �������� �����!�����

�
��� � S������ G �	�� 	����� �	���������� Gπ����� ��	� � G �������� ��	�	�� ��� �

�������	�+,���
���� �������,� ��	��� ���� � -"."-" �	�� -"/" ����!�� ���"

� -"0" �
��� ���!��
�
��� �	���	����� ���	��� ���!���� �� 	� = G��� ≤ G��−�� ≤ · · · ≤

G��� ≤ G���
= G� G ����������	� ����" 1	��	������ +	������� ����� ����� ���� �������

�	���� G��� �	�� 	����� "� ������������ ��������
�� ��	� . ≤ � ≤ �� 
� ����	� �
����,� G ���

���	���� # =
⋃

�−�
�=� "� �������	���" 2���� ϕ� = π 
� G

��−��
= G���

= 	�� ��
�� � ���	��!����

�	� ��
� � '()* ���	����� �������
�
� ��������� ����� ���� �	�� 3 ≤ � ≤ � − . ����
�

����� ���� � G��+��
ϕ�+������ G

���
ϕ� ��������� �������� ��� ������"

'()*%�, π&

. ���!���� �� � G����� ����������	�	� G��� ≤ G��−�� ≤ · · · ≤ G��� ≤ G��� ������

4 ϕ� ← π

- ��� �← 3 �� � − .

# �� $← � + .

$ ���!���� �� � G���%$& ������ �� � ������ ����� ϕ�%�& �������

/ �����	����� �� ��� τ� �������� � G������� τ�%$& = � ������

0 ϕ�+� ← τ�ϕ�
5 ������ ϕ�

(���	� ������� ��� ����������� �	�� G���
ϕ� = {ϕ�} � Gπ = G

���
ϕ� �����	��������� ������

���� �������� ��" 6�������
��
�� ����� � '()* ���	����� ��� ��� Gπ �����	���������

��������� ϕ� �������� ��� ���� ������"

� +���� ���!��� ���	��!�����	� ������,� ��� H ≤ S� �������� ��	�	������ $ ∈ 7�8 ����

�� �������� H%$&���" '����� τ� �� � G�������� �������� � ���� � � + .��� � G���%� + .&

�������� �
��	 ���� �
��� ��� 
� ������ ϕ�%�& = $ � {ϕ�%�& | � ∈ G
���%� + .&} ����� �������

����" � -"0" �
��� ������� � G���%� + .& ����� �	���	����� ���	��� �����!���� � 
� ����

G���%�+ .& ���+������ �− � ����� ��������� ��
�� � ���
�	���� �������	���� " �� ���	����

�� ����!�� �� ������� +������ ϕ�+� = τ�ϕ�" 2���� G��� ����� �������� �� ����� 7�8�����

����� ������� �
��� �� 
� ���� τ� ∈ G
���� ��
�� ����� !���� ������ . ≤ ! ≤ �� �����

τ ∈ G������ 
� ����� σ ∈ G��+�����9

%σϕ�+�&% !& = ϕ�+�% !& = %τ�ϕ�&% !& = ϕ�% !& = %τϕ�&% !&.

(���	� ����������� ����������� �	�� ����� G���
ϕ������ µ �����	��������� ��������� ����

����� �� +������� �	�� ����� G��+��
ϕ�+������ �������� ��� �������� ���� µ���� �� ����	 �



���� ������	����	
� �� ������ ���

�������

���� 	
��� ����� σ ∈ G��+����� �� � ���� ������� � = ϕ���� ������ �������

�σϕ�+���� + �� = ϕ�+��� + �� = �τ�ϕ���� + �� = �.

������������� G��+��ϕ�+� = {ϕ ∈ G
���ϕ� | ϕ�� + �� = �}� �� ���
��� ������ ����� � ����� !�

	"���	��	# $!%� � G���ϕ����� ��&	!%���	���� ��%	���� µ '������(��� ������� µ�� + �� =

��
����� ��%�������	# $!%� � )�*+ ��%!����� $���	!���� �� $������� � �	"�	�

� ,�-,� ����� 	"����� 	� !�
�$�� ! � ,�-.� 	"���	�������� ����� � ,�/�� �������!��� �$$��

	�'(�!������ ����!��
�0�	 �� ����0���� � ! �������# � ,�-1� �������

����� ����	��
���� ������ G ≤ S� ��� ���	
������������ ��� G = 〈�〉� ��	��� ���

���� π �� ψ ��� ���	
����� S������  ���� ������� ���� ������	
�� 	��� ��, π, ψ� ��	����

	������ ������	����� �!"���� 	��������� ψGπ ����������
�� ��������� ���	
�����#���

����� 	�	�� ������ �� 2������ $ GI ������	 344������

��
���	��� �� AUTO '�!����� � 	"���	�� !	�'' �������5 ����
���	 	 �%� ��!�� � %����

$!� �� ������ ���!�!�������(�!'!��!� �� �!%����	 �����������$�� ���� � /�1 ����
(�� ��

�� ��� 	"��� ! ��	������# ������� � /�6 ����
(���� 7��$!� ��������� ���'0�� ���'0�� ��

AUTO �� � GI '�!�����	 ����%��	��������	# ��$�� AUTO ∈ 84GI �� GI ∈ 4AUTO# ����� ���%

AUTO 84���������%�� ��%������� ������ 344 ,�-/� �������� "���%���� ���� �
9
������!:9�

����0�!���%���� 	"���	��	# $!%� GI 4AUTO ⊆ 344��� ⊆ 344����# ����� � ������ �� � �����	�

+����	 ��$��# $!%� �����0��	 AUTO�$!� �%� 84������%!������� ����	 �� ��%!�������	

�%� ��!�� � %��� ������ �%� % =
⋃�−�

�=� &� �� !� %������!�� 	��� 	����
���� �������$��# �$!�

�� = ��������� ≤ ��������−�� ≤ · · · ≤ ��������� ≤ ��������� = ������

�� ������ ��������!����	 ���(�# &� �� ≤ � ≤ �� '��% ��������� �%� ���0�� 0!�� !����

��'��������� ��������� ��������−������� � ������ ��������� = �� ������� 	����� ��'��� !�

��'���� �'
���	 ��� �%� �� !� %������!�� ����������$��# (�"		�� ! ��������# ��%�� ��$�� 	�'��	

�%� �� !� %������!�� ��������� = �������$��� ��%��	 ��� ��$��# $!%� ��� ��������	 �%� % � =
⋃�−�

�=� & � �� !� %������!�� ��������� = �������$��� 7!�� ��
�0�	 $!%��� $����!��� ��% ��

84������%!����� ��������� �%� ���0�� 0!�� !���� ��'��������� ���������� ��������−������#

&�−����� �$$�� ������0�	 ��

$ =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

��, % , �, #, π�

% ⊆ ������ �� 〈% 〉 �%� '!��!�	��� ��������!�� ;�<���	

����������# π �%� '!��!�	��� ;� − �< ����� ���������

'��(��� '������(� �� π��� = ## ������� �����	 �%�

τ ∈ ��������−��# �$!� τ��� = # �� )�*+�% , τ� � π � !�
����

⎫

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎬

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎭

$������� � ,�-,� ����� ���'0�� � 〈% 〉τ 0!�� !���� (!�$�����$!� ����!�� )�*+�% , τ� ��&	!�

%���	���� ��%	���� '������(� '!��!���� � !��� 	����
�$��� � )�*+ ��%!����� ���

%
���%����� � π '��(��� '������(� � ��, % , �, #, π� ������� �����# ���� �� $ $������ ���

!��	����!� ���������	 $������� � ��&	!%���	���� ��%	���� τ ∈ ��������−��# τ��� = #����

���� '������(� '���&	�������� ��%$����!����	!� ������	 ��� "���� � ,�.� '���� =�4�>



��� �� ��������	
������	

��������	
�����

�� � ��������	
 ��� ���� � ����	�	����� ����� � �������� ��������� �� ���� ��

τ!� = �� ����� "�������� 〈� 〉τ #��� ������ $�������� ������ σ %���	��$�&#��� σ!� = ��

�!�, � , �, �, π

' ����� �����(�� ���� � ⊆ �	�!����

) �����#	�� �� ������������
����	
�� ��� τ ∈ S� %���	��$�&� ⊲ � � $
*$
*�

+ �� τ ∈ �	�!���−�� ,
 τ!� = � ,
 τ � π � ��-�,
� ,
 τ = .�/0!� , τ

1 ���� ��"�����
 ,
 �������


2 ���� ��	��
-��
 ,
 �������


��
� ����	���#	�� ���� � ��"����& *�#����� 
���� !�, � , �, �, π ������� ������� ����

3 ���� '� ���������� 〈� 〉 = �	�!����� �������� ��������� "������

�$$�!�, � , �, �, π ∈
{

3, |�	�!����|/|〈� 〉|
}

.

�� �
��� ��� %
��	���&��� ��	�� ����

���!�

' �� ← {} ������ ����� ���� 3 ≤ � ≤ � − ) ⊲ � � $
*$
*�

) ⊲ �� �� �	�!���+�� ��� ���#�
 #��� ������ ��%��������
 ����
���� ��
� �	�!���������

+ � � ← ∅ ������ ����� ���� 3 ≤ � ≤ � − )

1 � �−� ← {��} ⊲ � � ��� �� �
 ��������� ��
� �	�!���������

2 �	
 �← � − ' �	���	 '

4 �	 ⊲ �� ������ �����$�& ������,� � ��� ��� ���������	�� ��
� � �−���� 
���-�#	� ���

5 ������ π 6 7� − '8→ 7�8 %��$����
 %���	��$�& π!� = ����� ������ � ∈ 7� − '8���

9 ⊲ � = ' �
��,� π � ��:��������� %��$����
 %���	��$�&�

; �	
 �← � + ' �	 �

'3 �	 <π← π � ⊲ ����� <π � ��-�� π�� �� !�, � %����� <π!� = � ��������

'' �� !�, � �, �, �, <π ∈ �

') ���� ⊲ � %��:=����
,
 �� ����-�#� � �����
��� �	�!���−��������

��� �� ���� �,%�� � %���	��$�&��

'+ �	
 � ← � + ' �	 �

'1 �	 ����

(� ��� �� ℓ ������� <π ���,%��,
��� �-�(��

!�, � �, �, �, <πℓ ∈ � �������

'2 <π← <πℓ

'4 ⊲ <π ��
� ��� ���#�
 S������ %���	��$�&�

'5 ��−� ← ��−� ∪ <π

'9 ⊲ ��−� ��
� �� �	�!���� ��� ���#�
 #��� ������ ��%��������


����
���� �	�!���−�������

'; � �−� ← � � ∪ ��−�

)3 
��
� � � ⊲ � � ��� �� �
 ��������� �	�!� = �	�!���������



���� ������	����	
� �� ������ ���

������ ���	 
��� ��, � , �, �, π ������� �� τ�� = � ��� τ ∈ �������−�� ������� �� � > �	
����� �� 〈� 〉τ ���� ������ ���
����� �� ���� �����!� �� �������−������� ������"��!��!�
"��	 ������ ��� ���� ������� ��� #$%����������� ���, � , �, �, π ������� �������! &��� ������
��� �� ���������'�� ���
��"������ ��(������)���� ��������� τ = *+,-�� , τ ������"��!�
 ��� �� %���� � 〈� 〉 �� �������� ��� %��!�� �����������	 ����� ��������τ "��"���
��! �� 〈� 〉
� = |��������|/|〈� 〉| ����� ������ �� ���� ������ ���
�����" �� �����.������ �� /����"�� 
��
"� ���, � , �, �, π ����� �� �������� � �������! &����	 
� ��, � , �, �, π ������	 ������� �
�����  � �� �������! &����

�� 0�� ��� 12������������ AUTO ������"�"
��� 3�� �� � 425�0 ���� ���� � =
��, � �, �, �, π ���������� ���� ��� �� � ��"����� ��	 �������� 〈� �〉 = ��������	 �$%��������
���� �� �� %��!�� ������� � �������� ��  "�� ������ ≤ 6� � 7�89� ����� 7� ����� �����" 
���'�� AUTO ∈ 12��� �$%��������

�� "��.�"�� : ������� � 0���� � � ���� ��� ��� ��'�� �� ��"��� ����� = ���������
��
: � ����� �� ������ � �����!%�� �������� ���� �� � �����! ������� �� �−6	 � �−� = {��} �����
������������ �������−�� = ���� "��.��� ��'�� �� � �����!� �����
�� ����������	 
��� �� ������
����"��! ���������� �"� �� ���������� "�� ��� � � ��'�� �� ��"��� ���������
��� 0����������	

��� �� ������ ����"��! %����� �� � �−� = � � ∪ ��−� 
����� ��� ��'�� �� ��"��� �������−���

��� 0� �� ��
��	 �
�� � + 6 ≤ � ≤ � �

;
��, � �, �, �, <π ∈ �=; ��������� ���%����"����	


��� �������−����� ��������� ���� ������"��!	 ����� ��� ���� ������ ��� � �"�$%�����'�
���)(������� �� � ��"�����
�� � ������ ��������'� ����������� ��'�"��.��� � ��(������)���� 
��������� <π ������"��!� �������−����� <π�� = � �������� 0� � �� � ���"����.������ �����
��
�� ���� ������ ≤ 6� �� ��������'� � ���������� � ���� �	 ��%�� � � ��� ��'�� �� ��"���
���������
��	 ��
"� 〈� �〉 = ��������� � ������"��! ��'�"��.�"�� ��" �� ������ ����"��! %��� 
��−� �������� ��� ������ ���� ������ "��!�� �������−����� 	 �$%����������� � �−� = � � ∪ ��−�

��� ��'�� �� ��"��� �������−���
��� >���� � ����"��! ��" ������"�� � ��� � � ��'�� �� ��"����
����� = ���������
���

� 7�89� ����� ���'� ��� "��.�"�"�!� �$�%���� �� ��!��� � 7�8?� �$%������� ��

����� ��	
��
����� GI ��� @22��� �� ������ ����� @22GI = @22 �� ��GI = ���

�����������
������ � 7�67� ��) .��! �����" ��  "�� �≤�
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II. HÁLÓZATOK



Bevezetés

Ez a rész három fejezetb�ol áll.
Az ötödik fejezet hálózatok szimulációjával foglalkozik.
A hatodik fejezet címe Párhuzamos számítások.A fejezetben áttekintést adunk a párhu-

zamos számításokhoz használt leggyakoribb architektúrákról, bemutatjuk a legnépszer�ubb
számítási modelleket és végül alapvet�o informatikai feladaok megoldásra alkalmas párhu-
zamos algoritmusokat mutatunk be.

A hetedik fejezet a szisztolikus rendszerekr�ol szóló alapvet�o ismereteket rendszerezi,
és bemutatja néhány ismert módszer szisztolikus rendszerekkel való megvalósítását.



5. Hálózatok szimulációja

Ebben a fejezetben olyan módszereket és technikákat tárgyalunk, melyekkel szimulálhatjuk
különböz�o hálózati számítógéprendszerek és alkalmazások m�uködését. Egy hálózati rend-
szer vagy alkalmazás teljesítményének a hálózat �zikai megépítését, illetve az alkalmazás
kibocsátását megel�oz�o jellemzésére a hálózattervezés és menedzselés területén a szimuláció
az egyik legelterjedtebb módszer.

5.1. A szimuláció típusai
5.1.1. Rendszerek, modellek és diszkrét-esemény szimuláció
Egy hálózati rendszer hálózati elemek � mint például a forgalomirányítók, kapcsolók, kap-
csolatok, felhasználók és alkalmazások � olyan halmaza, melynek elemei együttm�uködnek
valamilyen cél érdekében. A szimulációs tanulmány tárgya lehet egy olyan rendszer is, mely
része egy másik rendszernek, mint például egy alhálózat. A hálózati rendszer állapota azok-
nak a lényeges változóknak és paramétereknek a halmaza, melyek leírják a rendszert egy
bizonyos id�oben, mely magában foglalja az adott dolog vizsgálatát. Például, ha egy kap-
csolat kihasználtságára vagyunk kíváncsiak, akkor csak a link által másodpercenként átvitt
bitek számát és a kapcsolat teljes kapacitását akarjuk tudni, és nem a kapcsolat által össze-
kötött kapcsolókban az egyes kapuk számára rendelkezésre álló puffermennyiséget.

A hálózat �zikai modelljének megépítése helyett egy matematikai modellt építünk,
mely tükrözi a hálózatelemek m�uködését és a közöttük lév�o logikai és mennyiségi kap-
csolatokat. A hálózatelemek közötti kapcsolatok megváltoztatásával a hálózatot annak �-
zikai megépítése nélkül elemezhetjük azt feltételezve, hogy a modell a valós rendszerhez
hasonlóan viselkedik, tehát ez egy érvényes modell. Például, a kapcsolat kihasználtságát
analitikusan kiszámíthatjuk az U = D/T képlet felhasználásával, ahol D az adott id�o alatt
elküldött adatmennyiség, T pedig a kapcsolat kapacitása bit/másodpercben. Ez nagyon egy-
szer�u modell, amely ritkán alkalmazható valós feladatok esetén. Sajnos, a problémák nagy
része túl bonyolult ahhoz, hogy a felmerül�o kérdéseket egyszer�u matematikai egyenletekkel
megválaszolhassuk. A nagyon bonyolult esetekben a szimulációs technika jobb.

A szimulációs modellek többféleképpen osztályozhatók. A leggyakoribb osztályozások
a következ�ok.
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 ����	 � = !�� " 	 = #, $, %, . . .& ��� �����	���� �������	��� ��������� '�� ����	 ���������

��� �������� ��� µ = ' (��) ������� ����� ��	��	� ��� σ
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= '
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!�� − µ&
�
]

����	������ �

��� �!�& = '
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!�� − µ&!��+� − µ&
]

/'
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!�� − µ&
�
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!� = #, $, %, . . .& �������������� �*����	��
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��� � � ��	���������������������������	 #

$
%����
����&'�����(�����$) ��������* &���

� �������� ��"����++ � �������,�, ���+�������� ���+��� ���������� ��"�������� ��������
� ���"�����* -�����+�� ��� ����� .���� !���� � 
��"���� ���,� 	������.������ � ��� +�����/��
	��� ��"� ���������� !������"+�� ������ � ���,� 
��"���������� ������������ 	������.���
���*

0 �������� �"� ����� �������	� ��"��,+��	� �!����� � ���,� 
��"���������� ����������
��� 	������.���* ������� ������ ����" � ���,�������� ����������� ��������� ��� ������������
��"
����.� 
��"���� ��������* 0���+�� �� ��,++� ���+�� ��"� �������".� 1 � 2�+��
� � ��"� ��+���".� ���,������� ��������, 1 ���� ������ "�.�	�!���� !���� � ������ ����
���.��* &������ �� ��������� �"� ���� ��"� 
��+������� ,������ ������� ��"� �������
�������3� ��� 
��"���� �������� ���������* ��� ���3� ������.��� �,������,�� ����.�� +���
���/� ��
������,���* 0 ��"� 
��+������ ������ ������������ �������� +�+�����/������� ��"�
� �����"������ ���,����� ���,� 
��"���� ������ ����������	�� �� !�������,��"��* &��� ��
��������� ���������� � ������������� �������� � � ��� 
��"���� ������ �!�!��� ����
������* �/" � ��"�������� ��������+�� � 
����������� 
��������� �!��� ����� 
3"".���
� ��� 
��"���� ������ +�����/�	�� � ������ ���� 
3"".��"��* 0 4*55* �+��� �� 6��������

��"���� � � ���"
��"���� �!�!��� �3�!�+�" �"������.� ��" �3�!�+!�.� 
���������,����
�����* 0���� � ���"
������� ����� �.�� � 
��"���� �"��� �"���������++ ����� �������+��
�� 6��������
��"�������*

0 �!��� ����� 
3"".� ���+�������� ����������� �������+�� � ���������� 
3"".��""��
���������.� ����������� ���������+�� ����" 	,��� ������++ ������� ������� ��3������*

0� !�������, ����������� �� 
.� �������	� ���7 � 
�������� 8�������	�� � � 
��������
096�0 
���������* 0 8������������� �������� ��/�	�� �!++ 
��"����
����� �"���/��
��* 0� �/������ ������� ����� ���,���� 
��"�������������+�� ����������� ���� � 8�����
������ �������������� ��� ���� ������������ ���"���.� ����� �"���/���� ����*
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Pinging 138.87.169.13 with 64 bytes of data:

Reply from 138.87.169.13: bytes=64 time=178ms TTL=124

Reply from 138.87.169.13: bytes=64 time=133ms TTL=124

Reply from 138.87.169.13: bytes=64 time=130ms TTL=124

Reply from 138.87.169.13: bytes=64 time=127ms TTL=124

Reply from 138.87.169.13: bytes=64 time=127ms TTL=124
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for (t=0; t<tmax; t++)

for (i=0; i<n; i++)

for (j=0; j<n; j++)

a[i][j] += a[i-1][j] + a[i][j-1];
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#include <stdio.h>

#include <string.h>

#include "mpi.h"

int main (int argc, char **argv) {

char msg[20];

int me, total, tag=99;

MPI_Status status;

MPI_Init(&argc, &argv);

MPI_Comm_rank(MPI_COMM_WORLD, &me);

MPI_Comm_size(MPI_COMM_WORLD, &total);

if (me==0) {

strcpy(msg, "Hello");

MPI_Send(msg, strlen(msg)+1, MPI_CHAR, 1, tag,

MPI_COMM_WORLD);

}

else if (me==1) {

MPI_Recv(msg, 20, MPI_CHAR, 0, tag, MPI_COMM_WORLD,

&status);

printf("Received: %s \n", msg);

}

MPI_Finalize();

return 0;

}
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#include <omp.h>

#define N 100

double a[N][N], b[N], c[N];

int main() {

int i, j;

double h;

/* a kezdőértékek beállítását elhagytuk */

omp_set_num_threads(4);

#pragma omp parallel for shared(a,b,c) private(j)

for (i=0; i<N; i++)

for (j=0; j<N; j++)

c[i] += a[i][j] * b[j];

/* az eredmények kivitelét elhagytuk */

}
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����� � ���	��� �
��	��� ����������� ����� ������	������� ���������� ���
���������
���	��������� �������	��� �� �����	�� ��
���! ���"	���� ��
���������� ������# �	��
�������"�	 ���
��	��$�� �	 �� 	������
���� ������� ��$�	������ ����� ��	����!���#

�� �� �������� �	� �← % 
	 �
〈%. ��	����〉
〈&. ��	����〉
.

.

.

〈�. ��	����〉

�
� � �����	�!� ��'� �������� � "�����! ������� �

���,��,...,��
�� �������� �	� �� ← % 
	 
�, . . . , �� ← % 
	 
�

������ ��	������#

������ ����	
������

(�
��� Σ �
� ����"����	� ������ ��������� � ⊕ ������� 	������	�� ���������# )������	���
"�
� � ������� �
� �������� ����
�	"���� �� � Σ "����	 	��� ���� � ��������� ��	��#

�
� ⊕ ������� �������� 	������	�� � Σ ����"����	��� "� ������ �, �, � ∈ Σ ��������
���$����

��� ⊕ � ⊕ � = �� ⊕ �� ⊕ �  . �*#&& 

(�
����� �	 � = ��, ��, . . . , �� ����	�� ������ � Σ ����"����	 ������# ����� �
������	������ ������� ������ �	 � ����	�� ������� � ��������
���� ���	 	� ����
 �	
��, �� ⊕ ��, . . . , �� ⊕ �� ⊕ �� ⊕ . . . ⊕ �� ������ ��
"�����	���# �	���� � ��
"�����	���!
�������� ���������� "��$�#

+������ ��
$�
��	��� "�
� ��� ����������� ������ �	 � ����	�� ��, ��, . . . , �� ��	���,
����	����� "��$�� ����������#

���� ������ ���������	
 ��
������� �� Σ �� ������� 	�
����� ⊕ �� �������� �� � ������� ������

�������� � �� ��� �� �� �� �� ����� � ������� �� ��� �� ��  ��  !" �� �� ���#� �� � ������� ������ $�%���

����� �� � ��$&�
�� � �������� ����� � �'����� ������ (�������) �,− �,− �*,−��*,− �**,−��**"

�� � ��$&�
�� � �'�'�$� (�� '� �����#'��+&)� ����� � ������� �,−�,−�,−�,−�,−�" ,� $��
�- �����

�����%��'� � ������� ������ 
���'����'��&�
"

- ������	������ ������� ��
���"��! !�� ��������# .������ A ����� ��
���������
"��,A = Ω�� ������� �	����
� ���# /����� ����� ���"	���� ��
��������� �������
�������	�� ���"	���� ���������� ��
���$�� � ����"������� ������	�������#

�����	�� � 01�2, 01�2 31-4 ��
������� ����$� ��� ����� � ���'���	����
Θ��
 � �������� �	����$� �� � ���������#

-	��� �	 �1�2, ��
������ �������	��� �������� ��������
� $�����	��� "����,
�!�� �	 ����	�� ��
�������"�	� �	����� �1�2 31-4 �	������� �������� �� ��
��"�$�"��!#
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������� �� ����	
�������� � �	������������ � ��	�� �������� Θ��� �������������

���������� ���	������ ��� ���� �����
� �� ��� �� ��������� �����

���	� 
� �	����� � � !" #$�% "$&' ����	
���� �����
⌈

�/ �� �
⌉

�	�!

(�����	� )������ �� ���� �� ������ ����� ����� ��������� ������ (��� ����� ���	� � )�!

���������� Θ�*� �� �� ����	
��� ����)�������� ����� �� ����	
������ � ���	������

Θ��/ �� ���

& ������
����� + � ���,����� ������	-������ �	������� + �
⌈

�/ �� �
⌉

����. �
/��������

)������ ��������� (��� ��/ �� ��!� �	���

&� ����	
����� ��	������)�� �� ����!���!��!	������ ����� ����������� & �����-�

������ �������� � = ��, ��, . . . , ��� &� ������������ ������	����� ����0� /����)��-�� )���

� ����-� )�������

���� ���� �	
������

��-���,	 ��� � #$�% "$&' �	�(�����	�� 	��	��� ����	
���� ������ ��� ������� ��!

�������� Θ��� ���

& �����-� ������ � � �	�(�����	����� �� �1* . . �2 = ��, ��, . . . , �� �,��� � �
���-�

���� ���
� � �	������� ��	������3 �1* . . �2 = 〈��, ��, . . . , ��〉 �,���

#$�%!��, ��

* � � = *

4 ���� �� ← ��
5 ������ �

6 � � > *

7 ���� �� � ����		�	 ��� ← * �� �/4

8 �� ���-� �/4 �	�(�����	 	��	����� �������� �� ��, ��, . . . , ��/�!),�

��	���3 �	������� + �������� ���� ��, ��, . . . , ��/�

9 �� � ����		�	 ��� ← �/4 �� �

�������� �
 �� ��/�+�, ��/�+�, . . . , ��!)��

��	���3 �	������� + �������� ���� ��/�+�, ��/�+�, . . . , ���

: �� � ����		�	 ��� ← �/4 �� �

�������� �
 � ������
� ���3	
��3� ��/�!� �� ��

��/� ⊕ ��/�+�, ��/� ⊕ ��/�+�, . . . , ��/� ⊕ �� �	������� ��������

�������� ��-� � ����	������ ���
� /�����

; ������ �

���� ������ � ���� ������	
�� �������� � ����������
� ������ 
 = � �� � = �	 
 ������������

������� ������ ��� �� �� �� ��� ��  �� !� �� �����"����# ��$#�%�� �� &��������	 
� �%��� ���'������ ��

�%��� � ���"������ ��� �� �� � �������(�� � ��� � � ��� �) �����'�� �����%*� '�	 
 ����' � ���"������

����� � ��� ��  � ! �������(�� �����%*� '� � ��� � � �+� �! �����'��	


 ������' ���'������ �� �%��� � ���"������ ��� ��%����'� � ������' � ����� �),�� �� ������

����(�� �� � �+� ��� �)�  � ��������� '��*�	

���� ����	� � #$�%! �	
������ � #$�% "$&' ������������ Θ��� �� 	������� ��� 

�!�"� � � �	�� ���#����
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+ �
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 ��!�
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�� = � . 
 ��"�

�##�� � ������$� ��%�#���#�� � ��������� �
�� = �
�� ���

�� �� ��������� #�� ��#��&�����#%� ���� Θ
� �� �� ��#��� ������ �� ����� ��%�#

����� ���������� ����% �
�� ��	��� ����� '�#��&�����#% ���������� ��	&���#� 	������

(�%� &� � )��&���#��� 	��*�������� ������ ��*�����#��+� 
�/ �� ��,��� ����-�# � ��	������

#��%�����#��� ��%�#�� ������ � 	��*������������ (�% *�����#��+�� &��% � -���#��

������� *�����#��+� 
�/ �� ��,��� ����������� �� ������� ����������� ���� ���+� �#��#

	��./�� ��������#��

��� ��� ���������


� ���������� ������$� ���������-�# � 	��&������ $��� &��%��� ���� � ����� $��� ��&����,

����� ����� �0�1 20�' �������# � ��������$�&���� 3���#�� ����� � � 	��*�����������

�� �45 . . �6 = 〈��, ��, ��, . . . , ��〉 ���-� ���#�� ����� 	��� � 	��./���� ����������

�4� . . �6 = 〈��, ��, . . . , ��〉 ���-�

�0�1,
�, ��

� �� �� �������� ��� �← � �� �

� �4�6← �4� − �6 ⊕ �4�6

! � ← �

" ����� � < �

7 �� �� �� �������� ��� �← � �� �

 �� �4�6← �4� − �6 ⊕ �4�6

8 � ← � + �

9 ������ �

���� � ���� �� �0�1, 	������
�� � �0�1 20�' ������������ Θ
�� �� �������� ��� 


�!	 �� � ���
 ���"�����

��������	
� �� �:!� ���-�# ����� ����$����� �
�� ��� ����� �����&�����#��� � ": � �����

�##%���� &�����#�� ������ �&�#%���� � 8� ���-�# ����� ���������� ���� Θ
��,�����

���!���� !��� ���������


'��� ��% ������$� ��#��&�����#% ������� ���������� ����% �/ �� � ;0�1 20�' 	��,

*������� &���#��� � -���#�� ������� � 
� -���#�� ������� &������ �� �� �4� . . �6 ���-� �,

��#�� ���� 	��� � �����$���� 	��./���� ���������� �4� . . �6 ���-�



���� ���� �	
�������� ���

�����, ��

� �� �� �������� �	� ← � 
	 �/ �� ��

	 �	 
��
����� �������� � �����
������ �� � ��
��

���−�� �� �+�, ���−�� �� �+�, . . . , �� �� � ���� �
������

 ��!�� �� �
���"�! ���−�� �� �+�, ���−�� �� �+�, . . . , �� �� �.

# $������� �/ �� � �
�%�����
 ���������� ��!&�� � '()*� ����
����� �

�/ �� � ��
�� ����+ ��� �, �� �� �, �� �� �, . . . , , �� �
�������� ���������
�

 ��!�� �� �
���"�! ��� �,�� �� �,�� �� �, . . . ,��,

- ������ �
�%�����
 ����������� �� ���.� �"�"���� ��������� "
�"���/ � �� �
�%�����


� = 	, #, . . . , �/ �� �� ���������� � ���−�� �� � ⊕ ���−�� �� �+�,���−�� �� � ⊕ ���−�� �� �+�,

. . . ,���−�� �� � ⊕ �� �� � �
�������+ ���� �� ���.� �
�%�����


����������� �"��&� ������ � ��, ��, . . . , ��� � �
�������

0 ��
��� �

1� ����
���� �"�"������ ����
������, )���� ��������� ����$��!��� � �$������.� �"�

�"����/

���−�� �� �+� =

� �� �∑

�=��−�� �� �+�

� � �� = �, 	, . . . , �� �� �2,	0�

"�

�� �� � =

�∑

�=�

� � �� � � = �, 	, . . . , �, �2,	2�

���� �� $������"� � ���3����.� �����%����� �.����� ������"�"��� �$
�"���,

��� 
�
�� ���
������ �
����������� Θ��� �� �"�"�����, � ��� �	
������

�/ �� � '()* 4(15 ������������ Θ��� �� 	������	 �������� � � �	�� ��� ����

���	���
��� 1� ����
���� ���.� �������� !��� �� �����+ � ������� �������� � 2,�, �"��� ����


��� Θ�����/ �� ��� = Θ��� �� �"�"��� ��
�, 6"�&� � ��
����� ������� �!��%��� !��� ��

�"�"�� ��"�!��,

1 �"����.�� �$��������+ ���! � ��� ����
���� �������"���!,

���� ������ �� ���� �����	
��	� ������ �� ���	
��� � ��� �� �� �� �� ��� ��� �� �� �� �� ��� � �� ��

�� ����������� 	 !����� �� "�����#$�� %���& �� ���	 �� �� =  '&�������&� ��(����� � '&�������&��

�� ���"& ) ���	 '&�*+��� ��$	��,$� - ��&����� � 	$��#�� �('(�.�� � /���� "�������. �� �  '&�������&

���
�� ���.$��� "��������� ��$	��� 	�,# ������� � /�&	�#�� �('(�.�� � '&�������&�� ��	(� �
�"�

��&���� 0&������� � /���� �&�#	(������� � ��$	��$� 	����(� 	!���,� � ����� $.&��

������ ���� 	
	�	��	 ��������
���

1 �"�#���
����	�� ���#	��� �����.� ����� ��! � ����. �$����� ��
����� �����/ ������

���� ��
�������� ���������� ������"������ �� �����"� �"� ��������� ������� ���������, 1

3������ �� ������ ���
����� ����������� ������"��� ��������� �������
�����,

5���� �� ������
� ���%� ��&��"� � �����������+ 3�������&�+ ���! �� ������ %��� �
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�, ��, ��, �� �, ��, ��, �� �, �, ��, �� ��, ��, �	, ��

�, ��, ��, �� �, ��, ��, �� �, �, ��, �� ��, ��, �	, ��

�, ��, �, � �, �, ��, �� �, �, �, 	 ��, �, �, �

��, ��, ��, ��

��, ��, 	�, �	

�, ��, ��, �� ��, ��, ��, �� �	, ��, �
, 	� 
�, 
�, ��, �	

�� �������� �� �������� �� �������� �� ��������

�� �����

�� �����

�� �����

����� ����� �� ���� ����	�
��� ������� � ��� �����
������

�������� ������� ������������ � ��  �����!� ���� ����� ���!��� �"���� �� ������� � ��#� $

 ��� �� �"���%��� &'#�"��

���� ������ ��������	
�
��	 ����
 ������� ������ ��� . . �	 
 ����� ��
 ������ ����
� �����
����

����� ����� 
� ���	 ���� �������
�� ���������
 �� 	! ���	 �������
�� ���������
 ��"	� ��"	 
� �����#

����! ����� �
���
 $� ���	 �
���
 �! ��%�� &�
� ��"	 %
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� �� 	 �
���
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�� ��� �,  ���� ���� �/ �� � 	������������ ���( �� �/ �� � ����
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������/ �� ��� = �������./ �� ���� = ���� � + ���./ �� ��� = ���� �� ,
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���� ���
����� � ��	����� �� ���$���%� ���%�� ��� �,�� �� �, . . . ,��.

�� ��	�	��� '��$�� 	��������� ����������� �� ����� ��	��
�� �������� ��������
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��  ����6��6 ��������( �������� 	�$�� �4. . . �5 = 〈��, ��, . . . , ��〉 ��  ����6��6 �������(
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. �� �� �������� �	� �← . 
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� �	 �4�� − .� �� � + .5← �4�� − .� �� � + .5
/ �	� �← �� − .� �� � + � 
	 � �� �
7 �	 �4 �5← �4 � − .5�4�5
8 �� �� �������� �	� �← . 
	 �/ �� ��
9 �	 � 4�5← �4� �� �5
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���� �� + ���� �� = ���� ��.
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��� ��/�+�/ �� �,���/��+���/ �� ��, . . . , ��

�����

(������ �����) � 
������ *�� �+/0 ���������� ������
���� ����'���� � ���"���� 
� 


����"�� ��/� 	� �� ��/� + ��/�+�/ �� �,��/� + ���/��+���/ �� ��, . . . , ��/� + �� ���$%���	 ���
&	'�

�������&	#� � '������
��� 
������ ����	�

� -.�/  ��#����	 �		 �� �����������	
�����	 ������	�� �� � 
���	�� "�
���	���

&�� 
��	 �� ���""��� ������	 
������ � ��������
�)

� 0� ����� �*�� �+ ��������
� �� ���""��� ����#�� ����	� 
��) "�����		��&	 

#,� � ������ �� � 	) �*��*�� �++ = �*�� �+. ����� � �������� �� ����
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��	 ��	���	) �

�� * = 0, 2, . . . , �� �+ ���������� �����
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�	 �
 ��← �
 ���
�� − ����/ �� ���
�� ��
��� �

��� ����� � ��� 	������
�� �� � ���� ���� ������������  ��/ �� ��
�!�!�"�� 
���	�	�!���#	� ���
��	 �� � ���
 ���$%����

���	���
�� �� ���������� ��������������� �� ����� ����  ��/ �� �� ��� �������!"��# � ���
��$�% ����  ��� �� ��� �������!"��# � &����$�% ����  ��/ �� �� ��� �������!"��# '������!�
 ��/ �� �� +  ��� �� +  ��/ �� �� =  ��/ �� ��.

(�!$ � &���� ���� �� � ���)������� &���!��#

� ��� ���������� !��)��% ��!%�&���%�!"* &�!�� ����������%���! ���
������� ��* ��� +���!",�-� � %� ��%���� ������

��� 
�
�� ������	
�� ���$%���
������ Ω��� �� ���
& ⊕ 
'�(������ ���� (!������

���	���
�� .��"/!% ��" ��"������++ 0���$����* �� ) ������!�% ������$����# 1� !"�� �!
%� ���++ ������ ���!"��* �� �� ���23����,��� �����! �� ����� %��� �$!� �� ������ ������
���������4 ���23�* �� ��� �� �++� ���23�%��� �� ��� %��� &������!�#

(�������-�%* &��" ) ������!�% ������$���&�� � 56�( ��$���+�! ������++ �� � �$���
��"�����  �! ��/%���# � 56�( ����,���� ��$���+�! ��" �����+�! ��" ���)������ ���0���
-�++ %�� ������ �$&�� �����# �� ����� �����+�! ��&�� ���0��-�++ ��/�����* � ����$�%+�! ��/7��
��* . . . )��%%�!�&���� �� ������$�!$4% �����* �����  ��4+�! ������++ ��/%���  �! ������++
�� � �������#

�	����� �������
��	�� ���	��
���	�

�� ����++� %�� ���������� ��" %������� �$ � ���)������������ �� �����������  �!��%��4�!#
�� ����++� ��!%�&���%�!" �����������%��  ������ � �!!�� ��++�� �� ��!$&���!%� ����������
��� 	 ∈ �	, �� ����&�� ��� ��$�!% �$!� ��"�! ��!%�&���%�!" �����������* ����" �� ������
����-� � ���������#

1!!�% +�������&��  ���� %��� !��!� �� ���������� ��!$&���� �������* &��" ���%��
���-��/��� � ��!%�&���%�!"��� ��� ���������� 0��0��&��4 &���� �������������� ��"��,���
��%�!�* �&�� � 0����� �$��% ������$4$!�%�# �� ����� �����+�! � +���!���� �� ������ ���� �*
��!$�! ���� ��−� ������ ���������* ,�" � ����� ����������� 2�"����+�  � � �!!�% � ����!�%
� ���������� ��−� ����#

� &����$�% �����+�! ���!��! �� �� ����� �%��������-�%* ��� ��−� �����+��� ���# � ����$�%
����� �%��&�� ���+�����* �������!� � �� ��  �-�! ����������%���! !��"�++�� �� ���−���!��#
� �8������������+��" ���,����� �� +����&��4* &��" &� 	 ∈ �	, ��, �%%��

���
�→∞

��

�� �
= ∞.

9!!�! �$4$�%* &��" &� 	 ∈ �	, ��, �%%�� � �� �����������  � � ������ �
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���	�� ��� �	� �
�
��-�� �� � �
����� � �"�
��
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kiv0alast ��	��������� �� 1213 ��	 
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# �
�
��	 ����	��� �� �-�"��"��	 ��� �	�� � � = ��, ��, . . . , �� �"��� � �
������
�
���	�� ��� �	� �
�� �� � ����	�( ������������

/0egyetes&kiv0alast�4�y�

% �� � = %
$ 	��� �← ��
+ ��	��� �

5 �� � �� �������� ��� ← % 	� �, �← % 	� �

6 ����,��� �� � �� � = �� < � � �����
�
7 	����� �� �� ��	 
���	�� �  �	�	���� ���, . . . ,��� ��� �	� � ��  �	�	���� �

��,�, . . . , ��,� ��	 
���	�	� �
�-��
�
�� '���
���  �	�	�� ��
��
� �	���� vagy
����
�
�
� �� ���, . . . , ��� �	���� ����	�(����
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�����
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���	��
���� �
 �� = ���&� ���
�
�����

.
�
�
� � �
�
��	 ����	� ��, . . . , ��� #� "���
���	��,���	��� ��������	��� ��
��-�
� �� � �% ≤ , � ≤ �� ��	 
���	�	�	� ��� �	� �� � �� �� � = ��� < � �� �	���� �����
� ����,���
��� 9
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�
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��
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�
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"� ��#����� Θ���� �	 ����	�

 �!��� Θ�����  	�
 �
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������� Θ���/Θ���� = Θ��/��� $���
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�!� ��� �!�����
�������

�
��������� �����
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����� � �����������
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�
%!�& ���� � ��'������ ���� � �(	(� ���� ���)���	�������� �� �� ������
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.������� � #������ ���
�� � = ��, ��, . . . , ��� .����� �	 ������
�!�!�� ����	���

� ���� � #������ ���
���

√
� = 	 )�����
�� ��	
%!� /��& ���� ������ )�����
#�� 	 ����

������� ������ )�����
��	 ������%-��  ���)���	��
 0 ����� � )�����
�� ��'������ �����

����!	������ �	��"
��
*� ����� )�����
����
  ���� � !��������� ���)���	�� ���& �

)�����
 ��'������ ����� � �	� ������ �����
���	��
*� .������� !�,!�, . . . ,!� � )��+

���
�� ��'������ �������  	�� ��'��!�� ���	 �	 ������
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2y3ok3os+kiv4alast��,", #�

� 
� � = �

5 � � #← ��
6 ����� $

7 ���	!� � #�����
�
 	 ��	�� �"�,"�, . . . ,"�� /��& ���� "� � ���−���+�, ���−���+�, . . . , ���
�������
 
��
����		�� 8�����*����� )�����
��"
�!� � ���)���	�����
 /��& ���� �

�� �� ≤ � ≤ 	� )�����
#� � ���−���+�, ���−���+�, . . . , ��� ���)���	����
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�

9 �������� � )�����
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�!����
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√
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�
& ������� ��������� ���� �� ���

� 2y3ok3os+keres ������
�!� (��	�� �!���%� Θ�� �� �� ��& �	�
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��������

Θ���/Θ�� �� �� �� = Θ��/ �� �� ��& "�� �	 �	 ������
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��	�	� ���� � ���� �	�������	� ����	������	� �	 	 ������ �������� ����

���� ����	�� 	���� 	 �	����� ������ ���	���������� 	 �����	� � !" ���������� � �����

�#$% ��&��� ����	������	�'� (����� 	�'��� 	 �����) ������	 ������	�����	� �������� 	

������ 	����� ���� � &��������� ����	� ��&��� ��� ���*�� �	������� 	 �	������

������+

������ � 	���� ����	�� 	 ������ &���� �������� 	 ,-, ��. ������	�����	�� (���� 	

������ ���
��*��� � �� � ���� ������ ������  � ���������� �������� 
�����/�� ����

&����	� ����� ������ #	 ����� ���*��� �/��� ����� ������	� 0����%�

 �1�������� 2324 	�������� �#$% ��&�� ����

 � 	�	&1���� 	�� ���� 	 ����� ��, ��, . . . , ��� ���*��� #�� �%/5 ���6��6 �������� �����

*���  � ����� ��� 	 ���−��+�� ���−��+�, . . . , ���−��+���−��+��� ��/�
������� �	��	��	��	� 	 ����� ���	

5��

(�� 	 ��������� ���	�*	 	 7�$7� ���	) �����1� 	� ���	 ���� ����&��	� ����� ����� 	�	&*��

����/� 	 �	������ �������

 � 	�������� 
���� ���*�� 	 �1�������� ���0��	� *��������/��

����� 	�	
� #�����	��� ���� ����� �1�/�%� �� � ��	���� � ,-, ��. ������		����	 ����

�
��� ������� ����� � ��	�� � �!	 � ��"��	� �#$% 	������	 ��
#������#��� � 2324

83 9 ������������ �����$�	�
�� � �������� ���������

�������	��� :���/� 
��� ���� 	 ������ �	������� 	 #�� �%/5 ���
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������ 	� ���� ������ 	 �	����� �� (���� 	��� 	 ������� ������ ���
����	��

���*�� ��� ���� 	��	�� �����	� ��� �	������	�� (�� 	� 	�	&��&�� ���������*/� 5��
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"� �� ����� ��#��$��� �� ��/�%������ ����� �� ������ ��#��$���
√

� − &� '���� ��
'g(eset%kiv(alast ���)� ��������	 � *+,

√
�−&, �	���!������� ��)� ���� ������� ��-������

���� ���������	�� .�	
��$/	� ��	
�	 �������� �� ����������� �� ����	��$�	�
√

� � � �
�������������� ���,��, . . . ,�√�−��� ������ �������� ���
����	 −∞� '� ���������� ��%

�����	 � �� ���������� ��%� 0� �� ���
���������������� '����	 �� � ����� ��-����� �

√
�

������������� ����������� � ������������� � ��1� ����� ����$�	 ��	���	� �
)� ����� ������%
��������

�� ��������� �����
���
$� � � !�����)��
�� 'g(eset%kiv(alast ��������� ����	)� �
���� � � �������������� �� � �/� 	� �)�

����������� ���������� � = ��, ��, . . . , �� � ��� ����	)� �
��� ��
� �� � !�������

'g(eset%kiv(alast��, �, ��

& ��� �← & �� ��
� �� ���������� �� � ������
� ������� ��-������ �%�
�� ����/� ����$�	

����	 � ��-���� �

2 ���$�� �� ������ � ���������� ������ �%�
�� ����� ������� ��	� �

3 � ����	 � ������
� ������� �����
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5��/� #��� ��� �� � = 〈��, ��, . . . , ��〉 ������� �/� 	� �)� ��������� ��������� �� �� �%�
��
�������� ������� ����$�� ��!�������	�� ����	 ���� �� �� ����� �	���	 ���� 	������
��	� � 	��� ������ ������� ����� ��� � 
�6	0��� ���� 	����� ������� �
� ��	� � �������	
����	�����

'�� � ��	�� � 7�4%4� �������� �����	� �/ � � 8.'9 :.�; �����������	 �������
������� ��� �� �������	 �� ��
$�� �������	��

"� ��/ � � �����������	� !�	� ����� ������ ��, ��, . . . , �� ����������� �������$��
<�� ��� ��	
�	 ���������	 �/ � � ���������� ����	� � � � �& ≤ � ≤ �� ������� ��� ��
�������	 ����������� � � � ����� ��	$�� �%��	� �		�� � �������	�� ���� ������������
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7. Szisztolikus rendszerek

A szisztolikus rács � a speciális feladatot ellátó számítógépek legtökéletesebb formája �
legegyszer�ubb esetben csupán egyetlen számítási m�uvelet ismételt végrehajtására alkalmas.
Ennek ellenére számos, gyakorlati szempontból is jelent�os alkalmazási területe van, f�oként
az iteratív módszereket alkalmazó numerikus matematika, kombinatorikus optimizálás, li-
neáris algebra, algoritmikus gráfelmélet, kép- és jelfeldolgozás, nyelv- és szövegfeldolgozás
stb. területén.

Egy szisztolikus rács felépítése egészen pontosan megfeleltethet�o egy végrehajtásra
váró algoritmus szerkezetének úgy, hogy minden egyes számítás helye és id�opontja egy-
szer és mindenkorra meghatározott, az egymással kommunikáló cellák közvetlenül és per-
manens módon egymáshoz vannak kapcsolva, így kommunikációs csatornák létrehozása
feleslegessé válik. Az algoritmust közvetlenül hardver valósítja meg. Emiatt a szisztolikus
algoritmusokat ebben az összefüggésben �hardver-algoritmusként� is szokták emlegetni.

A �szisztolikus algoritmusok� kifejezés tehát nem egy bizonyos, jól körülhatárolt szá-
mítási feladatra adott megoldások sokaságát jelenti (mint például a rendezési algoritmusok
esetében), hanem sokkal inkább egy sajátos feladatmeghatározási-, programozási-, illetve
számítási stílust határoz meg. Igen sokféle, különböz�o felhasználási területhez tartozó al-
goritmus lehet �szisztolikus jelleg�u�, ami nem jelenti feltétlenül azt, hogy ezen területek
összes ismert algoritmusa szisztolikus feldolgozásra alkalmas alakra hozható lenne.

Ennek a fejezetnek nem célja, hogy �a szisztolikus algoritmusokat�, vagy akár csak a

�legfontosabb szisztolikus algoritmusokat� bemutassa. A cél az, hogy néhány egyszer�u, de
tipikus példa segítségével megalapozzuk a szisztolikus algoritmusok általános megértését.

A fejezet öt alfejezetb�ol áll. Az alapfogalmak (7.1. alfejezet) után a térid�o leképezést
(7.2. alfejezet), majd a be/kiviteli sémát (7.3. alfejezet) mutatjuk be. A 7.4. alfejezetben a
vezérlési szempontokat, a 7.5. alfejezetben pedig a lineáris szisztolikus rácsokat tárgyaljuk.

7.1. A szisztolika alapfogalmai
Maga a szisztolikus elnevezés a szisztolikus architektúrák m�uködési elvéb�ol származik.
Szisztolikus munkamódon a futószalag-elv, illetve a térbeli párhuzamosság intenzív együt-
tes alkalmazását kell értenünk, melyet egy globális, és teljes mértékben szinkronizált órajel
irányít. Ez eredményezi az adatfolyamoknak az összekapcsolt cellák hálózatán keresztül tör-
tén�o ritmikus áramlását, az emberi szervezetben kering�o vérhez hasonlóan, melyet a szív a
vérereken keresztül a test különböz�o pontjai felé küld. A futószalag-elv nem csupán egyet-
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� ����� ��	
�����	 ����	��� ���� �����	 ��	
�	 ����� ����������
�	� ��, �, 
� ����
�	���

������� ��	����	 ���������� �� ������������	� ���	 ��������� ����������� ����	�� ����

���	 �� ����� � ����������
�	� ������!���� �"���	��� #���� � ���$$� �������� �� �
�����������

�������� �� �� ��������� �������� �"�"�� %�		���� "����%&������	� �� %��%�����'(�� ��������

��
�	 ��%�'����� � ���%���� � � ��������� ���������� ���������'(� �

� = � · � + λ · � + � ���$��

������ ���!�������� � � �
����������� ��������� � � �ffi	 ������ � �� ���
�	� �����	 ��	
��

� 	(��������� ������	�� �����	 �����	� ��&���� ���� ���

)���� ���, �, 
� = �� �� � � �����*	�� ���%���� � ���'���	!��� �� ����+
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���� ���� ���, �, �� ��
�	����
��� ��������� ��� ����� �����

������������	�� ����	� �� ������ ��������� ��, �� ���������
 ����
��� 	 ���, �, �� ��
����

��������!�� "��� ��� ��� � �� � �������
����� ����	���� ����
 ���� ������
��
 � �� � ��#

����������� �����
� ������� 	 	�����	� �	�$� %�!����$ 	
 ���������� � �&�'(� ���
����

���%�
�
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������ ����	
���
������ �	
��� ����
�����

�� �, � �� � ������	� ��������� �� ������������� ��� ������� ����� ���� !���


����* ��� �	�� �

���� ��� 	��
	� ����� � �,, +� ��
�$�������	� ��!� 
� �� ��������

����� �
��� 	
 � ������� )�����	 � �	�	 $�
�
� ���� � �������� 	 	��
	�$�
� �
���� ��!�*

�,, +� = ��, �+ +�− ��, ��� .������ �� �+, ,� ��
�$�������	� �� )����$$� �� 	��
	�$��

�� � �������� 	 �	�$� 
�� 	 �
����� ����� 	 �������� ��!� 
�* �+, ,� = �� + +, �� − ��, ���

� &�+��� �� &�/� �$���	 
������ $�/������
� ����� ��
�$�� 	 ��
����������� �)�����

$�* �� ����	� ������	
��)� ��0��	� ����	���	�� ��
����� )������� �� �� 	�	��� �	���	����

���� � &�/� �$�� 
������� �� �$������� ��������������� ���
�
�� �
��" ������%	����

�$$� � ��
�������$� ����

�
	�������� �
��)
��� 1� �� �
��
���	�� ���#�� 	#
��������


������ �	
���� �)
�!�	������� 1����� � ����
�
	��������� �� �� 
���� %�!��� � �������

���� ������	
� ��
�$�������	�	� �����������
�

2	�� �� ��������������� ∆� ��
�$�������	���� ∆� ���$�
� ��
�$�������	�	��� ���#

����� �
������� 1���� 	
�� �	���� 	, 	′ �����0��� ����	� ���	��� ��

 ��������	�)��

� �&�'(� �����%�����$�
� λ ����������� �����
������� ����� ��
����� � �����
����	�� ���#

�� 	#
�������� )������� �� �� 	�	��� ����� 
�� 3	�� �	�	�� ��
��� �� 	�	���
 �� �� ����

�� ��� �	�� �� 
������� 4���� � π · 	 = π · 	′ ����
 	����� ��������!�� ����
� �	��

	 = � · � + λ · � + � �� 	′ = � · �′ + λ′ · � + � . �&�'/�

1� ��� ����������� �	��

π · � · �� − �′� + �λ − λ′� · π · � = , , �&�'&�

����

∆λ = �λ − λ′� =
−π · � · �� − �′�

π · �
. �&�'5�

� �������� ∆� ���$�
� ��
�$�������	� ����� � �����
� 
���������� 
������ �	
��$�
 ���#

��� � �������� 	����� ���������� �� �� ������������� ∆� = �−�′ ��
�$�������	��$�
*

∆� = � · ∆	 = � · � · ∆� + ∆λ · � · � , �&�'6�

�����

∆� = � · � · ∆� −
π · � · ∆�

π · �
· � · � . �&�(,�
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���� ����	�
����� 	 ������ ���������� 	 ∆� ������� �����������������	� 	� � �
����

��
�
�	�  !������ 	�	�"
� �����#�� 	 ����������$

� =

⎛
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⎛
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, � =

(

� −% %

−% % �

)

, π =
(

% % %
)

.

����� π · � = %& ����������

∆� =

(

� %

−% �

)

· ∆� + ∆λ ·

(

−%

%

)

	��� ∆λ = −
(

% %
)

· ∆� .

 ����� �������� 	 ∆� = ��, %� ����������������� �	�& ���#���� 	 ∆� = �',−%� �������

��������������� ����������� (�#	�)�# 	� �������� �������� ∆� = �%, ��*�+� ���������� 	

∆� = �%,−'�� ,�#�������� ��� ���� 	 ��-� 
��
�	�& �� �
��	�"�& ���# 	� � ���	� �	�+�	� 	

�',−%� ������ ������ ���#����.��� ��& 	� �������� ��.�� 	 �%,−'� ������ �������

(�#	�)�# �	�"� 	 � ���	� ��������& ���# ∆� = �−%, '�& ������� ∆� = �%, %� 	 � ���*

���	��	� ���!������������ ∆� = �−', %� 	 � ���	� ������& �� ∆� = �−%,−%� 	 � ������	�

���������

,���� ���
� ���� �
� ��� �."� ������������ 	 ��/�������� ���
� ���.�� ��#�� �
�����	

�����*������

������ � ����	
	���	 ��� ������������

 � �, �,� �
������ ���"������� !���
"	 	 ���#������ ��
�
�	 	.��� �#	�& .� ��� ���

���� �	�
����� 	 ����������� �
/���� ��� ��#0��	� ��#�
����� ������#)���� �����#����.���*

���� ,���� ����	�+�)�
�
�	 ������� ��# ��#����� ��	1�� �+.�����

2��
�	����� ��# ������������ ����
/�+� �������& ���#�� �� � = �%, %, %��  � ���"��/�+�

�
���� ���)�������� �����)�"�� ��� 	��	 	 /���
�	& ���#��� 	 ���� ���!������ ��
�)�
��� ���*

�������

� =

(

� −% %

−% % �

)

·

⎛

⎜
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⎜

⎜

⎜

⎜

⎝
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%

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠
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.

 � �%, %, %� ����
/�+� ��������� 	� ��%, %, %�& ��%, %, %� �� ��%, %, %� ��
�)�
��� �	��	�

����
���.����& ���#�� ������� 	 ���& ��� �� ��� �
������������� !������� ���� 3��#�����

	� �, �,� �
������ ������ �	���� ��/�������� ���
� 	 ����������� �
/��	 0�#& ���# 	 ���!�*

����� ���& ��� �� ��� ��������� ���. 	 � = ��, �� /���
�	� ���#�����

,���� ��	".�������� �
� ������ �� ����
��� ,� 	 ��/�������� ���	 	����	� 
�!�.� 	

����������� �
/� /���
��& �� ���	�� ��� ���� ���
���	� !������������� ,���� ���.�� �
����

��/�������� ���
"
� ��#*��# ���)/�+�	� ���
�� ���"� 	� 	.	�!��#	��� �	�	.
�
�	� ����������

��
�#�	 ���.	..��& 	�)� ��� 
�� !��� ����� 
�!�.��� ,���� ������	� 	 ��-� 
��
� ����	����

��/�������� ���
� �	�"��

,��� ����
�� ��	1�� �+.���� ������� ��� �� ����	� 	 ������������� 	��	 ��& ���# 	�


�!�.�������� �����#����.��� !���
���	� ��
���"� ���

4�	� 	 ��/�������� ���	 ���	.
�	 �
� �."� 	 ��������� �.���������� ��
�
� ����	*

�
������  � ����� ���#���� �.�������� 	 �������� 	.	� ����������� ���.��.���  � ����+ ���#����

�.�������� 	� ����+ 	.	����������� ������.���  ��-� 
��
� �
��	�+ ���.	 ������ 	 ��
�)�
���



���� � ��/��	�
��� ��� ��	���
�� ���

�������� � ��� ���	 
 ������������ ������� ����������� ���	������ � ���	����� ����������

��� ����� � ��� ����������� ������� �� 	����� � ��� ����	��! �����	����� 	���������� "�

�������� �# ����������� ���� �� $ �	� ����� ���� � �������������� ���	����� ���������%��

�� ������ ����������� ���	�����

������ ����	
��������� ����� ��	
���� �
��������

&� � �� � 	����' (��)�* ����� ���%��+ �������� ��	��� �	���� �����������, %� 	����������

�� ����� � 	����' �������� ����� ���������� ��	 �������� ��%����������� %��!���

-�� � %��!��� � (�.� ������ /��	��!�� ������!�	� ������� �� 	�����!�� ���	�� ���

��%����������� %��! ������ & �������� 	����'� �������� �� ��� �������� %�!, � �����������

��0� ����	0����� 0��� 	����� %��	���� ������������ ������ ���+�� ������

"� � ���������� �� ����� �����	���� ����������������� ��!���� ��������	��!�� -��

��� �� ��������� ��������������� 	��� � ��� ������� �	������� &������ %�! 	��!��

������� %��!�������� �� �� ����� � ��/�������� ��	����� �� � � ��������	�0�+� 	����' ���

���	��������� �����1� ��������� � ��, 	����� ��!�� ��/�������� ������!�	��� � ���!�����

������� ������ |���)� *| ���0�+�!� ��������� ������� ��!	���� -�� � (��� ���� ��������

|���)� *| = � �����!��� ����� � (�.� ���� �������� � | ���)� *| = 2 ������� �������%����� 	���

	��!��� 	�� 	�� �!������� ��������� �� ��	����

-� �������� ���� � �� ��	 %������� %��!������ 	��� �	��!������ � (�.� ����� �� ���%��

����3 &���� ��������� %�! � (�2� ���� ����������� ��0����� 	����� 0������ �������������

0��� 	����� %��	���� ������������ ����� �����	�� 	������ ���0� �� �����	� ������ %�!

	����� 	����� ����� ����� ���� ��� ��������� ������� �� ��������� � ����� 4� �������

��� 	��5�!��� �� 	���������%������ %�! � (�.� ����� ������� ������ %��!���� ���� �����

������ ��		����� ����!���� ���0� � �� � ���	�� �����	�������� 	���� ��! �)�, �, �* �����+

�����	�������� ����������� �%� ���0����� �� � ���	������� 	�������� 0�������� & ��	

%������� %��!���� ��%�� ��!�������� ������������ ���� �������������� ���������� �� �������%��� �

����� �� %�! � �������	��!� ���������� ������ 6������� �� �� ��%�������� %�! � (�2� ����

����������� ��0����� ������������ ��!������ %��	 � ������� 	����'������� �������� ���

����� �� %�! ���� �������� ��!	���� & (�2�(� ������ ��� 	�� ��������� ������� ��

������ ���	�	�� �	�������� �� � ������� ���	�	��	 ����

& (�.� ����� ���������� �����	��!��� ��! 1���� ������ 	�� � ���� 7������ � ���������

� ��� 1���� � ����������� ��0� 0������ ������� �� & ����������������� ������� � ���	����� �

)−�, 
*� )
, 
*� )�, 
* �� )8, 
* 0�������� 	����� ������ & (�.� ����� ���%��+ ��/�������� ��	�

������� ���	��������� ����� � )−8, 
* 0������ ������� ������ � � )2, 
* 0����� �� ������� �%����

� ����

"�� �����	��%��� � 1�!� %�! � ��������� ����������������� ����� � )(�2* ����������

5���� ���	����� ��� ���� ��� ��� ������� �� ���������	��! 1� )8, 8, 
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����� 	�
 �
���� ���
���
��� 	�
  ���� 	 ����� ������� 	�
  �������! ���"����� ������#

��� ���� �� �	, 	
 ����� ��������� ��������� ��� ������������� ������� � ����������� ����� �

��������� � ���������������  !��������"

��������

���, 	, 
, �� = � � = �, 	 = �, � ≤ 
 ≤ �� ,

���, 	, 
, �� = � � = �, 	 = �, � + �� ≤ 
 ≤ �� + �� ,

���, 	, 
, �� = ��� − �, 	, 
, �� � ≤ � ≤ ��, � ≤ 	 ≤ ��, � ≤ 
 ≤ �� + �� ,

� � �

���������� ������
���� �������


���, 	, 
, �� = ��� + �, 	 − �, 
, �� � = �, � ≤ 	 ≤ ��, � ≤ 
 ≤ �� + �� .
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# $�	%� ���� �  !������� ���� �&��  ������� '�� ���������� �����(� ��)��" � ��(�����(���

���� ������ ����� �����)��! ������ �$�	%��
 ����
� �� �� ������ ����( ����� �$�	%��
 ����
� #

������������������ (� ����� (�� ������& ��������  ���� � ��(�����(��� ���� ������ ������ �

������&�� �������)�� �������
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������ � ����	
���	�� ���� ������� ������������

��� ����� �	
������ ��� �����������		�� �� �������������� �� ��������� ����� �������

�� ��������������� ��� ��� ������������� ����������
� ����� ������� ������� ������ �� ���

�������� ���� ������������ ������� ��������

!������� � ��� ���� �������� ���� � ����������
� ���� ���������"������ � ������� ����#

���� ���� � �������������� �� � ���������	������
 ��������� ���� �� ���� �� ���� ��������

���� �� ����� ����� ��	����� ����������� ����������������� �$������ ������ ���� ������%�����

����� ����� �������� ���� ����������������

! ��������������� ��������� ��������� ���� �� 
����
��������� %���� ��� ������ ��

��������� ���������� ������������ &�������� ����
� � ��������	� ���������� � '(�)* ���#

���� 	��+

�'�, �, �* = �'�, �, � − ,* + �'�, � − ,, �* · �'� − ,, �, �* , ≤ � ≤ ��, , ≤ � ≤ ��, , ≤ � ≤ �� .

! � ��������������� �'�, �, � − ,* ������� �� �� � �� � − , ���$�������������� �����������

������ �� �, �, � ��������� �������� �������������� �� ������������

!���� �������
�� � '(�,,* ���#�	�#����������� ���������� � '(�,)*# ��� � �����������#

���� �����$����� �� �������������� '�, �, �* ��������� ����������� ������� �� '�, �, �* ���#�	�#

���������� ������� � ���� ��+
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/���� ����� ������ �� '�, �* ��� ��� ����������� ��������� �� � ����� ������� ������������#

��� � �"�� � �	��� �� ����������� ����� � ��������������� ���$����������� �� ��	����
��

�, �, � ��������� �������� ��� ������������ ��  �� �� �� ���� %��� 	���� �� "�� �, �, � �������#

������ ����� �� �, �, � ��������� ���������� � '(�).*# ��� ���#�	�#��������� ���������� ���%���#

����� �������� ��� �� '�, �, �* ���#�	�#���������� ��������� ���
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. '(�1-*

��� ����� ������ ��������� ����� �������� �� � ���#�	�#��������� ������%� �� ����������#

������ 2 �� ����� ����� ������� ���� ������� ���� ����� �� 
�����  �� �� �	������� ��

�������� ����� �� ��������� ��  ����%���� ������� ������������� ! ���� �� �� ����������#

������� � ���������� ��� �����
����� � �����$ �� ���������������� ���� ���������� ������

��  �����%���� ! π �	��������� �� � ���������� ������� ����������� ������	� � ��������	�

�
��������+ π · � � -�

!� ��������� �������� ���#�	�#������������� ���� ��������������� ���� �� ����������	��

���� ���������	��
������� �� �����������	�� ������ �� ����� � ����� "� ���$#�������������

���
��� ! �'�, �, � − ,* ����� %�� ����
�+

�''−� − 0 · � + �*/), '−� + � + �*/), '0 · � + � + �*/)* .

!� 
������	���� ��� 
������� ���������	��
������ ������� ������������� � ����������#

����� ��������� "��� ���� � ������� ������� �	��� ������	� ������������ ������  �� �������	��



��� �� �������	�
�� ������


��������� �	�
�
��� �������� �� ����������������� ����� �������� ����	
 ����	� ������

���� � � ������������� �� ��, �� �������� ����������� ������������ � ������� �����!� ��, �, ��

������������� ��
����

"���� �� ��������� � ���������� ��������� ��� ��������� ����������� #��������$����

�����	� ��� ������  ��	� � �� ��������� �������	���� ��������$��� %����� ��� � ����&����

�������� � �� � ������� �����!�����  ������� � ����������������� � �
 ������������� �����'

��ψ����� = F �. . . , ��ψ�����, . . .�, � ∈ � . �(�)*�

+ ψ�,  ������� ψ� ����,#	�� ����� � ������� �����!� ���������� ����,��#�����-

��������� ������� �����

+� �������������� ��� � -�� ������ ϕ #	�� ��� ��������� �� �
������ ������#������!�

����� � �(�)*� � �
 ������������� ����$� ��'

��ψ��ϕ
−����� = F �. . . , ��ψ��ϕ

−�����, . . .�,  ∈ ϕ�� � , �(�).�

���� ϕ−� ��� #	�� ���� ����� ϕ�� �-�� � ϕ �� ��� #	�� ����� ������� +� / ����,#	�� �����

ψ� ◦ ϕ
−�,  ������� ψ� ◦ ϕ

−��

+� ����,�������� ������#������!���� ����� �
�	� �� ������������������� �� ������

����� ������� �����!�� �	�
�  ����������!�� �� �� ���� ����� �� ��� ������� �����!���

� ���������� �� ���� �� �
 ��������� �!���� + ϑ� �� ϑ� ���� ��������� �(�).� � �
 �������-

������ ����$�'

��ϑ��ψ��ϕ
−������ = F �. . . , ��ϑ��ψ��ϕ

−������, . . .�,  ∈ ϕ�� � . �(�)0�

+��������� � �������� ������ #����� ���������� ��������� � ϑ� ◦ ψ� ◦ ϕ
−�-��� �� ������-

���#	�� ������ ���� �������

+ ��������� ������!� �����������$�� ������� ψ� ������ �� ���������#	�� ��� �� ψ� ���

ψ���� = � − � ����/ �ffi� ���������� �������� �- ��� � ��� ������ #	��������  ��������� ψ�

$����/�� #�������� �� � = �1-���� +� ���������������� ������#������!� � ϕ��� = � · � ���-

����-������������ �
������� ���� � �� ��������! �����,� 2����� ����,������#������! ��������

����������$�� �ϑ = ϕ�-�  ������$�� 3���� � �(�)0� � �
 ������������� ����$�'

��� = F �. . . , �� − � · ��, . . .�,  ∈ � �� � . �(�))�

"�� �		�������� ��������������� �  ����������! ��$ ���������� �� ������ #����������

 ������� �� ���������� ������������ �������� ��� �������� ����������!� ������ opc,

src, dst� ������ ����� ������������� �������� �������� ���� �������

+� �����  ����������! ��$ ���� �opc� �
� �����	� �� F #	�� ������� ��!���� +  �-

��������� �������� ������ �������� ��� ���� ��� ���������� ��� �� ������������ ��� ���� �����

�� � ��������� F  �������!���� "� �������������! � �������������� #	�� �������� � � �� �

�������������  ��! �� ���������� ��� ��������� ���������� � �������� �����$� ���
4
5�$����-

2������ ���������!4 /����

+ �(�))� ������������ ��!��� �� / � · � #	��������  ������ ����� ��� ������������� ����

��� ������� � ������������ �� ��� �������� ���������� ��������� + ∆� ������� ����� ���� �	�
��-

��� ����� ������ ���� � ���������� ������ ���������� ���������$� �� �� �������$��� "�� ��

�������$������ � � ������� �
������ �� ����� �� ����������� ��#������!� �
� �����	� �����-

������$� ��� −∆� ������!/ ��������-��
����� �src�� "���� ���#�������� �� �������$�����



���� �����	�
� 
�������� ���

��������	 � − ∆� 
��� ��� � ������� ��� ∆� ����
�	�� 
������� ��������� �� �� �dst��

� � ·� �������� �����  ∆� ������������� ���� ����� !��� ����� ������� � ������"���

����������� #� � ��$����
�	 � ��%�	 � 
��� ������ ������������� ��%��  ����������


������	� ������  ���%������� ���������� ���������� ��������� ��%�� ��� ������ ! ∆� >

& ���� � ������"�� ���  �−∆� 
������ ������� ������������� ∆�−& ���������������

��������� ������� ����� #� ������!�	 �����"� ��� !���  � − ∆� 
��� ������� ∆� − &

�������� ��"%������ !�� %���� ������� ����� � ������"��� ������� ∆� − & �����������

!���� ��������� ���  
��� ��������� ��������!�� ������

#��  �	������ �����%  �'�()�*��  �'�('�*���� � *� !�����%  ��%���������� ��*

�"�+


��, �, �� = 
�� − &, �, � − &� .

���, �, �� = ���, � − &, � − &� .

���, �, �� =

{

��� − &, �, � − &� + 
�� − &, �, � − &� = ,

���, �, � − &� + 
�� − &, �, � − &� = & ,

���, �, �� =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

���, �, � − &�

+ ���, � − &, � − &�

· ��� − &, �, � − &� + 
�� − &, �, � − &� = ,

��� − &, �, � − &� + 
�� − &, �, � − &� = & .

�'�-.�

�� � �����
�	� %�����	�� ��� 
�"���  ��/��%����� ��� �����������	� %� ������������

��  �����$����
�	 ������ ��� ��������� ������� �����!��"�� � !���� �����	 
��������� 

���� ������ ������������� ��$"�  ��%��������

/

& S← C�−&, ,��,�

0 A← C�,,−&�

( B← C�−&, ,��& + ��

- C�&, ,��,�← S

. C�,, &�← A

) �� S = &

' ���� C�&, ,��& + ��← C

1 C← B

2 ���� C�&, ,��& + ��← B

&, C← C + A · B

� 
��������������  
��� ������� ��/����������� %��������� ����"��  
������*

��  
��� �����������!�� %����������� !����������� ������ C�,,−&�  
��� �� ������ !�*

��������� �� C�,, &�  ���� ������ C�−&, ,� $��� %� C�&, ,� ����� ����� � 
������������

"��� ����!�	 ��� ��� ���*��������+ C�−&, ,��,� �����	��  
����� ,� ������ ������� 

C�−&, ,��& + �� "������  
�������� � &*���� �*�� �������� �������� �� A B, . . . ������*

���  
��� ������������ ���������



��� �� �������	�
�� ������


� �������	
�� � � ��������
 �
��
�
���
� ���������� � ���
�
����
 �������

���, �, �� = ���, � − �, � − �� � + � + � ≤ � ≤ � + � + �� ,

���, �, �� = ��� − �, �, � − �� � + � + � ≤ � ≤ � + � + �� ,

���, �, �� = ���, �, � − �� � + � + � ≤ � ≤ � + � + ��

+ ���, � − �, � − �� · ��� − �, �, � − �� .

���, �, �� = ���, �, � − �� � + � + � + �� ≤ � ≤ � ∗ � + � + �� ,

���, �, �� = ��� − �, �, � − �� � + � + � + �� ≤ � ≤ � ∗ � + �

−� + �� .

��� !�

"�#�
� ��$��	���$��� 
%& �� �'�� �
�#��#' 
����(
�� � ��� ���	
� �
)� *
�������

���� 
�( 
'����
�
' � �$��'�
�
�
 ���������+ �
� �
�� 
%& ���	&��' �
�#�����
�
��
 �
��&��

���+ ���*' '�,�'#�
 '�&��&�-�
��'�
��
+ ���*'
�
� '�&��&�-����
�

� #' � %
�(� *
��������

$��&&�� '
� �
�� �-$�����

�����������
������ �$��� �
� � 	
/���
�
� '#�&�� �#+ �
%
�� �
�'����'�		�� 
�(�&' ���
�� '�&�

�)&' �#��
%��&'&�� � ������ �
�$'�
� �����&�+ � �����+ ���
�
 ����� &	�&� 	
���� '��'��

�����' �&*'�����

������ .��(�� �
��
�
 � ����� &	�&� �&%�- '��'������' �&*'� �-$�')��� �%%��+ %��( %��

#���(�� &����''� � �&��/'������� ��'�&�)&'& �� < �� ���( �� < �� �����#
�
�


'
#�0

������ .��( �#� �� � *
���������� � ���� &	�&� �&%�- '��'������' �&*' 
'
#	
�0

������⋆ 1
����� 
��
')�#�( #� 
� � ���� &	�&� �&%�- '��'������' �&*' ��,��,�� �����#

#�#�
��
0 .& &���&��' ��,��,�����0

������⋆ 1-$�')'�� � ���� &	�&� �&%�- '��'������' �&*'� 2�(+ %��( � '�*���&���' �&���

�-� � '�&�)&' 	
�
�
�#'
 �&� ��		���'- ��&�(	� ����� � ��, �� *
��&-� � ��+�, �+�� *
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III. FOLYTONOS OPTIMALIZÁCIÓ



El®szó

Ebben a részben a folytonos optimalizáció néhány területét tekintjük át.
Az els�o kötetbe a játékelmélettel foglalkozó nyolcadik fejezet került: ebben a fejezetben

a véges játékokat, a folytonos játékokat és az oligopol játékokat elemezzük.
A második kötetben fog megjelenni a sorbanállási modellekkel és algoritmusokkal, va-

lamint a bels�opontos lineáris programozási feladatokkal foglalkozó rész.
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��� #������� /� �� ����� ������
 � ��#������� ����� (��
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� � +,, (, (- � � +', (, '- ��" 	����	������ ��������

���%��	��	�� �	�� ��� 	������*���&��� ���	� 	 	� �� ��" 	����	���� ����� �� � ���� � �	�	�	��	 �

�	��	��	 �	
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�, �� �� > �/� ,
{�, �}, �� �� = �/� .

7���	��� ��	
 ���,� ��
�� 	 = ���, ��� ∈ ��, �� × ��, �� !������ ��	
 �� = ���	� �� �� ∈ ���	�� �����
���,� �	
���-�
$

������ � ����	
�	����	���
 �����������

��������	
 � � � � × � → R ����������	��
��� � 
���
����
������

����, �� =

�
∑

�=�

� �����, . . . , ��−�, ��, ��+�, . . . , ��� �����

������ � = ���, . . . , ���, ����, . . . , ��� ∈ � ���� ���� � = ��, �, . . . , �� > � ��� �����!� �

�!�"�����
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���� ������ �� �⋆ ∈ � ������ ��	��
�	 ����� ����	
���� ��

����
⋆, 	� ≤ ����

⋆, �⋆� �����

��	��	 	 ∈ � ����


�	������� ���	
�� ������ ���� �	�� �⋆ �����
���� ���	 � ����� �������	����
�� �����
��

������ � � �
 ������ 
� ∈ � � 
������!�� " ����� �������	����
������� ������� 	����!�

���
�		�#� �� �� ���������$���� �
 �

����#� �	��� � � = �, %, . . . , �������� �����&�'�

����� ���

(	
� ������ ���� �	�� � ����� �������	����
�� �����
�� ������ 	 ∈ �  �� )��
��	����
 � �

�
 ���
��	����
 
� ∈ � � � ������ 	 = �
⋆
�
, . . . , 
⋆

�−�
, 
�, 


⋆
�+�
, . . . , 
⋆

�
�� �
 ���������'� ����� ���

" � ���� ��� ��#�����#�� ������ ��� �������	 � ��� 	����	�� *�� ��������	�� �*� � �������$

� ���� ��� ��� �'������ �	�� � ����� �������	����
�� �����
��� )��!� �⋆ �����
����

+���

�� ,� � ��#������	 ����#����- φ��, 	� = ����, 	� − ����, ��� +��!�	
� �	�� �⋆ &	� 

�	
�� ���	 �����
���� ��

φ��⋆, 	� ≤ . ���/�

������ 	 ∈ �  �� " ���/� �������	����
���� ����������	
��������� ��#������ " ���/�

�������	����
�� !�*���$ #��!0�$
 �������	����
���� ��!
� ��
�	,, � ��%�1� &	��,��� #��� 23 

&	�� ��������!� " �!
	��� !�*!
� ������	
���� �'����'� ,� ���� (����� � ∈ �  � ������

Φ��� = {	|	 ∈ � , φ��, 	� = ��3
�∈�
φ��, ��} . ���4�

(�#�� φ��, �� = . ������ � ∈ �  �� *�� ���/� �������	����
�� &	��	
�� ���	 �����
��� ��

�⋆ ∈ Φ��⋆�� *�� �⋆ 23&	���� � Φ - � → %� �����������' ����&���
���� )��!� ������

23&	�����
�	 �$�
�� �����������$ �����
��� 
�!�*�!
��

" 23&	�� &	,���� 
�!�*�!
� ����
��� ���� � 23&	�� &	,���� �*&'
!�$�� �������	� �


� #!��
��	�� 
�!�*�!
� �$�
����	��

���� ������ ������� ��	�
������ ��	��� ��������� 	 
��� ������ � ����	�� ��������

���
�, ��� = 
��� − �

�

�
+ � ,

�����, 
�� = ��
� − �

�

�
+ 
� + � ,

��� 	�  ������!�"���#��� "�$��%	 �� = �� = & �������

���	, 
� = 
��� − �

�

�
+ ��
� − �


�

�
+ 
� + 
 .

��'��

���	, 	� = ����� − ��
�

�
− ���

�
+ �� + 
 ,

��

φ�	, 
� = 
��� − �

�

�
+ ��
� − �


�

�
+ 
� − ����� + ��

�

�
+ ���

�
− �� .

(����� ���$�) '��� 	 φ "���#��� �����$*	� �����# ���� 
� ���$���) ���� 
� ���$���) �� φ ����#��	���+

'	�, #�����,%* "���#���� φ ��	-����$�.� ���%	�

∂φ

∂
�
= �� − �
� = /



��� �� ������	
�	��

∂φ

∂��
= �� − ��� + � = � .

����� 	�
��� ���� ����� 	�������������� ��� �� ����	�	

�� =
��

�
� �� =

�� + �

�
.

� ����
���
 

�� =
��

�
� �� =

�� + �

�
,

	����!�� �� �������
 	�����"� 

�� =
�

�#
� �� =

�

�#
.

������ � ���	
��������������� ���������

������ ���	 
��� ����� ����

� � = {�� |������ ≥ �} ,

�
�� �� � R�� → R�� �� � ⊇ � � ����� 
������� ����������� �ff�������
���	 ������ ������

����  � ������  �� �!" ����� ��# ������ ��� ����$$�	 
��� �� �� ����� �� �� ������ ���������

��� %�������� ������
��� ��� ����� ����	 �����!������ �&������� ��, . . . , ��−�, ��+�, . . . , ��
���� �#

'� �⋆ = ��⋆
�
, . . . , �⋆

�
� ���������	 ����� ����� ���� �⋆

�
�%����� ��������� � �&������!�

�����������
����

⋆
�
, . . . , �⋆

�−�
, ��, �

⋆
�+�
, . . . , �⋆

�
� → ��(

������ ≥ � .
�)#)�

*��� ��	 
��� � +"
�,�"���� ���"������ ���� ����� �� ���� � �����������	 � ���������

��� ����������� ���� � +"
�,�"������ �� ����� ��� ���� ������� �� = -, ., . . . ,���

�� ≥ �

������ ≥ �

∇� ����� + ��
�
∇������� = ��

��
�
������ = / ,

�)#0�

�
�� �� ��� 
� ���%�����!" �����%������	 ��
�
���&� �� ������%��������	 ∇� �� �� �� �� ������

������� ����� ��� ���� ����������	  � ∇��� � �� ����� �� 1���$������ ���#

���� �	�
�� �� �⋆ �������	�� ����� 	������� �	��� �⋆
�
��������� ���� �)#0� ��	����	�

2 �)#0� ������ ����� � = -, ., . . . ,���� ���� ����� �������$�� ����� �������� � ���� ��

��������� �����  � �����# '� � ���� ���������	 ����� �� ������������ ����������� ���� �)#0��

��# '� ������"� ����� ���� �� ����� ���%������ ������ ������  � �� ������ �� ������	

����� � +"
�,�"��������� ����� �� �� ����� �	 ��
�� �)#0� ����� ��������� ���������#

2 �)#0� ������������ �������� �&��� �� �)#0� ��%"�����	  � � ���������� ��������!��

����# '� % ���"� �)#0� ������ %���������� �������	 ������ ���%��( ���������� ���"��

���	 ����� � �!"������� ����� ���������$$ ����$�� �(%��������# 3���� ������$�� �����

$�� � �������� ������ ������$$ �!"�������� � ���
������
���#
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 ��	��� ��������� ��	
� � �� �
��� �
����	
���� ���
��� ��������
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� � = {
�|
� ≥ �, � − 
� ≥ �} ,

� � = {
�|
� ≥ �, � − 
� ≥ �} ,

�	����� ������� ����

	� 
�! =
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�

� − 
�

)


� 	� 
�! =

(


�

� − 
�

)

.

"�#�$���� ����

∇�	� 
�! =

(

�

−�

)

, ∇�	� 
�! =

(

�

−�

)

,

∇� �� 
�, 
�! = 
� − �
�, ∇� �� 
�, 
�! = 
� − �
� + � ,

����� � %���&��'��#()���
����� � �*$������� )�#	���� +#���,� )��-

�
���

�
, �

���

�
≥ �


� ≥ �


� ≤ �


� − �
� + �
���

�
− �

���

�
= �

�
���

�

� + �

���

�
 � − 
�! = �

�
���

�
, �

���

�
≥ �


� ≥ �


� ≤ �


� − �
� + � + �
���

�
− �

���

�
= �

�
���

�

� + �

���

�
 � − 
�! = � .

������ 
��#�� ���� �� �����$ 
� ���#���� �� �����$ 
� ���#���� 
� 	����� )���
��� �����#��� ����� ��(

��� � )���
���#������#��� 	����� 	�������� ������.�� /,����#���� $������$� �� ����� ��������
���

��	����'�,��� ��� ������� ����


� = �, � < 
� < �, 
� = � ,


�


� = �, � < 
� < �, 
� = � .

%*����� ������,� ���� �������� 	������� $��-

�
���

�
= �

���

�
= �

���

�
= �

���

�
= � , 
� =

�

�0
, 
� =

�

�0
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&
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�
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������ ���	 
��� � ������ �������� ����� ���������� ������������ ��������� � ��������� �����

���� �!� �� ����"����	 �
�� � = #, $, . . . ,�%

∑
�

�=�
��
�
������ → ���

�� ≥ �

������ ≥ �

∇� ���� + ��
�
∇������� = & .

���#&�

' ��� ����� �������� ����� � (���������� ��� �����!�	 !�� � ����� ��� �)��� ��� �����!��

*++��� ���������	 
��� ��������� �������� ����) ��� �������"��� �����" ��	 
� ���#&��

+�� � (���������� �),� *++�� � ����+�� + )���� ����� ��� �����" � ������!�� ��������

���� �	�
�� ��� � ���
�	��� �������� ���� ����� ��� �������	��� �� ���#&����� � ��	����

���� ��� 
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 �#�� ��
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���� �� ������ 
 �#�� ����� ����� ���#&� 
 �#�� ��� 
�	 � 
���	#��� �������	��
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 � ��� � �������� � ��� ������-�� ��� ���
�� )� �� ���������
���� � ���#&�

� ���� +��� ������� )�� �������� �!� �� ����"�� �����" � )�� . )���� ������� )�� �)���

)��� �� �,"��) 
��� �
��, ����� � �)�+��� ��� � �����" � )��
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� �������	
� ���� ���������������� �
���� � ���
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��� �
������ 
� ��
�������!

∑
�

�=�"
∑��

�=�
�
���

�
�
���

�
+ �

���+��

�
�
∑��

�=�
�
� ��

�
− �� + �

���+��

�
�−
∑��

�=�
�
���

�
+ ��# → ���

�
���

�
≥ � �� ≤ � ≤ �� + $�

�
���

�
≥ � �� ≤ � ≤ ���

�
�
�� = �

�
�
�
������� + ��

�
+ ��

���+��

�
− �

���+��

�
���

�
= �

�
�

�
�
�
������ + ��

�
+ ��

���+��

�
− �

���+��

�
���

�
= �

�
�
,

����%�

�&�� ��
�
= ��

���

�
, . . . .�

����

�
�' ��

�
= �����, . . . , ������ (� ��

�
= �����, . . . , ������' � = �, $ �

������ ��	
�� ��� � ����� ������� ��� ����
������ �
�
��	��� �������� � �	������� �����

��� � �����	��� ����	�
� � ����� �	� �� ������ ��	
�� ��� � ����� �
!���� ������!��

��� ����"� ��� ����������� ��� �	 ������ ��
����� �
�� !�
������� ��� ������ ����

���!��

���������	��
���

� ����	������� ����� #����� ����
� ����
#��	������ ���������	��
����� ����		��� � $�%�

�����!�� ��
 ��	�������� ����� #������ � #������ ������������� �
����!�� � �������	  ����

�	�
 ����  #���������� ��	��#�� !�&

 = ���,� = ���, � = ��, � = ��,
 = �� �� � = �� .

� �������	 �!�� �	� �����#�� ���� ��� � '$�()* ������� ���
���� ���� ����
������ �
��


��	��� ���������� ����!�� +��� �����
�� ���������� �������

,�������� �� �	�
 � +������������ -�������

α = �
��+��

�
− �

��+��

�
, �� β = �

��+��

�
− �

��+��

�
,

���
 � +���������� � �������	  �
��!� �
���� ��&

��� � + �
�

� � − α'�
�

�
� − (* − β'��

�
� − (* . '$�(.*

'$�()*�!�� �	 ����� ��� �������� �	����� ����	�
 ������&

���
+ ��� − α�

�

�
= ��

�
,

��� + ��� − β�
�

�
= ��

�
,

���! � �������	��&

��� = α�
�

�
− ��� �� ��� = β�

�

�
− ��� . '$�(/*

0����

��
�
� = ��

�
� = ( ,

����
���#�� � +����������� ��� 1#�!! �
��!��&

'α��
�
− ��� *� + 'β��

�
− ���*� − α'��

�
� − (* − β'��

�
� − (* = α + β − �� ' + �*� .



���� ������	�
 ������ ���

����� � ��	����
�� �	�������� ��������
��� �������� �������

�� �� + ��� − α − β → ���
� ≥ �

� ≥ �

��
�
� = �

��
�
� = �

�� ≤ α��
��� ≤ β�� ,

������

���� � ��� ����� �������� � ��! �� 	������� "��"�����	�����# � �� ����$�%#��� ��	����
���

�	
	 ����	 �� �⋆� �⋆ ��������� ��	��
�	 ����� ����	
���� �� ��,�� �������������	���  �

���������	 α⋆��� 
 β⋆��� ��⋆, �⋆, α⋆, β⋆� ��������
 �����!�
� � ������ "���!��	��� #����
�� �����$���	 � %�"&���	� ���� 	$����

&
 �	�������� ��������
��� ������! ���� � �
��'���� ������� � 	����
���� � �
������
�(��� )�����#�" "�� ��"	�� � ������! '�* #�""���������"� ��* ������� �������#�"� +�	��
�����! ���* � ���#���� �������#�" � ,���(��	�"* ������ "����! '�* ����"����
"� ����� �

������������� -� � + � "����'	 �
����."��! ����� � ������ ��"	��! ����� ��"�" �������
������� ���#���� ���

����� ����	� ����� ���	
����	
��� ��������� 
	
 �� �	
 � ���
������������


 =

(

� −�

−� �

)

��

� =

(

� −�

−� �

)

.

�����


 + � =

(

� −�

−� �

)

,


���
 ������ � ���
����� �����
 ��
 �

����� − ����� − ����� + ����� − α − β → ��!

��, ��, ��, �� ≥ "

�� + �� = �

�� + �� = �

��� − �� ≤ α

−�� + �� ≤ α

�� − �� ≤ β

−�� + ��� ≤ β ,

���� � = ���, ���
� ��  = ���, ���

� � # ��$� 
�
��%��� 
�&'��( ��)* �� ��
 ��� � +���,))��*��
�� �����(

-)* � �&�� ��)��)�&�

 ��)��&��( ���*�� � +���,))��* ��
��� �����( ��,���)�������� ��
 ��� ��



��� �� ������	
�	��

������� ���	
��� 	��

� =

(

�

�

)

, � =

(

�

�

)

, α = �, β = � ,

� =

(

�

�

)

, � =

(

�

�

)

, α = �, β = � ,

� =

(

�.�

�.�

)

, � =

(

�.�

�.�

)

, α = �.�, β = �.�

���� �������� ��	�� ��������� ���	
���� ��� �����������

�����������	
� ������� ��������� ��������� ��������� ���� ������	
� � ����� �����

�
����� ���� !��������� ������	
� �� ���� !���������������� � "������#�	������ ������ �

���� !������ � �$%�����&� !������ �������&
�$���'

���� = α

���� = β

�� ≤ α��
��� ≤ β��

� ≥ ��
� ≥ ��

��
�
� = ��

�
� = � ,

�����

���� !��������������� � �%�������
� ������������ !��������� ����������� ����(� �(��� %��

������&� ��

� ����� !������ ���� ���� �$������ � %��������� �(������&�� !)��

����� ���	
� ������� ��	�
�����
��� ������� � ���!� 
 "���� �!����� #��������$�� � 
 %"��&' (���!���)

�������� ���* !� 
 ������ (���!���� 
�
�+�� α)� !� β)� 
 	
��
��� !� 
 �������� (���!���,�� ����

��� − �� ≤ ����� − ���� − ���� + ����

−�� + �� ≤ ����� − ���� − ���� + ����

�� − �� ≤ ���� − ���� − ���� + �����

−�� + ��� ≤ ���� − ���� − ���� + �����

��, ��, ��, �� ≥ �

�� + �� = �� + �� = � .

������� ���	
��� 	�� 
 "���� �!���,
� �
��� �������� ����!�$��� 
 (���� (���!������������� ��	��

�����������

� "������#�	���� ���������� !�������� �� ����	
� ��%��� %�����(� !���������������"� ��

*���)� !��� ���� � �� � ������ ����� + �� � �$�$�� %�� ,� � !����%�� ��� ��� ��&��� ������

�������� ������!����-�(� ����������%��

� = ��� + ��� �� � = ��� + ��� ,

���� ��, �� > +� � � -�
�� �������"&�� ���( 
×��� �����# ,���� �� ��������� ��� %��������

�� . ���!����&� ��, ��, �� �� �� ������� %���������%�� . �� � �� � �����#�� ������ ����� �

/+, �0 �����%���
�"� ����



���� ������	�
 ������ ���

���� ������ �� �� � ��������� ��	��
�	 ����� ����	
���� �� ���������	 α, β 
������� 
 	, 


	�������� ���������� �����
��� ����

� ≤ α�� − �� ≤ �� − 	 ≤ �� − �

� ≤ β�� − �� ≤ �� − 
 ≤ �� − �

� ≥ ��
� ≥ ��

���� = ��� � = � .

������

���������� �	
���� ������ ��	� ���� �� � ��������� �������	�� ����� ��	�� 	��� α!��� β!��

����"� ��	#���	� $�����

�� =

{

�, �� �� > � ,

�, �� �� = � ,
%� � � =

{

�, �� � � > � ,

�, �� � � = � .

& ��	 � � %�  ���� '�� �	��� (�, �)!*
�	 ��	+�� ,�� α = ���� %� β = ��� � ��%� �-		�

%� ��� ����� ��� .����� %���� ����

� = �� �α�� − ��� = �� �β�� − ��� ,

��	�*
�	 ������� �� ���� ������ ��	#���	�

&��� ������ ��	� ���� ������ ��	#���	� �����

� ≤ � ≤ 	 ≤ �� %� � ≤ � ≤ 
 ≤ �� .

/� �� = �� ����� α − ��
�
�� = �� %� �� �� = �� ����� �� = �� 0����

�� �α�� − ��� = � ,

��	�*
�	 ������� �� ���� α = ����� 1 β = ��� �����	
��%� %��%�����%�� �����	+��

�-������+ ���� ,�� ����"� ��	#���	� ����� � �, � ��������� �������	��

1 ������ ��	�2�� ���,��� ��	��%�� � ��	������ �+2����
�	 �����

����� ����	� �������� ���	
����	
��� � ����� ���	
�� ���������� ���
������
��� ����� ������ � ���

��������  ���
� ����!

� ≤ α − ��� + �� ≤ � − �� ≤ � − ��
� ≤ α + �� − �� ≤ � − �� ≤ � − ��
� ≤ β − �� + �� ≤ � − �� ≤ � − ��
� ≤ β + �� − ��� ≤ � − �� ≤ � − ��

�� + �� = �� + �� = �

��, ��, ��, �� ≥ �

��, ��, ��, �� ∈ {�, �} .

"�#$%� �����& '�#$ � ����� ���	
�� �	��� '
��� ��#��	
� ������(�� �  ���  ���������	����� �� 
 =

��, ��& � = ��, ��, 
 = ��, ��& � = ��, ��& �� 
 = ��, ��& � = ��, �� �������
�������



��� �� ������	
�	��

����������	
	

������ � ��	
�����
�������� ���� � = −�, ����������	
	��	 ��������� �� ��� � 	
����

���� ��������� �� ����� �
������� ����� 
������������� ������ ����������� ������+� = ,

� � �! "���� ���#������� $�����	��
�� ����#�� ����
���%

α + β → 	��

� ≥ 

� ≥ 

��� = !

��� = !

�� ≤ α��
��� ≥ −β�� .

� �&!"

� ����� ����#���'� �
����'� ���� �� ������(���� ���	��� ������ $����#��� )����� ������

���� ��, β" �� ��, α" �����
��������'� �	��*�� � ��������*� ���#	��� ��������*� ���

���� ������ �� �⋆� �⋆ ��������� �������� ����� �������	�� �� � 
������������� �� ��	�
��

	��� α⋆���� β⋆��� ��⋆, β⋆" �� ��⋆, α⋆" ����
�	�� 
���	����� � ���������� 	������� ������
��

����  �	����������!
α → 	�� β → 	��

� ≥ � � ≥ �
��
�
� = ! ��

�
� = !

�� ≤ α�� ��� ≥ −β�� .

� �&&"

)����� ������ ���� �� �$��	�	��� α + β = +� �� α �$��	
��� ������� � 	
�����
��� ����	�

��	 ���������

,� � ���	$��� 	'#����� �����	����� � �&&" 	����#
�
��� ����� � 	*�������� ��
	�

��$����-�
���� .�����	�
��� �������	����� �	��� �	����� � ����*� $��� 	'#����" � 	*��������
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������ ��������� 	 �
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� �������� ���� 	  �!	"	��	  �!#��	�

α → ��� β → ���

��, ��, �� ≥ � ��, ��, �� ≥ �

�� + �� + �� = � �� + �� + �� = �

��� + �� − α ≤ � ��� + ��� − �� + β ≥ �

��� + ��� − α ≤ � �� + ��� + β ≥ �

−�� + ��� + ��� − α ≤ � ��� + ��� + β ≥ � .

� ����$!�� �%"������! ��&�	$'	��(� 	  ����  �!	"	�$�� ��&�!"����� α = )/*+ � = ��/*, �/*, �/*�+

β = −)/*+ �� � = �,/*, ,/��, -/����

� � �&!" 	����#
�
� (�� �� 	����$������� ���� ����
��� ���������� �������� ���	��
���

	������#��� 	����#
�
� �������� 	��� ����� � �&!"��� �� �$��	�	��� α + β = +� �� �



���� ������	�
 ������ ���

�������� �� α	 β ��
����� �����
� 
���� 
�����
� �������� ���������	 �


�, � ≥ �

���� = �

��� � = �

�� ≤ α��
��� ≥ α�� .

������

� ������ ������������ 
 ������� ������� �����  ����
 ��!������	 ���" 
 ��������#

��������$$ ����$�� ������%����� ����& ��'������� ����"��� � �"
����
�$
� ���
��$
� ����
�

������$$ ��'����� ��!�������

����� ����	� ������� ��	
����	�� ������ ���	
� � ���� �������
 ���������� ����	��������� �� ����

� ������� ��������  ��!��"�# ����� � �$������%�� ����"�&

��, ��, ��, ��, ��, �� ≥ '

�� + �� + �� = �� + �� + �� = �

��� + �� ≤ α

��� + ��� ≤ α

−�� + ��� + ��� ≤ α

��� + ��� − �� ≥ α

�� + ��� ≥ α

��� + ��� ≥ α .

($

)�
 ���*��+# *��) α = ,/-# 
 = �./-, ./��, //���� # � = ��/-, �/-, �/-�� �	����!�	 � ��,�  ��������

��
�0����# ��*�� �� 
# � ��������� ��)�
01�)�

������ � ���	
� ���	���� ������

(������!�� ���� ��" � ������)������� �� ���� 
� �)����$�� ����"
�� �������  �� ������
�
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������
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)�� ���)�$$���
�� �����
 ���
�����#

)�� 
 ����� )������ * 
� ���������$�� ���
������ * ���
�������
� ���
�
 �������� +�������
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������� 
 �,������������ -��
��  ���

.��"�� �� 
 P� )������ ������� �������� ���
�����)
� /��
���'� &�" �� = � ��#�	 ���"

���)��!�),�

��
�
�� �� = ���

�
{��

�
�� �} . ����0�

1�����" ����$$� � ≥ � ������� ���"��

��−� =
�

� − �
��� − ����−� + ��−�� , ����2�

�� ���
���'� �� = ��� #� &�"	 ���" ���)��!�),�

�������−� = �
�
�
{��� ���−�} . ����3�

4���� ���"��

�� =
�

�
��� − ����−� + ��� , ����5�



��� �� ������	
�	��

�� ��������	 �� = � �� 
� ��� ���

�
�
� �� �� = ���

�
{�

�
� �� �} . ������

� ����� ��������� ����� ����������� �� = �, �, . . .�
�� 	�� ��������� ��� ������! {��}
��

�� {��}
�� "		�� � 	#���	��$� ��� ����� 	��%�	!

����� 	
	��� �� �{��}, {��}� ��������� ������	��� ���	���� ������ �� � 
���������� ���

������	���

������	��� &���� {��} �� {��} ���'��(�$���� ��	����	� (� 	�������� ���'� ��������	� �����

��� �����)) �� ����' ��� ����%�	��

*��+	 ���� ��� ��������,
×�
��� ����-�
)��
� ��������� ��� ��+	��+�	� ����.�


)�� �� ����/�
)�� 
 + � ������� �� ������ ���� ����0�
)�� �� ������
)�� 
� ������� ���� 1�

� �����2�'� ������ ����+�	� �		�� �� �������	 �� ��������	 �����!


� + �3��
 + �� + �
�4 = Θ��
�� .

����� ����	� �������� ��	��
��	�� � ���� ����	
�� ������� 
��
��
���� 
 ����� ������
� ����	
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������������
� � ������ ������ ���
���
� 
� =  �, !, !"� � �!! ����� ����� 
��� =  !.��#, !.$�%, !.$#%"�

�� �
���
=  !.&�#, !.�&#, !.�%�"� � '
 ������ 
� ��������� 
� ��	���(�	)�� )
����*����+ 
���� 
�� �
,

�
���
����+ )��	 
� ������� ������+ ���� !.�$#+ ��)�� 
 ������ �
��
� ���-������

������ �����	
���� ��
�����
����

�� � �����,%���	��� ���� � ��� ��
���������	��� ����������	� �
�����
����� ������+	�

"))�� �� ����)�� ��
= −� �� � 	�� �������� ����������� ���� �� ������
)�� �������	�

"))$�� 	#���	���	� ��� α = β = 5 �� %���	 ����	� 5�� �� �����$����� ��������)�� � 	��

%���	�� ��������� ��������	� *���� � 	#���	��$� ��� ���� � ' �	�

����� 	
	��� �� �⋆ ������ ������� ����� ������	�� �� � ��

������ 
��������������  �

� ≥ �

��� = 6

�� ≤ � .

����7�

����7� ���� ������ � �������, �' ���� ���$� ������ ��+	����� ���� � ��	� ���$����


��)) ����)�� � �$�������	 ����� �,�����2������ � ��	�����)�� ����)�� ������)�� ��		��

	���)) ����� �$�������� ��� ��+	�� ����7� ���� �������

���� ������ �����	
�� ����� ��� �����  ���	������� ������� �� ���� �����	
��� ����� ��� �	� ���� ����
��� ��  ���	���� � � �����	
����� ������ � �������	
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����� ����	� ����������	
 ����������� ��������� 	
 
 =

(

� �

−� �

)

�
�������� �������������

����� ������ 	 �������
�� ����� � ��!

��, �� ≥ �

�� + �� = �

�� ≤ �

−�� ≤ � .

"���#��  ��$	�%& $�'# 	
 �'#�� �� �'� (��! �� = � �� �� = �& 	� 	
 � ��� ���
�	 ���	��'�	�

� ���������	 
�������� ���� 
	����� �	�� ��� ������� ��	����	���� 
������ ���������

��� ������������ ����������� ��������� ��	����������� ����� ������	����� �������� �����

��� ������������ ����������� ��������� ��	��������� ���	������� ��������� ��������

������� ��	����	���� 
������ ���	������� ��� ����� �� ���� ��������� � �������� �������

������� ������ ��	������! � ���������	��� ��� �������� ���� �	�� � ���������� ��

������	�� ���	� 
�������� ���� ������	����� ����������� ���
�����������	 ��� ���� ���������

������������ �������������!
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��� �� ��� ���	� 
�������� ����� � ��������� ��� ���
�����	 �	����� �	������� � > �

��������	� �� �� ��������	� �� ����	���!
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����������
 ����������	���
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��� �	�� � �������� � � ������������ ������������� '(! �	�)!

+��	�  ≥ �� � ≥ �� �� �� ≤ �� �����

�� − λ�� ≤ �

−�� + λ�� ≤ �

��
�
 − ��

�
� ≤ & .
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�������� 	
�	������ ���� λ ∈ ��, ��� 
�� � � �� �
���� �
�� ���� λ = �� 
���� �	��
� �

������ !���"�� �
���� � = �� "� � = ��� �	� 
��
!	�!# �$�%�� 	���#�� 
��
!����
!�"�"!
��

&� λ = �� ����� ��
�
�+��

�
� = �� "� �$�%�� ���	�#�� 
��
!����
!�"�
 	�� �'!
� ��! �
����((


�� )��� � ��	)�!
!�
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!	�!# �$�%�� 
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!����
!�"�"!
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*�� 	
�	������ ���� ��
�
� = ��

�
�� �$�%��'(�� �� ��)���� ����

���� − λ���� ≤ � ,

−����� + λ���� ≤ � .

+ �" 
��
!����
!�"�
 ����
�#�� ��)���� ����

���� − ���� ≤ � .

�� �$�%�� ���	�#�� 
��
!����
!�"�"�
� ��	(�!���� ��)���� ���� ��
�
� − ��

�
� = ��

,
��
! � = �� − λ�/- � �� 
���� ��
�
� = ��

�
� = ��  �� 	�!# � = �/�� 	�!# � = �/�

������ !���"�� �
���� "� �$�%��'(�� ���
�
���� ����.
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�

�
��� ≥

λ
�
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�� =
�

�
�� ≤

λ
�
�� .

,
��
!
� α = λ/� "� β = −λ/�� 
���� �, � �
���)�� 	
���#��� �$�--�'!
� "� α + β = ��
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�� �
��


�����
�
� ����! 	�#��
�� 	
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���� ������	�
 ������ ���

��������	
� �� � �������	�
 ���� �� ≤ 
 ����

�� − λ� ≤ 

−��� + λ� ≤ 

��� − ��� ≤  .

������

����	 � ≥  �� λ > �
 ��� ���� �� � = ��/λ��
 ���� �� � = ��/λ�� ����� �����������

���� � �	 ������ �	�!� ��� �����	!��	������� λ"��	
 ����

�� ≤ � �� ��� ≥ � ,

�#����� �$��������
 #��� � ����������� ����	�%�� � &��%	 '�	�������
 �� � �����������

����	�%�� � � %	 '�	�������� ������ #������ �����	!��	������(!�	 ��� ��&) �
 #���

��� ≤ ��� .

* �) � ����(��

��� ≥ ����� �� = �� ����� ≥ ��� = ��� ,

��#%� ��� = ���
 ��	�(!�	 �� �$��������
 #��� � &��%	 '�	���� +�	',������� �"(�� �� �
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����	�%�� � &��%	 '�	������� �� � �&���%	�� ����	�%�� � � %	 '�	��������

����� ����	� �������� ��	
���	��� ��������� 	 �
������� �������� �����	������ ���	�	����

�� + ��� → �	�

�� ≥ �

−�� + �� ≥ �

��� + ��� ≤ �� .
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)����� � ���
�������� � ��������#� &���������������� 
���' � P� 	
����� �*�+
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	� ��� &,������� ��� � � ≥ - ��#� �
�������� &,�� .���#��� � �������� ������
	
�

&�����
��� �������	,� � ��������#� 	����������/

�� / R� → R, ��*�*�++ = ��
�
��*�+ * = 0, 1, . . . , �+ ,

φ / R → R, φ*��+ = �'{-, ��} ,

Φ / R� → R, Φ*�*�++ =
∑�

�=� φ*��*�*�+++ .

*2 33+

4��	�� �� � ��������#� ������
��� �������������&�������� �����#������ �����/

�′�*�+ = φ*� �*�*�+++ − Φ*�*�++� �*�+, � �*-+ = � �� *0 ≤ � ≤ �+ . *2 35+

.���� � 	��� ������� ���#� ��&�	���� &��������� ��� *2 35+���� ��� �����
�� ��� �����

�
�� � 	��� ������� ���#� ��&�	���� � ��������#������� ����������#� 6���,� &��� ����
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# + ��
�� =  , !, . . . , 	� . �"�#$�

����	����� %
&���	� ��� ��

 ������������� ���� 	��� ��
�����&����� ������ ������ � ≥ '(���

)����� �
� ���� ��
���
��� �(�� �� �� > '(�� � ����� < '� *�����

�� = ���{�|' < � < ��, � ���� ≥ '} .

%���� � ���� �
���������� �� � ��'� ≥ ' ����� � ����� = '� �� ������ τ ∈ ���, ���(��� � ��τ� < '�

+� �
&��&���,&�
 �	��������� ���� ������ τ ∈ ���, ��-(��

�′��τ� = φ�$ ��	�τ��� − Φ�	�τ��� ��τ� ≥ ' .

+ *�������(�	�������� ����
 ����� 
������ τ ∈ ���, ���� ����

� ����� = � ����� + �
′
��τ���� − ��� ≥ ' ,

��� �

���������� )���� � ���� ���������� ������ � ≥ '(��� + �	������&��,�� ��������.���

����
∑�

�=� � ���� =  ������ � ≥ '(��� *����� � ��� =  −
∑�

�=� � ����� �����

� ′��� = −
�∑

�=�

�′���� = −
�∑

�=�

φ�$ ��	����� + Φ�	�����

�∑

�=�

� ����� = Φ�	����� −
�∑

�=�

� ����� ,

����� � ��� ����
���� � �	������&� ������� �����������/

� ′��� = −Φ�	���� � ���

�� � �'� =  −
∑�

�=� � �� = ' ������������ ��

���� )����� ������ � ≥ '(�� � ��� = '� ��� ���

.�
����� ���� 	��� ��
�����&����� ������ ������ � ≥ '(���

)����� �
� ���� ��
���
��� � ≥ ' ��

��� ���$��	����� > '� %����

�

��
φ�$��	����� =

�∑

�=�

"� ��
′
���� =

�∑

�=�

"� �0φ�$ ��	����� − Φ�	����� ����-

=

�∑

�=�

"� �φ�$ ��	����� − Φ�	����φ�$��	����� .
�"�#1�

2�������� ��� ������� �
��
� φ�$��	�����(��
� �� ��.�� 	���� �� ��� ������ �����
&��������

� =  , !, . . . , 	(��/

�∑

�=�

φ�$��	�����
�

��
φ�$��	����� =

�∑

�=�

�∑

�=�

"� �φ�$��	�����φ�$ ��	����� − Φ�	�����
�∑

�=�

φ��$��	������ .

�"�#3�
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������������� ��� � ����� ��� 
����� ������ 	���� ���� � ��
�� ����
����	�

� ���	���
� ����� φ�������   �����!��"� 
�� �	���� ���	���	��� ����� �� 	��	
��� ������ ��

φ�������   = #� ��� �$�%& ��� ������

���� ������ ���� ���� ���������
 ������ ���� Φ����  = #� '���� ��
��
 ����

φ�������   = #� ����� �$�%( !������)

*

+



�
Ψ����  = −Φ����  Ψ����  �$�%$ 

����!,�� ����

Ψ - R� → R 	� Ψ����  =

�
∑

�=�

φ��������   ,

��� �!����)� ���� Ψ����  ����	���� � �����	
 ����
����� 
���� ������	��	� �������� ���!� �

������!� 
���� ����� ��
��
 τ ≥ ����� ',,��� ���������� ���� φ������τ   = # ������!���

���τ ≤ �� �� ��τ ����
�.���

/� Φ����  > # ��
��
 � ≥ #���� ����� Ψ����  > #� 	� ��

��
 �!����)� ����

*

+



�
Ψ����  ≤ −

√

Ψ����  Ψ����  ,

��
*

+



�
Ψ����  �Ψ����   −

�

� ≤ −* .

��
��	� ������ � 0#, �1 �
����������
 �
����!��� �� ���"��� ����

−Ψ����  −��/�� + � ≤ −� ,

���� � = �Ψ���#   −��/��� ����,��� ���������

�Ψ����   �/� ≤ *

� + �
. �$�%2 
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�	� �������!�!��� ���"��� ����

��
�
���� = ������  ≤ φ�������   ≤ Φ����  ≤

√

�Ψ����  ≤
√
�

� + �
, �$�9# 

���� ����
������
�	� � �� ������
���!�� ����� �	� � ���	���
���,�
 �� ���� �	��� ������

� ��������� ��������- {���� }� ���� �� ��
���
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�� ����!��� ������� ����� ���� ��

���)��
���	�� ��������� ��� ����!������ ���!� ��
 �����!,, ��� �⋆ ����)�!�� ��
�"��� �$�9# �

,��� ������ � �	�����
,� ������ �� ���"��� ���� ��⋆ ≤ �� ���!� �⋆ ����
�.���

����� ������ �������� �	
���	
��� ��������� 	 
��� ������	� ���������� �������������� � ����	���

������� 	��	��	���� �� ��!���"� #�� ���� $��� 	� �����	���� ������������ �������������� �� ��$��� ����

�����% ���& 	 
��'� �������� �	��� 	��% ��(�"������%  �(& 	 ������ ������ �����$�	� ��(&����� �������%
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' ()* �+ ��ff����,������������� � ������������ -����./�����%�	������ �������� �� � 0&, "&&1 ������

�������� � = &.&" ����	����	����� �� �(&+ = (", &, . . . , &+� ������������ ������* �("&&+��� ������ �

���������� �����$��� ����������

� ≈ (&.!2 2"3, &.� � !3, &.��"3))+ ,

� ≈ (&.�)!�!), &. 2"2  , &.""!"��+ .

4��� �����$��	 �� ������� ����� ��� �����	
������ 5�,	��	�* 6�	���$�	�� �		�� ������ �� ��������� ��
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��� �������������

� =

(

�

7
,
�

�"
,
!

�"

)
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8�����%� ���� � ������	 ��5� &.&27*
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� ������ �������

���������� �	
 � �����
�� ���
����� ������� � ��	
�� ���� ��	
 � ������ ���� ���������
������������ ��	
�� ��� �������� ��	
 ������ � � �������� ������ ����� �� ������ ������
����� ������� ������� � �� ������ 
����� ����� ���	���� �!	�"���� 
�, . . . , 
�−�, 
�+�, . . . ,�

�������� # ���� ���� ����� � ����� ��������� ������� � ������� ��� ��	����� �	
 �	
���$�
�
�� %�������� �� �	
���$�
 &��'����� �	 ����� ��� ������"����� �� ������ �� ���	��$��
������������ 
� �������� # �!������ � ���� ��� � ��
� �&����� ���

����� 	
��� ���������	
 9�����	:� � ���������� ���	������	 �������� � � = � � = 0&, "1 �	 ��(�, �+ =

��(�, �+ = "−(�−�+
�* ;�����	� ���� ������ ��<�����#:������ 	�����
�� ������� �	 ���	 ��������

	�� �����	
�� ���� ⋆
�
= ⋆

�
∈ 0&, "1*
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∑�
�=� ��� �� ∇� �� �� �� �������� �� ��
����� �����
��������
	����! %�� ����	��

������� ��	
���� ��������� $����	� $� ���
� ����, ���� ∈ � � ���� � ����&�
� �� �������
�

� ≥ �&��

����� − ������ �������, �� − ������, ��� < ' . � !"(�

����� 	
	��� ��� ��	���� ��������� ������ �������� �������� ��� �������	�� ����

������	��� )  !*! ���
� ���� ���
��	 
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��+��! )� 
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&
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����
�
	
� �� ���� � ����!

%		�� 	 = #, (&�


�
���

�

�
����

���

�
� = '

∇� ����
���� + �

����

�
∇�����

���

�
� = �� .

) �����	 
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�������
� � 	��
�	
��� ����,� �
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� �������

∇� ����
���� +

��
∑
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�
���

� �
∇��� ���

���

�
� = ' , � !"*�

�$�� �
���

� �
� �

���

�
&��	� �� �� � � �� �&
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! 1�������	 
� � !"*�&�� �����
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�
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���

�
�� �&
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�
���� �� ����
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�
− �

���

�
�� &��� 	 = ( 
�
���! )���	 ����
 �� ��� 	�0��� 
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�������
	
�

� = #, (, . . . ,�&�
! %		�� � 	��
�	
���� 	�0��	�

' = {����� − �����������, �� + ����� − �����������, ��}

+

�
∑

�=�
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∑

�=�
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���
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�
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���

�
��∇��� ���

���

�
� + �

���

� �
��

���

�
− �

���

�
��∇��� ���

���

�
�3 .

� !""�
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���	 ����
� $��� �� ���.��� ������+ 	��	������ ���� �� 
���� 	�� ��� ����
�
 0������� ��
	�0��
��
��
	 � 	��	������� ���� 0
���

��
���

�
− �

���

�
��∇��� ���
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�
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�
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�
�
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���

�
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�
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�
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�
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�
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" �#�����$�� �%����� ��� ����� � ��������� �!������� ������ ��!$��! �� !$��� ��������

��� ������ !��&�!%�%�� �������$����'� ��� � !$��%��! ���%� ���!�� !$����(�� �������
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����� �
��	� ������ ���� ���� � ��	���� �� ��
��� ������	�
�	 ��ff���	 ������! "�	��	 �#���


 ������ � ≥ �� ���� ���, �	 + ���, �	� 	����$� ��%	��� ���� ���, �	 � ���, �	 &���'�#"�������

(���� � ���� ���!
�	 
�����)�	 ��	����

����������� )����� ����, ���� ∈ � %! ���� � ����� *���� ��� �� α ∈ ��, +�
�� ��α	 = α���� +

�+ − α	���� ∈ � %!

�

�α
����α	, �	 = ����α	, �	����� − ����	 .

,�� �%� � �� ��, +�
�� ���������

������, �	 − ������, �	 =

∫ �

�

����α	, �	����� − ����	�α ,

%! ��� �%� � �� (��� ���!$���$�� ����� − ����	� 
��

����� − ����	� �������, �	 − ������, �		 =

∫ �

�

����� − ����	�����α	, �	����� − ����	�α

=

+

-

∫ �

�

����� − ����	� �����α	, �	 + ����α	, �	� 	����� − ����	�α < � ,

����� � ��$���&��!� ��.���$�'��

����� ����	� ��������	 
���������� ����
� ��������� 	 �
������� �������� ������������ �������� 	���

� � = � � = ��, ��� �� 	 ����������������� 

��!��, ��" = −�
�

�
+ �� − ����

��

��!��, ��" = −�
�

�
+ �� − ���� .
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� �������

∇� ��&��, ��' = −(�� + " − ��, ∇� ��&��, ��' = −(�� + " − �� ,

���

�&�, �' =

(

��&−(�� + " − ��'

��&−(�� + " − ��'

)

.
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���*�����+,

�&�, �' =

(

−(�� −��
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−.�� −�� − ��
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)
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−( −.
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−( −. − λ

)
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� ���� �����	�
 ������ ���� �⋆ ∈ � ��
����
 ��� ����
����� ��

����
⋆, �⋆� ≥ ����

⋆, �� ������

��
��
 � ∈ � ���� ���� �� � ������	�
 ���
����  ��!��!"�#$��%�
�� �  %���!"�	�
 #���

����!$� ���� �! ��#�&�!�� ���&�
 #������ ����&��
���� ��%�
����� �� ����!� ����
 � ≥ ��

���� ����'� ��%�
����

(�"��! � � %����)�*� ����
�"����
��� �� ������ �%�%���
)��&�� �����&� ����

����� ����	� �� �⋆ ∈ � ������ �������� ����� �	���� �� ���������� ��

���⋆, ��� �� − �⋆� ≤ + ����,�


����� � ∈ � ����������� ���	 ���, ����� ����-����� ������	����

�
��������� .���$ #��� ���� �⋆ �����/�� ������� �� (�� ����
⋆, �� 0 ��
� � ������
����

#$��%�
� 0 #��%��!� � ��1������ � = �⋆�	�
� �����

∇�����
⋆, �⋆��� − �⋆� ≤ +

��
��
 � ∈ � ������������ 2�%�� ∇�����
⋆, �⋆� = ���⋆, ��� /�� �⋆ �����/�� ����,����

2��� ����$ #��� ���� �⋆ �����/�� ����,����� ����
⋆, �⋆� � �!���
�� �
�%������ �� � &���



���� ������	�
 ������ ���

������� ��	
�� ������	���� �	���

����
⋆
, �⋆� −����

⋆
, �� ≥ ���, ��� ��⋆ − �� ≥ ���, ��� ��⋆ − �� + ���⋆, ��� �� − �⋆� > � ,

����� �⋆ �	���
��	 ����������

�������� ��
 !����� " � ���	�#	�� �
 ���$�������
 ��
��%����� �������� " ��%����

����������� � &���� �
 ���� 	 '��!����&���� ��
��%������

( ��������$��!�� %�)�	��*�� �
 �� �� �'�#	��	� ��������� ��� ���*������
$*�&�������

��� ��� �
 ���� 	 '��!����&� ���	������ �� ���%��	 � ������ �� &���� �
 ���� 	 '��!���

��&�����

����� �	�
�� �� �⋆ ∈ � ������ ��	��
�	 ����� ������ �� ����+����� �� ��⋆, �⋆� ����	
���� ���

����	 ��
������
 ����	��� ���� ��	 �� 
������������� � , � ��!���"�#$���	��� �� ��

#���, �� = # ��, �� 
 #���, �� = − # ��, ��, ���� # ��, �� = ���, ��� �� − ��.

���������� ,�$����� ��
 -� .��� ��
 �⋆ ∈ � �	���
��	 ��������� ,���� �	���
��	 ����+��� 	��

�
 

# ��, �⋆� ≤ � = # ��⋆, �⋆� .

/�
 ��� ���� ��
�*����*��� ��
 

− # ��⋆, �� ≤ � = − # ��⋆, �⋆� .

0�%	���� ��%�� ��
 -� ��� ��
 �����	� �� ���� # ��⋆, �� < �� ,���� ����1� �� ����+� �	���

� > # ��⋆, �� = ���, ��� ��⋆ − �� > ���, ��� ��⋆ − �� + �� − �⋆�� ����, �� − ���⋆, ���

= ���⋆, ��� ��⋆ − �� ≥ � ,

��	 ���������%��� /��� ��
 -� .��� ��
 ��⋆, �⋆� �
 ���� � � �����!�� !��������� &��������

,���� �����$���
�� �, � ∈ � ���

# ��, �⋆� ≤ # ��⋆, �⋆� = � ≤ # ��, �� .

(� ���$� �
 ���$�������
 �������� � ��������$� .����!�2

���⋆, ��� �� − �⋆� ≤ � ,

����� ����+� ���&��-�� �
 ���&��-� ������ 	��

3��	���-� � ��������$� 	����#	�� ��&������

��
 �� ���� ∈ � �����$���
��� �� ��%&*� ��
 � ��������$� .���%����2

# ��, ����� → ��4

� ∈ � .
����5�

6����&-� �������� ����5� .���%�� ��
��%����� �� ��
 �� μ� = # �����, ������ 7� μ� = �� �����

�	�%�� � ∈ � ���

# ��, ����� = ������, ��� �� − ����� ≤ � ,



��� �� ������	
�	��

��� ����� �	�
� ���� ���� 
��
������ ��
� � �����, ����� = �� ��� �
��
������ ���� μ� > �� � ≥ �

��������� �	 	�!
� ��" ��� � �
���"#�� �
���, ����, . . . , ����� 	� �−� �����"#�� μ�, μ�, . . . , μ�−� >

�� $���" � �%�
��
�&� �
��+�� �
���" 	� μ� �����" �
���'��� � �%�
��
�&� �
��'�����(

μ → ��)

� ��, ����� ≥ μ �� = �, �, . . . , ��

� ∈  .

���*��

+
���� 	��"
� ����

� �����, ����� ≥ μ�−� ≥ � �� = �, �, . . . , � − ��

	�

� �����, ����� = �.

$���" �#',#�� ���� μ� ≥ � .

- �
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� ��"������� 
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�
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� ������ �
��'��
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��'�� ��'
� �
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�

�
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�� �
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�
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� �
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�� �	 	����� �
��
����

����� ����	� �� {
���} ����� 
������ �	��	 ������	� ���������� ��� �	��� {
����} �������������


�	� �� � ���
�	��� ����� �����	�� �������	����� ��������	�

��������
� - !�������� �%!! �	 	�!&�� ����

$�&���%" ��� �#���,#� �
�� ���� ���→∞ μ� = �� ��
� ���*�� ��'
� �
"�./!�� 
�� �,

�
��	�
��
� !&����� �
��� {μ�} �
� �
�
� �%�
��&�� 1#',#� ��� �� ���� {μ�} �
��
������ �
���

����
"�
��� -� {
���} ��"���� ��"������ ���
� ��'
� ���,� � ��"�����  ������!/� ���/� ���

��� 
�� {
����} ����
"�
�� "	����"������ +
���� 	��"
� ����

� ≤ μ��−� = ��
�≤�≤��−�

��
���, ��� �
���� − 
���� ≤ ��
���−��, ��� �
���� − 
���−��� ,

���� �� 
��
��&���
��	� ,�!! ��'��� �#������ ��"�� 1
��� μ��−� → �� ��
� {μ�} �������� ���

{μ�} → ��

���� �
��
� 
⋆ �� �2��
�	��
� ,��	� 
��
������� 	� �
��
�

δ��� = ��{���
, �� − ��, ���� � − 
�|‖
 − ‖ ≥ �, , 
 ∈  } . ���*3�

���*�� ���� δ��� > � ��'
� �� > ��2"�� 4
5���,#� � �� �'
)
�
� � �%�
��
�&��	  
�(

δ�‖
���� − 
⋆‖� = ��
�≤�≤�
δ�‖
��� − 
⋆‖� �� = �, �, . . .� .

$���" ��'
� � = �, �, . . . , �2"


δ�‖
���� − 
⋆‖� ≤ ���
���, �� − ��
⋆, ���� �
⋆ − 
����

= ��
���, ��� �
⋆ − 
���� − ��
⋆, ��� �
⋆ − 
����

≤ ��
���, ��� �
⋆ − 
���� ,



���� ������	�
 ������ ���

�������� �	
�	� ���� ����������

δ�‖����� − �
⋆‖� ≤ ��

�≤�≤�
������, ��� ��⋆ − �����

≤ ���
�∈�

��
�≤�≤�

������, ��� �� − �����

= ��
�≤�≤�

������, ��� ����+�� − �����

= μ� .

������ ���������� ���� ���→∞ δ�‖�
���� − �⋆‖� → �
 ����� ������ ��� � ���� ���� δ���  ��!

"������ � ���������� �#��$"���%�������

&
 δ��� '��������(

)
 �� � > �� ���� δ��� > � ���� �#���$� �	
�*��(

+
 �� ��� {����} ����� ���� �� ���� � δ������→ �� ���� ���������� �#�� ���� → �


, +. �#��$"���%� ���� ‖����� − �⋆‖ → �� -�� ����� → �⋆


�����������
������ .�������� ��� ������������ $%������ ���� � �� ������������� � � = � � = /�, &0� �

�1�����'���������� �����, ��� = ��
�
+ ���� + ) �� �����, ��� = �� + ��
 2#����#� ���� ����

� $%������ �������� ������3��� ���� �� ��%�-��#� � ��� �� ������3���
 2#����#� ���� ����

����� � $%������ � 	
+
 ����� ��� �����������4 �� ������3�� ����������� �����-�%�% �


������ .������� ��
5
% �%�� 35 $%������ ������� ��� �%������ % ������% ��4
 .����� '���

���� �� � P�� �� 6�"� � P� $%����� ��� �� ����%$�� ���� ��, �� ∈ /�, ����0 ����� ���

 ���-���� 6���-� ���4� ��%��� �� � �1�����'����������

�����, ��� =

{

��, �� �� ≤ �� ,

�� − �, �� �� > �� ,

�����, ��� =

{

��, �� �� ≤ �� ,

�� − �, �� �� > �� ,

���� � < ����  ���-����
 ���!� ����� � $%������ ������3���7 8� ��� ������3���� ���� �%��

���7

����	� ��� ����� �����$% 4  �$����� � ����� ���  �������
 , ����� ����  ���� �� ������!

���������� ��"����������
 , ����� �����$% 4 �� ����%$� �� 
 ∈ /�, &0 × /�, &0  �$������"��

�����
 ���  �6������6 ����%��� �� � = /�, &0 × /�, &0!�� � ����� ��� ������� ������
 ,

����%���� ���� ����%�����%�� ���� $%����� �� ����%$�
 ,  �6������6 �1������ � ����� �����!

$% 4��� ������� �% �����%��� ���
, �� = α�
−β‖�−�‖� �-� � ����� �����$% 4 �1������ � ���

������� �% ���������$�� ���
, �� = − ���
, ��
 ���!� ����� � ������������ $%������ ������3!

���7

������ , �%��"�!���$��� % �#�94��� ��� % # �� �� ���"%� � �� � �9�%�4� ��������!

�����
 , �9�%�4� ������������66�� � ������ � % #�� �� < �� < · · · < �� 
 , �9�%�4�

���"�$�#��� �$%������ ������� � % # � 3��� ���� ������ ��� ��� � � ������ �$%����%�


, ����������� �$%������ ����� ��6$� ��� � % #�� "� � % #� � 9��� � �%��"� �����������

�$%������ ���� 1�����
 .��%� � P� $%����� �� ������������ /�,∞0� �� ����%$� �� ∈ /�,∞0� ��



��� �� ������	
�	��

� �������	
��������

�����, ��, . . . , ��� =

{

� −��� ��� � �, �� �� = ��� � � � ,

� �������� .

�����	���� ��� � P� �����	 ����	����� �!����"��� ��# $��!� � �������� ����� %���&
������ '���� 
�� � (��!�������	���� ���� � )#*!+# ����	������#
������ '���� 
�� � 	�,��� ��� � (��!�������	���� ���� � )#*!*# ����	������#
������ '���� 
�� � 	�,��� ��� � (��!�������	���� ���� � )#*!-# ����	������#
������ .����� �� ��� � ��� ������� �����	�/ ��	� �  ��������������	� � � = � � = 0�, +1/ �
�������	
�������� "�,��

�����, ��� = −��� − ���
�
+ *�� − �� + +

�����, ��� = −��� − *���
�
− *�� + �� − +

'���� 
�� � (��!�������	���� ����#
������ 2������� � = */ � � = � � = 0�, +�1/ �����, ��� = �����, ��� = *�� + *�� − ��� + ����#
'���� 
�� � 3���4.�5���!
�����������/ � ����  �� ��� �� ����� %��	���# 6�,��� ��� �� 7��
��"	�� 
����������, ����#
����	
� .����� ��� ��� ���	� ������� �����	�/ ��	� � � = � � = � � = 0�, +1/
�����, ��, ��� = ���−����+��/ �����, ��, ��� = ���−����+�� � �����, ��, ��� = ���−����+��#
'���� 
�� � 3���4.�5���!
�����������#
����		� '���� 
�� � 	�,��� ��� �)#8�!�� � )#*!+# � � )#*!)# ����	����	���� ��������� ����!
�	���#
����	�� '���� �� )#*!)# ����	���� 3���4.�5���!
���������� �)#+�� 
	�����/ � 	�,��� ���
�	���#
����	�� '���� 
�� � )#+!+# ����	������� ��������� ��� ����� ����� ��	7�� ��#
����	�� '���� 
�� � 	�,��� ��� �)#+��!�� � )#*!+9# ����	������� ��������� �������#
����	�� '���� 
�� � )#+!9# ����	������� ��������� ����� ����� ��	7�� ��# '���� 
�� � 	�,���
��� �� ���� � ������� 	����	�: �)#**�!�	�/ �� α = ; � β = 9#
����	�� 6�,��� ��� � )#*!+;# ����	������� ��������� ����������� ����� %��� "�	��������
� ���7 ����� �� �:, ������#

����	�� $����� ��  =

(

* −+
−+ +

)

� � =

(

+ −+
−+ *

)

������	���� �,	�� ��������!

�����	�# 6�,��� ��� ��� � ��������!�����	� � )!+# ����	������� ��������	�	�� �:, ������#

����	�� 6�,��� ��� ��  =
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 ���������� ����������� ����� %��� "�	���!

����� ������� "�	����	��  ��#
����	�� 6�,��� ��� )#*!+)# ����	����	� � ���7 ����� �� �:, ������#
�����
� '���� 
�� � �)#8� 3���4.�5���!
����������� � )#*!+)# ����	������#

�����	�⋆ .����� �� ��  =

(

+ * 9
−+ � +

)

�����������	�# 6�,��� ��� ��  �����������

����� %��� "�	�������� ������� "�	����	��  ��/ � ���7 ����� �� �:, ������/ � 7���� 
��
� 3���4.�5���!
�����������# ��
������� <��	 ��� �����	���� ��� �� �������  ��������!
�� �����������	�#

������� '���� 
�� ������� "�	����	�� � 
���,������ ��  =

(

+ *
9 +

)

����������� ����� %���
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�� ����� ���

��������	�
�
������� ��	� ��� ��� �������� ������������ ������
 ���������
 � ��
�� ��	�
���� ���������
���� �� ���	� ��� �� ��� ����

 ���������� � ����
��� � �������� ������������ ������
�
!

�� + �� → ��"

��, �� ≥ #

$�� + �� ≤ %

�� + $�� ≤ % .

������� &��	� ��� � '�(�()� ��������
 �������� ������������ ������
�
 � ��
�� ��	�
����
������������
������� &��	� ��� � '�(�)'� ��������
�
 � *�����������������
������� &��	� ��� � '�(�()� ��������
�
 � *�����������������
�����	� &��	� ��� � '�(�)+� ��������
�
 � *�����������������
�������⋆ ,���� �����-� � '�(�(.�� '�(�(+� �� '�(�(/� ��������
�� ����������
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2���� � � ��#3��	 ��#��� �� � ��-��	.�������
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�
� − �′′

�
�′
�
=  ,

��

�


�′
�
���� = −

�′ + ���
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2��������� 	
!�� ��
���'!� 2���&� �� �� �������� 	������� �!��

6� ����� "#,
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�����!��%	�� ���� ��	�4����,� �����!�� !� ���,� ��� �������� ��

��
���'!� 2���& !  !�	!�
� �������� +��
����� ����� !� ����
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������ "#, ����$ ! ����7� 	���������!� �����	����
 �!���	���!� � 2����,� ����� %��� !

��������� ���/�
� � 	��� �
����� 	
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�
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�� ����� ��������� 	�
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�⋆ �
������� ,

���� �⋆ �

���� + ���� + � + �−� + �� + �� = "
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≈ �.�(�(�

� ��������	
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� ������� �����
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������ ��	
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�� − ��

)
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�� ������	� �������

�
⋆
�
≈ �.����, �

⋆
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�
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�
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���  ���,����# 1� �����  ���,���� ����,�	��� "����� ����	��� -,	�����# *���		!� �� �
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IV. DISZKRÉT OPTIMALIZÁCIÓ



El®szó

Ez a rész a diszkrét optimalizációval foglalkozó fejezeteket tartalmazza. Az els�o kötetben
jelenik meg azÜtemezéselmélet cím�u fejezet, amelynek f�o témái: egy formális rendszer üte-
mezési feladatok osztályozására, az ütemezések szemléltetésére szolgáló Gantt-diagramok,
egygépes feladatok, párhuzamos berendezésekkel kapcsolatos feladatok, végül az egy- és
többutas ütemezési feladat. Ebben a fejezetben végig feltesszük, hogy az ütemezés megkez-
désekor minden adat ismert.

A második kötet része lesz az Online ütemezés cím�u fejezet, amelyben az ütemez�o
algoritmus folyamatosan kapja az adatokat, és a kapott adatokat � a kés�obb beérkez�o adatok
ismerete nélkül � fel kell dolgozni.
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������������� ���������	 ��� ���	��	�	�� ���
 � �� ����!��	��� ��������� �������	 ������'
�����	��� �� − �� > # �������� (���	�� ��� �������� ��� � �&	������ ������������ ��	��	���	

��� � " � ��	���� ��� ������
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���� ������ �� � ������
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 �� � | � �, ��� |
� ������������ ��� ����
 ��������
 �������
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�	
������� �� � | � �, ���, ����, ���� | � �� �� � | � �, ���, ���� | � ������	��� ��� �&�&�
�!	������ ��������� � .��� 	�	�� ������	
 �� � | � �, ���, ���� | � �� �� � | � �, ��� | �
������	��� !���� � .�/� 	�	�� ������	� (� � �&�&� �������� �������	� �� � | � �, ���, ����, ���� |
� ������	 ���	�	����	 ��
 ���	 "��� ���� 	&�	��	
 ��� ��� �������	�� �� � ��������	�� �� ��
�	�����		 ��������� ����	������	�

���� ������ ������ ���	�
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������������� ���� � �
 ������������ ��������� ��� ����� ����������� ���� ����� ����� � ��!
"������ ������ ���� ���� ≥ 	
 ���� ��������� #���$������
 %� 	 | � �, ����, ����, �	
� | ����� ��
	 | � �, ����, ���� | ����� �� 	 | � �, ����, �	
� | ���� �� �� 	 | � �, ���� | ���� ��������� ���������
������ � &

 ����� ������' $��������� �� ��


%� �����' ������� #��� �������� ������� ����������� ��� ������ (�� ��������� ��
 )� �� ��������
����� ��������� ���� ���� = �� ������ ��� ������� ���� = 	
 % ����� ���������� �*�$� �� ����� ��
� �������� ������� �� � ������� �� ��������� ��������� �� ����� ����������� ������� ����� �������
���������� ������ �(� �� ����� �������� �������� #��� � �
 ����������
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��	 $�	� %&������� �����
��� ���� ����	���� ������	� ������� "��� ������������ ����������

��� ������� ���� '�� �������������� ������� ������� ��������� ����� 	�����!� ������������
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	��� '		�� � �����	�	�� � ����
��) *+,, *-,, . . . , *�,� ���� *+, � �����	� ����� ����
�� *-, �

�����	� ������� ����
� ����	�� ���� .� ��� ����	� �����	 ��� �����	��� ��������	�� �����

������ �!�	���� ������������ �����!��
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��� ��� ������
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�	�� �
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� �� ��������	
 �������� �����
� 
��� 	 ���������	 
����	��� �������� ������
��������	
� �������
 < � >, < � >, . . . , < � > ��� ������������ �����
���� �	 �� 
�� ���
�����
� 	!!�� �	
 ��� ���	
 � "
��# $���

�<�> > �<�+�>

%���&! '�� $��� < � > ����(
!����	 	 � "����
��	
 !������"!� � !)� �(
!	�	�	� !)�)��
�!!��

�<�> = �<�> − �<�> = � + �<�> − �<�> ,

�<�+�> = �<�+�> − �<�+�> = � + �<�> + �<�+�> − �<�+�> .

%�!"
��&! 	�� 	� ���, ���, . . . , ��� �����
��� 	���� *�	! 	

�"�	
 !&��
���"! ������ $��� 	�
�������� !)� �(
!	�	�	��� '��*���)��&!� +�� 	 ����" �(
!	�	�	� !)�)�� 
�� ������"! ��� 	
!)� '��*���)�� �(
!	�	�	� ,� !)�)��

���� = ���� − ���� = ���� − �<�+�> = � + �<�+�> − �<�+�> ,

���+�� = ���+�� − ���+�� = ���+�� − �<�> = � + �<�> + �<�+�> − �<�> .
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�<�+�> ≥ ����, ���+�� ,
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� )��)!� 
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����� ��� 	 ��
���	���
���� �"
�	��"� ���"��)���$���&! 
	��� 	 *���)!!�� ��� ��� �����
��� 
�� !	(
!�

�� � |  �, � � | ���� '��	�	� ����)��
 ��� 
�� "���
 ��������( 	 $������ ���� 	 ���/
�)�	 ������ ���	��
�������	
 01/������� �� ������" $�(�"���"!(� �.����� !����!���� ������	�	
��*"��"� �����!��
 �������	 	 '��	�	����

��� ������ �� ���� �� � |  �, � � | ���� ��������
����� �� �����! ������� �
��	��� �����
"��
 ��� ��� �	����� �����

� 	
 �, �������  � < � 	
 �� < � � , �2�3�

���� �� ������ ��#�$% �!�
�� � ������� ��� ��������
 �������
�� ����� ����"� ����  ��� �
���
��� 
���� ��
&� �−� ������ �� ��� ������#�� ������ ' = {�, . . . , �}\{4�5, . . . , 4 �−�5},
��%����

α = �	#{�� �−��,�"
{� 6 � ∈ '}}

	


( = {� ∈ ' 6 � ≤ α } .

������ 4 �5 ∈ ' ��� ����� �#�������� ������

�� �� = �"
{ �� 6 � ∈ ( } . �2�2�
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 �� �	��

��	�� � ���������� ��
��������� ��������	���

��������	
�  ����� < ! >, < " >, . . . , < � > ��� 
�
�	������� �������� #��� ����
��	$��
������ � � = {!, . . . , �}\{< ! >, . . . , <  − ! >},

α � = ��%{�< �−�>,���{�� & 
 ∈ � �}}

��

� � = {
 ∈ � � & �� ≤ α � } .

'���������$� ���� �	 α � ��
���� ����
�� ����� ����	�
�
 ����
���� #	��
� �� 
 ∈ � �


������� ����� 
 ∈ � �+�, � �+�� � � ����������� ��(� �	 
 ���������� �
���	���� ��� ������

)� �	 < ! >, < " >, . . . , < � > ������� ��� ����(
� �� � �����	(� �	��������
� ����� ��
 ���
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������ ����	�
���� ��������  ����%��
*�+ � � ������������ ��� � ����������� �����	���
��� ��	� 
��
�	��� �	�	

�� �� > α �, ����

*��+ ��� ����� 
 ∈ � �� ����

�� < �� ��, �� ≤ α � . *,�!-+

.����
��� �����	�� �	 *�+ ���
�
� /����� ��	��� ���� α � ��0�(1�$��$� ����
��	��� ���� ����

��� ��� ����� 
 ∈ � � ����������� ������� α � ≥ �� 
������� .����� 2��� ���� � ��	����

���������� ��� �	 ����� ����� � � �
��� �	�	

�� ��, �� �+��, . . . , ���−�� > α �, ���� ≤ α � .

#���� *,�3+��$� ����
��	��� ����

�� ��, �� �+��, . . . , ���−�� ≥ ���� .

.����� ����

���� = ���−�� + ���� − ���� .

4����

���� − ���� = ���−�� + ���� − ���� − ���−�� − ���� + ����

≥ ���� − ���� + ���� ≥ ����, 
 = , . . . , � − ! . *,�!!+

/����� ��� ������ �������� �������� �������� ���
 � � �, . . . , �� − !� ������������ �������
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� ������
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���������	� 
������ ����� � ������
��� �� 	��	�� � = �, . . . , � − � ����	� ����������� � =
�+ �, . . . , � ����	� ��� ������ ���������� ��������� ���� ������
 �� � �� −α � ����
��� �����

��� =  � − �! � = � + �, . . . , � ����	� "�
�� ���������� �� �� = ���� 	��	���� ������ #	�$�

�� �� = α � + �� �� − �� �� ,

����

�� �� − ���� = α � − ���−�� < % ,

��&� ����� �� ������� � �	�	� ��������� '���� �(���� ���"�� �
)
��� &��� � ��*�����

�	�	� ��� ������
+������$� ���� � ���� ������� ����� ������,� ��� � � ��
�*�� -��� &���  �! ������ �

������
��� �� ������ ����� �(�(�.�� ����	�/��� ��,�� �� ������� ������� ����������� ���
����.
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� ����� ���� ��������� ��	
������ ��	�������� ���� ��

����� �123+��
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������� 4������� < � >, < 0 >, . . . , < � > ��� ������������ ������
��� 5� �� ��� 123+
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� ����� ��� ��� ����� � ��
�*� &���
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>
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. �(��6�
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���� �������	�� �
��� ���

�������� ������ � �	��$���	�� 	��	�	��� ������������� ������ ",���� ������ � �	� �,���.


�����)� ��������� 7 �������	�	� ������ �

��<�−�> + �<�>��<�> + ��<�−�> + �<�> + �<�+�>��<�+�>

������ ��,���� &��� � �	��$���	�� 	��	�	&��� �/� ,��� �

��<�−�> + �<�+�>��<�+�> + ��<�−�> + �<�+�> + �<�>��<�>

�������	����� 7 ������ �$�����	��

�<�>�<�+�> − �<�+�>�<�> ,

��� "����/�� ���� �� ������� ��&��) �(��6� ���"���
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���� %$$ & =

∑
�∈� % � �	 � ∗���$$ & ��� ��
����� �%����
�	

����
��	�� �!�� ��# ���
��� &	� �� $ '��
� �� ���!��� 	��!�%�
� � (���
 
���� (
��� �� ���!��� "�
����# ���
�� � �&	 !� ���� ������� )  �!

� ∗���$�& = ���{��'{ � �$%$�&&, � ∗���$�\{ �}&} ( � ∈ (} . $)!%*&

���������	� � �	�
� �
��	�
�
����� ���
��
���� ���� � �	�� ���	�� �
�������!

�	
������� +���������#� ���� ����
�� �
�
��
�
�� ����
���
� � �
������# ����������

���� ����� �
�
�� ��
���
� ����� �����
��
���"
! ,
�� � �
�� ���� �� ��������� ����
���
�

� � ���������� �� �����#! -���� � ∗���$�& 	��	�	� ���� � ��"�� 	� �� 
���� � �$%$�&&� ����

�� ����� ����������� 	� �� 
���� � ∗���$�\{ �}&.

� $)!%*& �	��
� �
���	�	�
� �
������# 
��*$�& ������ ��
"�� ���������� � �
����� �
��

��������!

.��� 
���
�� �� � �
�������� �
�
����	�	�
� ����� ������"�� 
�����	�� ������ � �
��
��

�
�	��
 ������ ����� � ���������! -��
 �� 
�� �	���� �� ������ �	�
� �� /0, ����
�� 
�� �
��

�
�
��� ����������������! ,
����� � �� % | ! �, %�� |
∑

� � �
�������! 1
��
� + = {!�, . . . , !�}!
,
�� � �
�� ���� � � ���������� �
���#��� 
��	�� �� ��� ��  �
�
�	�� ������ � �� ����������

�
��
�� ������� ��!

2
���"
 � ������������ ����
����� �	� �
������� �
���������� ������ %
′

�
, . . . , %

′

�! �

� �������� ���� � ���
��
��� ��������� ������ ����
�� �
���

� = ���{� + %
′

��
,���{	 ∈ + ( 	 > �}} .

��� �
�� �
��� 
�����
��� ���� �� � ����������� �
���� �� ���������� �
� �"�� �
�������

�����! -��
 � ���
��
��� ������������ �������� �����������(

%
′

��
= ���{%

′

� ( %
′

� > �3 ! � ≤ �} . $)!%4&

� ����
�� �
�
( ���������		 
��
����� 
��
������� ����� ��������� $/50,&

���� ������ ,� % | ! �, %�� |
∑

� � ��
����� ��� �%����
�	 ����
��	�� �� $-.+ �������	
���� ����

�	
������� � ��������� ������# � )!6! �	�
�	�
�� 
�	�� ��� �� 7����#�� �����!

� �
����� �8������� ���������� ���� % | ! �, %�� |
∑

/ �� �� ������� +0��
�"
�!



���� ������	
� ����	��� �������� �	��� ���

����� ��� ���	
 ���	�	� ��	�
� ��� 	��� 	 ���������
� 
�� ���������� 	 �������

�� ������� ������� ��
��	��������� ������� ���� 	 ��
�	�	�	��� �	������� 	��
��� ��� 

����� ���������� 	� ! | ����, � � = � ≥
∑�

�=� � � |
∑

"� � + � �# ���	�	� ����	����� $ ���

	��%� �	
 ��%� ����	
 ���� 	 ����� �	����&� ����� ������	
� 	 ��
���	 '��� ���� 	���

	 ����&� ����������� �����
�� 	 �	����&����� (���� ������� ��� ����
 �	�� �	��
�% ��� 

	�	� �	 	� ���
� ��&�� �����
���� �	�� ��	� 	�	� 	 �����)����
	� ����� ��&�
 ����� ����

������

����

*�
��
 ������� ��� ������ �� ��� �������&� ��	�	���	 ��
�
� ���� ( ������ ��	 

�	����� 	���
	� ��
�	��� 	 ��
�	�	�	���� 	������ �����
�����	 �������&��� 	 �����

� �	����&��� �����%�	�� 	 �������&� ��	�	����� 	����� 	� ������ ���� ��
�	�	�	�� ( ��� 

��� ��	�	��� ��
 ��&��
���	����� 	� 	 ��	�	����� 	���% ���&� ��
�	�	�	� �����
���� 

��
	� ������&��� 	 ��	�	����� 	���% ����% ��
�	�	�	� �����
������
	� �������������

	 �������&� ��	�	�� +���� 	 ������ ��	�	�� ����&�� 	� ����% ��
�	�	�	� �����
������
	�

�������������

*�� 
���
� ������	
 ��)���� 	� �+������ ���������� �����
��	�� ��	���
���	��

������ ���)������� 	��
 ��� �������&� 	�������� 	�%��� 	��� ��&����)����	�

���� ������ �� ��������
 �������
����� �� ��
�� 	
 �� ����
� ����������
 ������ ����

����
�����

��	
������ ,	 �	
 �������&�� 	���� 	 ������ ��	�	�� ����
 	� �������&� ��&��� 	 �������&�

��	�	�� ����
 	� �������&� ��
� �����
�������	 	 �	����&� ���� ���	��� �� '��� ���� 	

�����
� �����	�	
 �	�	�� -���� 	 ���������
� ����� ������
�

����� ������  �� ����� ��������
 !�����	
" �������� ��� ����������
 �����
�� � #���$
������ %�&������� ���

��	
������ .���
��
� ��� ���	
 �������� 	������
 	� ���&� �� 	� ����% �����
�����

���� 
�
�� �������&�� �� 	������ 	� ���)�� 
�� ��	�� -���� 	 �������&� ��	�	�� ���&� ��
�	 

�	�	���
	�� &� 
��� 	 �����
������ ��&��
���	����	 	 ���������
 	�	��	��	 	 �	����&��

.����� �� ��&���
 	� ����� ������� 	 �������&� �%��
�

"�# �	 	 ������ ��	�	�� 	�	��	� �������� �����
������ 	���� &� �����
������
	� ��� 

+�
�	 ����
 ����� � ����
"��# �	 	 �������&� ��	�	�� 	�	��	� �������� �����
������ 	���� &� �����
������
	�

������ ����
 ����� � ����
"���# ����
��
 "�# �� "��# �	�	������� 	��	��	�����

(� "�# �� "��# �����
 ������
 	 ���������
� ������ 	 "���# �����
 
�� �������

(� /0. �����
� ����)���
	� 
��� 10. �����
�� 	�	� ���������		 
��
������� �����

����� ������ '����� ��������
 �������
��� � ����������
�� � ������� 
����
���� ()�"
� ��%�&���� 
����
���� *)� 
������� +������

��	
������ ,	 �� ���������� ��
�	�	�	� �������� ����)�� 	���� ����� ����������� 	

���������
� ����� ������
�



��� �� �������	�
��
��

����� ������ ����� ���, ���, . . . , ��� �� �
�� �������	� ���
��� �� �
	�� �	 �� ���
	�
��������
�	 ������ ����	 �

�	���� �	 ���
��� �� ��������
�	 �����	�� � ������������
 �!������� ��� "� � ������� 	����	���� α� � �� �!���� 	����	���� β ��������
�	 #�� �α+β =
��� ����� � ��
 ���#�� ������

α∑

�=�

� ! − ���� �� +

β∑

�=�

.�β − ! + ����α+ ��. ������

	
�������� � 	
��
� ���	������ �α� ��
��
 �� �α−�� ��
��
 ��α�� �α−�� ��
��
 ��α−��+��α�

��� �
�� ��α� ������� α−� ���	������ ��
����
� ��
�
�
�� ��α−�� α−� ���	����������
��� ���
� 	�� �	 �� 
��!� "���
#
� $�����%��  ������	 
� � �
&
 
�!� ���	��� 
�
��� �α+��
	����
 ��α+��� �α+�� 	����
 ��α+��+��α+�� ��� �
�� ��α+�� "���
�
� β���	������ 	������
�
��
�
�
�� ��α+�� β − � ���	���������� ��� '� �� � � ������	 "���
#
�

������(�%� ��# 	���)����% � 	")
	
�!� ���*���

����� ������ $� �
����� 
���� !�
�
�	��� ��	���
#� #�� �
�� ������
�	 ����
��	� ���
���

| α − β |≤ � .

	
�������� +
#,
� ���, ���, . . . , ��� 
#, ��,�� -
�
���� ��
�,�
 � �
��� ���*��� �
�
�#��� $� α ≥ β + �� �		�� �� �	 
� �� -
�
��� .#,� ��#, �α� �
#,
� � �
&
 
�!� ���	���

��!� ���	������ �� '		�� ������ 
��!� "���
#
 �α − ����α�()�� /�"		
�� � ������	 "���
#

�β + ����α�()�� �!�� )�#,�� � 
� 
� )������ �β + � − α���α� ≤ � .

���
� � 	")
	
�!� �
#������ �%���
� ��%��	� �
#,-	 &
�� ��#, �� ���
0
	 ��
����
����
�� 
#,�
� �� +1� ����
�� ��� '		�� �� ����% �
��� &
��
�
��
	 
�
#
 
)!� ��������
�
#����� 
�
�� ������(��� �� �����% � �� �� �� �� �����% � �� �������� ��� �� ���+� �����% �

� 2�#,�� �������� �"��
-�	 �&
�!��� ��#, � �
 �� � �
+� ���	������ 	"�-� �
�,�	 �
#,
�

�"��!�� �� �
 + ��(
��	� ���
)
 �����%� �� 
(
��	�

�����������
������ 3��	�� ����� �
#�����)�� �����,*��	 �
� ��#, � ��4� �
��
� ��
�
��!� &
��
�
�
� ��-	��#
�� ���� � ������!�	 ��
���� �")
	)!� �
��
��� �
� ��-	��#
� &
��
�
 �� ����

���������������	�
������ 5�����	 �
#� ��#, � ���� �
��
� ��
�
��!� �.�,��� �
#�")��
�� �
#���	�����
��!�	 ����
�� 
 �� ��� 
�
�
� �
� /��	 
��#��#
�� ���
� ��-	��#
� &
��
� ���

���� ������	
� ����	��� ��������
 �������	
����

�� ��
 ����% �
#
#,��
�!��� &
�����	 
�
��
� 
#, � #���!�� ���% ����#�� #��/������%�
)�� ��%� ���� ����
� #�� 
#,&����� 6#, 
#, ���	������ �
#���	����� ��
 
 ����
� #�(
�
� ������� � &
�����	 ��# 
��
� �� 
�
�
� �� 7 	
)�� 	�)�
�!�� 
�
	��)
 7 81(
� 
�
	�

��� ��#,  
�
�!���#
 )�� � �
������	�� 
� �����	��	� '�!���"� � ������������ 
�
����,
	

���
�
 -	� �� ���� ��#,�� �	 � �
������	�� �%���
�
	
�



���� ������	
� ����	��� ��������
 �������	
���� ���

����� ������ � ���������� ������	
 � � | ������ |
∑

� � ������� � ! ��������
 �� ����
��
��"�� #� !�� ���, ���, . . . , ��� � ! $�% 
����� &��� ������  	��� �����
�� � !���� ��
������	
' 	
 ������  	��� � "(������� ��������� �� �������
 � � "� �� �������
 ��/��(��
	
���

	
�������� ��	
����	 ��� ���������� �������� � ������ ���, ���, . . . , ��� � ������	��

���	 ��������
 �������� !����� � ≤ "� < "� ≤ � �����	 ���" #��� � "�� ��� �� #��$

������	���� �� �� ��%�� 	����� 	������
	 � �� 
���%������" �
�� � � "�� ��� �� #��$

������	���� �� �� ��%�� � �� 
���%������" ���� �� > �� &� �� � �� ��% ��� ���������

��� 	��'��'��� (		�� � 	�� ������	��� ��� �
�{��, ��} ��	��� ���)����#����" � *�� ��

'�� �'��
" +����
�� � � "�� ������	��� ��������� ��� +�����
	" � "�� ��������� %��
�

+��� +����������" +��� �������� 	���� 

& 	'+��	���� 	�� ����� � ����	'� ���
	 ���	�����
 ����������,� ������
	 

����� ������ � � | ���� | � ���������� �� ������
� ���� �� �����

�∗ = ��-

⎧

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎩

�

�

�
∑

�=�

� �,��-{� � . " = �, . . . , �}

⎫

⎪

⎪

⎪

⎬

⎪

⎪

⎪

⎭

. �/ �0�

	
�������� 1
+�� �� ����%��� ��� �����������" ����� ��� ������	��� �	��#��� �����


 ������ ������+�" ���	 � ����	 ��� ���#��
	 �� ������" ���� �
���� " ����� � � ≤

� � 1������� � ����� ������
 
��� ��� ��#�� �'+
���� �����" �
�� ��
� $�� 	�%��	" #��� �

������	����	�� ����������� �����	 ��� � ��%�	 	'�'�� 

����� ������ � � | ���� | ���� ������� ��������
 )	���  �	�!	�	�� � *��+,- �	������� �����
����!�
	 �

	
�������� (����	��� 	��*���	 �������� � ��%�	�� 1
���� ��%�� � �∗ 
���%���
� ����

#����	 �� ���	�+��" #�)�	 �� ��� ������	 � ������	����	 & ������	����	�� ����

������� ��������� +���	 2� � ���� 	'+��	���� ������	��� ��� ����� �� �%%��

����������� ��% �∗ 
���	���������" �		�� �������� �������� ���� � ��%�� +������	 �� �

������	���� �� ���� � ��%�� ��� ��������� ������	����	 ���� 	'�+������� 2� � �����

������	��� ��� ��� �� �� 
���	�������" �		�� � ������	��� �		��� ����� ��������	

���� � ��%��" #��� ����� �� 
���	������� ������	" � ������	 ��� %��
� � 	'+��	���� ��% ����

������	���� &� 
���	����� ���+������� �
��� �� � 	�� ��� ��� ��$�#�� ������� 

3����	 ����" #��� �� *�� 	��*���� ���������� � �����	*���	 ���� ����������

�−�" � �
���� ������	���� ���������� ������ ��	*���	 ��� & �
�
���
�� ��	���

�����	*���	 ������	 ���#�������� ��� 45������ %������� 2� ��� ������	����

�����	*������	" � ��� ���� � 	'+��	���� ��%�� 	�����" �		�� � �������� ������� ���� �

������	��� ����� �� ��+
�� ����� 	������
	 



��� �� �������	�
��
��

� �������	
 �� �� ����������
 ����� � 
������ ���� 
�� ����������� ��������� ��������

��� 
��� ���	��� � ������
	�	��
 ����
 
������ �����	��� �������	�	�� ���� �� ���� ���

��
�� � ������� ��������� !���� �� �� ��� ������� ��������
 �����	� ������� �����
 ��

��	��� ����� 

����� ������ �� � ||
∑

 �� �

���� �� � ||
∑

� � � ��
���� ������
�	 ����
��	���� � �������
��
�	�� ������ ����� �� � �

���� �!� 	�""������ �������

� 
�"��
���� ����� �����#�	�	��� #$��% ���"���� ���#�����"�� "������
 "����� �� ������

���� ��������� � ��������	��� ����	��������� ��������� 

���	� ������ �� � ||
∑

 � ��
���� ��
������
�	 ��$� �
��� ����
�%��&�


��������� &�
������
 ������� �� ����� &���
 ���� ��� ���� �� $�� ≤ �% ������
	�	��

�
����
 "������� �� $'%, $(%, . . . , $��% ���������� )

�� � *������"�� ����
� ���� � �����

��
∑

�=�

$�� − ' + '%��� �� , $+ ',%

���� ��� ����	�� � + '( ����	��� �� �	���
 -������
 �� � 
�"��
���� ���	��� "	�����
��.

(���� � =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

',
�� � '����
 ������
	�	�� �� �����
 ����� "������
�

���������� �	������ � �����
��
 ,

/ 
������� .

$+ '+%

!�� � ����
� ' �� � 
������ ����� 0�� ��"	��� ��������*������ �����
 ���.

$�% ������ ������
	�	�� �� 
��� "�������

$��% ������ ��� �������� *��
 �� ������
	�	���� ������
����� 

�� ������ �� ��	��� ��������

��� � �	����
�� ����� �� ���
�� 
�"���� ��������������

��

�� #������
 ����.

�
∑

�=�

�
∑

�=�

(���� � = ', ' = ', . . . , � , $+ (/%

�
∑

�=�

(���� � ≤ ', � = ', . . . ,�, � = ', . . . , � . $+ ('%

1� (���� � = '� �

�� � ' ������
	�	� 
������� � *������"����� ��� �, ����� � ������ 
������

�
∑

�=�

�
∑

�=�

�
∑

�=�

��� �(���� � , $+ ((%

���� ���������	��� 
��� �� #� 
����� $+ '+%2$+ ((% ������� �� ����	��������� ���������

��� ��������	��� ���� ����� ���������� 



���� ������	
� ����	��� ��������
 �������	
���� ���

������� �����	
�� ���� � ����
������� ��������� �������������
�
������	���� ��

������ ������� ������ � × � ����� �  ������	� ���	 !��" × � !�� ����	�������� ����������
�� �, � ���#��� �	
����� ���# ��������  ������"� � $������������ ������� ��	������$��
������	�� ��%������� ����� �!��" ������

&�	%���� �����		���
�� ������� ����
�� ��������� � �����%� ���	������� �����'
������ ����� �����( ��� �	
 ������ ��	����� �������� � )�*+� ����� ��� ���� �( $�	

�� � ||

∑
� � �� � � ||

∑
� �� � ��������� ��������( $� ��	������� � ��	�%�������� ������'

���� �� �	
�� 	���� ������( ����� �� �	
�� 	������ � ������� ������� ,������ �������
 �
�����������

����� ������ �� � ||
∑

� � ���������� ��� �� �� ��������
 ��!����
�" ���� ��� � ��!���#
����
�� ������ !	��� � ������$�� 
������ �%����$� 
������� �������

�	
������� ,� � �������� ��� ��� ����( ����� ��� ��	����� �	
 	��( ����
�� �� ��������
������ �	
 ������� $������ �% ��	�%������ ����������� ��	����� �	
 ������ $������ �%
��	�%�������� - ��� ��	�%������� ����������� � �����		���
 ������ ��� ���������

,������ ������� ����$��� �� &��� �����		���
����( ���� � ��	��	����� �������� ����'
�������� !���� � )�.� ������"� /����� ��	 �	
���( $�	
 ����� ���
�	�� ��������  �����( $�	

����� ������������� ����� ��� ������� � ���� �����		���
 ������ ������� �	
( $����
������
 ������� ���������� � �������� �%�� �����		��( ���� � ��	�%����������� 	������
���� ���������� ��� �	
�������%�� ��	$�������� � ��� �� ���%��� ����� 0����%� ���	��'
�������� ��
�� ����������� ��$�� �����
��	 ����
�� ��	�����( ����
���� � ����������
�������� ��� ����1

� ��!�������
�� ����'
����(� �� �� 
����"
��! ��� �� �� ��������
 ��!����
" ��! ������
!	��� � ��!�������
�� ����� � 
������� �������

!) "

2��  ����� �� �����������	 ��	����������( $�	
 �� ���#����������� �������������( $�	
 �
������ �%�� �����	3�

4��	��� ��	 %� ��� �� ����( ��� �
∑

� � ���%�3 �����		���
�� � ���	
���� ��	
��
$������( ����� �� ����� �����  ������� $������ %�1 * �!��, . . . , ��" �� ������� �����		��'
�
�����( $� ���� �� ���#���������� ����� ( ��	�%������� ���������( �� � 	���� ��������
������ ���	���� �%��� %��� � ��, . . . , �� ������������ �� ��� ���

����� ������ +� �� ,)- ����	��� ���(�
.�" ���� �� � ||
∑

� � ������� �
��	�

* �!��, . . . , ��" = ��{ � �!��" + * �−�!��, . . . , �� − �� �, . . . , ��" 1 � = *, . . . ,�} . !)�56"

�	
������� 7��� %��� ��� � ( ��	�%������� ���������( �� �� �� !8" �������� ���� ������'
�
� 	���� %�������� �� ������ �� �� ���	 ����������� ������ ,� �� ������������ �� � 	��(

����� ��� � ('� ����������� ��	������� ��	�%������ � �� − �� � ���������� �� ������ ��� 9	

�������� �� ������� ( − * ��	�%�������� * �−�!��, . . . , �� − �� �, . . . , ��" ������	( ������� � �!��"
������	 � ( ��	�%���������



��� �� �������	�
��
��

����� ������ �� �� �� ��
����
 ��
��	�
� ����� �� � || ���� ��
���� �	����

� ����, . . . , ��� = ���{���{ � �����, � �−����, . . . , �� − �� �, . . . , ���} � � = 	, . . . ,�} . �
���

	
�������� � ���������� ������� �� ������� ����������

� ��������� ���� Θ������� ���� � � ������ �� !���� ����  ����� "�#������ $����� "�#�������

� ������# ��"���������� ��%� � ��&"��%�� ��#����� "�'�(���� Θ�����. ���������� �� �
 &%%)���� ��#������� "��*������� �����"�� ��'��(�� ����� ��#���!"� �""�# ��� � ��������

��������%�� ��� � ��&"��%�� ����#�� ��%���%#����� ��� (�*""���������

� ��!#�����"!� ������#�""�� ��%�*���� � � || ����  �������� )���%����"� ��#� &��������

����'������ �%����#�!� �� +,-������� ������ �����	
���� ��)���" ��� � ��!#�����"!� ����#����

����� � "*)��"���� "�� ��'������ ����

	� .�%����#���!" � ��%�!�"�����" )������� ��##������ ��������

�� �� ����� ��##������ )�)� � ��%�!�"�����"��� �� �''�� ��#�� "*)��"����� �� �������"

��%&#������ %�'#� #�"�!"�

/� � ���*�� �� ����� ������� �""�# ���� � ��!#�����"!� ��%����� (�� &%%)����#��"�� ��% ��

�'������� ��%������ �∗, �� � ����/�∗ ��������� )���%���!"�

����� ������  ��	�!�
�"�	 � 
�	�� �	����

����

�∗
≤ � −

	

�
. �
��0�

	
�������� /� ��"�#&� �������� �%���������� ����������� � %�'�" "*�*�� � ��%�!�"�����"���

�""�# �� �� !���� ����#�

	

�

�
∑

�=�

� �

�����"� .�� ����� ��%����� �%� %�'�� ��%����� ����� �����  �� "��� ��������!�"� ���� � ��%-

�������� ��%�!�"����� ����� ������ �� ����'���� ��� ��%��%������ ����

���{� � � � = 	, . . . , �}

�%� ����" ���� "�#��� �∗-#�� 1�%��� � �� !�������" �� ��������� ��%�!�"����� 2� �

� = ���� − �� ����'������ "������*�� ��� .�)�� �� &���������� ���(����"  ������%�� ����-

�����"� �%� � � ����'����% )��������� %�'  ����������� ���%������ 2��#�

� ≤
	

�

∑

���

� � .

3�%&� �

���� = � + �� ≤
	

�

∑

���

� � + �� =
	

�

�
∑

�=�

� � +
� − 	

�
�� ≤

(

� −
	

�

)

�∗ �
��4�

�%������������%�� "�'�!"�



���� ������	
� ����	��� ��������
 �������	
���� ���

� ������ ��	
� ���	 ���������� ��
� � ���� �	��������

�����
 �	���
�����
 	�����
 �����

����� �
�	�� � �	������ ���� �	�
 � �������

����� ������

�!��� "

�∗
≤

#

$
−

%

$�
. !��&'"

	
�������� (����	�� ����� �	��	

�)�* ���+ � ���	� ���,��
� �	� ����� -	��	�	� �* ���+

� ≥ &� �� 	�
 � ��
����,��
* ���� �	�����+,����* ���+ �	��	�	� � �� �
* ���+ �� ./0 
���	��


�	����� )�	�	��
�	� ����
���� �� ����
�* ���� � �	��1��	�� �	��������
� ��	� � �	�����

����
 �	�	� ���� �	� 0	����
)�� ����	�+ �1��,�	����	��	�� 	�+ ��+�� � )�	�	��
� �	�������*

��	�+�	 !��&'" �	� ����* �
 � �����	 ��������
� 2� �� )�	�	��
 
�	���� 	�+ � < � ���	3 �

�	��������
 �	�	� ���� �	 ����
����* ����� �	����
)� ��� �� �′ )�	�	��
� �	�������* ��	�

�+	� ��� �� 4�+ ������* ���+ �� ./0 
���	��� �� 5
�� �� 	�
 � � �	��������
� ������������

(�� �� ./0 
���	�� 
�	����� ������
� �� � �	� ��������* �,� �� ��������
 ������
� �� � �	� � ����

����� � ���	� ���,��
� 	��	 �� �′ �	������� 
	� �	�	� ����* ��� 	��	������ � ����������
�����

(��	� !��&6" ������� ������* ���+ 	��	 � �	�������

#

$
−

%

$�
<

�!��� "

�∗
≤

%

��∗

�∑

�=�

� � +
!� − %"��

��∗
≤ % +

!� − %"��

��∗
,

������� ������* ���+

�� >
�∗

$
.

�� �	���
�	�	
	� �� ./0 
���	�� ����� ����	��+� �	��������
� �� ��	 ���������* ����

�� ��������
 �	�����
��� �	��	��	�� ��� �	��������
 �	�	� 	�+ ���	��

0	����
)�� 	�+ �	�
� ��	�	
 ��+�� � )�	�	��
�* ���� ����	� ���	� �	��	��	�� ��� �	��

�������
 ��� 7	������ �����+ ��+�� ���	��	��
�* ��	�+ �	� �1	�� �	� �� ������
� �� ���

.	�+	� ��� 8 �� � ����	 )�	�	�	�� 8 �	��������
 ��	�	 ��� �
 ���* �,� 	�+ ��
�� � ��� 	
	���

� �� �
 � ��* ���	�	 �� 	�	� 5
�� 	�+ �	��������
 ��* ����� � ��
!�" 2� ��� > � �� �
 ��� > � ��* ����� �� �
 �� �	�5
	����
�	� � ��� ���	� �� ������
� �� � 5
1��	�*

��
�	� ��3{��� + � ��, � �� + ���} < ��� + ����
!��" 2� ��� > � �* ����� �� �� ������ ������ � � ����	 � ��� ���	� 
������ 5
1��	� �� ������
�

�� ��

!���" �� �� �
 �� ������ 
���	�����	� �	�5
	����
	 �	� ���������� �	� �� � ���	� �� ������
�

�� ���

9���	�+ �	�	�
��	
 � )�	�	��
� �� �������� �
 	���	�	 �� 1

�	
 �	�	�
��	
 �	���

������,��
�* 	�+ ��+�� � )�	�	��
� �+	�)��* ��	�+�	� �� ������
� �� � �	� ��

����* ����

�����* �
 �	��	��	��� � �1	��	� � ��������
�������:

!�" �� ����	�+ �, � ��� 	
	��� ������� ���	� ��� �	��������
 ��* ����� !�" �������

��� > � �� 	
	��� ��� ≤ � �� ,

!�" ����	� �, � ��� 	
	���* �� �� � ���	� ��� �	��������
 ��* � � ���	� 	�+* ����� !��"

�������



��� �� �������	�
��
��

� � ≥ ���, ��� ,

��� ������ � 	
� ���
�� �� �� � 	
��� �
 ��	�������� ���� ����� ����� �������

��� ≥ ��� ,

��� ����� � 	
��� ��������� ��� ������������ �� ������ ����� ��
� ��������� ��	� � 	
���

�������������� ������ ������� �� ����� ��	��������� �����

��� �� �	� ��	�������� �
	��� 	
��� ������� ��� 
� ��� ������� �������� � �
 ��	����� 

��� �
	����
�
��

��� � �
 ��	�������� �
	��� 	
��� �������������� ������ ��� � ������� ! ���� � ���

��	���� ! ��	��������� ����"

#��� ��� ����� �������� ��	������ ��� �� ���!��� ���������	����� ������������ ����

� ���������	�� ������� �	�
�������� ��	��������� �� $����
�� ��� ��� ���� ��� ��

%&# ���� ������� $����
�" '� ����	 ��������� �

���� �

�∗
>

(

)
−

*

)�
≥ * .

�	����������
	���"

+ � || ���� �����
����� ��	��� ������,� ����	� ����� ������ � ������������ ���� 

�
��" '	������ ��������- ������� �.������ ��������� ��	����� ���� � ��	��� �
��


�	����� ������� ���� ����������" +� �	� ������ ���� ��	��� �����
��� � �
����

�����	�" /�	���������, � ����������� ��$��
	�� ����� �����" 0�����
��� � ����������

��������
������� �	�$� ���� ��	� � ������� �	� ��	������� ����� �
����� �	� �������

��� ������� ���
	����" '���� -	� ���$� ��� � �
��
�� ��	� ���� 	
��� ��� ��$��
	"

11��, �,��

* ��� �← * �� �
2 �� �� ← �
) �← *

( ��� �← * �� �
3 �← *

4 ���	
 � � < ��

5 �� �← � + *

6 � � ← � � − ��

7 �� � > �
*8 ��
� �← �
** �
���� �

+ ������������ ������ ��	�������� �	� ���, ����������� ������� � 11" %�	��� � �

����� ���������" 1������$�� ��	� ����� ����� ��	�� ������ �
��� ��	���� ������ ���

�� ������ ����� ����� ��	��	��� ��	�����" 9� �� � ���
�� �����$�� 
� � ��	��� ����� ��
����� ��	������� � ���� ���� �����������" + 11 ��	������ ����� ����� � ��	����� 
� ���� 

�	���� �� ����� ����� � ��	������ �������� ����� ������ ������ ����� �����
�" + ���������



���� ������	
� ����	��� ��������
 �������	
���� ���

��������	�
�� � 
����� ���� � ������� � ����� � ������� ������ ��������	 � �������

������� � ����� � ����������� ������ ���� � ����������� ����� � ����� � �	�
�� �� ��

������ ���� �� ��� �� �������� �����������

� �� �� �� ������������ ����������� ������� ����������	 �   �!� ����"����
���

� �� ���������� ����� ���"�� ������������� �� ������ ������ �������� ���� � �#�������

��$������ ������������ ���� �� �������� �������

����� ������ ������ � || ���� ������� �
��	� �� ��������
 �∗ ������
� ����� �����
 �! ��"�

�∗ ≤ �#

⎧

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎩

%

�

�
∑

�=�

� �,�#{� � & � =  , . . . , �}

⎫

⎪

⎪

⎪

⎬

⎪

⎪

⎪

⎭

. '(�%)*

	
�������� +����� � � '(�%)* ��������������� "�

������� ��������� ��������� ,�������

	��� ����$� ���� ���� � ����� ���-���� �� ����� ���������� � �� ���������� .��� ���� �

����� ���������� � �� � ����������� � ���������� ����� ��������� ���� � ������������

������� ������� � ������� ����� �������� ��/������ �������
�� ������� 0� � ����� ���-����

����� ����� �� ��������� ��������� ������� � ������� �� '�+  *����� ����
� ������ 1����
������	�� � ≥ � +  � 2���� �� ≤ ��−� ≤ · · · ≤ ��� ����� ����� ���� ������

 ����� ���

��� �/����� 2���� ����
�� �� �� ��� �� ����� � ����
�� ����� ������ �� "�

�� ����/��/��$��

��� �/%. ,���� ��	���� ����

�
∑

�=�

� � >
��

%
≥

�
∑

�=�

� � ,

�� ������������

� 
�����-���
	� ������ ������ ���� � �� ���������� .�� ���� ��������� ���������� ��

������� � ���������� ������� ��/������ �������
� ���"��� ���� �� +34 ��������� �������"���

4���$� ���� ���� ��
���$�"$� � ��$������ �������� ������ �� ���� ���������� � �� ��������

���� 4����������� ��� "	 ���������� ���������� "������ �� �� ��"���� ����� ������ ����

�� ������� �/

 ����� '�����*� ��� ������� �������������� 5� �� �� ����� ����������

��������� ����� �������
�� ����� ��� � ���$��
��� ���� �� � ����� �/���-��� �����

���� �� �� ������� ����� 
�����-����
	� ��������� 6������ � (� 7� �����
��� ����$�� ��� ���	

�������� �� �������� ������� �� ���	 �� ������ ������
	� ���������� ����������� ���������� ���

�������

 �������� ����� ������ 8� �� �� ������� ����������� "������� ���� ��/�����"$� �

������ ��������� �� ��������� ���������� ��������� �� �/���"$� �� ���	 ��������� �� ���

1� �����"$�� ���� � (�%!� ����� 
�����-���� ����������� �� ��� ���������� ��������� �

��� ������ ��������� ��� �-���"� "��-�����

� �������
�� ��������� ��������� ��-������� �� ���

� "��/������� ����������&
�� �� �������� ���	 �������

� � �� �������� ������ �������

� � ����������� '���� � ����	
���� ����� ���	* �������


 � ��������� �������	� ������� �����
4���

� ������"�������� ���/��� ��� 	���-������ � 29 ���������� 2���� � ����

������ 
����������� ������ �� �� � ������� ���� ���� 
���������� ���� ������������



��� �� �������	�
��
��

�� � ����� �	
�
 ��	��� �������� ���	� ��� ���� � ����� �	
�
 � ���	
 ��	��� �������	�

	��� � �� �
�������� ����������� �	���
����� �� �
�������� ���� � � ������������
�����

���� � ��	� � ������ ������	���� ��� � �	�!

"� �
�������� 	�	�	�� ����
 �	�	
#
��
������#� ���� �$������	 �	�������� %������  	�


	���	& �$����$�$� �	�

	����'!

��%�,�'

( �� ← ��){%(/�'
∑�

�=� � �,��){� � &  = (, . . . , �}}
* � � ← ��){%*/�'

∑�
�=� � �,��){� � &  = (, . . . , �}}

+ �	��	���� � �	������
������ � �	������
��� ����� ��	����� ��$��	��� ����	���	

, ��� �← ( �� 	
- �� � ← %�� + � � '/*

. �oh/o%�,�, �
��'

0 �� �
�� = iga
1 ���	 � � ← �
2 �
�� �� ← �

(3 �����	 �� � � �

"���� 	
�$����	� ���� �� ����� 	�	��	� � ����� � ���������4 
��� 	
	�	�����	� �

�oh/o 	
 ����� ������
 ��! 5��	� 	�	����	 �� �
�� 
������ ��
����� �	
��	� ���	 �����

iga� �� �oh/o ��
�
� �	�	��	�	�� �	��
����!

�oh/o%�,�'

( �
��← iga
* ��� �← ( �� �
, �� �� ← �
- ��� �← ( to �
. ← (

0 �� ��
� � � < ��

1 �� ←  + (

2 ��  > �
(3 ���	 �
��← hamis
(( �����	 �
��
(* � � ← � � − ��

� ����� ��	��	� $���	�����
������ �	��	���	� �%� 
�� �' 
�� 	
	�	����! "� ��

�
�������� �	���	�� ��
������ ����	� ������� 
	�6	
 	�� � 
��� �	�� �	�� 	� �%��' ����

������ ���� ����	� ���
����! 7	��� �� �
�������� ����	
	�� ����	 �%� 
�� � + ��	'! "

��������� ���� 	���� �� 
	�� ����� �� 	�	��	�� �� �� 	
��� � − ( ����� �
��� ����� ����

	��	���� ���$
�	�	� 	��	��	��	� �� 	
��� �− ( �� �$��
 4��� ���� ��� �	������
�� ���

�	� 6� �	

 ��!

���� ������ ��������� 	
� 	 ���		���� 	������� � = �� � = � �� 	 ������������ ���� ����� �� �� �� ��

�� ����� 	 ������ �����
�� 	 ��� �������
	�� ������������ ����� �� �� �	�!	� �	! ������ �� �� ���


���"��� � ��!���� #���� 	
 �����$ ������������ ��������� 	
 ����� �� �� �	���� %
 �������� ��� �����

&�� %
 � ������� ������� #��
��� 	
� 	����� 	
 	
���� ������������ ��!�� ������ ���	�	
��



���� ������	
� ����	��� ��������
 �������	
���� ���

� ����� ������	 
��� �� �� �������� ���� ���� ��� � ����� ���� !�� 
������� �� ��� ��� �� 
��� "/#�
$��� 
���������� �� ����
� �� 
��� ��� �������	 ������ ��%&�	 �".�%�� ������	 ������ �� � '����
 ������!�� � (�!�(������ �� ������

� �� 
����� 
��� ��������� � �� ������ �� )* � �����
���	 � = � 
�  ����
� ������� � �+ ��� �� �,.�	 �
�� ��%��  �(�� �� ����������
� ������� �� ��� ��� �� ��	 ����� �� ���� + ��� �� ��%��� ��+����
$���� �� � ��� ����� � 
��
���� ��� ����� ������ ", ", �	 
� � 
������ ����� �, �� )��� �� � %

���� 
��� ����	 ����� �� � �+ �� � ��  ������� �� ��� ��� �� �� ���� ��  �����	 �
� ���������� �-� $���

�� �� ����
� �� 
��� ���� ���'���

���� ������ .����� 
��� � = #	 � = � �� � 
��
���� ��� ����� �/	 "	 "	 #	 #	 ,� �  ����� 0��
���� ��
� ��� ����� � �/	 #	 , 
��
���� ��� ���'�� 
������� ���'�	 
� � 
�������� � "	 "	 # ���'������ )��� 

������ ����� �/ �� �������� ����	 ����� �� �� ����
� �� 
��� ���� 1� �� )* � �����
��� ������'��	
����� ��� � ������� � �+ ��� �� ����� �� � �/  ���� ����!�� �/ ���� ���� �����!! ��� �� ������ ��
� '���� 
����� &�������'� � �/ 
��
���� ��� ���'�� 
�����  ��� �!! �� ����� " ���'���� 	 �� ��(���

���'� 
���� � �� �� ����
� �� 
��� ����� � ��� ������� ��� �� �/ �� ,/� $���� �� � '���� � �/ ��� ���� 
���� � $((�� ��� 
��� ���2 � ��� ��� �/	 "	 "	 #	 � 
������ ��� #	 ,� 3�� � �&�������� ��� �� ��� $����
� �/	 "	 "	 �  ���� #	 #	 , 
��� ���� ���'��� 4���� � �&�������� ��� �� ��� �� �((�� ������+ 
��� ���
�/	 "	 , �� "	 #	 #� 4�� �� �������� ���� ���� ��� $���� � 
��� ��� ��
 �� ����� � �&�������� ��� ���� ��
	
�
� ����� ������ 4���� 
�� � �/ ��� �� �&��������	 �� 
��� ��� �
 ����0�	 �((�� ����� 
��� ����

������ ���� �� �	��
���� ����������� �	����� ������� ������ ��		 ��
�� � 	�������	���

��	��������

�� � 	���� �
���� ����� ����
�� ��	 ����	���� ����
 ���
� �������� 	���
� 	��� ���� 

���� ������� ������ �!� � 	���� �
��� �	 �� �
� � ��
���� �
������� ��������� �
� ���"�	

������ #��� ��� 	���� ��		 ������	����� �� �������� �
��	�� ���	���� ����������$	

��������� 
���!���� ���� 	��� ��	������	��� �
����	� %����� ���
�� ���� � &�'(� ����	���

������� �	�$ ��
	�� �� � &�)*� ����	��	� ��	�"� ��
	�� ������ #��� ��� 	����	���� ) �� ������"�

���� +� �� �	���� �		!���� ����		��, �� ������	��� � 	���� �
���� � ����	���� ������ 

������ 	����	���� � ������
���
�� ����
 � -- �	��
���� ��	�	 ���������� ���	����� ��	 

����� ���� � ��
���� �
�� ���
��� #������"��� 
����������� �� �	��������� ��� ������� ���

���� �� �� �		!��� 	��������� ����� +��� ��	�	 �� �� ��	����	� ���� �� �	!���� ) ��
	����	� ��


������� ��	��� ��� � �
 �	�
� */. ��
	��� �����	 ���� �� �	��
���

/����� � � ��
���� �
����� ��
��	��$ �����
� ������� �∗
�
0�1 � 	���� ���� 	��������

�
���� ��	� �		��� �� ��� �	��� ����	��� ��	� 	����	���� � 	���� ������	 ��	� 2�

��	������ ���� ����� ��� ��
���� #��� ����� ��� ��	������� 	���� ����������� � 	���� �����

���
� �∗
�
0�1 �� #��� ��3������ ���� �������� �� 	������� 4���	 ��� ���
��������

�	��
��
$	 ��� ��$� !�� ����	��	�� �� ������� ���� � -- �	��
���� ��
�	� � �� � ������

��	�	 � 	���� ������	$ ���	���� � �∗
�
0�1 ��
	������ -�	�
�	 � ��
���� ���� �������
��
�

��		 ������	�� � 	���� �
���� �∗
�
0�1 ��� ������� ���� �� �	��
���� �
 ��	�	��� �	�����

/����� --0�, �,�1 �� -- �	��
���� ���	���� �	��	 ������	� 	���� ����� 5�	�	��  ��� �

������"��� ��������
���
� � 	���� �
���� ����	���� /����� � �� � 	�������� ������"�� ��	�

��
�	� ��	���� ������ ������!���� ���� �	��
������� 	����	���� � 	���� ������	� ����

� = ���{ , ����� � ������ --0�,�, �∗
�
0�11 ≤ �} .

����� ������ ������ 	 	
  ≥ � �
��	� --0�,	, �∗
�
0	11 ≤ ��



��� �� �������	�
��
��

��������	
� ������ ����	
�� � = �� �� ��	� � ����� ������	� ��� ���
� ����� ��� ��� �����

������������� ���� ����, �, ��
∗

�
���� > � �� ��� ������� ��� ������ ������� ��� �������

����� �
 �
 ���� ���� � ������ ���� ������� �		
������ �
�� �������� ��� �� ����������

�
 ��
∗

�
��� �������� !�����	 � �
����� �
 ���������	 �������"��	� 	���� #����$��� �
 �����

��������� ������� ������	������ ������ �
�� ��
 � � ��������	 ��
∗

�
��� + ε %���� &	��

����	 	�� ������	������ ��� 	
'� �
��� ε > ( ������  ����� ������� ���� ��
∗

�
��� <

 < ��
∗

�
��� + ε )����  �������	
��	��'� �������
��� ���� ����, �,� > �� ��� � =

/∗
�
��� > �� ������� ���������� �� �������	
��	����

������ ��	� ��� � > �� !��� � #��� ���� ��� ����� � ������������ ����

����, �, �∗
�
���� > � !�����	 � �
� �  ������������� �������� � ����� ��$�&���	��

��/���
∗

�
���*�� ������ �� ������� ����	 	��� � � ������ �����	��� �������� ��	��� �������

����� � � ���������
 +��� ���� �
����� � ��	 ���������� �����	
������� ������ � �$������	

�������	� +��� ���� � ��������������� ����� $����	�� #�� �������� ������ )
 �
� "�������

���� ∗
�
��� = ��/���

∗

�
��� )���� �
����� ��

∗

�
��� = �∗

�
��� %�	#����� ��	
��� #������ ��

���� ����, �, �∗
�
���� = ����, �, ��

∗

�
���� > �� ��� ���������� � ��
������	 ��	�� #������

��*�� ���
��������

)����� � ��������� ��� �
����� �������
�� ������ ���� � %� ���������	 �������� � ��*

���������	 ����	�	 #������� #����$�� �����	��� ����� �������� #�� ����������� �������	�

�������� ����� ������ ��� �	�� ��
∗

�
��� ���

����� ������ �����
� � ����������� �	 � ∈ �+ ���	� �	���� �� %� �
�������	 �
��
 	��
��
�
������ ����
��	  �������� ����� ����



∗
�
���
≤ �� + ,

−� . �-,-�

��������	
� ������ �
 ���������	 ��
���� ��	' �	 #��	��� �������� � ��#�"�
�� ��	' �	 #��	��

������"�� ������� ��������� ������ ��  � ��� � �	  .��  � ������ ����������� �������	

��#���	� ���"�� ����� ����������'� ���� � ≥  �� �
 ������	 ��� ���
� ����� ��� �����

 ������������ ���� ��		
���� �
�
 ������� ������� ��$��� � �-,-� ��$������ ��������

��������� %���� �
����� �
 ���������	 ����� ����� ������ ���#��"��� � ��'���� ����

� ≥  > ��� + ,
−��∗

�
���. �-/(�

0 �����������	 ����	�	 ����"���	���� ���$"�� � ≤ ∗
�
��� ≤  ≤ ,�, �
���

� − �� = ,−�� − �� ≤ ,−�∗
�
��� .

.���� �-/(� ���$"�� ��'���� ����

�� > ��
∗

�
��� .

)
��� �
 ��"���	 ��	
����� 	
���$��� �� ���������	� �������
�� ������� � �� ������ ������� �	�

�	 ����� �� �
 ����
�� ����� ������	���� 	
����� ����� ���� � ��$�� ��	
����

1�
������	 ���� � �����" � ��� � �������
�� ������



���� �� ���	
�� 
������� �������� ���

����� ������ ������ � ���
�� �� ≤ �.��.

�����������
��	
�� ������	
�� ��� ���� � ���������� 
�
������ ��������� �� ��������� ������ � ≥ �
���
�� �������� ���
 ��
��	
��  ��!� ��� ��
 � ��||���� "�����
�
� ������� � ������#�#�� ����$ �� �� %� %� �� ��
&� &� &�

���� �� ���	
�� 
������� ��������

�#� �� ����
�� '
������� �������#
 ������ ���
 (����#�
# �� ������������ � �����)
��
��� (��������� ��
#� "����� ����� ����
 *�� � �������������� ��������� �����
�
�����
����	
�����

+�� �� � || ���� "�����
�
 
#�����!�� ,��#
 ������ ������� ���
���� ��� ����� (���
� ���� ��� �����

��	
��
� ����#�
� �� ������ ��������� ��������� ���������� �����
(���� � ������� -� #�
��#����#� �������	
#�� ���'� "��
����'� ���� �� � ������� � ����
����.�������!�� /���"���#�� �� ����������� "��
�
��� ��� ���#
���# �� '
������
� - "���)
��
�� ��� 	�� �� �
 ���
� (��� �� ��������� �� �� ������� ���'��� -� �
0��� ��
 !����
�� ����
� ���������� ������ ����� ���������� ���������� ��'��� "��� �	� �� ������� ���
���
� ���������� �������!� � ���� 1�1

 (#�
����
� -� ������� ���'�� ���
�
 "��!� ������)

���� 
#�������� �� ����� *���� ��� ���� �����
����� ���� � �� 2 ��� ���
�� � �
 "�����

�������

3����� 
�(#��� 
#�����#���� ��'���'� ���� � 1(�
���� !��1������ 4����� � ��� 
�
)
��������� ��������� �� � 5� ≤ � ≤ �6 ��� 
�
��������� ���� /�� (������� �1��	
�


'
������ �����

 �5�, �6 �� � ��������� ��"�!����� ���!� � � ������

����� ������ �� � > �� ����� �� ��������� � || ���� ������� ��� !�� ����� ��
�� ��� �����"

� ��� �#�� �� 	
���$ ��
 ����� � ����	�� � ��� �������%� �������

���������� ,���
�'� ��� 
�
��������� ��
��#��� '
������
� �������� �� �
���0 ����

� ��)
��� 5�6, 5�6, . . . , 5�6� �� �
���0 ����� 7�8, 7�8, . . . , 7�8 � ���������� �������!�� /�����1� ��

��
�
!� ���� ���� �� #
"�
#�� ���� ����1(����� ���'� ���(#�
��
�
��
0 9�� � ������� ��
�
���0 ������ ���� � �
 ����� �� �
���0 ��������� ������ ������� 4����� & ���� ���)
������� �������� ����� �� �
���0 ��� �
���0 1����"'���� 
�������� ������#��� (�����
(����� �� �
���0 #��#����� �
#�� /���� � ��������� ������ �!��1�
 ������#�#� �������
����������� �������
 �� ����

� ��(�� � ����� ��"�!�����1

� 7�8 ����������� ����� &)���
:� & ��� 
��
����� �#�
� ��� �� ��
 !����
�� ���� ������ �#� ������#�#� �� � ��)
��� �#� ������

 ��"�!�����1

� ���� �� � − � ��� 7�8 ������#�#�#(�� (����

 (����� ����

��'�������� 5�6 = 7�8� ;����#�!� ��
 �� ���
�
� ����� & 
1�� �����
 �� 
��
������ 4�)
���� 7�8 = 5�6� :� � = �� ��� ����� (������ <'�1���� �������' #
 �� �
���0 ����� �
��������
 9��� ���� �� 7�8 = 5�6 ��������� ������#�#�#
 ������ 5�6 ��������� ���)
���#�#�� ��� (����'� ���� � < � ≤ �� 3�(�� 5�6 *�� �� �55�6,�−�6 > �57�8,�−�6 �������
)
��� (��� �� �
#� ��'���
 �� � ������ ����
 �� 7�8 ��������� ���"��!��� �� �57�8,� − �6
�������
�� ��'� ��������� =�� ������� ��� ���
����
 9!��� #��#������

:� ���� #
�������� �
#� � �
 ����� ��� ����� ������ �� �
���0 ���������� ���



��� �� �������	�
��
��

���������� 	�
	��	��	� ��� �	���� ����������� ����	����� 	��� 	 
����� ���	����� �� ���

����
� �

�� 	 ������	������ ��������������� 	� ����� ������� ���
	�	�	��
�	� �� ��� ���

�����

�� 	�����	
�	� 	 
 ���
���� !�� ����
�� "��!�
 �	�������� ��
�������� 	��	� ���� ������ �

	� ��������� "��	�	��� �������!�
� � � ����� 	 ���
	�	�	��
 �������!� #$% �, #&% �, . . . , #�% ��

� ���
���� "������������
 ��	�� 	� ��������� ������������� ����	������	� �	 	 �������


�����
 �������!� ������ ����� 	����� ����� 	� �������� 	��������	� 	 "���� � �������

������������� '������ �	  ��� ������������ ���
	�	�	�� 	

�� �() 	�  ���
	�	�	� �����

*�!	 	 � ������ 	�	� # �()% � = .

����� ������ ������ �, � ($ ≤ � ≤ �, $ ≤ � ≤ �) �	����

�(#�% �, �) = �	+{�(#�% �, � − $), �(#� − $% �, �)} + ���� � � . (,�-$)

�	
��������� #�% � ���
	�	�	� ������
����	 	 � ����� ��� 
��������� ������� ���� 	����

	� #�% � ���
	�	�	� ������
����	 	 � − $ ����� ��"�!������
� �� ���� 	���� 	� ������� ����

���
����� 	�	� #� − $% ���� 	 � ����� ��"�!������
� �

�� 	����	� 	����	� ��� �� 
�������


�� ���� � � ����� �	���

����� ������

�(#�%�,�) =
(,�-&)

= �	+

⎧

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎩

�
∑

�=�

� �
∑

α= ���� �−�� �−��

��α� � � . ������ � �	���� �(#� �−�% �−�) ≤ � �/ $ = $(#��%)/ �� = �

⎫

⎪

⎪

⎪

⎬

⎪

⎪

⎪

⎭

.

�	
������� � ,�&,� ��������� 
 ���
���
� ���� 	� �(#�%�,�) ���!�� ��"����� ���� �	��

�(#�%�,� − $) + ������ �	�� �(#� − $%�,�) + ������� '���� 	� ����� ������� ��� �������

	 ������
 ������� ��� ���
	�	�	��	� �����
 ������� �����	"���� �
�������
 
�"�!���� ���

���� �� 	 ���!�� ��"����� ����� 	��	 ����	���� 	�
	��	��	� 	 (,�-$) ��
����� 
������ ��� ���

���	�  ������� ��� 
	���
� 	�� 	 (,�-&) 
�������� �� ���������

'�
������
 ���� ��� ������������

�
∑

�=�

� �
∑

α= ���� �−�� �−��

��α� � � (,�--)

	�	
0  �������� 	��� 	� ����+�	����
�	 	 ���"������ "��������
 ���!������
� 1����
 ������

���� ����� �������� ������
���� ��� 
��������� ������� ���� 	�  ��������� ����������


 ������� ������� ������ 2��	��� �	 �(#� �−�%) < α ≤ � �� 	

�� 	� #α% � ���
	�	�	��	
 	 � �����
�	� ������
������� �	� ��� 	��� #α − $% � ���	����� 	 ����� �	� ������
������	


��� 
��� ��������� 3	 α = �(#� �−�%)� 	

�� #α% � = #� �−�% �−�� �� #α% ����
 	 �����
 ����� �	�

������
������ ��� 
��� �������� 	 ( �− $)����
 ����� �	� ������
�����	
� '���� 	 (,�--)

	�	
0  ������
 	�� 
������
 	 ���!�� ��"����� ������� 4���� ��� 
 ����
 ����� �������� �����

����� 	 ����� �������	 ��	��



���� �� ���	
�� 
������� �������� ���

����� ����	
��� ��� ������
 �	������� ������� ��
 � ������
�
� ���� �� � �	�������� ��
� �

����	������� �����
 � � ����� �

��� � = ��,�+�− �

�����
 ���� ����

���� ������ ���  || !��� ������
��� �� �	������� ��
������ "�����������
��� �����������

������	���� ��������� 	 
��	�	� �� ����������� ��������� 	 ���� 
��	�	� 	��� �����������
	��� 	� ��− ������� ���� 	 ������������ ���������� 	 ������ 
��	�	� 	���� ���������� ��
!� �	����� ��� 	 ������ ���� "	�# ��������� ��
���$����� 	�	� 	 ���� 
��	�	��	� 	
������� 	� � − � ���� %�& �, %� − '& �, . . . , %'& �� (���� 	����	� ���� 	 ������� ���� 	 ����

��	�	� ������ ��	�	��� 	� )������ ����������� 	 �*�+,� ���������� -�	� 	� )����	�	��#�

��������� 
���$����� .� 	 ��� ��
����� �� � 	������ �)"����������� 	� ��������� ��
����� �� ��
�� 	�����	��

����� ������ ��  || !��� ��#������ ������
��� � ≤ + ���
�� ��� ����� ��
������ ���������
���� ���������� ����� 	������ � ����	�������� ����������

������	���� � = ' ������ ���-� �� ����� /� ���$��� � = , ������ 	 *�,0� ������ �� 	�#����
(��� ��#��� ������ �� �� 	� �� �� �� �� ���� �)"�������� ��� 	 
��	�	��	� "	� ���	� ���������
�������	� 	��� 	� ��� � ��� ���� 	����� 	 �������� ������� � = + ������ ���� 	� ��� �
���� ���� 	� �����# ��� �� ����� 	 ������� ��� $� "	� ���	� ��������� �������� 	���
��������� ���� 	����� 	 ��������

���� ������ �� ������� 	
��	�� � ���������� ���� ��� ��	����� ��	�� ��	� ���� �� ��������� ������

������ ����� ��� ��	
���� ��� �� ������� ��������� �� ��
�� ���������� ���� �� ��������� ��	�����

��������� ����� ��	����� ��	
 	��� �� �� ����������� ���� �����������  �
�� ��������� ������

���������� ������� �� � ��	��������� ������ �� ������ ������ ����������

	�� !� ���������� "� ����������

!� # !

"� ! #

#� ! #

$� # !

�� ������� ������� ������ �� %!, "& ������� ����� !! �� ������ ���� %���� � '�(� ����&�

� %", !& ������� ����� �� !! �� ������ ���� %���� '�)� ����&�

*� +����� �� ����� �� 	���� %", !&� � ������� �� 	���� %!, "& � �������� ����� �� ������ ����

,��� !- %���� '�.� ����&�

� ≥ + ������ �� 	� �� ���� ������� ���� �� 12�������� 3�� ���� "������ 4������ ���
'*56���� ��������	 	 ����������

����� ������ ��  , || !��� ������
 ��
������ ���������
 � �$��
���#� ������
�	� ����%



��� �� �������	�
��
��

1. gép

2. gép

3. gép

4. gép

���� ����� �� �������� �	
� �� ���� �������� �������

1. gép

2. gép

3. gép

4. gép

���� ����� �� �������� �	
� � ���� �������� �������

�� �������� � ������������� � �������� �������
�	� ������ 	������ ������� 	���
������

�� ����� ���� � 	������� ����� � ����� 	����������
�  ��!�� "�
# $��! ��� ��
��! % ������� �	 ��! & ��"������ 	������� ����� � 	��� ���������� �������
�	 �	�����
����
 % ������# �

���� & �
�����# $��! � �������� �������
�	� ����� �� �
	��# �

���� �
��	���� ��'� ��
����

��������	
� ���������� �	� 
����� ������� ������ � 	� � �
����� ����� � ����������
����������� ���
�� ���� ������������ ������  � �������  � �� �� �������� �
���� � ������

����� 
��
������� ������������ �� ����� ������� � 
������ �	����  � ��� ������� !��� � �

��������� 
��
�������� �� ����� �	��� �  � ����������� ��������� 
�� 
"� � 
������

�	��� � 
��{ � + '� �, �} ����������� ���� ��� � 
��{ � + '� � + '� �, � + '� �} �����������



���� �� ���	
�� 
������� �������� ���

1. gép

2. gép

3. gép

4. gép

���� ����� �� �������� �	
� �
������ �������� �������

���������	 
�� ���� � ������	����� � ������	 ���� ��� 	��������� ��� ����� ��������
��� + �� � + �������� 	���

��� ������������� ��� 	����	� ��� � 
���������	 ���������� �
������	 ����

��!{�� + �� � + �� � + ���,�� + �� � + ���,�� + �� � + ��� + ���} . �"�#$�

%� ���&�����'	 � 	� ���	�����
 ���������� �		�� � � 
���������	 ���������� � ������	
����

��!{�� + ��� + ��� + �� �,�� + �� � + ���,�� + ��� + �� � + �� �} . �"�#(�

)�� '	 ����� ��� �� �����* 	� 	���� 	+����� ������ �������	� ����� �� ��� �����	
��������� �� �� �� ���������� ���� 
�� � 	� ������ ��� ��!����� ������ �"�#$��
�� ����
	���

� �		�� �� ���� �� ��������� �������� )�� '	 ���� ��� ��� ��� � 	� ������ ���
��
� �� �����,� 	������� ��������� ��� ��� 
���� ������ � ��!���� ��� �� ���� ��� ����

�
������������	
*� 	���� ��	� -�� ��

� = �� � + �� � + ���, � = �� � + ��� + ��� �"�#.�

� = ��� + ��� + �� �, � = ��� + �� � + �� � . �"�#/�

0��� 	����'�	 ��������� ��� ��	�� ���� ��!{�, �} ≤ ��!{�,�}� -�����*� ��� 

� ≤ � �		�� � &��	 �		��� �� �� � ≤ ���

� ≤ � �		�� � &��	 �		��� �� ��� ≤ ���

� ≤ � �		�� � &��	 �		��� �� �� � ≤ �� �

� ≤ � �		�� � &��	 �		��� �� ��� ≤ �� � .

0 ������	����� ����	 ������ ������� �� ������ 	'�+�
+����'�	 ����
��� %� �� � ≤ �� � � ��� ≥ ���� �		�� � ������	
��� ������� ��*��	 � 	,���� ����&�*�

�� �� �� ����� ���	�� � �+����

 ������	����� ���� �� ����� ���* ���	� ����
�� �� ������ �



��� �� �������	�
��
��

������� ���	
��� ���� � ���
�� ����� ����

���� �� �� � ≤ �� � �� ��� < ���� ���
� � ≤  �� � > �� ����� ��� �� � ≤ 
������	
��������� �� ������� ���� ����	
� �� � ≤ ��� < ���� ����� ������ �������� ��

���	
 ����� ������� � ������������ �� �� �� ���� ����� �� �� ��	
� ���! ������ � ��������

����� �� �� � > �� � �� ��� ≥ ���� ���
� � >  �� � ≤ �� ����� �� ������	
�������� �����

���������� ���� � ≤ �� �� ���
� ����� �� ��� ≤ �� � < �� �� ������ ������ ��������

� ���
�� ����� ������� � ������������ �� �� �� ���� ����� �� � ����� ���! ������ �

��������
���� �� �� � > �� � �� ��� < ���� ���
� � >  �� � > �� ����� � �"���� ����#�! ���

��� �������� ������ ��� ����������� �
�� �� ��	
� ���! �������� � ���
��� � ����� ���!���

���� �� ���	
 ����� ������ �����
�
���� ������� � ������������ �� ��

$  ���� ������� �
����� �������� �� ��	
��� ������� %�������� %
�����
�����

$� ������� ��������� ��
����� �
��
� ���
���� �!������ ��������� ���� �
����
���

�� �������������� ���� �����#�� ����������� �"���& �!������� $ �
����
��� �� �������������

�������� �
�� � ���������� ���
���
� �������� ����� ������ ����������
��� �
�� � %���

�������� ��� ����� �
��
������ ��#���� � ����������
��� ��	
 ��� 
�� ���������� ���
�'

��
� #��%��������������� �� ��� � ��#��	
 �� ���� �
��� �	
����� ���������� ���
���
���

���"� ��	
� (�� �!
� %����������� ������ ��
� � ����������
�� ��
� � ��#���� �
������� ����

�� ��� ������ ��� 
�� ���
��� ������� $� �����#�� �������������� � %��������� ������"���'

�	
�����	
� ����� ���
��� ������������������ $� ��������� %�����
� �������� �� ���  �������

�
�� ���
��
� �"���& �
������ ������ � #��%������� ������ ��������� ��� ��������
�
��

��������

)�������
��� ��
� � ��� �� ��%����� �	
�� �
����
�! �
����
�� ��������� � �
����
��� ��

������������� �"���& �!��������� ���� ����������

$� ���! �
����
� ��� � *�+,� ������ ������� ��� -�� %� �� �� ���� � ������ ������� � ���'

���� ����
�
�� ���! �
����� .������	
 ���!� ���� ��� �
�� �� �
�� 
� �������� ���#�
���
�

������ ������������ ������� �� �
�� ����� ���� �� �
�� ���������
� ������� ���!

������ ������������� �� ���� ������� �� �� ������� �� ������	
 ������� �� �� ��	
�� �� ���� �� �

�����	
 ����������� �	
� ������� �� %��� .����� �� ������ ��� �������� %
��������� ����

����� ������ �� � || ��� ��
���� ������
�	 ��
�������������� 
���
���

��/{
∑

���

���{�� �, ���} +

�∑

�=�

��� 0 
 = 1, . . . , �} . �*�+2�

	
�������� )��������� ��� �����	
����� 
 ������� ����� ����� ���� ������ ���������� ��'

���� ������ � ��� �� ��%����� �	
��� ������������ ���� ���� ����� ������������ �	
����

�������� ��� � ���
�� ������ � %���� ����������� ���� %���� ����� ���  ����� ����

��	
��� ��� � �
�������� �� ���
� ����  �������� �� ���	
 ����� ���! ������������ �� �

������� �
� � 
 ��������������� �������� ���� ������� ���� ���
�  ������������ ��

��
��! ����� #��� 
 ��%� ����� ���� ��������� ������ � ��� �� ��%����� �	
 
 ��%� �������� ��'

���� �������� ���
�!��� $��
�  ����� � ��� 
����� �� �
��
��� ��
� � ������ ������ 

��	
��� ���������� � ������������ �� ���	
 ����� �������� ���� �� ��
��!�� 3����� 4 �

*�+,� �������� ���
��!�� 4 � ��� ������ 
���� �����������
��� ���������� ���������� �	
'

��� ������ ���� ���� �������������



���� �� ���	
�� 
������� �������� ���

����� ������ �� � || ���� ������
 ��
������ ������������
��� ��������

���{���
�

�−�∑

�=�

�� � +

�∑

�=�

�� � + ���
�

�∑

�=�+�

�� � � � = �, . . . ,�} . �	
�	�

	
��������  ������ ������ ��������� ��������� � ����������
 � ����� ��� ��� � �����������
����� ���� ��� �����!���� ��������""�� �� ���� ������ ����� ���! �� ����� ����#������
���������������� �� �$���� ��"�� �� �� ��� ��� ���� �� � ����������� ���� ��� ����� ��!
�#�������� �� �$���� ��"�� �����
  ������� ������ � ����#�������� ����� �� �$���� ��"��

%��� ������������� &��� ��#��� ������������� ��� ���! �� ����� �#�������� ������ � ��"��

'��(� � �������� ������ �� � ����������� ���� ��� ����� ��! �#�������� ������)����� ��
����� *������ ��#��� ���! �����(�� �� �$���� ��"����
 '��!�� ������+�� � 	
�,
 �������� �
����� ��� ��!�� ����#���������� ��������� ���+ ��&����� ����!����� ������� ��!��� #���
���� ����������(�


-�������� ������ ���!�� ��! ����� *������ ��! �"�&����� ������ ��� ����� ������ ��$
�����! ��!�����# ���������� ����� .�! ����)����� ��#�������#� �������� �� ��������� ������ 
���!

/
�������������/ ��� � ��������� �"�&�������
 0���� �� ��������� ��!#��� *������ �� ��$

��� �� #�!������� 1������ ��������#�� �� � = 2 ������ �������� ����� "������� � *����
���!������ ���#�� ������� "#����� �� � ������ ���! ���!�� ����� ���������� � ���

/
��"��/


� ��������� ��� ���� ���� ���! �� � ��� ��" &��� ��������� ��" ���� ��� �� ������� *������
�������! ��"�


0������� � *���� �������� ������������ ������� ����(�!�� ����� � 1������ ��������#��
������ ����.�+�+ ����������
 %�������(�� �� ���! ���� � �#���� ���(���� ������ ���$
�!����� � �������� ����#������� ����� �� ����� ��"�� � �������� "���� � ��������� ����

 ������� ������ "���� ���� ���(���� ����!����� � ���!��� �""�� *���)���� ����
 � ��!��
������� ��� &������ ���! ����� ������ ���!�� �#����� � ������� ��"��� ���!�� ��� ��$
��� ���!�� �� ��������� ���� ��#��� �� ����� ��" ��*������ � �#������ �������������� �����$
���� ����(�� ����� ����� �������� ����� ������� � ������� ��"��� ���������
 3�����������
��� ���� ��" ������� ��!�� ��������� ���������� ���� �� ����� ��"���� ����� ����� �������+
�#���� ���(���� ������ � ����+ ��"���� ������� �������+� "���� � ������� ������


4�! ����� ��� ��"��
/
&�������/ � ����+� ���! �����!�� ��"����

/
��������#��/ ����

.�! �������(� ������ �� ������ ��������� ����#�������� ��!����� ���! ����#�������
������� �� ���� � ����#������� ���� �� ������� ����#������� ����� �������
  *������
����������� ��� ��� �(�������� �+��� �� ��� ����� &�������
 � ��!�� ������� �������� �� ��
���#��+� �� #�!�����!� ��"�� ������(�� �)� � ��"�� ����"��� ������ 5�!����� �)�(� ���!$
�#�
 6� � � ���������� ������� ��"�� ����� ������� ������+� ����� � ��� ����������� ��"��
� ����#������� �����

��
� � =

�∑

�=�

�� �, ��
� � =

�∑

�=�−�+�

�� �, � = �, . . . , � �	
7,�

�������
 8�� � = �, . . . , ⌈�/2⌉
 � )�! ��5����� �����"�� *���������� ������ � ������ �(���$
�(��� �������#� 1������ �+��������� ���� �� )�! ��"��� ��������� ������)��#� �� �������



��� �� �������	�
��
��

������� ������	
 
����� ����� �� ��� ������ 	�������� ����� � ��������� ����	����� ��� ��

� �������� 
	� � ���	�� ��������� 
������  ������	���	� �
���	����� ����  
����� �� ������

���������� 	�������� ����� �������� ���	��� !����� �� ��	����

"  �	
� �������	��� ���� � ������� ��� ��	��� �	������ �	 �	���
�� ����������  �� �

 �	���	���	 ������� �  �� ������	
 
������ #� �� ��	�� $	�������� � ��� ���� ����� �
 �� ������	
 
������

��

� � =

�
∑

�=�

�� �, �
�
� � =

�
∑

�=�+�

�� �,  = %, . . . , � &'(%)

����  �� *�� � = %, . . . ,� − % �
����  �	��� +�� ������ ���  
�� ����
,�������	�� ���  �������  ��� ���� �� � | ������� | ���� ������ � ��� ����-������

��������� ���������� �
		�� .���� � ���������� ����� �  ����� �� ��������� � ����� �������

���� ����� ��������� � �������� ���� ����
�� �  �������

#� � /��
�  ������� 	���� �� ���� ����
� � ����� ������� �	 ������	� � 0 
����������
�������
�� ����� �  �� ������	� �� � ����� �

�
∑

�=�

�� �


���������� ��������
� �� 1����� ���� ���� ����������� ����� � �  ���� ��������
��  ���/
��� ������	� � � ≥ 0 
���������� �������
� 1������ ���� � $	�� ����� �������� �� � ������
�� �  �� ������	� �� � − % ����� �������������� � 
 �

� +
�−�
∑

�=�

���


���������� ��������
� �� .���� ������� �� � ������ 	�������� ���� ����
�� ���� �����	��/
�
� ���� �

� +
�−�
∑

�=�

��� ≥

�
∑

�=�

�� �

������������	����� ����
	 �/��� �� ���� ���
� �������� �

�
∑

�=�

�� � −

�−�
∑

�=�

���

������� �
��� �����  
���� ����� �����	���
� ����� ����� � �  ���� �   ���� ����

 �2

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

�
∑

�=�

�� � −

�−�
∑

�=�

��� � = %, . . . ,�

⎫

⎪

⎪

⎬

⎪

⎪

⎭

&'(3)


������ 
�������- &*�� �� ���	 �		��� ������ 	����	 	���
�� 0� ������� �  �� ������	
 
��������

�����		���� ���� �� ���������� ��� � ����
 ����� 
	 �� �������) �
��� � �����������	 	���
��

�  �� ������	
 
������ �� ������ ����������
� $	�� +�� ������ � �����	 ������	
 
���� � �������

������
����� ����
� ����  
�
 ��
������ �  ����� 
�����	�
 ������ ������� ��������	
 
����

�		����� .� ������� ��  �	�  
�� �� �� ����-������ �������� ���� � ����	�� �  ������

� �������� ����� �����	���� ���
� � &'(3) ������ ����  ��



���� � ������	
 ������
� ������	 ���

���� � ������	
 ������
� ������	

� �������� �	
����� �������� ��	������� � ����
��
������� �������� �������
���� ���

������� ������� ����� � �����
������ �� 
�����	�! �� �� �� ����������! �
�� ���

���� �� ��	����� ����� ���	�! �� �
�� ����� ������� �������	 �� �����	������ "�� ��#

��
	$���  ��! ��� �������
��� ��� ��
���� �����! �� ��������! �
�� ��������� ��	����
�

��	���������! ���� ����� ����%
� ���� ���  ��� "� ������ ������! �
�� ����� ����#

������ ��� ������	
�
�� ����� ���� �� �������

���
�! �
�� ��� �������
� �
��
��� �� �������� �
������� �� 
�����!  ��������

��������� 
���� ����� � ��� �������	����� �������� 
���� �� ���� ���������$ �	�� 
#

���� �� � �����	�� �	
�	�
���� 
����� "�%
���	 ������ ��	��������

�� ����������� �� ���
� ���� %� �	
���
�
� ���
����� � ��������� ��� �������

� %� ���� ���������� ����������� "���� 
�� ��! �
�� ���������
� ������ �	���� ��

��� ������	��
�  ������ ������$����! $� %� ���� ��	� �����! �� ��� ��������� ��	��

���������������  ��� �������� ��� �����	��
���� ���

&�������� ��� �� �� ���%
��� ��	�������� ���������$ �	�� 
����	�� "���� ������

���	������� �����
� � �	������ �� �����	���� ���	����

������ � ���	��
� �	 �������

"� � �����	 '()*+ �� ������ � ����� ������� ��	����! ���	� ��� ���� � ����
��
���� �����#

 ������ �
������� ������ ,����� ���! �
��  �������� �� ���������� �
	
����� - ����������

 ������ ��	���� ���	�����
� ��	�
�� %� ���������� - ���	��� �� ������� "��� �� �����#

����� ������ �������� ���
��
� ����%
���� �����
���
�! ������ ��� ������� ��! �
��  ���#

��� �� ����������� �� ���� �����%
���� ���
�! �
�� ��� ���� ������%
�������� � �������

���� ��������%
 ��
� �� ��$	���� ��� � �	���$�
�� �	�ff��� .����� �		� �  ���
���	� ����

����������! ��
� � �	�� ������� � �� ����������� "��
	 ��� α �������� '�� ���������%
�+

�	���$�
�� ��  ���� ����� 
���� β ������� '�� ����������+! ���� %
� ��� ������� �� �������

�� �� �
���� �� α �� �������� �� ��������� ��������� ��%
! ���� �� α �������� ��������  �#

������� �� �
���� ��
�
�� /������������ �
 ���� ��� 0 �
�������� ◦ ������� �� ∗ �������%


�� �������� ���������! ������ � �� �����%
 ������
����
���� 	������������

'�+ � ◦ ������� ��  ���� ���

'��+ � ∗ �������� �� ����� �� ���

'���+ 1����� α �����%
�����! ◦#�%
� �� ∗#��� ��������%
 �� ��������� "��
	 ◦#�%
�  ���� �	���$�
��

�� α#��! �� α#���  ���� �	���$�
�� �� ∗#���

� � �	�� ��� �
��
� �
 ���� ������
����� ��! �
��

'� + � � �	�� �	���$�
�� ��	� �� ��	������

2� ������� �	���$�
�� ��	� ��	�������! ���
	 � ��	�� ��	�
��  �������� �� �������� ��#

���������� ��  
��� � ���������! �
�� � ��	 ����� �� ��������� �������%
����! ���� ��������!

� ��	��� ��	�
�� �� ���������� �� ������� ����������

/��������� �! �
�� �� ����� �� ���������
	
��� � 0 ��%
�
����� ����%
���! ���� � �� ��#

���%


����� ������ �	� �� ���
� ��������
��
����	� �����
���
 ����������� �� ���
� ���!� ������"� 	

◦#�"�� ∗#�	 �����"� �����

�	�� $� ��

���	��

��� %������ α ��������
�� 
� ����"����� ��"���& ��� 	 ◦#�"�� 	� α#�	 �����"� �����

�	��

$� ��

�	�



��� �� �������	�
��
��

�� �� � ��������	��	������ 
����	���	 
���������� ������	� �����  ! ����� �����
�� α
��������	�� 	�� ����"����� ��	"���! ����

 − �α#�$
 ∗#�� �����"� 
����		���� %� ��		��

���
�&
! ���� � ��
��	 ������	� ��"�� �� ��
�� ��  #� �%
���

� ����� ��� 	�
���� �������� �����

���� ����� ��	���� �������
���� �
�� ������� ���

�������	����� ��������� ������������ � �����
 ��� ��
� ���� �����

�������
� ���!�" ���	�

������
#
�	���� 
��# ������" �� �	�� �� ���
� ���
��	 �������
�$

%��&��� 'α, (α, �α 	��	� �� α �������
�� �������
���� 
�!�
���
 �����" α �����
���


�����
����� ��������
� ������ � �����
 ��� ��
� ���� �����

�������
� ���!� �
 ���!� α

�����
���
 �����	���� �����
� ������$ ��  ����� ��� ����
�� ��� ������ 
 �	��	�����
�

����	��� 
��� �
 �������	������$ �'��� ����
 
��	���� ���
���" ���� � �	�� �� ��	������

�	������� �&	�$� � ���������� (�����)����������� �� ������ ����� ���� ���$

����� ������ )�
�
�� * � + ���� �	%�	�����! , '���� �
����� ��
������ -����

�◦ = * , �+$,-�

������ α ∈ * \ {◦} �	���� �α = ��.{�β + 'β / �β, α� ∈ ,} , �+$,,�

(∗ =  , �+$,0�

������ α ∈ * \ {∗} �	���� (α = ��{(β − 'β / �α, β� ∈ ,} . �+$,1�

������ � ���	
����� ���� ������

2����
!� ��� ���
�������
 α, β �� �������$ '��� �� ������ ��	�� ��
��� �������������

����� �����

��/

��� �� ������� ��� ���� ������� � ��
���� ���$ ���	�" ��	�  �������� � � ����	�����

��	���� �� �������	��� �� 
��" �
 � ���������� �����	�� � 
�		���!����"

���� ���
��		� �� ����������� ���$ ���	�" ��	� ���������  ������ � ����� �������"

����� ��
��� �&������ ����

�� �����
	� ���$ �!�&�&��� � ����	����� �!�&�&��� ��)

������ �������� �� ��������$

� ���� ��������� � + = �*,. ∪ /� �$$ ��
�� ���� �	�� �	�� ��" ���� * � �� ������� ���)

����". �� ��� ������	���� �
�� 	��������� ���	�" ��� ������ ������� ������ ��	��������" /
����� � ���� ������	���� ��	���� 	��������� 	��	�������" ��
�� ���� ����	����$ '� ��� ������"

������ �� α �
 β �� ����� �� ���������� ���
��		�" ����	 ��� �� �α, β�" ��� � �β, α�

�� ����� � / ��������$ 2������ ���� α, β ∈ * �
��� �����

�!�" �� �α, β� ∈ . ∪ /,
����	 �� �α, β� �� ��

�� 'α" ���� �� α �� ����� �������
���� 
�!�
���
 ����" ��� �!����)

�� �� �� �����������" ���� β)���$ �� ���� ��

���" ���� � ���� ����
� �������" ��������

���������� ��������!� ���$



���� � ������	
 ������
� ������	 ���

����� �����	
�� �� � ⊂ � �	�	�� ���������� ��������� �	 �α, β� ∈ � 	���� �
 �
	� 	�����

�	 �β, α� � ��

�� ����� � �	
 ��	���� ���� ��
′

= ��,�∪�� �	
 ������ ����
���� 	���� ����� ����
��������� ��	� �	
 � ���������� ���
�� ��������� ��	�������� �� ������ ���������� �
�������	�� ��	������ ��������  ����� ��� ���� ��� �������� �� ��������� �
�� ��������
����� ���� � 	�� ������������� ���� ���� � ������ ������� �!������� �������� ����	������
����� ���� �

′

�	
���������� ��	������ �	
 ��������� ��	�����
" ����#������ 	��� ����� �
����� � �||���� ������� $	
 �	��������% ��	� �	
 ��	&

���������% � � 	����� �	
 � ��	��� $	
� �	
 �� �	
 ��������� �
′

	������ � �������� $�
����� ��������� ��	
���

'������� $��%� ������������� (��� ���� ����� ��������� �� �
′

��� ��������� ����
����
�!��� ����� �� ����������� ������	�	 �������� �� �	
 �
	� �� 	� � ���!�	��	� ���
!"#

����� ��! �
′

�� �	��	�	� ��"� $���� �����

" ����#������ 	��� ����� ��	������� ���	��% �%������� ����� ���������� ����������
���� � �������� �� ������������� ����� ���������� ����� ������������� � �������� $�
������� ������% ���% ������� ��� �� ���	� "� ����������� ���	
��#�� � ��		
�����&
������

"���� �� �������� � ��	���� ������ �� �� ������ �	
&�	
 ��	#�� � �!�&� �!� ��&
�����#�� ��� )	
 �� ��	������� ���� �����	 �
�� ���
��� ��� ����� �	
 � � ��������
��	 �������������� �����
 ������ ���� ��� � ������� �	#�� %&��� #��!���� *���� ����&
���
 �������� � ��	��� ������� �����	 �	�� � � ⊂ % ⊂ � ∪ � ����(�%� "� ��, %� 	���� &
#��!��� ���	�$�
����� �	
 & ����������� �� !����� ��#������ ���� ����
� ����#������
�������%� �	
��� ��	 � �!��� ����#������ ������%� �	
�� ��� ����

���� �����	
�� '�! �� ( 	 )�������� �! ��
��	�	�	� ��� ��*+��� ��! ( 	
���������

�	 �"��� α, β ∈ ( �α � β� �
���� α#� �
 β#� 	 & !�",�	� �	! �! ���+����$� �����)�� "��-

��"� $���� .� ���� �

��� �	! �! *�
�+����$� ���"��

+� ���	 �� ���� ��	 �� ������ ��� ��������	�� ����������� ���
�� ���������� ��	&
�!��
��� � �����������, ◦ �	
 - ����$��	$ ����� ��������� ∗ ����	 - ����$��	$ ����#���
���������

���� ��� ����������� ������
 ��, %� 	����� ������%��� ����� ��	 � ��,�� ������ �� �
�!���������� ����� � ���,
�.� " ◦ (�$(��� ��� ����� ���
�/� " ∗ (�$(��%� ��� ����� �� ���
�0� 1�	
�� α ��������	��� ◦&��� �� ∗&�%� � �!��!�� ��������� ���� ◦&�%� ����� ����
���� $�
α&��� �� α&�%� ����� ����
���� $� ∗&���

*����� �� ������ #��!������� ������������ ����
�� ���� � & = ��, %� 	����� ����&
�����,

• �α �� α �������� ��	���������� �������	�� ��	������ ������#��

• /α �� �� ���� ������ ����������� �� ���� ������ �� α �������� ����#����� ���� ������
�������� ����#������	�



��� �� �������	�
��
��

������� ���	
��� 	�� �α ��� ���� ���� 
 ◦���� α��
 ������ ���	���
�� �� 	���
 
 �
�����
�� ��� α ���
���� 
� α �������� 
 ∗ ������
 ������ ���	���
�� �� 	���
 �α ������ 

!���� 
� �α, α ������������� 
 "# $%&'"# $(& ��)�����	�� 	
����
� 
� 
����� ��������

��)����� 
*	
��� ���+

�◦ = , , "# $-&

���*�� α ∈ � \ {◦} ������ �α = �
.{�β + �β + "β, α& ∈ �} , "# $/&

∗ = , , "# $#&

���*�� α ∈ � \ {∗} ������ α = �
.{β − �β + "α, β& ∈ �} . "# 0,&

1
 � 
 ���������� ��� *���2������ ����	
��
�
� �� ����� 
� α �� β �������� ��
�� 	��

��2������ ������� ���� �� ����� α���� β��
� 
��� 
�

�α ≤ �β, α ≥ β

���������������� 
���
�����
� ���2������� 1
 
 � 	
��
�	� 	���������� ��� 
**��

*���2������ "α, β& ���� 
��� 
� � ��  ��������� 
���
� ��� ���� ��*���
��� 	�� 
 3����
��

���������� ������
 �� ��
�
� �
�
*2
�
� 

����� ������ �����
� � ������� �	����� ���
��� � ⊂ � ∪ � ��
��	�
� � ��
��	 ������	� � !�

���
�""

�
.{�α + �α + α + α ∈ �} . "# 04&

	
�������� 5� �α+ �α+α ������ 
 ◦���� α�� ��������� ∗��
 ������ ���	���
�� �� 	���
 

6�	�� 
 ��)��� 
 �������� �� 	����� 
*2
 ��� 
 � �����
� !� 
 	��� ��� �������	��� 	


������ ������
��� 	���� ������ �������� �� 
 �����
 

5 # %( �������� 
� ��� 
 �����2
� 	�� �������������� 	�� ������ ����
� ��* ����

���
��� ��2���� �
�
�� ��� � ��)��� �� )������� ������� ������*� ������ �� ��	�� ������� 
�

������ ������������� �
2* 
� ����� ����
*
�
��
� ��� �� �� ���� ��2���*��� 
 ������

��)����� ��� �� 
 ��	��� �������*������ ������������ !		�� 	
���� ��*� ����� 
���

����� ����	��� 

����� ������ � �#""���	 �������	� ��
� �� ������	� � ��� � �!�$�
���% "����
�  �	����%�&$ �
'�
���� �	���� 
���
�""

���
α∈�

�α +
∑

α∈�

�α + ���
α∈�

α . "# 07&



���� � ������	
 ������
� ������	 ���

��������	
� ��������	
 � ������ ��������� ���� ���� �� � ����� 
�������� �� ������

����� �������
��� ������ ���
���	�
 !

�� �� ���������� � 
� ����� ��"���
 ������ ����

�� �#��� �"������
 
��	 �� ��"� ���
���"������ �� ������ �#��� �"����� �������"���
�

���	 �� �#��� �"������
�� 
����"� ������
����
 �� ����� ����
 !��� ����� ������"���

�� ������ ��� 
������ � $% &'( 
�������� ����� ����� 

���� ������ ������ 	 ��������� ������ ��
������ � � !	�	�	 �
���� 	� �"���� ������"

������ ���# 	 $ � ������� 
������� ������ %
������� 
�������� )*+, )'+, . . . , )| � |+� � ������	


������
� &��	�	� ��&���
� ����� ���	����

���
α∈�

�α + ��,{

�∑

�=�

���� + $� �� - � = *, . . . , | � |} . $% &.(

��������	
� ��������	
 �������� � �������
��� ���� �� �"��"� ������ /������ ����	
 ���

���� ������ �"����� �����
������ � � ���α∈� �α ��"������� 0����� � ����� ����
������

����"� ���������� '  1���� � ���������� �������
 ������ �����
� ���� �� �#��� α �"�����

���������� ' − $α 2� ������� ������ ����� �������� ������� ' ���� ����
� �� ��� ��3�����

���� ����� � ���������� ��������� � ��,����� 
���� ���������� 4���������� ���



��	 �� � ������ ' ����
� ���� ����� � ��,����� 
���� ����� 5 2 % 6 �����"� �����
�

���� � ������� ���"� �������"�
 �������� 	������� ����������� � ��,����� 
������ ��

����	�
��� � $ � ����
�
 �������� ������� 3��

��"� ������� ���� 2� ����� ������� ��������

) �+ �"����� ���������� ��"�������

���
α∈�

�α +

�∑

�=�

���� .

7��� � ��,����� 
���� 5� ����� ����� �

���
α∈�

�α + ��,{

�∑

�=�

���� − $' − $� ��( - � = *, . . . , | � |} ≤ 5

�����"������� �����
 !��"� ' ��,����� ����
��� � $% &.(#��� 
�������� 
������ 

��� ������ ������ 	 ��������� ��� ��
������ � � !	�	�	 �
���� )*+, )'+, . . . , )| � |+ 	�

�"���� ������������ ���# 	 ����������
�� ����
� ����� 
������� ������ %
������� 
���������

� ������	
 ������
� &��	�	� ��&���
� ����� ���	����

���
α∈�

$α + ��,{

�∑

�=�

���� + �� �� - � = *, . . . , | � |} . $% &6(

��������	
� 2
������
 �� �"��"� ����� ���� �� 	�������� ��������� ������� � ������#


���� ��"�
 �������
 � ������� ���������� ������"�

�� ��� � �����
������ ���� ��"�
��

� $ � ����
�
 ����
 ��� �� � � ��"���
 
� ������ � � �"����� ���������� ���� � �"������




��� �� �������	�
��
��

������ �������	�	
��

 ���������� 	� ��	����������
 ��������� ������� ���������� �� 
���
�
� ������������

���� � ��� ������ �� ������	�
 �����	��� ������������� � �����
��� �� � �	������ ����

� ����� ����� � ���������� ��� �	��	� �
 ������� ����
� ��	����� ���� �	��������� ����
���

�������  ����� !�� ��� 
���� ����� ��	��� �������� �� � "�#$� �	����� ������������

����� ������ ����� � �����
���� �� ��
���� �	 α �� ������� ��� ��� �� �∪{α} ��
���
��	��������� ����� ������� � > % �� ���	���
���	 	����  �

!α +
∑

β∈�

"β + "α + �
�
β∈�

#β ≥ � &"�''(

�	

�
�
β∈�

!β +
∑

β∈�

"β + "α + �
�
β∈�

#β ≥ � , &"�')(

����! ������ �
�� $������	���� ���
��� �� ��%���	� ����� !&������� ���� �� α �� &		��	
�'��
� �����
�� �&�&�� �

�

	
��������  &"�''( ������ ������	� ��������� ���� ������ � ������ �������
 
� ��� ����� ��

�������� �� α ����� ��
 �� *����� �����
 � ��������� ���� ����� �� ������� ��� ����� ��

�������
 
� � ���	� �*�
����� +�������	���� � &"�')( ������ ������	� ��������� ���� ������ �

������ �������
 
� ��� ����� �� �������� �� α �� �����
�� �*�*�� ���� ���� ��� ��� ��� �� ���

��� �������

 �	������ | � | +, � ������� �� ��
� ���� ���� *������� &| � | +,(- ��������� ���������

���� +� �� ���.��� ����	����
 ������������ ����� ��� ���� | � |- ������� �������� ������ ����

� ����
��������� ������ ������ ,/&|�| + ,(��� �	��	�� ����������� /� �� ��� ������ ����

�� 
���� ��������� ����� 
� 	������ 
��� ������� ����� ��
��
� �� ������ ������� ��� �����

���
�.� �����	����

 ���������� 	� ��	���������� ����������� � �	���������� ������������� ������ ����

����� 
������ /��� �*��� � ���������� ��� ��� ��
��� ��� ������� ��� �	� ��� �
������

�
�������.� 	������� �������� ��� �������� �	� �	����������� /�� 0������ ������� �� 1���

�!�����	 �
����� ������� 2����� ���� ���� ��� 
����� ��� ������	� � �������
 
� ����� 2��

�
������ � �
��������
� ������� �	� ������ ������	�� ��� ��� ����������� ��� ����� α

� ��������� �� 
���� ���������� ���� �������

!α + "α + #α ≥ � &"�'3(

��������� +� ��� 
���� � ������� ����� �������� ����� ������ ������	� ��� ����� ������ � ���


����� ������������ ���� ������ ������	� � ��������
 ����������� ��������
� �
��	��.�	�����

/� � ������� �	����� 	���� ������ ��
��� ��� �
���� ������
��� ���� ������	�� ����������

�
���� ��� �� � �
��������� ������ ���	� ������ ��������� 	� � &"�'3( ����	��� �������� ���

� �������� ��������� 4����� α ��� ����� � ������� ��
�� &"�'3( 
���� �� �������� ◦�� �� α���



���� � ������	
 ������
� ������	 ���

������� ���	 �
�� ��������� 
�� � ���� 	 ����� ����������
��� � ◦���� α��	 ������� ���	

�
�� ��������� 	������ 	� ���� �������
 ������� �������	�	� �
	� 	���� ������ 	 ��� �
�

������ ���� �������
� �	��� !	 
����� α�� 	 �������
 ������ ��� ������� �����������

"�!�� ������ 	 ��
���������� ������	��� !	�	��	� ��� �
	� 	���	� 	 ��
�!	�	�	�� ���

������� 	������� �
�� ����� ��� 	 �#��������� ����
$���� %�� &��
�� 	���� �
����� 
����


�!����
�� ����!�� �� ����� �����
���� ��
������� ��� ������� ���� '	 	 ()�*+, ���

���� 
������� α ����� 
�� ����
� 	���� 	 �������
�	 	 ���� ��$���� ���
����� 
�	���

	�	�	�!	���

���� ������ ��������� 	
� 	 � ��� ������ �� ����� ���� �	��	��	
� � ���	�	���� ������ 	
 	�����
	�	��� �	����
�	� ��� � �����
	� ���������� 	
 ����� �
�� 	 �� ���� �� 	 ������� 	 ���!���� ��!�"

�����
 �
������ �����

����	 #� ���!���� $� ���!���� %� ���!���� &� ���!���� '� ���!����
#� #/$ $/# %/$ #/& $/%
$� $/# %/% $/&
%� #/% %/$ $/$ #/% $/&
&� #/$ $/% %/& #/# %/#

� ���!�������� �������� ���� ����� 	
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���� 	
� ���	��	 ��� ��� 	���� �������
 �	���
� ����	��� ���!�������� !	� �
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��� + ��� + ��� + ��� + ��� + ��� + ��� + ��� = #- .
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*����� � � �!��� � !���������� ������� � �% ' � �!��� $����������� ������$� � �α
���
���� �� ������ α, β ∈ � � ������ �α + �α ≤ �β ���"��$�� �������� �
�� �� α � !��������
��� ���� �� 
���� � β � !�������% +�� �α ������ ��� �� "������� �
�� ������ α � !����� ������
� � !������� � ,�α, �α + �α- �� 
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� "!�!��1

���
�∑

�=�

� �∑

�=�

 ��� �� �2%34�

�∑

�=�

� �∑

�=�

� ����� �� ≤ ���, � = 5, . . . , 	, � = 6, . . . , � , �2%37�
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� �� = 5 � = 5, . . . , � , �2%33�

� �� ∈ {6, 5}, � = 5, . . . , �, � = 5, . . . ,� � . �2%38�
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V. ADATBÁZISKEZELÉS



Bevezetés

Ebben a részben három témakört tárgyalunk.
Bár a technikai fejl�odés egyre nagyobb kapacitású memóriákat eredményez, ma is aktu-

ális feladata az adatok tömörítése. A tizedik fejezet az információelméleti alapok összefogla-
lása után bemutatja az aritmetikai kódolást, a Ziv�Lempel-tömörítést, a Burrows�Wheeler-
transzformációt és végül a képtömörítés témakörét.

A tizenegyedik fejezet témája a memóriagazdálkodás, azon belül a particionálás, lapo-
zás, anomáliák és állományok optimális elhelyezése.

A tizenkettedik fejezet pedig a relációs adatbázisok tervezésér�ol szól: az egyes alfejeze-
tek a funkcionális függ�oségeket, a relációs sémák szétvágását és az általános függ�oségeket
elemzik.



10. Adattömörítés

Az adattömörít�o algoritmusok általános m�uködési elve a következ�o. Egy véges ábécé jelei-
b�ol felépül�o szöveget alakítanak bitsorozattá, kihasználva azt a tulajdonságot, hogy az ábécé
jelei különböz�o gyakorisággal fordulnak el�o a szövegben. Például az �e� bet�u gyakoribb a

�q� bet�unél, ezért rövidebb kódszót rendelnek az el�obbihez. Ekkor a tömörítés min�oségét
az átlagos kódszóhosszal jellemzik.

A tömörítés alapja egy statisztikai modell, amelynek része egy véges ábécé és egy va-
lószín�uségi eloszlás az ábécé jelein. A valószín�uségi eloszlás a jelek (relatív) gyakoriságát
adja meg. Egy ilyen ábécé-valószín�uségi eloszlás párt nevezünk forrásnak. El�oször át kell
tekintenünk az információelmélet néhány alapvet�o fogalmát és eredményét. A legfontosabb
az entrópia fogalma, ugyanis a forrás entrópiája meghatározza a tömöríthet�oség mértékét, a
tömörített sorozat hosszának minimumát.

Az egyik legegyszer�ubb és legérthet�obb modell a diszkrét, emlékezet nélküli forrás. Eb-
ben a modellben a jelek egymástól függetlenül fordulnak el�o a szövegben. Úgynevezett p
pre�x kódok segítségével a szöveget a forrás entrópiájával megegyez�o hosszúságú sorozattá
tömöríthetjük. Pre�x kód esetén egyetlen kódszó sem kezd�oszelete egy másik kódszónak.
A következ�okben majd részletesen vizsgáljuk ezt a modellt. A tömöríthet�oség mértékét a
Kraft-egyenl�otlenség adja meg. Az egyenl�otlenség élességét a Huffman-kódolással mutat-
juk meg, amelyr�ol belátható, hogy optimális.

A legtöbb gyakorlati alkalmazás nem elégíti ki a diszkrét, emlékezet nélküli forrásra
vonatkozó feltételek mindegyikét. El�oször, ez a forrás modell rendszerint nem valóságh�u,
ugyanis a jelek nem egymástól függetlenül fordulnak el�o a szövegben. Másodszor, a való-
szín�uségi eloszlás el�ore nem ismert, ezért a tömörít�o algoritmusoknak univerzálisan kellene
m�uködniük a valószín�uségi eloszlások teljes osztályára vonatkozóan. Az ilyen univerzá-
lis tömörítések elemzése sokkal összetettebb, mint a diszkrét, emlékezet nélküli források
elemzése, ezért csak bemutatjuk az algoritmusokat, de nem elemezzük a tömörítési haté-
konyságukat. Az univerzális tömörítéseket alapvet�oen két csoportba sorolhatjuk.

A statisztikai tömörítések a következ�o jel el�ofordulási valószín�uségét becslik lehet�oség
szerint minél pontosabban. Ezt a folyamatot nevezzük a forrás modellezésének. A valószí-
n�uségek kell�o ismeretében a szöveget tömörítik, rendszerint aritmetikai kódolással. Aritme-
tikai kódolás esetén a valószín�uségeket egy intervallummal ábrázolják, és ezt az intervallu-
mot kódolják.

A szótár alapú tömörítések olyan mintákat tárolnak egy szótárban, amelyek el�oz�oleg
már el�ofordultak a szövegben, és a minta következ�o el�ofordulását a szótárban elfoglalt po-
zíciójával kódolják. Az ilyen típusú eljárások közül kiemelkedik Ziv és Lempel algoritmusa.
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�������� ���������������� ���
����
����� � ����#����� ����� ���������� ������#�"���	���� ���� ���������� � �����#�"�
��	��������� ����� ������� ����#���� ���
�������	� 	
����� � �����	 ��������� ����������
����
��� ���� �� ��	��������� �	
����"��� ���������� � �����	��� � 	
�������� ��	����%
�#����� ������ ����� �	
������� ������"���� �����
������� ��
�� ����������� ���� � ������
������ 0��/1�� ��%�����#���� ��	
 � ����
������ ���
��	� ����������� �����#��� �������
� �����#�"� ��	��������� ��������  ����� �������� ��	
 �����������#���� 	
����� ��"����
�!		 � ������ �����������"��� � �����#���"� ���� �# ������� &���� ��	�����"��� � �����#�"�
��	��������� �������
��	�� ��������"� �������� ���������� � ��	��������� ��������"� ����
	
"�������
�� � 2��	��
 2�� �� �� � 2��������
 2�� ���

����� �����	
����	����� ����	�����

������� �����	
�� ��
��� �
����� ��		��

&���� � ������� � ��������
 ��������� 	������ ��������� )345* ��	���������� &	
 ��
��
������ �	
 )X, �*  ��� ����
��� X = {6, . . . , �} �	
 ��	�� ���$�� �� � = )�)6*, . . . , �)�** �	

������#�"���	� �������� X%��� &	
 �������� ��������� ����!�� ������ ��#����� �	
 � ������#%
�"���	� ���������� ��� ���� (� {� = �} = �)�* ����� � ∈ X ������ &	
 �� = )���� . . . ��* ∈ X�

��� �� )��, ��, . . . , ��* ������#�"���	� ������� �	
 ������� ����
��� ����� �� ������ �����%
���.� �!		����� �������� &���� ��	�����"��� � ��� ������#�"���	� � ����� ������#�"���	�����
��������� ���� ��)���� . . . ��* = �)��* · �)��* · · · · · �)��*�

� ����� 	
�������	�� ����������� �
�������� ������������ ����������� ��$�!��!�� (��%
��� �� ��	�� �
��� ������� �� X � ����� ���$� ���	���#��� �	
 ������� ����
 ��	����� � ���%
������ �� �	
�� ���������� ��������� � ������#�"���	� ��������� ��	�� ������ � 67�6� �����
������� 	
�������	 �������� ��� ���� 8	
 �)�* = 7.79:, �)�* = 7.76: ����

'�	
!� ������ ��	
 �� � ������ ����� ��	�������� ��� ������	�"�� (����� ��	�� �
���"�
�����	����� � ;��<  �� 	
�������	� ��	
���� ���� � ;��<  ���� &� ��� �������� ��"�� �� ��
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����� ���	
�
� �������� 
����
�
� ������ ��������� ���
��
����� 
���� ������ ����� =

���� · ���� = ������

� �
�
�
� �
	
�
�����
� ����������� ����� ���� � ��������� ����� �� 
�
�
� ������ 
��

����� � � �
�������	
� ��	� ����������� ���������� � ����� � � 
�� � ! X −→ {", #}∗ =
∞⋃

�=�

{", #}� �
��$
���� ��
�� ���
� � ∈ X 
�
��
� 
�� ���� � ��� � �
��
�� � ������%

��� ����� � � ����	�� ������� ������� ��
�
����� ���������� &
������ � ���� � �
�����

���������� � � 	�� ����'���� 
������� ���� ��������	�
�� �
��
�
��
����� �� 
��� $�� �

��	
��
�'� ��$�
� ���� �
�

���� = −
∑

�∈X

���� · �� ���� .

� ���� �
������ � �������� ������� ����� �
��
�
�'�
�� ����� � ������� 	�� ����'���� 	��%

��� ���� ���
��
�����

������� ����	
 ����

(�� �	����� �����)���)� �� 
�� � ! X −→ {", #}∗ ����	���� ���� X = {#, . . . , �}.

(���� {��#�, ��*�, . . . , ����} � �����
� �������� ��
���
� 
�� � = #, . . . , � �
��
� �

���� =
(

�����, �����, . . . , ��������
)

� ��� �������� ���� � ���� � ��� ������� ���� � ����%


� �
�� ��
� ������

� ��	
��
�'� $������� � ���� ���+��
� �
��
��
�'� ����� � ����� ����� �
� �,- =

�� �����

� ! � −→ #, � −→ #", � −→ #"", � −→ #""", . . . , � −→ #" . . . "
︸��︷︷��︸

��

, �� −→ #" . . . "
︸��︷︷��︸

��

�

.� ! � −→ """"", � −→ """"#, � −→ """#", . . . , � −→ ##""#, �� −→ ##"#"�

.���� �
� ���� ��� �� � �
� ���+��
� ��
/��
� ����� �������

0� ! � −→ ", � −→ "", � −→ #, . . . �� ���� � ��� �� �
� �
�� ���������� � ��	
��
�'�
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����	����� ����	����� ���

��� � ��� ���������	
�� ���������� ��	
�� � ������ {�, �}∗����� ������� ����������

��� ������ ���������� ������������ ��� 

! � ��� ���"������#�� ����������� ����� �"� ���� �$�$��� ��� ��%�� �����%�����

� � %���� ������ �$&������� ����� ! '� ��� �� ���"������#�� ����������� ���� ������ �����

(������� $� ������ �����#�� ����� ������������ � ���������� ����� $� ����"���� �����(�#� ��

������� ��$&�� ����� ���"�� � �$&������� $� ������� � �%����� ����� ��� 

��� � ��� ����� ��� � �%������� ���� "� ���� ������ (%���� ������� � � � "�

���� ≤ �����
(

�����, �����, . . . , ��������
)

�
(

�����, �����, . . . , ��������
)

������)� !��� � ���� "�

���� ������&�� ����� ���� ����"��� �����%�� ��� ��� ���"��� 

! (��*+ ������ �$�$�,���� ��$&���� ���"������#�� ����������� ! �������%� ���%�

����� ��&��#�� �������� ��,� ��� ���� �������� ��� �#�#�� -�#�%� ���� ��� ���� ���

�%��� ������ �������� .��� � ∈ X ������ ������� ��� ��#�%� /���� ������� ��&����#���

��,� ���� ��� %�� � �$&������� ������ ��� �� ���%�%�� ����������#� � ���������� &"�"�� !

���� ������ ������%�%�%��� (�������%��� � �������� �#���� ��� � ∈ X �� ������� ��$&��

�$&������� ���� ���� �#�������%� ����� ����%� � (��*+ ����� �������� ���� �� ��&���� 

0���)� "����� ��� � ��� ��� ����������� ����� � �#�������%����� ��&�� ������ ������ �

�$&������� ����� ������� ������ ������������� 

!� �����$�$�,�"� �$&�����"��� � ������&�� %������ ����%��� ���������%�%�� !����

�X, �� ����%� ����"�� ��� X = {�, . . . , �} "� � =
(

����, ��1�, . . . , ����
)

��� &�����,��#�"��

������%� X���� �� ���� ������� ����� ��*�,.����

���� =
∑

�∈X

���� · ���� .

2� ��� ����� ����&�# ��$&����� �� $����� ��� #��������� ��������%���� ����#��� �����

����� � � ��� %������ ����� ��/13���+1+· · ·+13� = ��/13�·�13·14�/1 = �5 ����� ����� � '�

��� ���� ������ ���� ����� %������ ����� 6 7#��#�� ��� �� ����� ��$&������� ��������#��

����� �����,& ��������%�%� ��� �����������)� ���������� ������%���� ��� � %���� ��"�� ����

����� �"��,���)��� � � ������� ������� �$&�� ����� ������)��� ����� ��� � �$&������� �

��� �����"������ �������� %������ ����� ���� = 8 · �.199+ 5 · �.5�6+ 6 · �.�:�+ 9 · �.���+

3 · �.��9 + 4 · �.��1 = 5.111 

� −→ ����� � −→ ������� � −→ ������ � −→ ����� ,

� −→ ���� � −→ ������ � −→ ������� � −→ ����� ,

� −→ ����� � −→ ��������� � −→ �������� � −→ ����� ,

	 −→ ������� � −→ ����� � −→ ����� � −→ ������ ,

� −→ ��������� � −→ ����� � −→ ����� � −→ ���� ,

 −→ ������ ! −→ �������� " −→ ������� � −→ �������� ,

� −→ ������� # −→ ��������� $� −→ ��� .

-"� ���"� �� ��"��������� �$�$�,���)��� � ��� �)�$�%��� ������� �����#��� ��

��� � ������� %��� ���������� &��������� � ∈ % "��"��� ����� �� �X, �� ����%�� �� �X�, ���

����%���� ��������,��)� ! ����%� ���"����� �"��)��� ��"�� ��� ����� . . . ��� ∈ X� �����

������� . . . ��� = ����� · ����� · · · · · ����� 2� ("��%#� ����� � �"� ������� %��� X = {�, �}

%�"."� "� ���� = �.:� ���� = �.�� ����� � ���� = �� ���� = � ������&���� ���������� � ���

%������ ����� ���� = �.: · �+ �.� · � = � ���"� ���� ����� ����&%�&����� ��� ���%���#�� 
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� �������	 
������������ � 	�
��	����	�

������ = �.��, ������ = �.��, ������ = �.��, ������ = �.�� .

��	��� 	 � 	�
��	���� �� ���!" 	�#���

������ = �, ������ = ��, ������ = ���, ������ = ��� .

$���	 ������ %��� ����� = �·�.��+&·�.��+'·�.��+'·�.�� = �.&�( )�* ��/&������ = �.+,-
��	���%���� �� ������ %����	. �/��*�� � �� 	�# ��*X �0�1�0��� ��� ����� %�����( �/�	��
� ���0��� ���� 0��		�	�� 	�#����	. � 	�
��	���� ����	�� 	��� 
��������	�

���, �� = /��
����

�
�

∑

���,...,���∈X
�

����� . . . ������� . . . ��� = /��
����

���� .

� ���/���� 	�#��� ������0���. �/��*�� � 	�
��	���� ���0�� /��#��	 	�. 	�
��	���	.
%��* ��/�−→∞ ���, �� = ���� �� �X, �� 2���� ����������(

�� �##�� ���#�	��� %������ ����� �*��
�� ��
���	 ����� ���� ≈ ,.��( $���	 /��2�3
������� � 0�/������� 	�#. �/��*0�� 1�	 	 ������� ����	�� 	�#�����	. /�� /��#��/ ����/���
�� ���, �� ����	 �������( 4���	��*�00 ��/������ �#%����	. %� !�*���/0� 
�� 	 � ����	
	������ 2 �������	��(

������� ����	
������	������ �� � ������	�� ������� 	�	���

5���#��	 ��* � 	��� � ������� 2�������� ���� 
����	�����. %��* ��* X = {�, . . . , �}
�0�1�%�� ������ �#��� ����, . . . , ���� 	�#��%��6��6 ���!" 	�# ��������(

����� ����� �7��2�3��*������������( ������ X = {�, . . . , �}� ����
 � ��� ����
 ������� � �
X −→ {�, �}∗ �
��� ��� �	������ � �����!�� "��� ����, . . . , ���� "�

∑

�∈X

&−���� ≤ �.

�	
������� � 0����*��� ����������. %��* � 	�#��
�	�� ��* # = /�"�∈X{����} /��*����
0����� 2� 161����	 ��	���� 	( � 2���	 �������	 � ����������	 	��� ������. ���� � �*�	��3
0��� ��
��0� 
������ ���	 ��%��� # . � /��#�� 0���� 161 2�	��/� '( $�� ��/������� �
��(&( �0��� ���%��� 2� # = ' �����(

� 2�0�� � �*�	������ � ��
������ ��%��*��	�#�� 161�	�� �� �� ∈ {�, �}� 	�#��
�		��
1�/	��� 	 /��( �� ���� . . . �� 1�/	���� 161 2���� �0�� ��#����� �*���	�� �� ���� . . . ���
��
�� 1�/	��� 	. �� ��� ���00 ��#���� �*���	 1�/	��� ���� . . . ���(

�� ���� . . . �� 1�/	���� 161 ������� �� ��� ��*�� ��
�� %��/���. �/��*�	 �#
%��6��6� 1�/	��� �� ���� . . . �� ��
�� 	��#��#�	( 5�	�����. �� ���� . . . �� 161 ��3
�*�	� ��*�� 161�	�� ������/��. �/��*�	 1�/	�����	 ���!"� ���� . . . ��( � ��(&( �0���
���%��� ���#�0�� � � 1�/	���� 161 ���*�	� {���, ���, ���, ���}(

���* 	 2��. %��* �#��� ��* ���!" 	�#. �/��*0�� � 	�#��
�	 %��� ����, . . . , ����(
5��#�� 	�#�� /��2���� � # /��*���� 0����� 2� ��* 161���	( 8��* 	 ����. %��* 0��3
/��* 	�� 	�#�� ���*�	� #�����	� %��/��( 4� ��/ ��* �����. �����%�����	 ��* ���� . . . ��
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����� ���	
��� �� ������ �� � ������� � ��������� ������ 	��
�� � � �� � ��	���������
���
 � < �� ����� � �� ������ ���� . . . �� � ���� . . . ��� ���	
�� ����	 �� �	��� �
�	� ���!
	��� ������ � � ���������

� �"�# ������  ��
� ��� �	���� �� $�−����� � � �����%� �% ��������� �� �� $� �
��  ��
��� �	���� ���� ���������� ����&�� ���


∑

�∈X

$�−����
≤ $�

,

������ ' ���	
 � �����%� �% ������ 	����	��'' ��
  ��
� �	��� 	����� (����� �	��	�
$� !��	 ������ � �)� �� ��
��	���	������ ����&��

*���)���� ���
�� ��	� ���
 ������� �� �"+#, . . . , �"�# �����)� ������� ,��
�� ��	 ��!
� '' � ���
 �"+# ≤ �"$# ≤ · · · ≤ �"�#� �� �	��� ������ 	��
��

�"+# = -- . . . -
︸��︷︷��︸

����

.

(���	 ∑

�∈X

$�−����
≤ $�

���� 		� $�−����
< $� �� ��	����	� ".�	��'�� /��� ��
��	�� ��	�� ��		��� ����	���# 0�
 ������

/�%/� � � !���� �������� ���	
�� ��� �������� �"+#  ��
� '�� 1 	����&� �� ���� ����	 ��
�	����� � ������� ������ � �
��� ��	 � −�"$# 	���� �"$# ≥ �"+#� ���� ��
 �	
�� /�%/����
�&�&��� ���	
��� /)���� �"$# '�� �����%� )�
 �� ��� 	���� �"+# ������� ���� ��� � /)���
� 	��������&� �"$# ���������� 2� � = $� ����� ��� ���
&��� 2� ���� ����� � ��	���	���
����� $�−����

+ $�−����
< $� � � ��	 	���&�� ��
 /�%/��� � � !���� �������� ���	
�� ��� �����!

��� ��� �"+#� ��� �"$#  ��
� '�� ��&� � �	�� 		)�����&� � ���������� ������� �� �����������
�����	�	����� �� �	� � �� ����� ��	
�������&�� ��)� �� ������ ������� �	�� ���  		)����&��
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� �������	
����������	 �	
 ������	�� �� ���	��	�� ��������� �	
 ����, . . . , ���� ������

��������	� ����� ��� ������������ � � !������ �������� "�	"#���$#�% ��	
 �� �	
���������

��	 ���$������� ������	�� �������� �	
 �	
�����"#�� ����������� ��� ������������ &�� �	


'� �����"�����$��% ��	
 ���	���� ����� �������� ��	�������'% �'���� ��" !�����#�� $�((

����"��
� (��"'�
�� "��% �	
�����"#�� ����������� ������ ��"�

����� ����� ��������	
����������	 �	
�����"#�� ����������� ��������� ����
� � ��� ����


������� ����, . . . , ���� ����� �������� ����
���	���� ����������� ���� ��
∑

�∈X

)−���� ≤ � .

	
�������� *'���� ����� ��� �	
�����"#�� �����������% ����� �� ���	��	����	 � !�����

�'� �� ����� �����(��� +�	
�� �����% ��	

∑

�∈X

)−���� =
�
∑

�=�

 � )
− �% ����  � � ! ��������	�

������!�� ���"� �� �	
�����"#�� ����������� ���(�� �� " � "��'"��'� ������������ �

�'��$���� $�(( ��������� ���'� ���!��
�
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∑
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− �
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⎟

⎟
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�

=

� ·�
∑

�=�

#� )
−� .

&((�� #� =
∑

��+···+��=�

 �� . . . �� ��  ����� ��
�� �� !�	 ���"�% �"��
��� ������ ���"�$� �

('� ������� � ��� �	
�����"#�� �����������% ����� "'���� � ��������	� ������� ��	���$�((

�	
 �� !�	��� �������� "�	�

,	
������� #� ≤ )�% -	

� ·�
∑

�=�

#� )
−� ≤

� ·�
∑

�=�

� = " ·  −  + � ≤ " · � ���'� 	
 � � !��!�

���$#�% ��	

�
∑

�=�

 � )
− � ≤ �" · ��/��

&� �� �	
����������	 (��"��
  ������� �������% �� �'"
�−→∞

�" · ��/� = �% -	
 �

�
∑

�=�

 � )
− �
=

∑

�∈X

)−���� ≤ � .

����"��
��� $#�#���

����� ����� ���$"����� ������� �������� $�� �X, %��X = {�, . . . , �} &�

���� 	����� ���������

����� � . X −→ {/, �}∗ ����
���	���� ����������� ���� �	������ ������ ����

'�%� ≤ �����%� < '�%� + � .

	
�������� 0�� �$� ����, . . . , ���� �	
 ���'"��'� �	
�����"#�� ����������� ��� ������!�'�

��� �������� 1���'��$#� X = {�, . . . , �} ������ � ( !�����-�#��	' ���������� *'���� ) ∈ X���

(�)� = )−����/
% ����
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�
∑

�=�

)−���� .

� �������	
����������	 "'��� 
 ≤ ��



����� �����	
����	����� ����	����� ���

������ � �� � ��	 
������������ �������� X ����		� ���� ���������	
����� ������� ����
���||��� � ��
�	����������� �� �������!

���||�� =
∑

�∈X

���� ��
����
����

.

"� #$��
�%���&�� �� ��%� ��	 
������������ �������� 	�
������	� "� #$��
�%���&�� ��� ��'�	
����	�
� ���� ���||�� ≥ (� )�%���� � 
������������ ��������%�

���||�� = −���� −
∑

�∈X

���� · ��
(

*−���� · �−�
)

≥ ( .

�++��� ��
�	������ '���

���� ≤ −
∑

�∈X

���� · ��
(

*−���� · �−�
)

=

∑

�∈X

���� · ���� −
∑

�∈X

���� · �� �−� = ������� + �� � .

,��������% � ≤ -� ��� �� � ≤ (� ���%	 ������� ≥ �����
" 	�	�� ��++ ������ ��������	���������� +������	���'�� 
�����.� +� � ��
�	����� �������	!

�′��� = ⌈− �� ����⌉ �� = -, . . . , ��� ��	'�	� '��� − �� ���� ≤ �′��� < − �� ���� + -� ���%	
���� ≥ *−�

′����
/�� - =

∑

�∈X

���� ≥
∑

�∈X

*−�
′��� �� � 0%��	$��������	������ ���		 ��	���� ����� ����%	��$

����� ������'�	 ��� �����+�� � �����
�� '����� �′�-�, . . . , �′���� ����� � �����

∑

�∈X

���� · �′��� <
∑

�∈X

�����− �� ���� + -� = ���� + - .

�� �	����� '������

������� � ���		
	���	
��������� �� � ���		
	���	
����
������

" ������	�� ������ 	�	������ +������	���+�� ��		��� '��� ���		 � = ���-�, . . . , ����� 
��$
���������� ��������'�� �����	 %�����'�	.�� ��� � �%� 1 ���	� 2����� � ∈ {-, . . . , �} ���'��
��� ���� = ⌈���-/�����⌉ '����3���3 ����	 %�����	.�� 3��� '��� ��� ���������� &�3&��	

�����	�		��� � ������		 ��+�� ,��������% �� �� ����%�� ��� �%�������� ������ ���	+��
��	������ ���	� 4� ������� ���		 �� �-/5, -/5, -/5� 
������������ ��������� � ��
�	����� �$
����	 �������! - −→ ((� * −→ (-� 5 −→ -(� ���� �	����� '����� *� 6�����	 �� - −→ ((,
* −→ (-, 5 −→ - �� �	����� '����� &��� 7/5.

8'����� ������		 ��� ����� ����%��	� �������� ⌈���-/����⌉ ���� '����3���3 ���	 ��$
��	'�	��� ����� "� ����%�� �� ��������		 
������������� +���%�� �+%�������� ������� �8'�����
���������	�� '��� �� ����%��	 �%���	���� 9��� ������	� ���� " ��%%�� ������	 
�����������
���%��	 &�������� ��%%���+� %������.�� ���� ��-� ≥ ��*� ≥ · · · ≥ ����� " �� ��� ���� �
���� =

∑

�<� �� �� ������ +���%�� ��	�%����	������ ����� ⌈���-/�����⌉ +�	�� �����
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� ���� ���� ���� ⌈����/�����⌉ �� ��� �������
� ���	 � ����	 � �� ���
� ��� ���	 ��
	 
 ��� ����

 ���� ���	 ��	�	 � ���� �����
� ���� ��	� ����	 � ���� �����
	 ���� ��� ���	 � ���� �����
� ���� ��� ���
	 � ���� �����
 ���� ���� ����	 � ���� �����

� 
�
 ��


����� ����� ����� � �������� �� � ���������������������� ��

� ���� ���� ����
� ���	 �� �
� ��� �� �

 ���� ��� 

� ���� ��� 

	 ���� ��� 

� ���� ���� �
 ���� ���� �

���� ��

���	� ����� ����� � ����������������� �!"#� "$#�%���� &�

��� �� ����	�
� �����
������ ����� ����
� � ��		�
 ��������� 
�		����� ����� �� �
�����
���
�������
� � ��������������	
����� ������� ���
��� � ���� =

∑
�<� �� ��+ ��/������

�

��� ����	�
 ����	��
���
���� ��
�� ⌈����/�����⌉ + � ������
� ��� � ��	�� ���!��� "������ 
����������#� ������ �� ����	�
�����
$!����� �
 %��� ��������� ��& !������&��� ����	�
�� � ��������������	���
����

��'����
�� 
���������� �� ������� "����� � ���(� ��	��
� ������� ���
�)��'
�� 
��	��� *
������� 
�		����� 	������#�� � ������� ��& ���

��

��� ��
��'��� *
�"�	��� �
���'� +�&, !��& � *
�"�	����� ��	���� ����� ���
�)��'
�������
�

���� � ��!���� �����
��� ��	������ ��	��� ��� � ��� *
�"�	� ���&�� �� �
 ��� �-� 	�����#��
������ ���!�� �� ��
�� !��������, �
 �-�� � ����� ���!��� ��� �� ����	�
� ���&����'� �� �� �
 ��
�� !�������	�, ���� �� �� !������ ��� �
 ��� 	�
�!�������	� �����'�� �� ��� !��������

��	�"��� �����!�� ��	���� ���
�� ��
�� ��� ���� �� ��
�, �� ��� !��������� ����� ���
���� � ��

�	������� ����������� �� ����	�
 ���� �	, !� ������ 	�
�!����� ��&����� ������ ��	�������

.�������� �� �� ����	���'
 
�� �	�����&�� �"������
 �����, ��	� "����'� � ���(� ��	��
���!��� �
����� �� � −→ ��, � −→ ���,  −→ ���, ( −→ ���, / −→ ���, 0 −→ ���,
1 −→ ��� "	�23 ��� ������
 !�

�� �.1/�

������� � ����	
��
�����	��

� ��ff�����	���
���� ��& 	��'	�) ����	�
, ����&��� ��'����
�� � ���/� ��	�� 
������-
����#� � $!�����4%���-����	���'
 ��"*
�� ����
��	� "����� � �� = ���� �
 �� = ����
������������

��� � ��		�
 ����
����� ������ ��"�
��� ���&�� *
�������#� +�&, !��& � ���
�����
��� ���
�)��'
��� �	����� ��!��&�'�, �
 ���� ��� − �� + ���� �

����� ������
���#� �
*
��������� 	�������� ���� ≥ · · · ≥ ���− �� 
�	������� 5�& ��& +� �′ ���
�)��'
��� ���
���
�
��"'��, ����&��� �′��� ≥ · · · ≥ �′�� − ��� �� '���
� ��"�
��� � ��		�
 ��� ������ ��	������
���
�)��'
�� 
��	��� *
������� 
�		������� �� ��
�� ����!�� � �, � ��
����!�� �� � �����
	������#�� ��'��� � ��		�
� ��"�
������ ��������'� �� '���
� �

�����
 ���"��� �����, ��)�
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����� ����� �	
�� � �ff����������

�� ��� ������ 	
 ������ �������� ����� �������� ����	����

�� 	 ��� − �� �� ���� ����

�
	�	�	� �� ! ��� 	 "! ������ 	
 � ���� �#�

$� 	 ���−��+���� �������� ��������#� ����
�

������
�

���������

% �&�����
#� ������#�� 	����! ��� 	 '�ff�	��	�������� ���� ������� ���	��� ����

�
� ����
����� ���() ����� ������� �
�

�	
�
 �����
 ����� �� �X, �� ����
�� �	������ X = {�, . . . , �} �� � ����������� �� 	������

��!�������� ����������� ���� ≥ ��*� ≥ · · · ≥ ����� "� ��� �′ � �!�������� ����������� �

������
�#

�′ =
(

����, . . . , ��� − *�, ��� − �� + ����
)

.

"� ��� �′ =
(

�′���, �′�*�, . . . , �′�� − ��
)

� �� � �′ ������
�$�� ������ �%��	
��� %��&'

��� (�&��
�)�� � � ������
�$�� � � %��&' ���� � �!����������%%��#

��'� = �′�'� $� ' = �, . . . , � − * ,

��� − �� = �′�� − ��" ,

���� = �′�� − ��� .
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����
 � ��� � ��������� ��
���� ����	��� �
��� ���� �  ������ −  �����′� = ��� −
�� + ����.

��������	
� �� X = {�, . . . , �} ����		
 � ����� ≥ ���� ≥ · · · ≥ ����� ������������
 ���������
��� ��	��
� ��� � ��	
���
� ���� ��!" ������
�
�  ��� ≤  ��� ≤ · · · ≤  ���,
�

�  �� − �� =  ���,
�


� ��� − �� �� ���� #�� � �	���� $
	$�� �%�&�$&�
�'

(� 	��)��%�" ���	*
�
� +���%� ���" ���� ��	��
� ��	 )�� �, � ∈ X" �������� ���� ≥ ���� ��  ��� >  ���' +��
�	�%�
 �′ ��!�	" �����	 ,�� �����  � ��!$��" ���� ���#�����)%�  ���� ��  ���� ��!����	'
(���� �′ �	���� �����  ��′� ≤  ���" ���	

 ��′�− ��� = ����· ���+����· ���−����· ���−����· ��� = �����−�����·� ���− ���� ≤ - .

�

� +���%� ���" ���� !�		  �′ ��!" ����$��  ��� ≤ · · · ≤  �� − �� <  ���' � ���� 
	��)!����� �
		 ������	)��  �′��� ��!��� �	����  ��� −  �� − �� $
	)�	" �� ��� ���� ,)
� ��!��� )�	���" ����$��  ��� =  �� − ��.
�


� . �� ��	 � 
���
� �����,���, ��!���" ������ ��� #�� � �	���� $
	$�� �%�&��
$&����" ���� ����$��� � �	���� $
	�	 ������ ��� )�$$ ��!��� )�	���'

�� ������� ���� �������������� $�$
�����	)��  	�	�� ����	���	' � � ��  �′ ��!�� !���
��#
�)�$�� !�!
�" ����

 ������ ≤  ��� =  ��
′� + ��� − �� + ���� .

/����� �′′ ���� ��	
���
� ���� ��!" ������ ������� � ������� ���� 

� �� 


� ����	��'
0���
��)��  �′′′ ���� ��!�	 

�′ = �����, . . . , ��� − ��, ��� − �� + �����

������������
 ���������  �&��	�����������* ������ �′′′��� = �′′��� �
�!�� � = �, . . . , � − �
���	��" �� �′′′�� − �� ��!���	 ������	����  �′′�� − �� ��� �′′��� ��!���$�� � �	���� $
	
����������'

(����

 ������ =  ��
′′� =  ��′′′� + ��� − �� + ���� ≥  �����

′� + ��� − �� + ���� ,

���  ������ −  �����′� = ��� − �� + ����" ���	  ��′� =  �����′�'

�����


. � )��&�
  ������ �$�#� ����	�	" ����  .�ff�������
	��� �−� &����!��	" �� �−� ��!
���	��		��	 �- ��� � ������������ �)	 �����' (��� ���%� ��%���� �� � − � $���,����" ���
 	��)�� �������	
����	 � !�� �� �� ��	����� $�#�%���	)%�' 1���%� �����" ����  �)���	��
��!���� 	�	��� �
		  	&�&��	�� ���	���	 #�� � )��$��� ���� $������ ��!������� )��	�	�
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** *.,% *.** � **
*% *.*+ *.,% - %%*%*
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� .� 	�
����	�
 ��� ���	��� � ����� !	!����� .�!	 � ���	2'
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� �← �
� �← �
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 �� �← � + � · ��������
 �← � · ��������
� �← ⌈����/��⌉ + �
� �← ⌈� · ��⌉

� ������ �

� ������� ������� ��  !������"�� ���!���� #����$�� ����������%&�' (��)�� �X, ��
� ���!��* ��������� ����&� +�!!��* �,�� X = {�, �, 	} �� ���� = �.
* ���� = �.* ��	� = �.�'
�� �� = ��, �, �, 	� ��!������ ���� �-�-!.���&��' /��)&� ���!�* ,��) � ���� � = �, �, 	, 

�!���!� �� = � �� �� = �* ��$�""� ���� = �* ���� = ���� = �.
* �� ��	� = ����+���� = �.0

� "��1������ ����! ��1� �!�����)� � �-$�����2�'

� �� ��

� � �
� �� + �� · ���� = �.
 �� · ���� = �.
� �� + �� · ���� = �.� �� · ���� = �.�
	 �� + �� · ���� = �.� �� · ���� = �.��

 �� + �� · ��	� = �.��� �� · ��	� = �.���

3�) ���, �, �, 	� = �� = �.��� �� ���, �, �, 	� = �� = �.���' 4""2�� ��#%1�* ,��)
� = ⌈����/��⌉ + � = � �� ⌈� · ��⌉ = ⌈�.��� · ��⌉ = ���* ����)��� " ��! � ����%� �
���, �, �, 	� = �������� ������'

�
������� � ��������� ���)�� ,�����.� � �������!�' � �������� !��1!�.$��
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���#%�� !��� ���!$���1���!� "���%1�' 4�1��� �����!���&� ��� ��  ���!$���1���* ����) �"� �
� ������ �� �' 4� ��  ���!$���1� �����%� � �-$�����2� %����' 4�1��� ��  ���!$���1��� ������.��
%1� � ��, ��  ���!$���1��� 7�)* ,��) $��#���%� "�� ��$��%1� � ������ �!�����* �� ���������1�
�� �/������ �!������ ������!��$� � $��#�������' 4�1��� �� ��%�!��� +��)���%1� � �-$�����2�
%��!�'

������,�, ��

� ��� �← � �� �

� �� �← �
	 	
��� � < ��� ��

 �� �← � + �
 ����← � − �
� �← �� − ���������/��������
� ������ �

/��)&� ���!�* ,��) ,� � �������� 6��� � � ������� ��#%� ���* ����! ��� �1�%� ������
��#.��� � ��! �! $���� � ���������' 8����1� � � = � ������ ��!���,�� �� = ���* �� = ��, ��*
�� = ��, �, �� ��"' ��-$��,��' �� ��2��2� #���1�����"�� +����������&�* ,��) � %���� ������*
����  � �����#%� � ��������* �� ����! �) �$��$���* ,��) ���) � �� 1����� ����������� %��'
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��� ���� ��� ������ ������ ������� ��� �� �������� ���������	 ������� �� ������ ���������

��� ��
������� �� �� �� ������ ����	 �� ��!�� ��������� "� # $���� � �����$$ ������ ����

�� ����
��	 ����� ��� �����"�� ��!�� �%�%� ���� � ���������� ��� � �������� �"�����

�����������	
 ��� ����� ��
������� � ������� ������� ������������ & �'������� ��������

��(����

������ =
����

�� + ����
��

)
.

*��!����!� � 	���������� ������ ����������
 +���������	 
��� � �%�������� ��� �

��������! ������ ��	 �� ,��� �� �� �� � �� ��������� �����!� ���"� � �� ���� � ,�',��$��

���� �� ������� �� � �%�������� �%"���� $���� ������������$� ��������!�� -	 �����"� # $����

������ ����� ����

.��� � ,�',�
�� 
����������� ��� ��
�

�'������� "����� �!�����	 ������� � �%"���

����� ���!�� " ��/ ,��"�� ��(!�0

�
�

�
=

{

�����,���+�
��
�
�
��
�

�
, 
� - ≤ ���� < � ,

�����, ���, 
� ���� = � .

1�� ���� ������� � �$������ � ������� 
������	 �� �����, ��� � ���,
�"���2���/��"�

$�,������� ���
��������� $�,���� "����� �!����

����� ����	� "� ��#��$�� � ��	��			� ��������� � �� � � �	�� �������%�� ��%� � 	��&� %��%� �%����� �

 �������� ���������'%� ��($�� ���# ���!�� ) λ ������*�+*� �λ
�
= �,/-�&
 �+������� ��������������

 ���#$� � � '��#�������� ������� ��#��%�� ����������������

&���������� ������� 
����������� �����	 
��� � ���� . . . ��−�-� �� ���� . . . ��−�#� "��

���� �!������� 
������� ��
���� ������� ���� . . . ��� �����$���� �� ����� � �%����

����� �'����� ������� �����	 ���� ,��� ��
�

�'������� "����� �!������� ���� ���$�������

� "������������ ��� ,��� � � + # �%�������� ���� "����
������ ���� � �%��������$� �

��%������� �� �� ����� ���������� ��"���� "������ '�� 
���������� ��	 ���� � λ ��%��� �� ��

��−� . . . ��−�+	 �� = #, . . . ,�� �%��������� &� '� ���� �� ���� "����� �� �� = �� + #

����������	 
� �� = -, �����"� �� = �� + # ����������	 
� �� = #� ��� � "�� � ����������

�����, ��� �� ��
�

"����� �!������� ���� ����� ����

��� ���(�� � �%"������� ��������!�
�� �!�!�	 ������� � �%"������� �� ��� ��"������

��� ����� ��� � �� ��� . . . ��−�|�−�+� . . . ��� �%���������� ����������	 
��� � �� ����

,�',��$� �� ���, ���	 �����, ��� �� ��
�

��������� ������!�� ������ ���� ����� ���	 
��� ����

��(�!� �� '� �� ���, . . . , ��|�−�+�, . . . ��� �%���������� +���������	 
��� �� ���−�, ��� �����

���� (�� ���%�� � λ ��%������
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= �/�	

�
λ
�
= �
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����� ����� � ��������� �����	 	���
���
 �����
� 	����
��� ������
���� � . . . ��� ������	�	� ����� �
 ���, ��� ���
������� ��� �� �����  	 �� ����	 ������ � !�������"� � ������
����� �
 � = ���, ���, ���, ��� ������
���� �	�� �
�

�

�
= ����, �� = �.

��ornyeet�fa�m�odos�it�as���,�� ���, . . . , ��−�|�−�+�, . . . , ����

� ← ���−�, . . . , ��−��

� �� �� = 	


 ���� �
�

�
← �

�

�
· ��� + �/��/��� + �� + ��

� �� ← �� + �

� ���� �
�

�
← �

�

�
· ��� + �/��/��� + �� + ��

 �� ← �� + �

� �	
 �← � �	 �

� �	 ← ���−�, . . . , ��−�+��

� �� �� = 	

�	 ���� �����, ���← �����, ��� · ��� + �/����� + �� + ��

�� �� ← �� + �

�� ���� �����, ���← �����, ��� · ��� + �/����� + �� + ��

�
 �� ← �� + �

�� �
�

�
← ��/�� · ������, ��� + �

��
�
· ���

�
�

�� 
���
� �
�

�

�� ����������� ������� �! � �"�!#����$� %#"���&'�� ��!���� �λ
�
(�����)!*+�&%�� '����

!��,+� �� �!���(���+��� �%#���� �"(��*� $���������'��- ������ �!. �� ��(����� ��*��� ����!

$� �! �����/�*�  �"�!#���� ����&! �� ���, ��� = �	, 	�. �����, ��� = � &� ��

�
= � &��&��� ������

'���� � �"�!#����$� �!- � /&��� �! �� ��−�, �−�, ��� = �	, �, 	� ��(����� +��!� �����)��� �

�"(�����*� (�����)!*+�&%� &��&���'�� (���� �λ
�
0 �/�. '� �� = 	, �/
�. '� ���, ��� = �	, ��.

�/�. '� ���, ��, ��� = �	, �, 	�. �
/��. '� ���, ��, ��, ��� = �	, �, 	, 	�. ��/�	��. '�

���, ��, ��, ��� = �	, �, 	, 	, ��. �
/�	��, '� ���, ��, ��, ��, �
� = �	, �, 	, 	, �, ��. �
/�	��,



����� ����	
����� ������ �� 	��
��
��� ���

�� ���, ��, ��, ��, ��, ��� = ��, �, �, �, �, ��� �	 
�/���, �� ���, ��, ��, ��, ��, ��, ��� =
��, �, �, �, �, �, ���

���������

��� ��� �����	���� � ��������	� ��������	�� 	 !�"���#�$�% � ���	 �&�� ��%���	 ��		 �
	!���	���&!% ���#'�� ( %!�#�$$ ��� ��%���	 ���	 ���		 � � %!�!��� %!�#�$$�� �!��� !%���
� )����	 !����"��#��� ( ��%���	 ���	 ���		 �	 � !����"�� �� ���� !%����	� �!&!  '� � ���
����������	
	���� ��� � ��� !	!��� � �!�*����+�� #!%! ρ���� �	 � !�����!� �%�"#��

ρ��� = ���� − ���� .

� ���%&��&�%��� � !��!�� �!�*����+��� ������ 	,%%��%� 	,%�� ��� �		 !�!

ρ���� = ����� − %�
�

�����
.

��� ����� ��	 �	�!��� S )����	� |S| ≤ �� �	 ����!� θ� ∈ -�, �. �� ∈ S� "������!� !	!���
� �� 	��� ���� ρ���|S� !��!�� �!�*����+��#� )!%'%���% ���%���	� �	 � ���%��

ρ���|S� ≤
|S|

/
%�

�

|S|
+ |S| + / .

0����! !�)� 	,%�� � �%������*	 ��	 ��%��� !	!��� �! !�� �!%#!	 )�� #!%!��� ��!%� � 
�		 !	 %!�!�	��!	 �����! !�!� �����%��  �� ���� S���!%%#��� � �� 	��� ���� ρ���|S� !��!��
�!�*����+��#���� )!%	�� ���%��#�

ρ���|S� < /|S| − � +
|S|

/
%�

�

|S|
+ |S| + / .

( ��� ���%�� �		 !��	��%���	�$�% ������� ���� � !��!�� �!�*����+��� �'%��$	��!
/|S| − � $��� � � �!�����!�#'� � ���!%% �	�!�!�%!�	���$��% )����� ��%�	���!�� � � ���!%%
�!�*����+������ 1�� � �!�*����+�� )!%$������� "������!� �!�*����+����� � � � "������!�
�	�!�!�%!�	��! ����� ����� ��%�	���!� �	 ���!%% �!�*����+����� 2!%������� ���� � �����!3
 !�)� 	,%�� � ���	 !� &������ �!�*����+��#� !%��� � 4�		��!� �%��% �!��%%�"����� �	 ��"��3
���*	 �%	� ���%����� �	 !���� "������!�!����� ���'%$!%'% ��//� %� � $�� � ������%�	�� &������
�!�*����+��� �� �→ ∞�

���	
��

( ��*&!%!������ ������	 � )� ����	���	� 	���� �����!�� +	,+	�� 	 ���&�%� ��� ���'%$!%'%
��� + ��� � ��� � � #!% )!%��%�� �	��� 	 '�	��!	 ��*&!%!�!� 	 ��� �3�!% ������	� 5����3
����� ! !� � ��*&!%!�!� ������	 � 	 �� �	��� ��!%�!� ����! ��� ���� "����		���� �����!%3
�!��

6�	��%��� � %!���$$ ���!%%! �� �%������*	�� � � ������%��� �!�&�%�	���	��$�� ����%�
)!%������ #!%!�� � ����	� �!����������� ��� �!%#!	� � ��%�	���* )�� �!%% ����%�� �	 ����	�3
����� 7	�� � �������!� ��&!%�	�&!% ���!��� !%� ���� � &�%�	 ���*	��!� $!+	%�	!� "����	�$$�
&�%#����� �	 ��� � ! !��! �"'%�� �����!����� ����%�	 ��%���	 ���	 ���		 � ��	!$$ %!��!�� (
)!%��	 ��%���� �!����� ���!�! &�	 ��� !8"��!�+��%�	�� )'�� � )� ��%�	������%�

( �����! !�)� 	,%�� � ���	 !�� +	�� $�����	 	��� ������ ���*� �!�� �$$!� � !	!�$!�
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�	���� 

������� ����
�����
��� ��
���������� ����

������� . . . ��−���� =
∑

�=�,...,��� �=�

� ������ . . . � �−��� .

������� ������ ��	������� ��		�
�� � ��!��� "#$%% ��&���� ��	���
���� ���	�
�� �� ����
�

�����������&� � ����!��� �	�!�������'

�����������
������� (����� X = {), *} �
 � = ��.+, �, *�' "!&�� ��� �� �X�, ���� � = ), *, , ��	-

	�
�� �	��������� ��!&��� �
 ��
�����
�� 

�� ������ �� ���������� �������	����� ����������

.�ff���-��!�����'

������� #�����
�� �� �� ������� �����	������ �������	����� ��!�� �
���� �� ����
 ��!
��-

��� ����!� 	�!��!�����&�� �
 � ��!�� 	�!��!�����&��'

������� .���	����� ��� � /	�����
��01	�2���-���
��
 ��� &�� � �)��))� 
�	���� �
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�
�	�������� ����, �� ���
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�����
����'

������� #�����
�� �� �� 

��
 ���, ��� �	����� �
 �
�
� ���
3�� ����
�����
���� � �)��))� 
�	�-

���	� �� ))� ����
�
� ����� ��S = {��, )�, )} �	�������� �
��	������' 4� ��
� �� �	���������

��!���
 ����� ������������ ��!
��5

������� .���	����� ��� � �	�������� 
6����� ����	����

�� �� 

��
 ���, ��� �	����� �


� �λ ���
3�� ����
�����
���� � �)��))� 
�	����	� �� ))� ����
�
� ����� �� ��� �
��	&3� �

�	���������'

�����	� "� ������� �����	��� �	�!������� �����
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�	���� 

������� ����
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������� . . . ��−���� =
∑

�=�,...,��� �=�

� ������ . . . � �−��� .
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��3��' "� (; ����	����
���� 
����
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����&�� 0 �
=
�� = �


����� �3������ ���������� �� (;88 ����	����
	� � 3����' " ��� 
��	��� ����� ��
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�������
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������ � ;��0(�� �� ��	���
 ��� �������� ����	����
' >	�!������ (�� ��

�
 ;�� 
�	������ ���������
������ ��	�
�	� &���
��� ��� 0 � /������	�� ���������
�����

��
���� 0 ��!
��	�' >����� 
��	����� � ��� �3������� (;88 �
 (;8+� ����	����
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���� �� �	�!��� ����	��-

��
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���� �  �� �� � ��� �� ��
���!� � ������ �	
	� ���������	 
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� ����������	 ����	����  


����	
	���	�� �� � ��� ��� 
��� �	� "��# �� � �	���$�"�$ ��
������ � ��� %�� ���� �� � ����

��� ��	��% � ��
� �����"�� &���� �"
	�&��� �� ���  � �
���� ���	
� ����	 � ��� %�� ���� �

������ ���������	  � &���� ��
�������� � ���������
��  ���� �� �� � ��  � �
����� 
�����

������� '������
��� � &%��� ����	  � ���  � � ���� (�������"�"�"��� ���	"����&�� �� )���	�"��

�	���� &��* �"
���� �  �� �� ���
������&�� �	�� �"�� &����� ���	  (	
��� ���	 � ������ ��

�� ����������	 
����	
	��� �� ����"��� �	��+�%�	� ������� � �	��� �� ����������	 
����	
	���

�	����� �� � &�� � 
����	
	���	� ������	 &��� ��� ����"��� ���������&!� ��� �� ��&"
"��� ,���!�

(��� �	�� ...������������������������������... � ���
������	 ������� �� � ��� �
���

-.� ���� �	� � = -/ &�� � ��
������� ��  � = . &�� �� ���	
� ����	 
��� �	����� ,���!� (��� �	��

� +�$��% � ��� &�������� ��������

...���||����������|�����|| ,

���� � ��
������ � ��� �� ���������� &������� �� �� ���	
� ����	 � ��� � ����� &������ ��
����

����� � ����	����  
����	
	���� �� ����������� �� ���	
� ����	 � ��� ���&�
�� � 0 �	���$�

�"�$ �� �	
	���� �� � ��
������ � ��� ������	� �����+ &����� ���	  (	
��� ���	� � ���������	 &��

�� ��� � )1, 0, �* �"
��� "����&�� ���	� )� �� 
����	
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11. Memóriagazdálkodás

A mai számítógépekre az jellemz�o, hogy memóriájuk több � különböz�o kapacitású, hoz-
záférési idej�u és költség�u � szintb�ol áll. A processzor számára közvetlenül elérhet�o szintet
�zikai memóriának (vagy röviden memóriának), a további szinteket pedig háttértárnak ne-
vezzük.

Rendszerint több program fut egyidej�uleg, amelyeknek együttes tárigénye nagyobb,
mint a �zikai memória kapacitása. Ezért a memóriát a folyamatok között el kell osztani.

Ebben a fejezetben a memóriagazdálkodás alapvet�o algoritmusaival foglakozunk. A
11.1. alfejezetben a statikus és dinamikus partícionálás, majd a 11.2 alfejezetben a lapozás
legismertebb módszereit tekintjük át.

A 11.3. alfejezetben az operációs rendszerek történetének legnevezetesebb anomáliáit
� a FIFO lapcserélési algoritmus, az átfedéses memória és a listás ütemez�o algoritmusok
meglep�o tulajdonságait � elemezzük.

Végül a 11.4. alfejezetben annak az optimalizálási feladatnak a közelít�o algoritmu-
sait tekintjük át, melyben adott méret�u fájlokat kell minimális számú mágneslemezen el-
helyezni.

11.1. Partícionálás
A memória programok közötti elosztásának egyszer�u módja, hogy a teljes címtartományt
részekre bontjuk, és minden folyamat egy ilyen részt kap. Ezeket a részeket partícióknak
nevezzük. Ehhez a megoldáshoz nincs szükség különösebb hardvertámogatásra, csupán az
kell, hogy egy programot különböz�o címekre lehessen betölteni, azaz a programok áthe-
lyezhet�ok legyenek. Erre azért van szükség, mert nem tudjuk garantálni, hogy egy program
mindig ugyanabba a partícióba kerüljön, hiszen összességében szinte mindig több futtat-
ható program van, mint amennyi a memóriába befér. Ráadásul azt sem tudjuk meghatá-
rozni, hogy mely programok futhatnak egyszerre, és melyek nem, hiszen a folyamatok ál-
talában egymástól függetlenek, sokszor különböz�o felhasználók a tulajdonosaik. Így még
az is el�ofordulhat, hogy egyszerre többen futtatják ugyanazt a programot, és a példányok
különböz�o adatokkal dolgoznak, tehát nem lehetnek ugyanott a memóriában. Az áthelye-
zés szerencsére könnyen elvégezhet�o, ha a szerkeszt�oprogram nem abszolút, hanem relatív
címekkel dolgozik, azaz nem a pontos memóriabeli helyeket, hanem egy kezd�ocímhez vi-
szonyított eltolásokat használ minden címzésnél. Ezt a módszert báziscímzésnek nevezzük,
ahol a kezd�ocímet az úgynevezett bázisregiszter tartalmazza. A legtöbb processzor ismeri
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���! �������	 ���	�	 ������������ � , � + -.���� ���������� "���� ����� ��� �����	����
�� ��������	 � #���	��� ������ ���� �� ��� � ���������� ���������� 	�� ��  ��� ��� �
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 ���← �

7 �	�← �����'�(
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9 �� ��� � 
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"orl#atos�worst�fit$�, ���, ���	����, ���, ����, ���%

& ���← '

( 	��← nil

) �← ���*�+

, ����� � � nil

- �� �� ����*�+ = ' �� �����*�+ ≥ ���	����* � + ��

$�����*�+ > ��� �� �����*�+ ≤ "orl#at$���	����* � +% ���


	�� = nil ���
 $��� > "orl#at$���	����* � +% �� �����*�+ < ���%%

. 	��
 	��← �

/ ���← �����*�+

0 �← ���*�+

1 �� 	�� � nil

&' 	��
 "ett#ev#ag�part#ici#o$���	����*�+, ����, ���,�����, 	��, �%

&& ����*	��+← �

&( ���*�+← 	��

&) ���*�+← hamis
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	 ����� ������� ������"� ���&�������� �������
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���� � � �������� 	�������� ��������  � ∈ � � ������� �������� 	������� ! � ������ �����
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����� ���������� ������ ���� #���$ %� ����� �������� �����	� ��&�������� �������	�

��� ������ � � = ∅. ' � (! ������������  �������� �)�*��*��� ��� ����������� ����
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% ��&�������� �������	��� ������ , -������ !������ , λ �� δ #������ ������ 
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�� , �, ǫ�, # � ∈ � ,

�� ∪ {�}, �′, ǫ�, # � � � , |� | = � < � ,

�� \ {��} ∪ {�}, �3, ���, # � � � �� |� | = � = � ,

���$��

#�� � = 〈��, ��, . . . , ��〉, �
′
= 〈��, ��, . . . , ��, �〉 �� �′′ = 〈��, ��, . . . , ��,�〉.

% �������� "	�������  �*�������� 4�futtat �������	� �����$ ����� � �"�!�������

� �������	��� �������  ∗ #������ ������ � �������� ��&�������� �������	� ����

���)� �0102+ 567 289+ 507 ��� :67�$ % ����	��������� "����������)�+ #���  ���#
�

���� ��!������ �������  #
�� ��!������ #������ �������� �������+ ��  #
�� ��!���� #����"��

� (! �������#��$

4�0uttat��, �, �,�, �� 	���, �	�� �	�

� �� 	���← /

� !�
�	��← /

; ��� �← / �� � − � ⊲ % ������ ��������
����$

< �� �	�� �	=�, �>← hamis
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��� ��!��� �������+ ������ � (! ���� ��#���	�$
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� �� ��������	
�, �
 = iga ⊲ � ��������� ��� ���� ����
� ���� nil

� �� ��������	
�, �
 = hamis ⊲ � ��������� ��� ����� �����
� ���� ������← ������ + �
 �� ������� < � ⊲ � !����� "�"#$�� ����� �����
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( �������← ������� + �
) �� ������� = � ⊲ � !����� "�"#$�� ���� ����
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�� ��������	����, �
← hamis
�� �	���← ��������	����, �
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� +i�ir ��2-$-� /���.���3 4�56 � ���$1$� ���-�������� ����� ��0$2� � 4-��1$�-$��7 ����� ��$��
"1��$� � 4����� �� "�"#$�� "��6�� �����$��1�����3 "-��.�� ��$�"1��$� � 4��- �� 4-��1$�-$
"��6�� �����$��1��� �1$.1�$� �. �-������ � ,eolvas ��2-$-� /���.��� ��3 4�56 � ���������
8���0�-� �15$�4�2�-�-4�� ��9��15�� ����� � 4-��1$�-$�#� � !����� "�"#$�� "�5/������ ������
$��1�� ���������7 ����� ��$�"1��$� � 4����� �� 4-��1$�-$ "��6�� �����$��1�����3 "-��.�� ���
$�"1��$� � 4��- �� "�"#$�� "��6�� �����$��1��� � �1� ��2-$-� ��$�"1��$����� "�5�.-�-�-�
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"�"#$�-��� � � ���"1$�� �����$����

� ������$1�1�� ��5�$��"8��� ����151��� �� 
� 4�������-� /��.��5��-�-4�� ����� ��9��
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?$.�"�� "�52�56����3 4�56 � ����� �56 $1��� � "�"#$�-��� ��$�#���.-� ����� ��"
�-������ "�53 ��1$� 4� � "�"#$�-��� �1��� �����4�� 4����-���-5� ����� $��.��9��3 ����$ ��
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� �� �	����	���, �� = iga ⊲ � ���	
�	��� ��" �	�� ����

+ ���� ��������������← �

, �� �	����	���, �� = hamis ⊲ � ���	
�	��� ��" ���&� �	���

- ���� �	����	← �	����	 + �

. �� ��
�	�� < � ⊲ � /����� 	���� ���&� 
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0 ���� �����← ��
�	��

1 ��
�	��← ��
�	�� + �

2 �� ��
�	�� = � ⊲ � /����� 	���� 
	�	 ����

3 ���� �����← ��−�

�� ��� �← � �� � − �

�� 	� �� �	����	��, �� = iga �� ������������� < �����������������

�+ ���� �����← �������������

�, �	����	������, +�← hamis

�- �����← �	����	������, +�

�. 4i(ir)�����, �����*

�0 5eolvas)��, �����* ⊲ 5	��������

�1 �	����	���, ��← iga ⊲ �$�
�� 6�����
��	�

�2 �	����	���, +�← �����

�3 ��������������← �
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�� = � � -� �+��∗ �����.�

��

�� = � �+��- & . . . ��∗ �����/�
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��� ���������������
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/ ����← /
0 ����← �

1 ��������← 2
3 ����� ����← ����

4 �� ��������← �������� + /
5 �6��������7← �6����7
8 ����← ���� + /
9 ����� ���� ≥ ���� �� �6��������7 + �6����7 ≤ /

/2 �� ���← ����

// ����� ��� > ���� �� �6��������7 + �6��� − /7 ≤ /
/0 �� ���← ��� − /
/: �6��������7← �6��������7 + �6���7
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12. Relációs adatmodell tervezés

12.1. Bevezetés
A relációs adatmodellt Codd vezette be 1970-ben. Egyszer�usége, kezelhet�osége és rugal-
massága miatt ma is ez a legelterjedtebb adatbázis szervezési módszer, kiegészítve a World
Wide Web lehet�oségeivel. A modell lényege, hogy az adatokat relációs táblákban tárolja,
ahol a relációk sorai az egyedek rekordjainak felelnek meg, az oszlopok pedig az egyes tu-
lajdonságoknak, más néven attribútumoknak. A relációs séma egy vagy több relációból és
azok attribútumhalmazaiból áll. Ebben a fejezetben az egyszer�uség kedvéért mindig egyet-
len relációból álló sémát fogunk tekinteni. A sémán belül a reláció matematikai fogalmától
kissé eltér�oen az attribútumok sorrendje nem lényeges, mindig attribútum halmazról és
nem listáról beszélünk. Minden egyes attribútumhoz hozzátartozik az értelmezési tartomá-
nya, amely azon elemi értékek halmaza, amelyek egy rekord adott attribútumnak megfelel�o
értékei lehetnek. Példaképpen tekinthetjük az

Alkalmazottak(Név,Anyja neve,TAJ-szám,Beosztás,Fizetés)
sémát. Itt a Név és Anyja neve attribútumok értelmezési tartománya a véges ka-
raktersorozatok halmaza (illetve ennek az a részhalmaza, ami az összes lehetsé-
ges nevet tartalmazza), a TAJ-szám értelmezési tartománya bizonyos formai és pari-
tás ellen�orzési feltételeknek eleget tev�o egész számok halmaza, a Beosztás az {igaz-
gató,osztályvezet�o,szervez�o,programozó,portás,takarító,mindenes} halmazból vehet fel ér-
tékeket. Egy r reláció az R relációs séma egy példánya, ha oszlopai megfelelnek a séma
attribútumainak és a soraiban az egyes attribútumoknak megfelel�o helyeken az attribútum
értelmezési tartományából vett értékek állnak. Az Alkalmazottak sémához tartozó reláció
egy tipikus sora lehet például

(Pató Pál,Szende Ibolya,184-803-151,szervez�o,244000) .

A reláció egyes adatai közt különböz�o összefüggések lehetnek, például jelen esetben a TAJ-
számmár az összes többi adatot meghatározza. Hasonlóképpen, a (Név, Anyja neve) páros is
egyértelm�u azonosító. Természetesen az is el�ofordulhat, hogy bizonyos attribútumhalmazok
nem a teljes rekordot, hanem csak egy részét határozzák meg egyértelm�uen.

A relációs sémához hozzátartoznak különböz�o integritási feltételek. Ezek legfontosabb
típusa a funkcionális függ�oség. Ha U és V attribútumhalmazok, akkor a U → V jelentése
az, hogy ha két rekord megegyezik az U-beli attribútumokban, akkor szükségképpen meg-
egyeznek a V-beli attribútumokban is. Itt, és a továbbiakban is azzal az egyszer�usítéssel



��� ��� �����	
� �������� ��������

������ ��	
 �	
 {��, ��, . . . , ��} ������������� ���� . . . ������ ���������

����� ������ ���������	�
 ����
���� ��������� 	
���� ��

��	����	
����	������������������

�
��� ��� ������ ������
��� ���� ��� ����� ��� ��� ����� ����� �� ������ ��� ����� ���� ���!� �����

�������� 
� ����� ����	������� ��	��� ��� ����� ������������ "�� � �#$������� %���&������ %������
���

������������

	
→	� ��� ��������� ��� ���� ���!��
�	→	�� ��� ���� ��� ����	������ &��� ��� �������� ���!��
��→	�� ��� ��� ��� ����	������ &��� ��� �������� ������� ���������
��→	
� ��� ��� ��� ����	������ ��� ���� �������� ����������
	
�→� ��� ��� ��� ����� � ��� $
���� ����������� ��	�

� ����� �������� �� �� ������������� ������ ������ ������� ����� �	
���

��� ��� ��	��������� �! �� ��
�� �������!�	� ������� �������� ����� "��������!��

�����# ��������!� �������� �������� �� ��
�� ����������������� $� �	
 ��������

������%� �� �!!��! ���� &���'������!�� &�		� ����� �	�
���������� ��������� (���	�!�

��	
 ������ !��������'! ������� ���'!�� ������ ������ �������������� ����
��

!��������'!� �������� ��	� �! !��������'!�

����� �����	
���	 ���������

)	
 ��� ����'�%! !������ ����!�� � &���'������! &�		 �!�	�� ����� �����
�� ��� � �����

��!� !����!���� �!�����!��� ��!�� ����	 ���� &�		 �!�	�� ����������
��� � ����� ����

����� �� ��→�� �! ��→� &�		 �!�	�� ����������
� �� ��→� &�		 �!�	� (��%���� ��

�� ������ ��	�	
���� �� �� ������������ ����� ��→�� ������� � �� ��������� �!�

)���� ������� � ��→� &�		�! ��!������ ������� ��	
 ��� �! ��	�	
������ *��� ����!��

��→��

����� �	
����� ������ � ��� �����	
� ����� � �����	����	� ���� ������ ��� !������ �"���

��� ���#��� !��� ��� $ → % �����	����	� ���� ���� �� � ���� ����	 !����� ������ ������

��	������ !� �	��� ����� �"!�� ������
 &�����'��� ��	'�� � �	��� ���� ����� ���#�����

$ → % 	� 	���� (��)���'��* � |= $ → %� �� � �����	����	� ���� ���� !����� ��	����� ��

�+� ������

�+ = {$ → % + � |= $ → %} .

������� ������	
��������

� ���'!�� ��	�������!����� ������ ��	
 � &���'������! &�		 �!�	�� ���� ��	���� �����

������
��� ���� ��� ��	��!��� !���!�	��� ��� ����� ��	
 �	
 � &���'������! &�		 �!�	

'!���� �+ ������!� ��	���������� ������ ��	
 �	
 ��� + → , &���'������! &�		 �!�	� ��

�� ����� ������� �+���� ������ )���� ���������!� !�����
���� ��� !���!�	���� ����

�
�� ���%� !�%����� ��	
 �����
 &���'������! &�		 �!�	� �� ���
�� ��! &�		 �!�	�� ����!����

!��� �������������� �� ���������������� ��
�� ������ �! ����������������� �����

!��� �������� )���������!����!� ���� '!�� ��
�� &���'������! &�		 �!�	�� ������ ��



����� �����	
���	 �����
���� ���

�� ����� ������ ��	
�	 ����	 �
��������	 �������	��� ���� � ����� �� � ����
�	����

������ ��������� �� 	����	�� ���	��
 ���� �� ��� � → � ��	����	���� ��������� ����������

��������� ������ ���� �� ! �� �	���"����� ���#������� �� �� ���������

!rmstrong�axi$om$ak

%!&' �����	�	��� (� � ⊆ � ⊆ �� ���� � → � �

%!)' ��
����� (� � → � �������� ���� ���������� � ⊆ �� � �� → �� �� ��������

%!*' �� �!	�	�	��� (� � → � �� � → � �������� ���� � → � �� �����

����� ������ ��������� �	
��	�������
�� �������� ������ � = ���� �� � = {� → �, � → �}�

	

�� �� 
��� �����

�� �→ � ������

�� ��→ ��� ����� ���� ������� 
��������� 
 ���!���

"� �→ � ������

#� ��� → ���� "���� ���� ������� 
��������� 
 ����!���

$� ��→ ���� ����� �� #���� ��
��%���
 � ��������!����� ��"��

	���� &�����
' (��� �� �����
���� ��' (��� ����������� 
���' 
)!��
���
 � �e*ar*as �������%��

&+��

+� ��������	 �� %!&',%!*' ����������	 �#��� ����� �� � ��	������ ! ��������� ������

��	 ����� ���	� 	���	��� � ����	�#�� ����
���	 �� -����� � �#��� %&)�)�*� ����� ��'�

����� ������

�� "�#����	 ! $��#% {� → �, � → �} |= � → ���

�� &!��'
�� �!	�	�	��% {� → �,(� → �} |= �( → ���

)� *!������	 ! $��#% + � → � ���,��� � � ⊆ �-  ��
� � → � 	 ���,����

!� %!&',%!*'  �	
��� ����	��	
����	������ � �������� ������ ��� �	� �	
����� ���.�

��	 ��		��	 ������ ! ��������� � ��������� ����� ���.��	 � /e$ar$as ���� ���� �������

����	�� ����	�#����� ����� ��� 0������ �+ �� � ⊆ � � ��1�������� � ��	����	����

��������� �����
 ��� �	� ��������
 ���� ���	 . � ��1���� �������� ������ � � → .

��������� ����� �� ! �� �	���"����� ���.��	�

����� ������ .! � �����	
���	 �����
�� � ��'$/�  ! � → � �����	
���	 �����
�� �01

�����!	�  ! .�2��
��1 �	/2��  � 3,��  ��
� � � �  ��
�- 4 � ⊆ �+�

	
�������� +����� ���� ���� � = .�.� . . . .�, ���� �� .��� � ��1����� �� �����	 � ⊆ �+�

�+ 
�2	#����� ���.��	 � → .� ��������� �� ! �� �	���"�������� ��	
�	 & ≤ 	 ≤ �� ��

! &)�)� ����� �����#�� �������� ���.��	 � → � ����������

3��������� ����� ���� ���� � → � ��������� �� �"��������� ! &)�)� ����� ���������

�������� ���.��	 � → .� ��������� �� ! �� �	���"�������� ��	
�	 & ≤ 	 ≤ �� �� +���

� ⊆ �+�



��� ��� �����	
� �������� ��������

������� ������	
�

� ��������	 ���
���� ������ ���	�������� ��������� ���������	 �	������������	� �������

����	� 	����	��
������	 ����������	��� � �������� ���������	 � �������� ���� � ����

���	�������� ����������	 ��� � ���������� 		�� � � |= {� → �} ������������ ���������

�+�� 	����
����� 
�� ������������� ���� ���� {� → �} ∈ �+ ����������� ���� � �+ 
�����

  �
���� 
����� �� �!"���������� �� ������ #�	�����	 ������ �

� = {�→ ��, �→ ��, . . . , �→ ��}

���	�������� ��������� ���������� $		�� �+ � ������ ���� �→ � ���	�������� ��������� ���

��� ������ ��� � ⊆ {��, ��, . . . , ��}� $��	 ���
 "���� %�� ���� �� ��� � ���� &��
���


� � ���	�������� ���������� ��
� �������� �+ ��������� � ������ �� ��� ���	��������

��������� ���
��	 ��������� �� �������� ���� �� 	� ����� ���
����� $��� � �+ �������

	����
������ �������' ������
��  	����	����� (�
����	��� ���� &��
�	 ��� ����� � ���


���� ��� �����
����� ���	�������� ����������	 ��� � ��
���� ��
��� ��� � ⊆ � �����

 &��
��
�� ���	 
���

)e*ar*as+�����,

- ���� ← �

% 	← .

/ � ← � ⊲ � 
�� ��
 ������� ���	�������� ����������	�

0 ������

1 ���+�� ← ����

2 ��� 
����� �� ��� � → ����

3 �� 	� � ⊆ ����

4 �
�� ���+�� ← ���+�� ∪ �

5 � ← � − {� → �}

-. 	← 	 + -

-- ���	 ���−��
= ����

-% �+ ← 	

-/ ������ �+

6������ ������ ���� ��	 � ���� &��
�	� 
����	�� )e*ar*as+�����, ��
����	 �� ���

 �  �������� ��' � �+� � ���	� �� ������
�� ����������  �����������	 ������  �	

����� ��  ������� ���� 
����� �+�  �����' ���� &��
 ��' �  ���	���� ��
����	 �� ���

 ��

����� ����� )e*ar*as+�����, �������� ������ � !	 �+"��

�	��������� $������� ������ ����	��'��  ������	� ���� � ��� � ���� &��
 ��
�	��

)e*ar*as+�����, ����� ��� �� ��� �  ���	����� 		�� � ��' � �+� � ���

������ ��	�
7  = .� $		�� � ∈ �� ��  ��8�!������ +�-, �"��� � ∈ �+�

�������
 ��	�
7 #����	 ���� ����  > . �� �� �−�� ��	 �+� ��� ���� &��
�	� ����
��

� ���� 	�����  ��� �� ��� �� 
��� � ����
� ��� � → � ���	�������� ������������ ���

� ⊆ �� �−�� �� � ∈ �� �� ����	��'� �������� �"��� � ⊆ �+� � -%�/� ��

 ������� � → �

��������� � ������������ +�/, ������� � → � �� � → �� ��� � → � 	����	���	� � ��8�!������

+�-, �� � ∈ � 
��� � → � ���� �����  ������������ &� '�� �	�
������ 	"��	� ����



����� �����	
���	 �����
���� ���

� → �� ���� � ∈ �+�

����	
��
� 	
������ ���� �� � ∈ �+� ����� � 	��	 ��� � �e�ar�as������� �
��
 	�	��

���� 
 ����� ��
������ !	�� � �	
 	

	��	���
	�� ���� � ∈ �+� �	 � � ����� ���
 ���� �

�e�ar�as������� �
��
 	�	����� 
 ����� ��
���� " #� ��� ��	�$�� 	���� ����
= ���+��� %��

��&� �� 	�� � �	
�'$( )�
������ �	
�	� � *���	� ����'$���
$� � �������	 �	
�	� 
� ������

� → � �	� �

 �	��� �� � � ����� �	��	� � � �*�	��	��� ��� ���(
 �

( �	
�'$(+

�����	
$ ����$,����� !*$ ����$,���
︷�����������������������︸︸�����������������������︷

- - . . . -
︷�����������������������︸︸�����������������������︷

- - . . . -

- - . . . - . . . . . .

!	�� � �	
� ���� �� &�� �	������ � �	�����$ ��
��	
�$� � → � ��	
$ ����'$���
$� � �����

���	�� ���� � ⊆ ���� �	 � �	� ������
���� ������	�� /���� ������ �e�ar�as������� �	�

�

������ ��� �	�� �	�� ����
� ���+���

�$�	
 � ∈ �+� � -0�1� 
	��� �
�)��� � → � �*�	��	�$� ����
 �� "����������2$(���

�
�)���� "� �2$(��� 	

	���������	��	�	�� 	���� �$��	� �
��� �	
�'$(��� ���
 � �	
�	�

� 
� ��� �� � → � ����'$���
$� � ��������	� $� $������ �	

 
	��$	� "������ �� � �	
�'$(

)�
������ 	� '��� ,�� 
	�	����	�� �� � ∈ �����

3	�� � ����	� ���� �� 	
�� �	������ � �	
�'$( )�
���� �� "����������2$(��� �	
�	��

�����	� $����&����� $� �	������ 4����$� � �e�ar�as �
��
 �$�����
� �+ 
	����� ���� ����

�$,����� ��
����� ��	
�	��	 � → � �*�	��	�$� ����
 �� "����������2$(��� �
�)����

4��������� �$��	� ��� � ����$,����� ���	� ��� ��� ����� �	
�	� �	�	��	��	� ��	�� �	

� 
*�*��	� � � ����$,������ ���� �	� �	
�	� 
� ���� � |= � → ��

�e�ar�as 
�)������� ������ ���
 � �� $�)�� ������� 4����$� � 56--� ����� �����������	

'$�
����� �$��	� ��� �	� ������
� ����'$���
$� � �������	� 	����	� 	

	����� ��� �� �

'$�
��� 
	��	
�	 �|� \ �| + -����	� ������� ����	� �	�� '��� ����� �	��� � ,���� �� ���−��
�

����� ���� ,�� ����$,����� �	�� �� 	 � 
	������� "����� 	� � 
�)������ �	��	
	
��

�*���	
���	
 
$�	��$��� �	����
���(�

-� "� � �$��	�� ��� �	� ������
�� → � ����'$���
$� � ���������	� �	
�	��	�� �� ����

� � ����$,����$ �*� 
 ���� �$�'� 	��	 ��� � 
	������� �	7�,�8��

0� �$��	� � ����$,������ 	�� ��)
�� 
��'�
� �� 
$����� ����
��� ���� 6 ��� �	� �����

��
� 6 ����'$���
$� � �������	�	�� �	
�	��	� �
 �
��
�� ��	�	)	
 �� ��

1� /�� � 
��'�
� 
$����� ����
��� ������ � 6 ��� �	� ������
� 6 � → � ����'$���
$�

� �������	�	�� ��	
�	��	 � �$��	� ����$,���� ��� 	��	 ��� � 
	�������� ���� �	�


�	��	 	7�,�8 = .�

9	
�	��� �� ���� � � ������� '��
�� ��,�� ����$,��� )���� 	�� 
$��������� ������ "

�ine�aris�le�ar�as 	
����� � �e�ar�as �(���&���� � �	��$ �*���	
��	��	
� �	
��	� �����$ $�	�	


$�	��$�� � � ����� � � ����� ���	
�	�	�� ����'$���
$� � �������	� ��
����� �� � ����$,����

��
��� � ��	�$��$ 
	������� �	�	�� ��



��� ��� �����	
� �������� ��������

�ine�aris�le�ar�as�������

� ⊲ �	
�	� �����	� �	���������

� ��� ���	� ��,�� ∈ �

� �� ��� ���	� � ∈ �

� �� ����� ��,�� �
 �� ����� 


! 	"�,�#← $

% ��� ���	� � ∈ � \ �

& �� ��� ���	� ��,����	 �
 �� �����

' �� 	"�,�#← 	"�,�# + �

( ��� ���	� ��,�� ∈ �

�$ �� �� 	"�,�# = $

�� ���	 ����� ��,���� � � ����� 


�� �+ ← �

�� ⊲ �	
�	� �����	� �	����������� )�*	�

�� 
���� � �	� +�	�

�! �� ��,��← � � ����

�% �,�,��+� ��,���� � � �����-�

�& ��� ���	� � ∈ � \ �+

�' �� ��� ���	� ��,����	 �
 �� �����

�( �� 	"�,�#← 	"�,�# − �

�$ �� 	"�,�# = $

�� ���	 ����� ��,���� � � ����� 


�� )	*.+� � ��,���� �
 �� �����-�

�� �+ ← �+ ∪ �

�� �����	 �+

/ �ine�aris�le�ar�as������� 	������ ��� ���
�0 � ���� / �	
�	� �����	� �	�������� ��1���

� � �� ���
�	� 2	��,���+� � ������� ������� �����	��	�� / �1!� � � � 3������ )������ �


%1'� � � � 3�������
∑

��,��∈� |� |� ��4��� )�*	
�	�� / (1��� � � � 3����� ��|�|� �0�)	�	�	�

�	�	��� 5�  ��	� �	�,��+� � �	�	�	� � ��
��� ��� � 	
 �� � ��4�� ,��
	�	��

/ ��1��� � � ���� ���	� ��,�� 2���3 ���� 2+**0 ��*	� �	*2	��	�� 	*.�
	� )
�*��

���� �	*� ��� � � � �����-� )	��
+� �� 6	��� � �!1�%�� ��	�)	 ��� � � � �	*2	��	�� |�|

��4��� �	�	��	�	�� / �&1��� � � � 3����� ��4���
���� 4	�* �

�� �	3�+��	��+� �	*� � *.

���	� 	*.	� )�*�	������� � �
∑
	"�,�# 	**.	� 3�,��	�� �	��� �	*2	��	�� ��

∑
	�"�,�#�

�0�)	�	�	� �	�	��� �� � 	�"�,�# �
 �3��
���� �
����
��� ��4 �� 	"�,�# ������ /
 ����
∑
	�"�,�# ≤

∑
��,��∈� |� |� �	��� � ��1��� � � � �,����*	 � �� ��

������� �����	
�� ����

/ �ine�aris�le�ar�as 	������ �-� ���
������- 2���3 ���� 2+**0 ��* �	���
	�	� 	�))��	�3�

������ �	�
�	�����	 �� �	*.	� � �� ! 2���3 ���� 2+**0 ��*	� ��� 3�������� /
� � ������

� *. � �� ! ������������	 �� 4 �� ��� �*.���
 � � 2���3 ���� 2+**0 ��*	� �,)	��	
�

�	� ����	��0 �0 �� �
�
 �+ = !+� 7��* �� � *. 	�	*	��0 	��,��	�� � *. *�
�	 ���	�

���	� � → " 2���3 ���� 2+**0 ��*�	� � *. !+�� 
 ���� 
�� �� 2 ����)�� ���	� !��	�

� → ���	 *�
�	� � *. �+���� )��� 8*.���� �� 	
	� �,
+� )����	�.� �	� �	��	�+�� � ���

��� � → " ��3� !+����� ��� � �
� �� � *. �+ � !+� 5� )�
 �� ���	� � → " ∈ � !+�



����� �����	
���	 �����
���� ���

��� ���� ����� 	
� � → � �+��	� ����������� ��

����
 ������������ �
� ������ �	
 ��

���� ��
� ���	� � → � ����������� ��

����
	� ����� ��� �������������� ������	�����

� → � ���� � ������ ������������! "���� 	# ������	� �	#�
� ��
� ���	� � → � �+�

��� ����	� 		
	�#�� 		����������� ��
� �� � ��������������� � ��	����� �+$�% 	������

�����������	 ���! &
� ��	����� ���	 	�����	�� ����������� ��

����
 �	�#��	� �������

	�� � ��������	��	�!

����� ����	
��� � � �����	
���	 �����
��	 ������ �� � �����	
���	 �����
��	 ������ ���

������� �	
��	� �� � ���	����� ����� !
��""�

�� � ��"��	 �����	
���	 �����
���� � → � ����#�� ��
� � ��$ �!!%	"#!�� � � � � 

�� ��"�
� ��� ���$��!& �� �����	
���	 �����
��' $� − {� → �}%+ � �+ 

(� ��"��	 �����	
���	 �����
���� "�� 
�)���	 �	�	���	��' � → � ∈ ��%� � → � ∈ � 

� � � =⇒ $$� − {� → �}% ∪ {� → �}%+ � �+�

'��#	� � ����������� ��

����
� �������� ��� �������� �	#��	� � '(�( 	���

��� ���	��� 	
�	�!

'(�($*, �%

) � ← ∅

* �� ���#	� � → � ∈ �

+ �� �� ���#	� � ∈ � − �

, �� � ← � ∪ � → �

- ⊲'��� ��� ���#	� ���� �#� 	
�		���!

. �� ���#	� � → � ∈ �

/ �� ����� ��� + ∈ � 0 � ∈ $� − +%+$�%

1 � ← � − +

2 ⊲'��#	� �� �#� ��������!

)3 �� ���#	� � → � ∈ �

)) �� � � ∈ �+$� − {� → �}%

)* ���� � ← � − {� → �}

)+ ⊲ 4���� � �� 	��
����� ����������� ��

����
!

" *5,! ����� ��
�	������� ���� ���#	� ���	� ����������� ��

����
 ���� �#�� 	
�	�

	���! " �+ = �+ 	
�	�����
 � )*!*! 	��� 	
�	����� ���������� ������� � �	6	7������

�7������ � �	��	���! " .51! �������� � �� �#����� ������������! "#��� ���	� �����

������� ��

����
�	 � ))! ������ 		���������� ��
� 	��
������	! �+$� − {� → �}% �� �

����� � − {� → �} ��

����
� ����� ��	����� 	������� �		���!

����� ���	���� '(�( ���&"�� �� � ��$ �	�	���	 ��)��! ���,!-� �	�

������	���� &	
	�#�� �	������� ��
� � )35)*! ����� ��
�	������� ����� �	� �		��	��	�

���� � → � ����������� ��

����
� �	��	� �� �#�� �� ��	���	��� 	��	! 8� ��	��	

���� � → �� ��
� � � ���	 � → � ∈ �+ 	��	� ����� � → � ∈ �′+ �� �	�	���	�

��� �′ � .51! ����� ��
�	�������� �� � → � 		�������	��� ���	� ������� ��

����
�

�����! � ⊆ �′� ���� �+ ⊆ �′+ $��# � )*!*�)! 
���������%! 9	��� ��	� ��� � .51! �����

��
�	���������� �� ��	��	���� �		�� ����!



��� ��� �����	
� �������� ��������

������� ����	
�

�� ��������	 �
��
�	
��� ��
� �����	 �
�������� ���� ��������������������� �
��
�


����
����
� �
����������� �� 
��
	 �
������ ��������

����� ����	
��� ������ ��, �� ��� �����	
� ����� �� � ⊆ � ����	����������� ���������	�


�� � → � ∈ �+�  �� � ���!��"������ ���	���� �����#�"� �� ������������� ����� �	�	��$

�	�� ���� �������� ���
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����� 4�����.� �� �� �� → � -!��"������� -.		���	�� � � = {�� → �, � → �,�� →
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� �
�� � �	, ��← 	

� ⊲ ��	
��� ����� ���������� �� !"��

# � ← �

$ �����

�� � ← �

�� ��� %� 
� {� → �} ∈ �

�� �� ��� 	← � �� |ρ| − �

�� �� ��� �← 	 + � �� |�|

�� �� �� %� 
� ������ ����� � �	, �� = � � �, ��
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�� �� !� � ��� (�)*� � �+�
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,
-��	���"%� ���,
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�� �����	
,
-��	���"��,
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� �� �� � �	, �� < � � �, ��
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� �← � � �, ��

� �
�� �← � � �, ��

� �← � �	, ��

� ���  ← ����

# �� �� � �, �� = �

$ ���	 � �, ��← �

����� ����	� ������ � = ������ �� = ��� �� = ��� �� = ��� �� = ���� �� = ��� � �	�
�������

���������
 � 
����
���
� {� → �, � → �,� → �,�� → �,�� → �}� � 
����	���� ���� �

���� �! ��"�� ���#��$� �→ �%� #�������� � � ���& ����' �"��
��� ��������(�#��)�
 �%"�� *�	��� �→

�%� ��
������� 	�������
 � � ���& + �"��
�� ��#�� �%"� ����������� �� �"������ � ���� �! ��"��

���#��$� ,�� � → �%� #������)	
� #�� � � ���& ��+�' �"��
��� -%"� ���������	
� *��
 	��� �� →

� ��
����������� � � ���&  �������� ��� -! � �"��
�� -%�� ������
� .���� �� → � ��#����� ������

#�� �� � ���&��� ���$ +� /%� -%"� ���"��)�
� � ����"������� � ���� �! ��"� �	���)�� � #�"����
 �"

��	&� -� (�� � ��������� ��������������� �����
�&�����0�

-���"+�� 3+"2 � �apcsol�as�test ��/���� �*��	�%� � ��%� �� 3+��	� �� *+�� +%/�� .
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����	� )-��!���� ��
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+�!� �����	����� &� � ������ ������( �
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�	� ����	���������� �	���
��� ������	

/��"�� 1�, �3  ����&� ���
 1
#�� � 
 ����������� ����������� #
��
�
3� -�! ��� �!����

��,��, . . . ,��  ������� ���&� 
 ���!%��� +�"� #��" 
 ���!%�� %���!�������!�� 5�����

�
������+ ���"��� �� ���	�� �� 
 π��
1�3 ����������� �������������� '(������ ���"��� �

������!� 
�
����	��
!
 ��"��� ��7

• #
 1�, �3 � '(������ %
�� 
��� ����8

• #
 ���� 
��� ��! %
�&	�  ��� � 1��,��3 ���!���� ���"�� 5�����
������
 %���!����

���!��8

• ����!����� ��� � �� ��� ��

�##��� #��" �� $�" ����5	�5�� ��! 	����! ���� �����!
!����7

• #
 1�, �3 ����� '(������� 
��� %
� %���!�������!�� 5�����
������+ ������!�
 ���

����  ����� �8

• #
 ��" %���!�������!�� 5�����
������+ ������!� %
�
���" !
��! !�%�� ���!���� 
��

�� 
� +� ������!� �� %���!�������!�� 5�����
������+�

������ �	����  ��!�" � #���	
�� ��� � $%"�	
&"��
� $'��(&�������) ρ = 1��,��, . . . ,��3

�� � ����������"��� *������+	�&���, ����������  ��!�" �&��--� σ = 1� �, � �3 �� �� ����.

������"��� *������+	�&���, ��������� π��
1�3.#� "���� /��&# �� 1� �, � �,��, . . . ,��3 �� �

��! ����������"��� *������+	�&���, ����������
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� �������� ��������

� ������ ����	 
��������	 	 ����������� ������	������ 	�����	��������� 	�	������ �

����������� 	� ���	���	 
����� ��	���	����� ���� !"� ��	���	�#�

$�� ��� 	��	��	�%	�&�� ��� �������'� ( )� �	&�� �*���������� +����� �)�&'� ( 	�����!

���%�, 	�� 	� � ����� -./0 ���	&)����1 ����������	 ���&	 ����� � /aiv!-./0 ��&����!


	� �	&��, 	 2(3� ���
	� �	���%	�� ��&������ �*���������� �����'��� �� ��%����� 	 
���!

��� %����
	�� �� � ���	 +��
�����%� 	� ��&����� 	� �, � �	�	���������� ���� ���%����� �

/aiv!-./0 �������� ��&����4 � 	� 	������� ���	, � +5��'���� %	��	��	�� 0�������5�, %��

	 �!
��� +���������� +5��'����� � → � 	�	�1	�, 	%� � �������� 	����
1����

/aiv!-./0�� ,�#

� �� �	� {� → �} ∈ �, 	�� �������� -./0!�

� ���� � � ← {��}

 � � ← � − �

6 �� ← π� �
��#

7 �� ← π� �
��#

8 ������ �/aiv!-./0�� �,��# ∪ /aiv!-./0�� �,��##

2 �	
� ������ �

9	 	��
	� �������)&5�, %�� ��%	
:
�1��'&5�� 	 ����:, 	�	� ��	� ����� �� ���




������, 	�� ��� -./0!
�� �	�, 	��� ��� ���� 	 +���������� +5��'����� ��������� ��!

�������� �� ��&���� 	� 	��

� ��� ������ 	�	����

���� 	����

�� �	��� �������	������ ����  !"�#��� ����

�� $� � �	���  !"�#���% ����� ��� �#��� ��� ��&�� ����	����� �� ��  #, ���&���� �� −

� #→ � ���'��(��

���������
 9	 	 ���	 ���	����
1���1, � = � , 	��� ���+��&�

 ��� ���!��������� +5��'���

��%��, � →  ��  → �� ;�����, %�� %	 �	�	������ ���&��5�, 	��� 	 +5���� 
	� �)	�	

�����, 	�	� ��� ����� ��� 	 -./0!�� 9	 ����� ��� ���&��5�, 	��� ��� ���5�%�� 	 -./0

���	&)�����

<��+��'�, ����5� +��, %�� � → � �������� 	 -./0!�� $��� ���� ������  ∈ �− ���#,

���� �5���
�� � ����������� ������ $��� 	  !�� ���&��5�, %�� �� − � #→ ��

<��&������5�, %�� 	 ������ ����	 �� �������	 ��� +�)��%	�� ���, 	�	� ��'+�)��%	�,

%�� ��� � ���	 -./0!
�� �	�, )� ����� �	� %��� {�,  }, ������ ��−� #→ �� =�����

���	��� � = � !, � = {! → �,! →  >� $� ������� -./0!
�� �	�, )� ����� �� − � # =

! → ��

� ������ ����	 �	�� ��'���, %�� ��� ���� 	 +5��'����� ���������� ��������� 	%%�,

%�� �����'����5�, %�� ���, 	� ��&���� ���� �	��� ���	 -./0!
�� �	�!�� $�����)' ���!

��� {�,  } 	����
1��� �����	 ��������	�� �� − � #+!�, 	�� 	 =ine?aris!le?ar?as ��&�����	�

�������� �)'
�� ����, ��%�� 	 ���&�� �����'���� ���������� ���
��# �)�&'�� $%%�� ������ ��)!

���� ����, %��	� ������%	�&�� �� �� − � #+!� 	����5�, %�� 	 +5��'������� �������������

$

�� ����� 	 ��������' ����	�

���� 	���� )�*&(� +��% ,�*& �� ⊂ �� ⊂ �% �� �� � ���� +����	����	� +(**-���*�	���
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������� �� �����

π��
�π��

���� = π��
��� .

� �����	
��� �	����������� �� ������� �
���� ��������� �	��������� ���� ���� � ������

�� ���� !����"#���$ %&'( ������� ������� �����  �)���� � �!������*�� �� �

� �� ��� ����� ���+��� �� ��	�� ��� ������$�� ,�� ��� �� ���- %&'( ����+)����$- �

�� � → � .���#������ ./��*��� ���+�/� ��� �  ��� ��� "�)�� � − �- 
�	 � ����0� �����

������ � ������� ������� ���� !����"#���$� 1���� ��� �� ��+���� ����� ����� ���

����
��� � − ����- � 
� ��	 ��	�� � �,�� �� ��/��- � ��	�� ���+�
�� � ������ ��  � ��

"���+���� .���������� � ������ ��  � �����
�+�- ,��	 �� 
�	 ������
��� �������� �������

������� ���� !����"#���$�

2olinomi3alis�%&'(��, ��

� � ← �

� ⊲ �� ��+��� ���� � �� � � �- � �  �� �� �����- ,��	 %&'(���� ����

� ρ← ∅

0 ����� ����� ��� ��	�� �, �, ,��	 � ∈ �� − ���+ and |�| > �

4 �� 5��	�� � � � ��	 ��	�� "��

6 � ← �

7 � ← � − �

8 ����� ����� ��� ��	�� �, , ,��	 � ∈ �� −� �+

9 �� � ← � −  

�� � ← �

�� ρ← ρ ∪ {�}

�� � ← � − �

�� ρ← ρ ∪ {�}

�0 ��	
�� ρ

� 2olinomi3alis�%&'( ������� � .���� �)�+� "����� ����- ���	������ !�"������ ���

#/�,��*�� �  ����� � 0:��� ���� #��������  ��)�� ��	� �����,�+������ #!����- 
�	

���.��+��� "���� ,�+�+�� ������ � 0� ����� ���.��+���!�"�� ������$�� "���� ���� ��−���+�

� ���� ����- � �  ��)�� ��	� ������  �� ������� �)*���� �������,��*� � 5ine3aris�le3ar3as

������� ���- 
�	 !���� !�"�� ��"� #����������� � 8:��� ���� #�������� �  �����

#!���� �����#�������- ���� � �:��� ����  ��)�� ��	� �����,�+������ � 8:��� ���� ����

.��+��� " �����#��� +���������� � 8� �� ����� ���
������ .��������� !�"�� ������$�� "����

���� �����*������- ��	 �����*���� ������� �)�+*�� �� ������� � ��"��� ���� � 8:��� ����

)� �������- " · " · !�"�� · !�"� = !�"�� ��"� !�����

����������������� ���	����� ������

���  �� ������- ,��	 ��  ��)�� ��,����� ��	 � �� �������� %&'( ���� ���� $�	-

,��	 � ������� ./��*���*���*� ���	��� ;� ������� �'(��� �!�����/�� #��  ��- ���

��� � <inim3alis�fed3es ������� � ��
�������  ���),��� �  ��.����*� �������� 5��	��

� ����#�� � �- � .���#������ ./��*��������� � <inim3alis�fed3es ������� �� ,�������

��������+��  �� �� � ���� ��	  ��� ��� .�)���- #��� 5��	�� # = {�� → ��, �� →

��, . . . , �� → ��}�

������ 	�	��� � ρ = �����, ����, . . . , ����� �������� �� � $%��&������&���&� ���������



��� ��� �����	
� �������� ��������

�������

��������	
� ����� �+ = �+� �� 	
 �� → �� ���������� ��������� ��� �	 π��
�������

�
��� 	 �������� �������
 ���� ���������� ������������ ������ ��� ��������  ��� 	
 �� =

���� ���	 �� !"#� 	
	
 �	 ��� ���	 � → � ���������� ���������� 	�� �������� 	 !"#
���������� �	���� �� ��������� ������� � �� �
�$������� ����� �� � �� $�%� ������ &��
���� �� �������� '	 � = ��, 	���� 	��(��  ��� ��� �
�$�������� 	
 �)�����
���  ��� � �
��. *���� 	
 � → �� ���������� ��������� �������� 		��  ��� �� → �� ��������
����� ����� ����� ���� �	� ���	�	 ��)���� ���� ���� '	 � � ��, 	���� � ∈ �� ���+����� �
�� $�%� ������ �� �� �� �� �� �� ������ ��	� �
�$�������� *���� 	
��	 �� �	��	��	
	
��� � �������� � � ��� ������� � → �� ���+����� 	�� �������� � ����	������	�� ����
�� → �� �	� ���	�	 ��)���� ���� ����

,������ 	
� �
�������  ��� 	 �
������� ���������������
�� ������� ��� ���
���
�������� )��
��	$������- �� ������ 	���� 	 ./�/!� ������� ���	���� ρ �
������� �
 �

��� � ������� ����  �

������ ��� 	
� ��� ������� 	
 ������ ������� �� ���+�� ����
�	���� $���������� ������� ����� 	
��	 ���
���	� ����
����� �� ( �(�� ����	$ 	�
���� 	 ���
������� 	
 0��	�(�	 �%

�� ��	����	���� �./�!�..� ��	����	���

���� ������ �� !�" ��, �� � ! �����	
� ����# �� �� !�" � = {�� → ��, �� → ��, . . . , �� →

��} �� � � ! �	"	���	� $����� �� !�" ����%%� � � ! &'��� ��, ���%�"� (&&�� τ =

��, ����, ����, . . . , ����� ������ �� �� � $)  *��� �� *���*� �������� ��"��� +����&�,����

���- ������ ��� �������

��������	
� ,
� ��� 	 ./�/!� ����� ��
��%������ �������  ��� 	
 �� = ���� ����� !"#���
�		� 	 = ., /, . . . , &��	� ,
 �� = � �����	 �� �� �� �� ��������� ������� ���� 	���� �
�� ��� ������ ��	� �
�$��������

,
��  ��� τ ���
���������� )��
��	$������-� 	 &apcsol1as�test 	���������  	�
��
�	���	� ���	�+�� ���� 2����	��	� �����+���  ��� 	 �����
	��	 	 &apcsol1as�test 	����
������ �����	 ��� 	
 ���� ���������� ��� ���$	 3 ���
� 4���� ��, ��, . . . , �� 	
 � − �

	�����-���	�	� 	
 	 ������+�� 	������ 	 4e1ar1as ���
� �� ����� �+��	� ����� � ������
�
��� �������� � − ������ 	�����-��� ����	 ����� 4e1ar1as ����� 	��� ��	���
( �����
��(�	� ���+�� ���  ��� 	
 � �����	 	
 �� ��
��$�	 ���( ���� 3 ���
 	 &apcsol1as�test
	��������� �����	 �����

,
 	 = 3 ��������� ���� ���������� ������ ����  ��� ��	
 �	 − .����� �� �

�� ����  ���
�� ����� �� ����� ����� �� �+��	� 4e1ar1as 567� �����	 ��� ���	 � → �� ����������
�����������  	�
����� 	������ � ⊆ � ∪ {��, ��, . . . , ��−�}� *���� � → �� ∈ �� ��� = � �

�	�	���� .���� ,
 ���� �� ��� = � ���� ���������� ����� �������
�� � ��
��$	��	
����$	 3 	
 ������(� �������� �
������ �� �� �
� ��� ��� ������� �������� 	 &apcsol1as�test
	��������� ��������� ���
�� ,
 ��� = � ���� ���������� ����	 3 ���� %�� 	
 ���� ����������
����	 �� 3 ���
�

8������ ����  ��� 		� ��������  ��� ����
������� ���	 !"# �
��������� ����	����
+�� $���������� ������� 	
� ���)����  ��� 	
 	���� ��, �� ���	 �	�	 !"#��� �	��� 	

"2����+�� $������	� ���� 	 ./�9� ���	�	���� :��		���� 	 ;<"# ���	+����� ���)� ���� $��
��������� ������� , ���)���� 	��(� 	�(����  ��� !"#� �
 ��� 	�����-����(� �� ���� ����
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������� ����	
�	� ������	���

��������� � �������� 	 �������

����� ����	� � ����� ����	
�� � �������	��� ���������� ������� �	����� ���������� �� ������������

��� �	���
�� ��� ����� � 

 ��� �
 !�� ��������
�� �� ������ �� "�� ���� � ���	��! �����!� ���	���

���!���� ����� � � "����!��#

$��	� $	��� $���� %�	� &��� '���

(��� )��� ����*!�� +�����)�, +�"	�� &�!�� - ����� ./�0

(��� )��� ����*!�� 12�� +�"	�� &�!�� - �!���� ��/�

(��� )��� ����*!�� +�����)�, 3��� (��� 4 ����� ./�0

(��� )��� ����*!�� 12�� 3��� (��� 4 �!���� ��/�

��� �	�����! �! ���� �� ����� �����
5��� ������� ��� �����!� �����!��6 �� � � 

� �����
5��� �!�� ���7

��� ���������� ������"�� ��������������� �! '$� �� %& �����
5��������!�� ����������6 �!�! ������

���
��	���
�� �������������

!�� �	��"��� �	
� �� � ����������������#� �����������	
 �� �� � �������������

���� "��������� � ։ �, �� ������ ���� $������ ������� ������� �� � ���������������

�	� $������ ������ 	���� �������� ������� ��������� $�

��� �����	������ ��������� ��

� − � − � ���������������	� $������ ���������� ! �	��	� ��%����# � �������� 	&

������ ����	
��� �� � ����	
�� ������ �������� �� � ։ � ����������� ������� �� �
����

�� � ������ ������� � ����	
��� 
��� ���! �����"������ ��, �� ������� ���!���� ��'�( = ��'�(,

������� ��, �� ∈ � ���!����

• ��'��( = ��'��(

• ��'� − ��( = ��'� − ��(

• ��'��( = ��'��(

• ��'� − ��( = ��'� − ��(

����������

! )*�+� �������� ��։,� ���"�����

����� ����������� � #$��	
����
� #���"��� 	�	
�����	
	���� #���"��� ���� �� �����

��!���"����"�� ���
� �� ����� ��!���"����� �%���������� � �%�����"$ #���"��� ���	
	�

���� #���"��� ���� �� ��� ������ ���!�� ������� ��!���"��� ���� $��� ����� ��� �����
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���� �� ���	��#�� ��%�������#� !�� �	��"��� �	
� �
� � ։ �

������ ���	��	���
�	 �� & �������� � $�

 	��
 ���������� "��������� & |= � ։ �, ��

������ 	���� �����#� ���������� & ���"����� ���"����� � ։ ��� ���
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�� �� ����
� ������������� ���� ����� ��� �� ����
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�
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��� ��� �����	
� �������� ��������

������ ��	
�� ��� �� � → � ��������� ���
 � ։ � �� ���	� � ������ ���������
��� �	�
� �! �� �� �� �
���� � �� = �� �� �� = �� "#���	�#� $��%����� &�� � %'�����#���
�� � �(���
���!' %���!������� ��� �(	(� �)��$�
����	�

�� �����$�	������� �	 *��+,*�-+
�
$��
����)��$#�� ��"�� � �("����	! (� �)��$#
� "�� �	��������� .����� � � 
��#����
��$��

*�/+ ��������������� {� ։ �} |= � ։ *� − � − �+�

*��+ ��������� 0� � ։ � ��������� �� � ⊆ �� ���
�� ։ �� �

*�1+  ����	�	�	���� {� ։ �,� ։ !} |= � ։ *! − �+�

*�2+ {� → �} |= � ։ � �

*�3+ 0� � ։ �, ! ⊆ �, �"#��# "���$��� ����� ���	�'��� ��
� � → ! ���	� ���

� → ! �� ���������

4��
�� 5���� �� 06�
� ��	������#�� ��� �	 *��+,*�3+ �)��$�
����	�
 ������$��#��
$����� �� ������ � %'�����#��� �� �(���
���!' %���!�����
�� �	 ������$��#�$�������� ���
	����#�#� ����
������� �	 7�"���
� ��		'� *���-���� ����
���+� � ��������� ��	����#��
$��������� � �(��" ��
������ �	 *��+,*�3+ �)��$#�� ��"�� � ����� ��$$� �	��#����
'����8�� �
"�������� $��� $��
 ���� %'�����#��� %���!������� ������������� 9"#���
�	��#����� �� � �("����	! #����#��

������ ������	�  "##����$�% &'((����(�$�� 	(���$ �� ���##	�$�

�� )(*������ ���#��*� {� ։ �, � ։ !} |= � ։ �!�

�� +���%������	�	�	���� {� ։ �,�� ։ !} |= � ։ *! −��+�

,� ��(*�� ����%������	�	�	���� {� ։ �, �� → !} |= � → *! − �+�

-� .�����(��	 ���#��*� �"##����$�% &'((����(�$��� /� � ։ � �� � ։ !0 �$$�� � ։ *� ∩!+0
� ։ *� − !+ �� � ։ *! − �+ 	� ���1��'��

� ����2� #����#� ��	����#�#� ����
������� �	 7�"���
� �����'� *���-��-� ����
���+�


����	��� ����	

5��� ���(����� %'�����#��� %���!����� �� �(���
���!' %���!����� �(	(��� ��� �$��
� → ����� �	���� �("����	���� ��� � → 2 $����� ������ 2 ���
��8�'$
�� ����� � �(��
��
���!' %���!�����
� "����	� �	��"#�#�� �	��#�� ���� ���
 ������ $�� �	 � ։ �����
� ։ 2�
� "��� �("����	������� �� "�� ��� ���� ! ���
��8�'$���$�	� ��� � ։ ! ��
! ∩ � = 2� "��� � − ! = 2� �	���� � �("����	! ����� ���	�

������ ������ 3�(*�� � �����	
� ����0 � ⊂ � ����	#4�%�/������ )$$�� �����	$ �� � − �

����	#4�%�/�������$ ��*�� ��,��, . . . ,�� ������	
1�0 ���*�� ���1��'�0 /�(* ! ⊆ �−� ������

� ։ ! �$$�� �� ���$ �$$�� 	(��0 /� ! = �� ��(* ! �"## �� �(*��������

���������	� :��'��'�� �� �	 �� = � − � ������$!'  �
��������� ;	� %��'� %�	����� ��
"#�� ��$������ $���"���� $����
�"� �	� � �'������#��� ��� � ։ �� $��������
�� �$�
�	 �  �� ���'#��� %�����#���� �	�
� ��� 0� � ։ ! �� ! ��$ #�� ��! ���#�� �� �����������
����� ���
 $����� ��������� �$�����
��� ∩! ���� −! ��$ �
��� ����������������� ∩!

�� *�� − !+�"��� � ����2� #����#� �	��"#�#�� �	��#��� �	�
��� � ։ *�� ∩ !+ �� � ։ *�� − !+
��������� <�"�� �−� "����� �	�
� �	 �	 ���#
#� "�����
� �	�	 $����� ���� !� $���
� � ։ !�
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� � ���� ��!� �"��!������� �� �������

�"��!���
 #����� ���$%�� ����� ���� &�,&�, . . . ,&� $� �'	
�� �� � (�) � ���������* �������
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�։
� �%&����$���  $� �� �"��"�� #��� 
�→
� � '� 	(���	 	�	���� ������ 
�։
 �%&����$���

 �$�&����� �$	���� 	�	���� �	��"�� #��� 
�։�� )%����� ���������$#����� #��� 
� � 
 ��&���*

&�� ��� ��������" 	�����+�"�#	��	$� 
� ��� #	����$ ��� �%������" ,�������� ��#�� 
� ,��������
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����.�

$!	����	���� 
� ����
��
� ! �"�� ��
��� �%��� � ��������� ������	
	� ���������	� � � ����#

��� ��&������
	��� �� ���� �+ �������� '		�� �� ��%�� ��		�� ��� �� (��)*(�+) �,��#

����� ��������&� ���
�����	 � �&���"� � �"�� ��
�� �������� ���� ��&���� � �&��
� ��� 	��
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���� ���	��	 �� �� ������� �,��	�	�������	 ��� �
�
�� ��
	����� � �
���
	�� �"��#
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��	� -����� ������ 	�� &�����!	�� �����	 ��� ��� ����!�� ��� ���� �+ �
���� ��

����� �,��	�	������ � �
���
��	� .�� ������������	 &����	� 	�� ���� � ������ �+#� �����#

����	�� ��	�� �����	% � ��%�	��	�� ��� �� �%��� � → & �!	����	����� �����&� � ։ &

����
��
� ! �"�� ��
� &���	 �+#��	 &�	#�� '� � ։ & ����
��
� ! �"�� ��
� ��%�	�
�
���

�����	% � � �"�� ��
�� ������� ���������	�� ���% ����	 ����	�� ��� � − � � �������� 	
��	

�������	�� ������
��#�� /��� � ��&����� � �
����

����� ����� (0����)� +� ��, � ��� 
�-���#����� � �"��!���
 #����� ��� 
��
 �"��!���


���
��� ��� %�� �
����'���
. ���� ������/!� 	��� �� �����
 ���� ��!� �"��!������� �� ���)

���� 0 #������ ���
����
1

�� �� ������ �)���
 ���� ��!� �"��!����� �

�� 0
�/�� �)���
 � → &) � �� � ։ ��, � ։ ��, . . . , � ։ �� ���� ��!� �"��!�������.

�#�� & = ���� . . . ��. � �� ��)� ��,�/
 ��� 
�-������

1��� ��� ���� �!	����	���� �"�� ��
����� ���� �!%	!	� ��%�	��	� � �"�� ��
�� ����� ������	�

� 2e3ar3as ��������!� !��	�� ���� ����� � !��%�� ������	� �� ����
��
� ! �"�� ��
���

	�	���	��� '���	 ����� �� ������ �
����

����� ����� (0����)� 2��,"� ���. #��, � � � � � �"��!���
 ���
��� � ����3� ������� ��)

$��� 0 ���� ��!� �"��!���
 #����� � ������������ 
��� %"�� � → � ���� � 	��� ���� 

���%��"�. #�

�� � ��, ��,����!� ������,� ����� �� � �"��!���
 ���
��� ������ $� �'	
����. �

�� ��� ��, & ��� 
�-���#�����. ��
 �)� ��� �� ��������. & → � �� � �/��
��� �/��� �

�"��!���
 #����� ��, �����. �����
�� � ∈ ��
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� �������� ��������

������� ���	
�� � ��������� 	����������� ���
�� ����������� �����
�� �� � �����������

������ ���������� ��������� ��������������  ���� ����������� ����������� � �������! � ���

��"�#� ����! ���$�� � ⊆ ��

�%ugg�os&egi�b&ais'�,�, �(

) S ← {� − �} ⊲  ���������� �������� �����	��� �������� ��$������ S�

* ������

+ ��� ������ � ։ � ∈ �

, �� 	� �� � ∈ S ���$�� � ∩� � ∅ ∧ � ∩ � = ∅

- �
�� S ← S − {{�}} ∪ {{� ∩�}, {� −�}}

. ���	 S ��� �������

/ ������ S

0������! ���$ �� � �%ugg�os&egi�b&ais ��
���� +1-� �������� S �������! ����� �� ��������

��� ������$�� 	����"�#���� ������� ��
� ����� 2����� ������#! ���$ � ������ ���� � �� �

��������� 	����������� ������$�� 3����� �����#�������� ���������! ���$ �� � 	������

�'|�| · |�|�( ���$�� ')*�-� �������(�

������	� ���������� �����

 4�$"�15��� ����������� ��������������# ���� �� ������! �� ����"������� �����������

������� ����������� ������������� �� ���������! �� �� ������� ������� ��������"���#� �� ���

������� �����������

������ ������	�� ������ � �����	
� �����  �!""����#$% �� &%�#�	����	� &'��$�����# (������

�)��� � �������� ��	
���	
���� ����� ���� (� �����$������ � ։ � ∈  + �!""����#$%

&'��$������� ������ � � � �� � � ��� ���*��'�� (��� � ��%+��#%��� �)"���

0��$�� �����! ���$ ,6�=⇒456�� 0��#���! �� ��$ � → , ����"������� ��������� �������

���� � 456� ���������! ����� , � � �� �, ��� ������������
� � ������ ������������! ����

����� � ���	�����"� ������ 0������! ' 7( ���	
�� '� → ,(��#� � ։ , ���������! ��� �

,6� ��������� ����� ����

 � � ����  ����������� �� ����"������� ����������� ��������� ���������# ρ =

'��,��, . . . ,��( ������! ���� ������ ��$�� �� ��� ,6����� ��! �� � �������� ���������

������ �������	"�������  �#����� ��$����� �� ���� �����! ���� � 456� ���������! ����

�� �� - ���� ���"� ,6�����! ����� �� ��$ � ։ � ��������� �  - ��� ������� �����������

������! ��� �������� � ,6� ����������  ���! � ��� ���	�����"� - ����! � ��� ���� �� ��� �

�����������! ������� � �� � ��$������� ��� - � ����������! ���$ � �� � ����
������! ������

� ։ '�−�( ��������� � ։ ���#� ' )(! ' /(! �� � ��������� ������$ �������������� 2��

��� - ���$������������ - � = �� �� - � = - −� ��������! ������������� ������� �����������

��! ���� - ����! ���� �� ��
���� ���� ����� ����� �������

8�� ������ ���� "��� �������! ���$ �� ���$�� �������$� ��
���

•  � - �, - � �������� �������������� �������	"�������

• 9��$�� ���������
�� �� � π� ' ( ���������� �������:

 � ����� 	��������� ����� �� ������ ������



����� ����	
�� ���� ��������� ���

������ ������ �� � ����	
�� ��� ρ = ���,��� ��������� ����� � 	��� ����� ������������
��� ��������	������ � � �������� � ! ��	
����
� !"�������� #�������� ������������$
#�

��� ∩ ���։ ��� − ��� .

	
�������� � ρ = ���,��� �����	
	� ������ ����� ��������
����� ������������	��� ��
�	������ �� � ���	��� ������� � ���	������ ������� �����
��� � ��

 ���
���� �
��� ��
� ��
µ �� ν ��� �!���� ���� �� ������� � ϕ ���� ������ ϕ"��# = µ"��# �� ϕ"��# = ν"��#, �����
�!�� ��
���	�����$ %��������� ϕ � µ ��!�� �� � ν ��!�� ���� ���������� �����������
������������	��� ��� ������ ����� �������� �� µ"�� ∩ ��# = ν"�� ∩ ��#$ &��	� ��� ��
� ϕ
��'�
 �!�� ��� ��������� ������ ��
� ��� ∩ ���։ ��� − ���$

� � ��

 ���
� ������ π� ��� ���������� ��	���	�	��� ���� (���� �� )���� �������
����	����*+�$ π� ��� ��'��� ��������� + �� �+����	��� ��

 ���
�� �������� �������
� ��
���� �������������� �� ���� % !�� �� � ��������+����� ����	���$

������ ����� ����� (���� �� )�����$ π� ��� !"�������
 � �����������&

• '
�(�� ) → * ∈ �+���$ #� ) ⊆ % $ ����� ) → �* ∩ % � ∈ π� ����

• '
�(�� ) ։ * ∈ �+���$ #� ) ⊆ % $ ����� ) ։ �* ∩ % � ∈ π� ����

'�� !"������ ���+��"��� % ���� ��� �����#���� �� �����$ #��, ����� � ���+��"��

,�*��� �� � ����� �� ��
�� ����� ��
� � ������� ��

 ���
���� �������	��� �' ��� �� �	����!
�+�� ����� ��
� �+ ����	���	�� �-�����	��� �' ��� ������$ .
� ����� � /01 �����	
	�
��
�����+�� ��� ���� �������	��� �'�* +� ����� �� �
��� �������	��� � ������� ��

 ���
�
������ ������ ���� ���� ������ ��
� � /01 �������� ���*����!�$ 2� ���
�� ��������� 	�� �
(301 �����	
	� ��������$ � �������
 ���� ��
� � (301 �+��*'��	
 ���� ��������� ��
���� ����	����� � ������� ��

 ���
����� ���� ��+�	 ��������+��������� ���	��*��� ����
����
	�� � 45$54$ ����� ������$

�����������
������� 6
����!� �� ��	��� �������������� ����	����7

��� 8� )- → * �� )* → .� ����� ) → �. −-�$
��� 8� ) ։ * �� * ։ .� ����� ) ։ .$
��� 8� ) ։ * �� )* → .� ����� ) → .$

������� (�������+� �� � 45$9:$ ������� ���� �	��+� �� � �������� ��;
<�
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&��������� '�, �(����$���$��

��,�'�( = {� ∈ � � �
�,�
−−→ �} .

 !�"#$�#��	� ��,�'�( = �+� ��$���� ������������ �$� ���	 ���! �������� #� 	������� �#	�
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VI. ALKALMAZÁSOK



Bevezetés

Ez a rész öt fejezetb�ol áll.
A tizenharmadik fejezet az informatika egyik legdinamikusabbban fejl�od�o területének,

a bioinformatikának az alapvet�o algoritmusait foglalja össze.
A tizennegyedik fejezet témája az ember-gép kapcsolatok problémákban gazdag terü-

letének az a része, ahol ember és gép együttm�uködéséb�ol lényegesen nagyobb teljesítmény
adódik, mint amire külön akár az ember, akár a gép képes lenne.

A tizenötödik fejezet a számítógépi gra�ka algoritmusait foglalja össze.
A tizenhatodik fejezet az informatika és a térképészet határterületének, a térinformati-

kának alapfogalmaival és legfontosabb algoritmusaival ismerteti meg az Olvasót.
A tizenhetedik fejezet a numerikus matematika alkalmazásával, a gépi számítások ered-

ményeinek megjelenítésével és a számolásigényes tudományos problémák megoldásával
együtt foglalkozó terület els�o magyar nyelv�u összefoglalását nyújtja az Olvasóknak. A feje-
zet szerz�oi keresztapaként a tudományos számítások nevet javasolják a témakörnek.



13. Bioinformatika

Ebben a fejezetben karaktersorozatok, fák, sztochasztikus nyelvtanok biológiai célú elem-
zésével foglakozunk.

Az itt bemutatásra kerül�o algoritmusok a bioinformatika legfontosabb algoritmusai,
számos szoftvercsomag alapját képezik.

13.1. Algoritmusok szekvenciákon
Ebben az alfejezetben olyan dinamikus programozási algoritmusokkal fogunk foglalkozni,
amelyek véges karaktersorozatokon � melyeket a biológiában szokásos módon szekven-
ciáknak nevezünk � m�uködnek. A dinamikus programozás minden esetben azon alapszik,
hogy a szekvenciák pre�xeinek a feldolgozásával jutunk el a teljes szekvenciákon szükséges
számolások elvégzéséhez.

13.1.1. Két szekvencia távolsága lineáris résbüntetés mellett
Az információt hordozó DNS molekulák a sejt kettéosztódása el�ott kett�oz�odnek, az eredeti
molekulával megegyez�o két molekula jön létre. Biokémiai szabályozás hatására mindkét
utódsejtbe egy-egy DNS szál kerül, így az utódsejtek mindegyike tartalmazza a teljes gene-
tikai információt. Azonban a DNS replikálódása nem tökéletes, véletlen mutációk hatására a
genetikai információ kissé megváltozhat. Így egy egyed utódai között variánsok, mutánsok
állnak el�o, amelyekb�ol az évmilliók alatt új fajok alakulnak ki.

Legyen adott két szekvencia. A kérdés az, hogy a két szekvencia mennyire rokon � azaz
mennyi id�o telt el a szétválásuk óta �, illetve milyen mutációk sorozatával lehet leírni a két
szekvencia evolúciós történetét.

Tegyük fel, hogy az egyes mutációk egymástól függetlenek, így egy mutációsorozat va-
lószín�usége az egyes mutációk valószín�uségének a szorzata. Az egyes mutációkhoz súlyo-
kat rendelünk, a nagyobb valószín�uség�u mutációk kisebb, a kisebb valószín�uség�u mutációk
nagyobb súlyt kapnak. Egy jó választás a valószín�uség logaritmusának a mínusz egyszerese.
Ekkor egy mutációsorozat súlya az egyes mutációk súlyainak az összege. Feltételezzük,
hogy egy mutációs változás és a megfordítottja ugyanakkora valószín�uséggel fordul el�o.
Így a két szekvencia közös �osb�ol való leszármazása helyett azt kell vizsgálni, hogyan ala-
kulhatott ki az egyik szekvencia a másikból. A minimális törzsfejl�odés elvét feltételezve,
azt a minimális súlyú mutációsorozatot keressük, amely az egyik szekvenciát a másikba
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������ ����������� � ��������� ���������
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�� �������� �%����%�� *���
�� ��

- - A U C G A C G U A C A G

U A G U C - - - A U A G A G

��������� �$��� �� + �+� ← �, + �� + �+�← �, + �+� ← �,
-��
���� �� ��� � 	���	
��� �$��$ 	��
������������ ������%�" �	��� �� ����� ��������

��
� � 	
����� �������� # ����	���� ������	��
�� �������	�� ����� �%�������� �� ������� ���
�����	�����" ���� �� ��������� ����� 
����� ��� �����$ ���" ��� �+α∗+��, � �,, ����
	��
�
���
��	 ���� �+α∗+��−�, � �,," �+α∗+��, � �−�,, �� �+α∗+��−�, � �−�,, ��	������� ��� ��%����" ���
��	 �+α∗+��−�, � �−�,,��� ���%� 	����� �+α∗+��, � �,," . ≤ � < 	��� �� 	����� �+α∗+��, ��,,"
. ≤ � < ���� #� ������������ ��������� ���
�����" ����

�+α∗+��, � �,, = 	��{�+α∗+��−�, � �−�,, + �+� � ← ��, ,

	���≤�<�{�+α∗+��, � �,, + ��−�} , +/0//,

	���≤�< �{�+α∗+��, ��,, + � �−�}} .
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���� �� ��� +� + /,+� + /,��� ����	���� ������	��
�� �
��
��� ������������ ����� ����
�
	����� ��� � �� ��� � �����$�
�$ ���������� ����	
��� ����������� # ������� !��������� �
�������� ����� �� ��������1

��,� = . , +/0/2,

��,� = �� , +/0/0,

��, � = � � . +/0/3,



��� ��� �������	
����

� �������� ��, � ���	
��� � ����	�������� Θ��+ �� ����� ��� �����
�� ��� � �������� �����
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��� �ffi� ���������	
 ���$��� ��

�� = � + �, � ≥ *, � ≥ * . �+, +-�

.���� �
��������� '����
��� �����	�� � /����"������	$�� �	������ � '$��� ��(� Θ��
� 
!	�
����������� �� ������ ����� ������	$����

��, � = 	�{��−�, �−� + ��� � ← ���0 ��, �0 ��, �} , �+, +1�

����

��, � = 	�
�≤�<�
{��−�, � + ��} , �+, +2�

��, � = 	�
�≤�< �
{��, �−� + ��} . �+, +3�

�� ������	$� � ���������� �����4��
��� ����$�5

��, � = 	�{��−�, � + ��, 	�
�≤�<�
{��−�, � + ��}}

= 	�{��−�, � + ��, 	�
�≤�<�−�

{��−�−�, � + ��+�}}

= 	�{��−�, � + ��, 	�
�≤�<�−�

{��−�−�, � + ��} + �}

= 	�{��−�, � + ��, ��−�, � + �} . �+, +6�

7� ������#��
��, � = 	�{��, �−� + ��, ��, �−� + �} . �+, 8*�

9�� ��, � 
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����� �������� 	$��%#� �
�
���� 

������� ������ �����������

�� �ffi� �
��������� '����
�� �������
�
�� ��%� ��		���� ���#�� 	���������� �����(���
����������� ��
���$� :�$����";� � ����� ������# ����� ������	$���� ��������� <�� �����
����� ������� ��� ������ �������� '���
���� � �
��������� '����
����� �	����� /���� ����"
��	$����� ��� �%�� �������� �� �� ��������� �
��������� ����� ��(�$ ������	$���� 	
��



����� �����	
���� �������	���� ���

���������� ���	�
�� 
���	���� �������

��� 	�������� �������� ��������� ��������� �
 ��	���� 	�	� ��+� − �� ≤ �� − ��−��

�
��
	��� 
 	���� ���������� ���	� ������� ���� ��� !������� �
 
 �������� ��� 
��

"�#"�$� "�������� ����� 
���	 ���� �
�� 	����	� ���
%� �#����
 �
&���� �� ����	��������


 ��������	��� ��� ��� ������ ����� ���� �����	#
� ������ ���������� ��	 
���	����
�

����&���$� ����� �����  ���������� ���"�� ��&�	���� 
�
�� 
�
& ��� �
 �� �������"�


� '(� ������ $
 �������$��� 
���	 ��� � �����#���# ����#	�� �
�� �	��� �#��


)*.+) − ,.-- ��� � + ./.+0 ��� � , 1.)�0.2


�� ������ ������ ��������� 1��� '(� ������ 
� 
� ����
	
�� 
���� 
�
 
 �������"�


.3�
 ������� ����2

4����� 	�������� ����������	� ������ �1��1�� � + �� �22 ��� �� 
���	����� �� 
� 
��

��	���� 
� #�������� ����	������� 
���	������ "�
��� ��
 
	����� (� ���


���	���� ���������� 	�������� �������� ����� 
 ��������� �$��� ����% 
 �� 
 ���
�

����� &	��	
������ �����
 	����� ��	��

���1	,�, �, �, �,�, �, �2

. ��� �← . �� �

0 �� ��5	, �6← �5	, +6 + �5 �6

) �5	, �6← +

7 ��� �← . �� �

* �� �5	, �6← ��5	, �6

, �5	, �6← ���5�5	, �6, �5	, �6, �5	 − ., � − .6 + �1� � ← ��26

/ ⊲ ����� 
 ��&����� ���������� ���� �5	, �6� �� �5	 − ., � − .6�� ��	 �����������
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9 �� �� ��5	, ��6 > �5	, �6 + �5 �� − �6
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��
� ����� ������ � �� ��
���	 ������ ��

��, � + � ��− � ≥ ��5	, ��6 , 1.)�002

����� �	���� �� > �� ��

��, � + � ��− � ≥ ��5	, ��6 . 1.)�0)2
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��������	
� � ����������	� 
����
��
� �	�� ��� 	����  < � < �� < ��� ������

��, � + � ��− � ≥ ��,� + � ��−� . �������

��� �
 � �������	����!�� ����
�� 	����"�	 �� ��−� − � ��−��#�$

��, � + � ��− � + � ��−� − � ��−� ≥ ��,� + � ��−� . �����%�

� 
	�
"� ��!�&�����	 �&������ � ����	�!"�"�'�

� ��− � − � ��− � ≥ � ��−� − � ��−� , �����(�

�! ����	� "�������� �! � �����%� ���������� �����!�"��� $

��, � + � ��− � ≥ ��, � + � ��− � + � ��−� − � ��−� ≥ ��,� + � ��−� , �����)�

�����	� �"� 
�������&� ��'��
 � "��*�"!�

+��"� � ���	���� ! ������ �� �	�� ���"��!�� 
���!!&
 ��� �� � ,	*-�'�� ��	���� ��#

��!����! �!!���!	��*�"!	
�� ������� ���� � ��	�� ,	*-�' ���	!�� ��� ����� 	,���"��!

��, � ����
�� �	� �.�� / �	���� ��� ������ ��� ���� � ���	���� ! 
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����� �����	
���� �������	���� ���

�������	,�, �, �, �,�, �, ��

� ����		, ��	, 
	, ��	, 
	�← �
,�, 
�
� ��� �← � �� �

� �� ��	, �	← ��	, ��	, ���				 + �� � − ��	, ���				
 ��	, �	← ������	, �	, ��	, �	, ��	 − �, � − �	 + ��� � ← ���	
� ⊲ ����� � �������� ����������� �� ! ��	, �	�� �� ��	 − �, � − �	��� �"# ����"����$�%
& �� ��	, ���			 = �

' ���	 ���		← ���		 − �
( �� � + � < � � ��	, ��	, 
		 + ��� − ��	, 
		 > ��	, �	 + ��� − �	
) ���	 ���		← 

�
 ��	, 
	← �

�� �
�� �� � + � < �

�� ���	 � ← ��*�≤�≤�����{�|��	, ��	, �		 + ����	, �	 − ��	, �		
≤ ��	, �	 + ����	, �	 − �	}

�� �� ��	, ��	, �		 + ����	,�	 − ��	,�		 = ��	, �	 + ����	, �	 − �	
� ���	 ����		, ��	, �	�← ��, ��
�� �
�� � ← ��	,�	
�' �� � < ���		
�( ���	 �← ��	,� + �	 − �
�) �
�� �← � + �
�
 ���		← ���		 + �
�� ��	, ���			← �

�� ��	, ���			← ��*�≤�≤�{�|��	, �	 + ��� − �	 ≤ ��	, ��	, �		 + �� − ��	, �		}

+� �� �#���$� � �,-������������� ��$�,.��% ���.�� ��##� ���� ���� ��#���� � ! -"����
�/�� ����! �� ���$"��� 0������ ��"�"� �"#��1�% 2��.�� 0����#� 3��� � ! ������#� ��#�$��
����� ���� ����4���� � 0������ -� ����� � ! 3�,������ ����"1"�� -������� ����� �"#�$�������
� 0������ �,�,� ������#����� � ! ����"1"�% + ����� ������ �#��������#�$�� � 0������ ��"�"�
-�� � !���� �� % ��$�"� 0��"#�� ��#������� �� ��#����� ��� �� $����/ ���43�/�� ����!#� ��
���$"��� ���43�/ �� �����"��� 1��,���� �.% ��� 5 ! ������� �� � �� ! ������,# ��-"�����1$�
� 0������� ��1. � 0������ 0���� ��#����� �� � ���43�/�% + 0������ ��"�� �  !�� �,00�
���� ��"�! 0���� ��#�.� �� 51 0����-� $�"�% + 0��"#�� ��#���� �/.1"0/� �././�� ���
�"# ����#1��% 6� �� � ����"� �����4#1$�% ��� � !����� �#����� �����4#�� ���.��� ����"0��� �
���43�/� ����"1"��� 51� $����/ �#���� � 0��"#�� ��#������� �� ��#����� ���43�/� � ������#��
����"1"��� �� 51 $����/ �#���� ��.� �� 51 0���� ������#�#����� ���� �� ���$"��� ���43�/% 7 !
���.�� � !�� ���43�/0�� �������� ����!��� ���� 4#$�� �����% + �� ���"00 �.��� ��!�� #���
� 0��"#�� ��#����� �� !�� �� �.�� ���.�� � !�� 3���"#�%

+� �������� �����0�� ���1���� ������/�� 1"#$�� ��% � !����� #��� ��#�.� -������ ��� �
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• 2eljes�l1anc� ��,� = ��3{��,�, � �,�}!
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������ � ������� � = �!���
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$�� � ��������������� ������������ ����������� ����� �� ���� ������� ������ �#		
���������� ��������� ��������� ! ������������ ������	� ������� � ����������
� " �����
������� ��������� ������ ���� � �������� ��������� %� ���������� ���	�����& �� ����
�
��� ��������� ! '(�)�*� ���	� ���������� ������ � 	 ����� �
���������� �������	� �
������������� ������������ ��������������� %��� #���� � �� �����������& �� �����������
"��������� ����� !� ���������� ������������ "����� ������ ������������	�� ��� ������� �
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+� �������� � ���	������ �#		 ����������� �� ���������� ����� �������� � �������������
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 ������� � �#		 ���������� ����
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"��� !� ��� �������� ��� ������� " ������ �������
�� �� � �#	#��� ������ �� "����� %!
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• +� � ��������� �#�#�� �������� �����	��� � �#	��� ��� ����� � �#���� ���
 �������
����� "���� ������ ������ ���� � �����		 ��� ���������� ���������

• 4#		 ������� ���������� ����� � � �#	#��� ��������� ���������� ��������� �������
��	������ ��������

• 5����� ����"������ ���� �� �����.�
� ����������� �� � "�������� ����������
� " ������
��� 67 �� ���� ���	��� ����#��� ����������  ����
�	��
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��	� ���	� ��������
��� " ������ ������� ����� �� ����	���� ����������� ��������



����� ���� �	
	���	� �	������ 	����������� ���

������� ����	�
 ����	� 	����� ���������������

��������� �	

�� ��
�� ����	�� ���	� �� � ���
� ����	 ���	����	� ������������� �� ����

�������� �������� �	
���� ����� � ���������� �� ���������� �� ���	����������	 ����� ���

������� ��������������  �������� �� ��� �� 	�������� !���� ���"�����	# ���	���
�� � ���������

��� �� ��������$� ���	�����% ������� � ��&���	 ����	

�� �����$�� �� ���

� �� "��������

!�# ������ ���"�����	��� ���� ������ � '�"������ �����	����
��� ���������	 ����
�� ���'�

������% &	�� ���� ���������� ( ��������� �������% �	�� �� ���	��� &	���� �� ����	��

����� '��

!��# ������ ��� ���
�� ����	� &��	��$����� �� ������� ���	������� ���������	 ����
�� ���


����&����� ������ ��������$������ (� ����������� ����� �������� ����� ���� �� ���
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�	����� ������������ ( ������
�� �
)
&��	������ �����) �������� ��&�� �� ���
��

� ���
�� �� ��������&��� ����� ����� &	�����
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 ��������$�� ��% ����	� ��� ������ �������� ��������� &������

����� �� ��� �������% &	�� �� ���&�� ����	�� �������	� &	����� �����	�	���� * + ε�����

+,untet�o�m-odser�relat-iv�b,untet�o�t-enye�okkel!�, �, �, ε#

* �������� ��� �� ��
�	� ��
� ������	 �� ���������

 ���� � � = !�,  ,!# ����	�	�� ���"
��

. ��� ∀	 ∈  

/ �� �� 	 ���&�� ����	���

0 ���	 !̂!	#← !!	# · !* + ε#

1 �
�� !̂!	#← !!	#

2 �������� ��� �� ��
�	� ��
� ������	 �� ���������

 ���� � �̂ = !�,  , !̂# ���	�$�	�� ���"
��

3 ����$���� �� �� �� ���	�$��� ������ !!��# &	�����

4 �����	 !��,��# � !!!��#,!!��##
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�
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• ���������		 
� ��	����

• ������������� ��	����

• ����������� ��	����

• �������� ��	����

• ����� ����������� ��	����

����� ����	� ��������� 	 
������� ��������� ����� ��� � = {��, ��, . . . , ��} ����
	��	�� ��� � � � →

R
+ ������������� ��� � � � → R+ ������������� �� 	 
������� �		�����	 �� � ���	�	� 	�� 
���
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"	 �#� ������!�� 	�	
	��	��	�� � ���� 	��� ����
	��	���  ���������� 	������  �������	 ��#

���� �	�� ������$�� ���� �� 	���� ���
∑
#�%��� �������
�� !������ &	'��	��������� ���� �(�)#�

� ∈ � #���

������� � ����� ��	���� ������� ��� �������
��
∑

������ �������
���

����� ����	
�� �	�����  �������!" �	��	� � 	�� �	������	�	� 
������ � �	��� ������ � �	� 

	��	�	�� !��
��������"�� �	��	� # # � → R 	�� $��"� !�%�&� � # � → R≥� �	��� 	�� �	�

�	����$ $��"� !�%�& '(��$�� �� � ��

)���	� ε > $ !� �	��	� *ε 	�� ��������� �	������� �

���
�∈�

'ε�*!,

�!�������%� �
��

'ε�*! #= #�*! + ε · ��*! .

��� ����� ����!���&����� ��	���% %�	� � �(��	�� ��%(�� ���
�∈�

#�*! �!������ �	��� 

����� �	������
���&% *ε �	��������� ��� �

	� +��% � # '(��$��� %	�� �"�������&�%� ���

�"���� 
��� ����	� 	 ∈ � !	 #�	! � 
	��	��	����(% #�	! + ε · ��	!  $	�� *ε � εεε���������

	�

���� 	��
������ $��� εεε��
������������ �	$	��(%� �

,	-�����&% 	�	� %�$(� *∞ �� ���� � %�$	�%	��� �!����� �	��������.

��%���
�∈�

���*!,#�*!! /������������� � �	0�%��!�-%&� ��!!	���	% �	�'	�	���	�1,

��	�� � ��������� ��*! !�%%	� !	��	�%	��%� � �� ���	� �	�������% %����� ��������� #�*!

!�%%	��

)	��	����� &������	�� # �� � �� ������' ����� ����� ( )���������' ���� ���)�*�� ����+

������ ��� )��� �� �������� �������� ����	��# *∗ ������ ���� ���� ε+	������� ��������

������� �$ < ε < ∞! � �#, �! )������������ �����' ,� *∗ �-/ε! 	������� �������� �������

� ��,#! )������������ �����"
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�� 	�� ��������  �
! �� ��� "�	� ��������� ��
����� 	 � "�#$

��!�� �����  	���

	� ��!�� ��
������� ������ 	 ��������� � ������ �����������%

����� ������ ����� ��� 	 
������ ���������� 	 ����� �����	� ����� 	� 	�����	��
∑

������� ����


��	��	���	��  �����!� 	� � ��"�� � ��� #����"� �� ����$#����� ��	�% �� �����!�� ��& 	�����	��#% ��

��������� � � �!����"� 
!��#��&� 	 �$#�����"������� ���������'

�(�) =

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

�(�), *	 � ��&�� ��� 	 �� ����$#����� ���	� ,

+ ��&������ �

�������� ��		���
 ����	���� �������� �� ������ ε ≥ & �����������

'!	��	� ������ ��� ��� 	�(�  �
! ���! ε �	�	���� ������� �	�)��  	����� 	�( 	�����	�*�

��
�������	�% �
!
+
���� ��
 � )�	�����+ �����
�) 	�
�����)��	� ��
�	��� 	��)� 	� ������

��!	� ��
������� 	���!�� �������� ε��	 ��������	%

,
�� �  	��	����	 ��
	�)�� �
!  	����! 	�
�����)��� 	���!�� �
! ������!�	
 ��"��

B ⊆ � ��
��������(� ���(� 	 ���������� �)�	������
���	� �����������  	��	�� ���*� �����

• ������ � ∈ B ������ ������ ��!	� ε ∈ R+ ∪ {∞}�  �
! � ��������� ��
����� 	� ε

�$������ �	�	���� �������-

• ������ ε ∈ R+ ∪ {∞}��� ������ ��!	� � ∈ B �����  �
! � ��������� ��
����� 	� ε

�$������ �	�	���� �������-

• B 	 #���� �� �)�	������

	� ����������� ������  	��	��������� ���$� 	 ��������� �����

�����	� �����������%

�
! ��!	� � ��
������� 	���!�� ��
	���� �
! �$������ �	�	���� ������� ����������

���������	
��������� �����$��% � ���������� 	�
�����)� �$��������������� ��
��������

�	� �
! ��!	�  	��	��� ������ ��
� 	���!�� ������ ε ∈ R+ ∪ {∞}�� ��#�����%

�� �
!�����)�� 	�����*� 	�(��
 ������ 	 B  	��	� ������� ��
�*���� ���������� 	��

�)� ��
 ��ε���, �ε���, . . . , �ε����� 	 �� & = ε�.� < ε�/� < · · · < ε�� = ∞% �� 	�
�����)��	�

������������� �����  �
! ε��� < ε�� + .� ����� �� ������� ��!	� ������ ε, ε��� < ε < ε�� + .��

 �
! ���� 	 �$������ �	�	������ ��� �ε��� ��� �ε��+�� ��� ���������% ���������� ������� 	�

	�
�����)��	� 	�����*�	��	 ���� ��
	���� �
! ��!�� ε��� � �������� ���� �
! ε��$����� ����

����� �ε ��
������% �� 	����� ����)���(� ..% ������ 	 ������0�1 ������(� 	���� ���*��)�

.����  	 �����$��  �
! ��� ������ ��!�� ������ ε%

�� 	�����	��	� ��� 	�( 	 ����)���(�� 	���! �� � ��! ��
��
!��� �� #�)��$��%

��
�����)� �$��������������� ��
������� ��!	� B �����	���	� ��
�	�������	� 	���

�!�� ������ ε ≥ &��	 ��#���� 	 ���������� ���������

���
�∈�

 ε���

	 ��  ε��� = ���� + ε · ����.



����� ���� �	
	���	� �	������ 	����������� ���

�sd�meg��es�fedd�le��, ��

� ��	
���� �� ��� � ������ �
����� 
���
����	��� ������ �� ����������� � ������� ���������
� ��	
���� �� ��� � �∞��� �
����� 
���
����	��� ������ �� ����������� � ������� ���������
� �� ������ = ���∞��
 ���� �� B ← {��}

! E ← �"�
# ����	�← ∅

⊲ �� 
���
����	��� � � � � $%��&������� �� 
��'�� ε��� �(��
	���
) �	
� �� � ← �
* E = �ε���, ε����← �",∞�
+ ����	�,�-← "
�" B ← ���, �∞�
�� ���	� &�� ����� � ∈ {�, �, . . . , � − �} ���� ����	�,�- = ".
�� �� ε← ����ε��+��� − ���ε�����/����ε���� − ���ε��+����
�� ������%�� ��� �(��
	��� �ε 
����'	�� � ε (���
�������
� �� �ε��ε� = �ε��ε���� = �ε��ε��+���
�! ���� ����	�,�-← �
�# �	
� �� B ← ��ε���, . . . , �ε���, �ε, �ε��+��, . . . , �ε����
�) E ← �ε���, . . . , ε���, ε, ε�� + ��, . . . , ε����
�* ����	�← �����	�,�-, . . . ,����	�,�-, ",����	�,� + �-, . . . ,

����	�,� − �-
�+ � ← � + �
�" ����� B,E,����	�

/� �������
� &���� B �%�0��0��� �%��������(��
	��� 
����'	��� �������� ����� �� E
&����� (�'�� ���
	� �	�� �(���������� $�� ������
����.

/ $���� �������
� � �0&������� ����'���	����� ���(�1

��� 2� � ��� ε��(��
	��� 
����'	�� ����� ������� ����� �� = ,ε�, ε�- �����&���
 �ε�, ε� ∈
R ∪ {∞}�� ���� � �(��
	��� 
��'�� ε ∈ �� (���
������� 
	� (���
������ &������ ��

�(��
	���.

��� 3�� �%�0��0��� � �� �′ 
����'	���� �� � ����	�� ������4 ��
 %��� �� �� ��′ �����&����

���� 5��� � �0&������� �	��
 ���� &���
������ $��'���� ����.

∗ �� = ��′ . 6� (������� ����� ���� �� ���� = ���′� �� ���� = ���′�.
∗ �� �� ��′ '���������.
∗ �� ∩ ��′ = {ε}� &����� � 
������ �������� �(������� ������
��. 6� �� ���� ����� 	��

$���� �� �� �� ��′ ���
���'�� �����&���
��.

/� � ���
�� &�������� 
���� 5��� &���� ��� � ∈ � 
������'��� 
����'	� �������.
6���� 5��� &���� ��� �(��
����	�� �����&���
 �����. 7�� �������� �� �������� �0&��������
���� � ,",∞- �����&���
�� $�� �'�� ������� �����&���
����� � �0&������� ���
��	��1
{," = ε�, ε�-, ,ε�, ε�-, . . . , ,ε�, ε�+� = ∞-}. 8��'�� �����&���
�� &�������4�� �%�0��
�0��� � 
����'	����� ��(��� �
����� �(��
	����� �� �����&���
���� 0����� ε���. /�
����� 
����'	�� �� ���������	
 �������������� ��&���%�.

��� /� �������
� 5����� ���� ������� �� �(��
����	�� �����&���
����� � 
������� 
�����
�	���� �� 
��'�� �����&���
�� ���	���� ��� ��(������	�� 
����'	��. /� ����	5�4 
��'��
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�	���� �	������ ��
 ����� ���������  	  !	�	� "����	������ ������	������� �	�� 	�"�

 ≥ #� 	��"� ���
��!$" # − � !	�	� ���
�∈�

���� + ε · ���� �%���� ��"������ ��
"�!	���

�"
� �	�	������� ��
����
����� �� ��
�	����� 	 ������������ ��
"�!��"�	��

�� ε������	��
�� �	����������� �������	����

&��������� '�	� �
� ε�	�����	�%��� ����"���� ��� (�����)� 	 ���!��� �"
� ������ �)��

���$" �	�	������ �	��������� �"
� 	
*
�����$" ��
"��* 	�����	�%� ��
"�!���"� �������  	

	 �)����$" �	�	����� ��� ��'��� 	� "�������� �� 	� 	�����	�%� ��
"�!�� �����
"�	� �	�"��+

�
�����"�� �� �� ��� 	! �	�+!� ���	������ �����$"��
���  	 	 �	�	����� ��� �	
�� 	� 	�����

�	�%� ��
"�!�� �����
"�	� 
���
� ����� & ��
"�� ���	������	� 	� �$����� �	
*
�������* ε��

���	������� ,�� ("
�� ������������ 	 ��������$"� ���"�	�������$" ���!��	��

����� ����	� ������ ���	 
��� ��� ���� ����� �� ������� ������� ��������� ���� ��������������
�������� �� ������� ������� ������ ����� ��������� �������� ��	 �� ��� ��������� ������
������ !�
����� ��������"�� �������� ��� � ��������� ������� ������	 �� ����� �������
����� �� � ������""�� �
��� ��������� ������

#����� �� ����� ������� ��	 ������� �� ������� ������� ���� ������� � ���������""	 � ������ ����
��� �����	 ���� � "������� � ���� ������� ���������� ! ����� ��	 
��� ������ "������� ����������

����������	 
��� � ������"" �� ��������� ������� ����� ������������� �����

$��������	 ������� ���������������� �������� ������� � ��������"" ������� ���"������ ���
%& × %&'�� ������� ���������	 �����(����	 ��)��� � = *�, �,�+ ����"��� !� ���� ��������� �����'
���� ������ ���������� � ,-, ./ �����������"��� $���������� � "�� ��� �����" � � ��"" ������"� ��'
�����	 ��������� ����� �� ���������� 0����� ��� � �� "�������� � �� �����	 
��� ������������
������ . + ε'���	 �� ����������� ��� ��� ε'"������� �������� �������� �ε� '��	 �ε� '���	 � � � 	 �ε�� '��	
ε = -.-%&, -.-&-, . . . , -.1&-'��� 2�� 3- ������� ���� ������	 {	 �, 	 ε� }, {	 �, 	 ε� }, . . . , {	 �, 	 ε�� }'��	
������ ����� �����
�����(�����

!� ���� �*
+ ����� � ���
�

� ������ ������ ������� ����� �
��	 ������ ��� � ��������� ����	
����� �������� �� ������ �� ���� ����������� ������� ���� !� ���� �������� 4�*
+ ����
�
� �������
��� ������ � ���������������� ���
�� ��5

4�*
+ =















λ�*
+ · �*
+5 � ��� ��(��������� ,

�*
+5 . − � ��� ��(���������
,

������� � ����������� ����� ����� ��� � λ�*
+ ������ ������� � ��������� �������� ������	 �������
������������ �������� �� �� ,., �/ �����������"��� ! - ≤ � ≤ . ���������� ���� �����	
��������	 �
� ≥ . ���������� ���� ���� �	���������� ���������

6���� {	 �, 	 ε� } ����� ����������� � 4�*	 �+ �� 4�*	 ε� + ���������� ���������� !����	 
��� ��"'
"�� ���������� ����� ��������	 
��� ��� ���������� ��
���������� ��� ��� 
������	 �������� �� ����""�
�������� �� 	 � ��������� ������� ��������� ���� 
���������

φε� =
���{ 4�*	 �+, 4�*	 ε� +}

4�*	 �+
*� = ., . . . , 3-+.

$���������� � φε� ��������� .--	--- ���������������� �������� %&×%&'�� ��)��� ������	 �
�� � 
�"�
��� ��(������ � = -.. ����	 � 
�"���������� ���� � = 7� ! .8�3� �"��� � φε� ������� �������� ���
�����
ε� = -.-%&, ε� = -.-&-, . . . , ε�� = -.1&-'���

!���� �� � .8�3� �"��� �� ���
�� 	 � ������� ����� φε ���
�� ��������� ��������� ε'�� ������
0� ��� �������	 
��� φε �������� )������	 ��� ��������� �������� ε'��� 0""�� � ����"�� ε∗ ≈ -..1&
�� ��������� "������� ����������



����� ���� �	
	���	� �	������ 	����������� ���

εεεε

����� ����� φε� ������� ε� = �.��	, ε� = �.�	�, . . . , ε�� = �.
	���� �	 × �	�� ������

������� ��	
���� ��� �	 ����������� ���� �� ��������	 �����
�� ε∗ � �����
�� �
��
�� ���

���
	
�� �	����� ��
����� ε∗ ≈  .! ���� " × "��	 ���	����� ε∗ ≈  .#$" %" × %"��	 ���	����� 
	

ε∗ ≈  . !" #  × #  ��	 ���	 ���&�����'

� ���������� 	�
������ 	����������� ���������
��

����������� ���	�
 ��� �������� �� ������ ε��������� �������� ��������� ������������


��� ���� ������� ����
 � ���������� ������������ ������������� ����������	� 

!� ε �������� ������� "�������� ������������� ���� �ε ������������ ��#���
 ����

�����

• � ���"������ � �������� ����� ������� �	��� ���� ������ ����������� $� ��������

���� �������� ��������� ����� ���������%


• �� ������� � ���"������ ������� �	��� ���� ��������� �����
 ��� ���#������� �

�������� ������� ������������ ��������&

! "���� ����������� � ���������� ����� ������ �� #�������&

����� ������ �	��	� �  � → R 	�� ����� �� �! "#�����$ �  � → R+ �	�%� 	�� ��&%���

����� �� �! "#����� �& �'�� �	��	� �ε � ����� �	(��)%��� �	�"	�	���	� �	(�%���� �%��	�

ε ∈ R+'��� �  �� �  ��	� 	&�� ��� ������� %��&�

�� �$�ε% ��	��� ������� )��  	��� ε'�� �&�	�

�� �$�ε% ��	��� ������� ���	 ��� ε'�� �&�	�

*� + �$�ε% − �$�ε%  #������ ��	��� ������� ���	 ��� ε'�� �&�	�

�� �$�ε% + ε · �$�ε% ��	��� ������� ���	 ��� ε'�� �&�	�

����������� '���� δ �� ε ��� ������������ ��� ������� ���	� ����
 �������� ( ≤ δ < ε&



��� ��� �����	
�� �����������

�δ �� �ε ������	
��
� ��
�
�� � ���������� ����������������� ������������

�. ε < ∞ ������

���ε� + ε · ���ε� ≤ ���δ� + ε · ���δ� , ������

���ε� + δ · ���ε� ≥ ���δ� + δ · ���δ� . ������

������ � �	����� ������ ��� � ����������� ��!�"�#

�ε − δ� · ���ε� ≤ �ε − δ� · ���δ� | # �ε − δ� > $

⇔ ���ε� ≤ ���δ� . ����%�

ε = ∞ ������ ����%� � ��������������� ����������� ��������	� � �∞ ������	
��
��

�. &���"� �	 ����%� �� ������ ��� '�����(���� δ ���) ����( � ����������� ��!�"�#

���ε� ≥ ���δ� . ������

%. &���"� �	 ����%� �� ������ ���) ����( � ����������� ��!�"�#

���ε� − ���ε� ≥ ���δ� − ���δ� .

�. ������ ��� �� ε > δ ≥ $ ��������������� *��+������������ �

���δ� + δ · ���δ� ≤ ���ε� + δ · ���ε� ≤ ���ε� + ε · ���ε�

⇒ ���ε� + ε · ���ε� ≥ ���δ� + δ · ���δ� ����,�

����������������� ��!�"��

���� �����	��
� ������� ����������� ���	���� �� ε ��	����� �����������

-� ���� ��� ��� � � '������� �� ����	 ����(����� '���������(� ��� ����������) ����(

�����'��+���"� � ������� '
����(� �����( ���'�� "���) ��������� ε� < · · · < ε� !�(� 

'���(����� ������� �� � � �� .� ��� ��!��� '��������� (���(� � ε� , � ε� , . . . , � ε� � /���� �

'
����(��� �� � ���� +��(����) +��� ���� �� �(����	 � � '���������� �� �� ����� ����(�����

'������������ � ����� (����(� ��� +����� �� ε� �(��������) �� ��� ��������� ����(�����

'������� ����� (����(� �	����� +������ /��(� �� � ε� �� � ε �
������ +�����
 	� ��+�� ����� 

���� � (� �� � (� �� �� ���

/�� ����(��+�����) +� � ������� '
����(� ���������� �����'���"� "�����((� �� ε (��

0terat1iv b2untet�o m1odser��, �, , ε�

� ����"� '�� �� �(����	 '	����� !(���'�� �� ��(����� '�� �� �!�	'��	� � � '��������

� ����	���"� � �����← ε · ��� ∩ � �� ������� *��������

% ����"� '�� � '
�������� '	����� + ε · ����� !(���'�� �� ��(����� '�� �� � � '��������

� ��� �← � �� 

, �� � ����← ε · ��� ∩ � �� + ε · ��� ∩ � �� + · · · + ε · ��� ∩ � �−��

3 ����"� '�� � '
�������� '	����� + ε · � ���� !(���'�� ��

��(����� '�� �� � � '��������

4 �����	 �� �, � �, . . . , � ��

.� ,� ��!��� � ���������� ����������� 	� +����������+�����#
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	���	� �	������ 	����������� ���

�∗ �� � ����← ε · ��� ∩ �� � ∪ � � ∪ · · · ∪ � �−���

�� ���	
 ������ ��� � � ����� � �, � �, . . . � �−� ���
���� ����� ����� ����
�� ���
�����

����� �·ε �����	
��� ������� � ���
��� ������ ��∗� �� � �, � �, . . . 
� � �−� ���
����
� �����

�������� ������ ����
�� ���
��������� ��������� � ���!��"������� ������� � ���#��$��������

�������� � ��� ���� ������ #����	
� ������ � ����������� ���
�� !�
������� ��
�� ���
�

�� �, � � �� � �� ���
���� ����� �� ��� ����
��� ��������� #
�� �������� ��
���

����� ����	� ������ ��	
� � ���� ����� ������� � = ��, �� ������� �� ε = �. ��������  ���	
�����

!���������� ��������� ����	 	����"���� �� � #���� � #�� !������ ����$!�"��� %� ��& �	������ ������

�'& 
� � �$!������� (�%(����� 
�����) � # � # � # � # 	 #� � *� � �� 
������ ������� 	���������+� .#

"��& 
� 	����",+� � �� ��� ����$!�"��� %�  ����
	��& ����� � �� %�!������ �� ,+�& �	��� � �$!�������

(�%(����� 	��� ���������) � # � # 
 # 	 # � �

*� �� �-� �
 
���� 	���"��� 	�"����� �$!��,��& ����� �� ��,��& ��,��& ��, 	�& ��, 
� 
� �
, 	�


��� �������� ���� . �������� �
������!�� 	���������+��� �� �� , �� 
� �	, � � 
����� .�#!�� ���� 	��#

�������+�� �"+ �� ������
��� �� ��� 	�"�� �� ��� � ��	���� 	����"�� �� ����& �	� �� � # � # � # �

(�%(����� 	��� ����������

������� ���	
��� ��������
� � ����	�� �����	�

%�� ������ ���& �
�� � ����������� ���
�� !�
�����& ���
��� �
� ��� �������� !�
��

�����
�& ������� !�
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������ �� ���
������� � ������� !�
����
��� ���$�������� ���

�����$� ���
����
� �� ������
������� '�	
���� �� ������� ����������� ���
�� !�
�������

� ���# � �� � ������� !�
����
�����

� �����	
���� �	���� �������� �
����
� ���������� �����������	�

(����� ��� � = ��, �� ����$�
�� ���)
�& �� ��� � * � → R+ )�������& ������� � ���)

���� ������ ��� �
�������
� ������ +���� � �� � � ���) ��� ���������������� !
�#��

,����� � ����������� �������	 ���
�� ���	
� ����-

,��� 	 = ��, �� ∈ � ���� ��������� ���  � ����
����  ���� . ������� ���� ��!�� ��

�� 	 �� ����� � ����������� ���
����& �������� !���� /��� %����#�� � ��� = { � ∈ � * ��, �� ∈

�} ⊆ ����� �� � "��"��� ����������	
 "��"�
� ��������& !��� = { � ∈ � * � �, �� ∈ �} ⊆ ��

��� !���� �� � "��"�
� �����	
�	
 "��"�
� ��������� �� "!�����	
������ ������� !�
���� �

��������	
��!!� )
������������*

��
∑

�∈�

��	� ·  �

)������& �
��
∑

�∈� ���

 ��, �� −
∑

�∈����

 � �,�� = . ����	
 )������� �� � ����	
!
��� �
���
���&

∑

�∈� ���

 ��, �� −
∑

�∈����

 � �,�� = −. ����	
 )������� � � ���!
��� �
���
���&

∑

�∈� ���

 ��, �� −
∑

�∈����

 � �,�� = / ���� �
����� � ∈ �\{�, �}!
���

0��"��
ff�)��������� � ����	
 !
�
���

/ ≤  � ≤ . ���� 	 ∈ ���� .
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"�� ���
�
���� ���� �� � ����	���� ��� ���	����# $�� �� �� 
��������� ������ ��

���	� ������ �	� 
��� ����� �	 ��������#������� ������� %� ����� ��� ����
���� �����

��	��� ������ ������� ��� ���&� ��� ���� �� ������������−	 ������	 ��������� 
� ����

��������	 �������	�� ������� ���� �� > ' ������ ������� (���� �� �� = (��� ����������

���� ��� ���	����# $�
����� ���� ������ �����

����� ����	� ������ � �	
	 ���� ������� �����
 � ���������� ������� ���������� ������ ������

� �������� � ������� �� � ��� ������!� �� ��������� �������� "������ # �������� �����$% � ���

������!����� �� ��� "������ ��� ��� ���$


���"�� � + �� � + ��� + ��� + ��� $ · � + ��� · �.� + ��� · �.&

�������% ���� �� � + �� � = �,

��� + ��� = � ,

�� � − ��� = ',

�� � − ��� − ��� = ' ,

��� + ��� − ��� = ',

��� − ��� = ' ,

' ≤ �� �, �� �, ��� , ��� , ���, ��� , ��� ≤ � .

�� �������� ������� � �� � = ��� = ��� = �
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� ������ ������ ��� ���	���� ������� � ��� ������ ����

�� ���������� �����&#� ��� � ��������� � ������	 ����������	���� ������������&���

������� �� �������)
 $�
����� ����	 ��� ������ �����

*��� � = +�, �, ∈ � ���� ��
����-� ��� 
�������� ���� �	 ����� .� �� � �� ������

$�
����� ��	��� ����� �� �	 �� �	 ( ������� ��� ����� .� �� � �� �	�� ��� $�
����� ��	���

����� �� ������ ( ��	�� �� ������ ����� '�  ������� ��� ��� ��� �� ' ������� ���� ε > '

��� �-����� ���������� �������� � ������ $�
����� 	�������� ������ �-���&-��

� ������ /�������� 
�����
�� � ��
������������ �������������&#� �� ������������ ����

���	 ����������	� ���������0
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��� � ��, �� �=
∑

�∈�

��	� · �� + �� + ε� · ��	� · ��

�	
��	� ����
∑

�∈� ���

���, �� + ���, �� −
∑

�∈����

�� �,�� + �� �,�� = � �	
���	
 �� � �	���������� ����������

∑

�∈� ���

���, �� + ���, �� −
∑

�∈����

�� �,�� + �� �,�� = −� �	
���	
 � � �������� ����������

∑

�∈� ���

���, �� + ���, �� −
∑

�∈����

�� �,�� + �� �,�� = � �������ff��	
���	
	�

����	� �� !!� ������ � ∈ �\{�, �}

� ≤ ��, �� ≤ � ����	� 	 ∈ ���	 .

����� ����	� ��������� ��	
� � ��� ����� ��������� ������� � �
� ���������� ������� �����
	���� ����

���� �������� ������	����� ���� �� 	��� ��� ��!������
� ����
���� ������	�� "	�� �� #��#������� ��!��$%


� & · ' = � ��!����������
� �����

	�� "�� � + �� � + ��� + ��� + ��� $ · � + ��� · �.� + ��� · �.&

+
[

"�� � + �� � + ��� + ��� + ��� $ · � + ��� · �.� + ��� · �.&
]

· "� + ε$

����
��% ���! �� � + �� � + �� � + �� � = &,

��� + ��� + ��� + ��� = & ,

�� � + �� � − ��� − ��� = (,

�� � + �� � − ��� − ��� − ��� − ��� = ( ,

��� + ��� + ��� + ��� − ��� − ��� = (,

��� + ��� − ��� − ��� = ( ,

( ≤ �� �, �� �, ��� , ��� , ���, ��� , ��� , �� �, �� �, ��� , ��� , ���, ��� , ��� ≤ � .

" 
��	 ��# ��������� #� �	
������ $�� ���	
�	��	�%&�� ���� 	�� ����� 
�# �'
�#���(

 ���
 #� ���!
�� �) *	 ��
 �� �%�� � ����#�
�� � 
��	 ��# ��������� #� �	
����� �# � �'�'��

� ���!
��� �'�'��� ���� �	�	#�&�� �	

 ��� $����
�� ��!��
 ��!	+

����� ������ �� �� � 	
����
�� ��!	�"�� #"��"������� �	�����!�$ %�! �#������� �	�������&

�$$�" %�! ����! ��, �� �#������� �	������� ��& ��	���$ � $�%	�$	��� �'��(��!����$$�� "	!)

�	�$	��$�

��	�!	$ ����! ��, ��, �� ⊆ � ����('!$� 
������$& ��	��	$"	

�	
 �� ∩ �� = ∅& �� ∩ �� = ∅ � �� ∩ �� = ∅&

�		
 �� = �& �� = � ��!�	! 	 ∈ �� ∪ ��&

�			
 �� = �& �� = � ��!�	! 	 ∈ ��&

�	�
 �� = �& �� = � ��!�	! 	 � �� ∪ �� ∪ ���

��
 �� ∪ �� 	��  � �)���� �)�	 %	�	��� '��� "	#"	�	!���& �� ∪ �� 	��  � �)���� �)�	 %	�	��� '���

��"����� �� #	��� ���! �	$ 
������& ��	��	$ ��!�$� *�%�!����! ��	"	#	�!	$�
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���� ��� ������ ����� ���,��� � ������� ��� ������ !��� ����� �"�, "��	��� ����

#�"�� + #�"�� + ε · #�"� ∩ "�� ≤#���� + #���� + ε · #��� ∩ ���,

���$�� ���,��� �����.
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� ��%�� � ������ ��������

����� �������& �'������ ����������
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• �� �(, �� ����������	 � 	����� #�"#�&������ � ����� #�"#�&����� ������� "���������	 �
���������� � ����'�� ������� ��� ����������� � ()�*� ����� ) +���� * +�� 	� "������ &���
�� �������,�
����	 ��−�−�−
, �−$− + −��+� � ��−�− + −�, �−$−�−
�+�� ����	�
&�� ��������� �&������� � ()�)� ���� ��������� -�� � ���
���������	 	��� �����������
	'����	 ��� ������� ����&����	 ���&����

• � �������� ������� � �� ./+�������� ������� ��������� 	��'��'��� ���������	
�� ��+
���� � �������� ������� 	��������� �� �������� ������� ��������� � ��� ����������
��������,���� �� ./+�������� ������� 	� ����	 ����
��� ��������� ������ 	� ���+
���	 	'�'�� 	�#�� �� ������� � ()�)� ����� ���
����	 
��� �� � &�� ��� ����������
����������� � ������� ���������� �� ����� �� ) +���� * +�� ������� ����'������ "������
"� = ) 0,0-0*  �������	 
����� 1� ������ ε > 2.(+�� �� ε ������� �������� �����+
��� "� = ) 0.0-0* � � �"�, "�� "������ &�� '���
����� 3.( � 	'�'� ���	����	 
�����
(.2� ε > 2.4+�� ������� �� ./+�������� ������� � �"�, "�� = �) 0.0-0*, ) 0,0/0* �
"�������	�� ���,��� ���� ������	 '��� 
����� 3.1 � 	'�'� ���	�����	 
����� &���� 2�
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������ �����  ����� �����������'�� "������ ���	������ �� ��������  > 4+�� 
�
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�
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∑

�∈�

�−�∑

�=�

�! + � · ε · ��	 · � �
�

�	��

��� � ���, . . . , ��−� �=
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�∈�
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�! + ε � · ��	 · � �
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• "� #$ %������ �&����� ��� '�	� 	 ���������%% (����	� ���%�����	 ��������
 )��	���
���*��	���� 	�� %��������+ �������� �����	������	� �������	�& ���%�����	
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�� ε� = 1.111, ε� = 1.1"-, . . . , ε�� = 1.5-1 �����
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3 	
������ ����� φε ������ 	�������
 �	��� ��# ���	������ �� ε ����
���� ����
����
 ����
! ��

��� �
�
���( ��� φε 
������� �����
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����� ���
���� ε'��! ���
� � �������� ε∗ ≈ 1.�5- ��
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��� ����	��
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����� ����� φε� �� ε� = �, ε� = �.���, . . . , ε�� = �.��� ��	�
�
�� �� × ���� �������

����������� 	

 ���� � 	���������� ���������������� ��������� �� � ���������� ��

���������� ������ ������� ������� �� �������� � ������� ������� �����  �������! �����

���"� ������� ������ #�������� ���������� ��������� ���! $��� $��� �"�%��%��� �������

�������� ��������

������� &���� ��� ���������� � ��� �������� �"�%��%��� �������� �����������������

'�����(��� %���� � ������ ������! �� ���� �������������

������� ������������� �� ����"���%� �������� ���
∑
�(���# ������������

������� )�����(��� �� � *+,� ������� ����$�� ������������� -����� ���(���

������� '����� ��� �� � �.�/ �"���� -"������ ����(� �"���� �����! ��� ������� � 01�	�

��������2

������� )�����(��� �� � *,0� ������� ����� .0/ �� .	/ ��������������

�����	� &���������� �� osd meg 3es fedd le ��������� � 01�	 ����� ��$�� ����%������

#����� ���������� � ����������� �� � ��������� 4����� �.�/ �� �� $����� ������ ����!

�.�/ ����� ������ ������ �� ������! ������� $����������� ���$�� .� � � � � � � � � � �

#�����/ �� �� $�����! � %��� ���� ����� �.�/ = 
� 5����� ��� #������� �������� �"����

����� �������� ���� ���� ������������ $��������! ������� �%�%��� �������

�����
� 6�����"�� ����� ε > 
 �"���� �������� � *,*� ������� ����� 01�7� ��������! $���

 = 8��� �� � ��(� ����� ������� .� ���������� *� ����/ $���� �"�%��%��� #������ $�����

����! � ������� ������� .� ���������� *∗ ����/ ������  ��� �����

����� ����		
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5�� ��$��� ������ ��"��! �$�� ��� �������� ���� � ����(���� ���� ������� ���������

���%��� �%�"� ����������� ����� � ���������� ���� -���� ���� ������ �� ���� �%�"�!
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��� ����� ���	
������	 ���	� ������ ���������	��� � 	
�������� ����
� �����
�� ��� �����

������ �	 	
���� �
 ��	�� ����������� ��
��� ��������	�� �������� ��� � �������	��������

������� �
 ����� ������ ��������� � ����������! "����	
���	�� ��� ����� ������� 	���� �

��
���� �������� ������� #	�� ����
���	� ���� ��
������ �������	��� ���������� �
 �������

����	� ��� ���������� �	 �
�� ��� ��		
� ������ � ��������	 �������	���!

$�

%�� ��� ������! &
 �������� �������	 ����	
���	� ����	������ �������
��� ����	�	�

����
� �	 ������ ����	��� ���
���	�� ������ � ����	�	 ����	��� ���������! "���%� ��� '���

� ��������� �� �������	�� ����	�	� ��� ����������� � = ��, � ����! (����� � ) � →

R � ��*�����
������ %������� �� ����� � � �
�� #	+#	���������� '����
�� ������� �

�����	���� ������ � ����������!

,-�-�-�-�---��, �  

. /��← � ����� 

0 � ← .

1 ����� � < ∞

2 �� '�����

�� ��� � 3�*� ��*������ ����

4 �� 3�*� > /��

5 	��
 /��←3�*�
6 � ← � + .

3����� ��������������� �
 ����� �������	 ������� �������	 �/�� ������� ��� � �����

�����! &
 �������� ��������� ����������� ��������'���� � ���������!

&
 �������� �������	 ��� #	�� � 	
�������� �	 ����� ���#	��'���	���� �������
� ���%�

��� 	
����� ������	� '���� ��� 	
���	 �������
�	� � �����	�� ��������
��� 	
�����	�����

�	! 7� ����� ���� � �%�����
�� ������� ������ ���� ����	�	! & ���	���	������ � ����������

���
����� ���� ��� ��������
�	��� 28 ����	 �����������! 9�� �
 �������� �������	 ���#	����		��+

�	
��
 ������ '��� ����������� �
 �����	+��� �
 ������'�	
����	 �	 �
 �������� ����	�	

��
���!

��� ��	�� ������� ����� ���	
������	 ���	� ������ ���������	���� ��� '����	
���� �	�

������ �������
�	�! (����� � ) � → R ���������� ��������� %������� �	 ����		%� �

���� %�������������� ��������
�� ��������! (����� � ��� ����	
����	�� ����+ '����	
�

����� ����� ��� �������	�������� �� ��� ���� �
 ��, �  ��*�����
���	� ����������! � ��'��

������� ���������� ������	 ����	�	� ���� ��	 �������	 ���	
���� ������� ������	! ��� ������

��
'����� +��� �	 +���� �����	��� %������� ����������� �	 ������ �
 ����� ������ �������

�������	� �������� �� �����������!

& ���	
������	 ���	� ������ ���������	�� '������� �������
�	� ���%���� � 3���� :����

	
�����#���� ������� � 3���� :���� �������#��! ��� 	������	 �����
�����	 ������ ���'������


��� 	
��+ ���! .888 �������� ���� ������� ��������� �	 �
�� ������� ���� ��� �
 �������

�
 ���������! &
����� ��� � ����� ��
���� ����� ������� �.� 0� 1 ���� ����� ���� ������

.8��	� 48��	 ����� ���� ��'������� ���������
�	� ���� �������
���� '��� ������ ��������

���'��� � ���	�� ��������� �������� '��� ����� ������� �
 �		
�	 ����	 �����'����	����! &

������#������ �	 � ������ ������� �������	������ � �����������	� ������� ������#��� 	
���

������ ���� �������
���� '��� ����� � ��������� ������	 ����������� � 3���� :���� ������	

���	��!



��� ��� �����	
�� �����������

�� ����� �� ��	�
���� ��������������� ������������ ������������� � ����������� ���
�	�� ������ ����������� �� �� ���	��� ��������� ������������� ������ ������  �� �
��	�
�	��� ����� ����� �� ����� �	� ������� ��� �� ����� �����
� ���� �� ��������� �����	��
����������!

������� ���	
���� 	������� �� �	�	
��� �	
�	���

� 
������� ��
�������� ����� ������� ������������ ������� � ����������� ���	�������
�	��� �� � ����������� ������	� ���������! "������ �����	�  ������ �����	��� ����
�����	#���	��� �����������! � �������� ������������� ������ ���������	� ����� ���
�� ��������� �������	���� ���������� �  ����	���� ���������	�	� #������ ����!

�� ��������� �������� ����� ����$#��� ���������� ����� ������ �������������� ���
����! �� ��������
� ����$#�� ���	� � ��� ����	�� �	����� �� �� ��� ���� ������ �� ����	���
�����	#������ ������� �$����� �� �������� %���	#�����& ��������	��� �� $� ����	#���
���	� �������! '� �� ��������
� ����$#����� � ��� ����	�� �	����� � #�������� ���������
�� ����� ���� ������� ���
� ������� ��� � ������� �����������!

�� ����� ����������� ���� � ���������� ��
������� ���������������	� %��������� � ����
�������� ����������&� �� ��������
� ����$#����� �� ���#�	��� ����	�	�� �� $��������� 
�	
������� ���������  ����	��	�! � ������
� �������� ���	� �� ����	��� ����	#�� ������ ���
���	�	� ���������� �	� ����� � ����������! (�� ��

)
������) ����� 	����	��� �� * �� +, �������

��	��� ���� �������! -��������� � ���������������	� ����	��� � �� � ��� ����	�� ���	�
����� ���� � �����
���� ������������ ���������� ��
� ��������	�� �� ��������! � ��� ����	��
������	��� �� ����	��� ����������� �� ������� ����������	���� �������� ���� ������� � ���
������ ������� ����! �� ������ ����� �����	� ������� ����� �� � ����������� � ����� $����
���	��� ����	�����! � �������� ���� ������� ��� ��
 � ��� ����	�� �� ���� �������
�� �����������! � ������
� ����������� �	������ ����� ��	�	�� ���	�  � ���������  ���
���� �� ������ �� �� ���� ��������� �������� �����	���� �� �� 	�� ����	#�� �����
������ ��� ���������� ���������!

������� ������� ���	�� 
������	�

.�	��� �������� ������������� �� 
� ��� ��������� ��	��
�	�	� ������! /� �� ����� �����
���� ������ �� �����	������ ��  �����	� 	��
���� ����  ���������	� �������� ��������	�
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������� 6�0�� ��� ��	� �	
	��� ������ �������	�
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	�� �������� ���������������
 �� �� � ���� ����� ������� ��	 ����� �	 ������
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'ug(ar)els#o)mets(espont���,�� 

* 	 ← 	��� ⊲ +	���������� � ��� ���	��
��� ���������

, ��� ��	��	 � ������"���

- �� 	� ←'ug(ar)fel.ulet)mets(espont���,�� ⊲ /������� �� 	�	� �������	��

0 �� 1 ≤ 	� < 	 ⊲ !� 2� �������	� ���������)�3

4 ���	 	 ← 	� ⊲ ! ������������ ����� "��������������

5 ��������� ← � ⊲ ! ����������� ������� ������"��

6 �� 	 < 	��� ���	 ⊲ 7��� ��
������	 �������	�3

8 ���	 ��← �� + �� · 	 ⊲ ! �������	� ���
� � "��� ��
�	�����#���

9 ���
�	 	, ��, ���������
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���������� $�%&�$" ���� �������#!� ��� �������$' ����������# &����$	

�� · (� ·� · �� ) + � · (� ·� · �� + � ·� · �� ) + (� ·� · �� ) =  ,

���� � = 
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�# �� = ��(�, �) %���������� ������� �� � ����� ����#��%���&�� '�� $�������&�$ ���" ����

��-��#*� �# ���������� �, �, � %���������$�� ������&�$ �#

��(�, �) = �� + � · ��

�����!����#��" ����������� �������������#���" ��&� �����-���##�$" ���� � $�%��� � %�#�� !��"

�� �# �, � %���������$ !������ � ����������� %����������������� �����&���� !����$���

� ����������� �������������#�� ��*$��� ��������� ������$�� ����#���$$�� ��� ����&�$

��-�" !��� � ��������$�� ������#*�����!�� $*#�� �&�$" ��&� �#� %�����&�$ ��� � ��������
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� ����#�����# ��-��#*� ��-���� �&�$ � ����� �� �# ��" �� �� �� +�'+�' ������#*�

� $&���$ ����#��%���&��" ��&� ���*��&�$" ���� � ����#��%��� � ������#*�*� ����� !����� �

������#*� � $&���$ ������!�$���� �
 = (�� − ��) × (�� − ��)" ��� ����!�$���� %���� ��" ����� �

� $ �� %���&�� $����� ��$ � $*!��$�#-� ����������	

�
 · (�� − ��) =  . (�/�0/)

� ����� �� � � $ $*#*� %���&�� ���$�%���&�$" �� � ����� ���������� ((�/�0�) ��������)

����������� �&�$ � � $ ����������� ((�/�0/) ��������)" ��&� � $����$�#-� ���������� �������

&�$ �# ���������� � %����������� ,� � $�%��� �∗ ����$ %�#�� !" �$$�� !���#���������� �&�$ �

����� �����������" �� !��#��� ����� !" �$$�� � ����#��%��� � ����� $�#�-�%���&� �*�*�� ���

���#$���$ ��"  �� ��� ��!������ � � $ ����#��� ���� �#� $��� �����-���#���$" ���� � $�%��� ��

%��� !�&�� � ������#*�*� $ !�� !��� ����� �����#$���$�� ��� � ��������#�� ���*�������# �

�/����� %��� ������������ ���#������&�$ ����
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��������$�� ������& �� ������� �������	 ������� ������� ����#�� ���������� ���������##
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���� $��������� �� �������	$��� ���� �##�� � ���'���� ����#�� � �������� � ��
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���	� ���"�����"� ��������%�� ��& ��� ���� ������� �� ���� ≤ � ≤ ���� ������
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� ��� ��	�����	 �"��� � ����##�� � 	����#� �"	���%� #�������� � ���� ��
�� � �������� ������

���$�& +��"�$�� � #������ ���	��	�����	�� 	������� � ��������� 	������& � ���	 ���� � ,	��, 	��-

��	�����#�� ��	�.���
�� �� ��	���� #����$�#��& /������� � ������� �� � �� ��	����	� �� ���

������� �	�� ����	�������� ������& � ���	 �� ����	�������� ��������#�� ���� �� ����

#����$�#��& 0� � ������� 	�� ��	�����	� �������� ����	 �� ���� � ��������'�. �"�"�� ����

��� ���'� �����������& 0� '��� � 	�� �������� ����	 � ���	 � 
�#�� #����$�#%�� ��
��� � ����

�������� ��
�� � 	�� �	������ �"�������� #�& 1���� �� 	�� �� �������� ����	 � ���	 �����	%��

����� � 
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�� � 	�� �	������&

� ���������� ������������� ���� � 2���� 3 4����	���
 ���������. ����	�����
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�� ����������& � #�������. ��	�� ���

������	%� ������	�$� �#$������ ��������� �"�# ���� ����� ����� ������� #���������##

�#$������� ���$�� ������#�� ��	������& � ���	�"����� ��	� ��%���"	 � #�������. ��	����

�	.#�$�� � ���		�� ����������& 0� ���'� ������������ ����	 ������ � #�������� �#$���

�
���� = � ��������� �	
��� ������� ������ ���������
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� ������� �	����� ����� ������ �	 �����������

� ��� ����������
� �	 ���������� �	������ �������� ������� � ��� ��
���� � �����!

���� ������� �������	��� ��� �	 ���������� �������� �� �������� � ������� ��� ���"��������
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� ��������� ������� �	��� ������#����� �� �	���� �� �	����	������� �	�	 � ������ ��!

����� �������� �	����� ������ ��������� �������� ���	�� $���� � ����������
� ����

� ��������� ������� �����  �%���� ������#���� ������ ��� ��� �	��������� ������ � ���� �������!
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������ � ���� ���������������
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�����
������� 
����� ��/�����/��, ������� ��/�� ��������� �������
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� ��	
���� �� � �	�� 
���
	��� ����	� �����, ����, ����� �� ����� 
������� ���, ��, ���

� ��� 
����� � ����	��

� �� � ����� ������
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� ��� 
����� � ������
�� ⊲ � ����	�� � ! ������
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# �� �� � � ����� �� �� � ������
 ��$$��� �!%
	��� � !

& ���	 � � ����� ������
����	�	'�� '���	���� �� � ������
��

� �!	��()���� *	���	��� � �!	� 	���� 
������� ����	��� � ����+�,���� � )�� �	)���	!�

������������ �	��!���� 
�!" -!% ����	�	� ���� ���� ������
���� ���� ���������. �
��%���

��� )�� �(�(� ����� �� ����� ����	)��. ����. �
��%���� �� ��+�*�����!��	� ���	� � ����	���

��!�����	����" /	������. '� �!% ����	��� �� (����� ��� ������ ������
 ���������� �	�


�!���	��� � ��!�(������� 
������,�����. �� �� *����'����� � �!	� �()������. 
��� � �(���

����	��� ������!���� ��+�*���� 
������,��� �������� � 
�!���	�� 
������,����� 
(!(��

)��" � ����	�� � ! ������
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������� �	� ��� �� �����+������ ����. '�!% � 
������,���

�� � ����	��� )����. 
��� ���� ��%�� 
������,������� ������'����� ��. '�!% � ��)	��� ����	�
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���������� �������'���� 
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�
�! ����� 
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������� ����	��� 
�!%��� )�!�!" �� ���+� �����

�,�,� ����1�� � �!	� �� ����+�,����	� �. �� ������
���� ��*�!��� �	�� �����, ����, �����

�����,����	� � �� � ����	� ���, ��, ��� 
�������+�� ��	
��'�� � ��2

�ab�alyos�r�acs�tartalma�o�cella����

� � ← -g�esr�es���� − �����/���

� � ← -g�esr�es���� − �����/���

� � ← -g�esr�es���� − �����/���

� ���
�	 �,�,�

-� �� ��!����
� *����������. '�!% � �!	� ����+�,����� �� � �	�� 	���� ��*����� �����
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�ab�alyos�r�acs�sug�arparam�eter�kedeti��ert�ek���,��, �,�,��

� �� �� > �

� ���� �� ← ����� + �� + �� · �� − ���/��
	 ���� �� �� < �


 ���� �� ← ����� + � · �� − ���/��
� ���� �� ← ���� ⊲ � ��������� ��������

� �� �� > �

� ���� �� ← ����� + �� + �� · �� − ���/��
� ���� �� �� < �

� ���� �� ← ����� + � · �� − ���/��
�� ���� �� ← ����

�� �� �� > �

�� ���� �� ← ����� + �� + �� · �� − ���/��
�	 ���� �� �� < �

�
 ���� �� ← ����� + � · �� − ���/��
�� ���� �� ← ����

�� 	��
	� ��, ��, ��

� ������� !� "�� �,�,� #�$�%�#� �!��&�' (� � ��, ��, �� �)��*+�*�,(��*���� ��*�����*�'

�-�*��.

�ab�alyos�r�acs�k/ovetke!o�cella��,�,�, ��, ��, ���

� �� �� = ,#����, ��, ��� ⊲ � ������� !� ,��� (� � � ������*� ,�*!����� �&����

� ���� � ← � + ������� ⊲ � ������ � �!�-� ��#��),� 01���(���

	 �� ← �� + ��/|��|


 ���� �� �� = ,#����, ��, ��� ⊲ � ������� !� ,��� (� � � ������*� ,�*!����� �&����

� ���� � ← � + �������

� �� ← �� + ��/|��|

� ���� �� �� = ,#����, ��, ��� ⊲ � ������� !� ,��� (� � � ������*� ,�*!����� �&����

� ���� � ← � + �������

� �� ← �� + ��/|��|

� ������� !����� ��� ��-�� �)��*�����(�# ���*#�,)�� ,)���)�� ��2 �,�� � �!�0��

$��� �� ��*�� �!��&���� � ������ *�"� �$����*)��3*� 0�4�� ������� ������� �)��**�

,����*��# � ���� ����# �)��*�0�1�� ,��� (�+������ � ���*$#������(��# �)��*+�*�,(���

*�� ,#�#,),�2 � ��� ���� ' 4���*�  � ,��2 4��� � "����� ,����*� ��������� ��4�� ,��

� �)��*� 5 � � +�*�,(��*� 4�� ��-)� ����� �$���(�(*�2 4��� � "����� *��#� �*�� ��-���)�

,�� ,��� (�+���-� ��'��� � "����� ������� ����� ���

�ug�ar�els!o�mets�espont�sab�alyos�r�accsal���,���

� ��,�,��← �ab�alyos�r�acs�tartalma�o�cella����

� ���, ��, ���← �ab�alyos�r�acs�sug�arparam�eter�kedeti��ert�ek���,��, �,�,��
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� ����� �,�,� � ���� ��	��
���� ��
� �� 	�� ← ����	�, 	�, 	�� ⊲ � ��		���	 ��� 	����� ���
� 	 ← 	�� ⊲ ������	���	��� ��� ����� ������������
 ��	 �� ��,�,�� ��		���� ���������	� � ��
���!�����
" �� 	� ←#ug$ar%fel&ulet%mets$es���,��, �� ⊲ '����() *� ������
+ �� , ≤ 	� < 	 ⊲ �� -
 ����������� �.��	����%�/
0 
��� 	 ← 	� ⊲ � 	���.��	���� ������� �!��������������

1, ���	
��		 ← � ⊲ � 	���.��	��� �������� ��
���!��
11 �� 	 < 	�� ⊲ 2�	� ����������� � ��		����/
13 
��� ��← �� + �� · 	 ⊲ � ����������� *�	4� � �!��� ��4��	����5�	�
1� 	�
�	� 	, ��, ���	
��		 ⊲ '�� ��		 �����	�����
1� #ab$alyos%r$acs%k&ovetke5o%cella��,�,�, 	�, 	�, 	�� ⊲ �666��
1� 	�
�	�
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� �����	4�� 8�	������� �	������!� �	5�8�	9�	������ 	����� ���9�� ��		�� ���9�� ��
���!�%
��	 .������) (�4 � ��
���!��� ��� ��		��� � 8!���� �9�
�Θ�� ·��� � �4����	����� � 8�	�����
���� 8�	�������� -�4 �	����
!� ���) *��4� ����4�� 	��4�� �%��	) ���� ����� �� ��4 ��		���
��5� ��
���!��� ��*��� ����� ��� 8��� �� ��
���!��� �������	� �	4�� 8�	������ ��		���
�� �	5�8�	9�	������ �95� ���4�����) ���� Θ����%��� �� ��
���!��� �	5����9������	 �����%
���(�*��
!� �� .����� ��		�%��
���!� ��� �����	����) 9� ����� ������ � 
�	���5�����) *�����
�	��	���� ��� �� �	5�8�	9�	�����) *���� � �!����.���� �9�
� ������!�� :��	 � 	����������
������� ���9�� ��
���!� ���9�� ��		��� ��	��*��) � �������4 !�4������ �����%���

� �!����.���� �9�
� � �.�����5� ��4��	����	 8�
��*��5� ���

� = �� + �� · �� + �� · �� , �1��3 �

�*�	 �� � �!��� ���95�����
�� �����	���� ��		� ������(����*�� ��������� �95�) �� � 	���.��%
	���� ����������� �����	�	����� ����*�
���� �������� �(���	���� �����) �� ��4��	�� �!���;
8�	�	�� ���������������(��� �9�
�) �� � ���	��������� ��		�� �����) �� ��9�� �.�����5�
��		��� 	����*�� ��������� �95��

�� �	�5� ��		� ������(����*�� � �!��� ���95�����
���� ����9������� � ��		����������	 ��		
�������) ����5�	 ������� �����(��� !��� ������
!� � ��		� ��������� � *���� �����	4 �������
<� � 	���� �4�	�� �������� �95�� ����4�	� <�4��	�� �!���;8�	�	�� ������� !�4������ ����%
���� �9�
5!� � �.�����5� ��		��� 	���� � �666� �	������!���� �.��.�*��5��� ����� �		��9�
�95�� ��� ����4��� �� �	������!� ���4�	!	������ (�4 � �������� �(���	���� �� � ���	���������
��		�� ����� *�������� ����

<�4 ����������	�� �	���9������� �	5�8��9!	*��) *��4 ��4 ��		��� �� .����� ��
���!�
��	�	��) (�4 � ��		��� 	��5� �!�����	 �� .����� ��
���!��� ��� ��		 �����	�� �	��������� =�4
���� ����������� ����(����� �� �������) ����� �.���������� � ��	
�� �	������!� 	�������
�95����4�	!	����-�

<������� � �����	4�� 8�	������ ���4����� �	5�8�	9�	����� �� �������4 !��� �� !�4��-�4
	������� 8!���� �9�
5!) ���� � ��� ����	9��� � �	������� ������� ����� ��9���� *�����	��)
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��� ������# � 44��
����� �������"	�� ���	���
��.
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������� ��������� ������� �� �������� ��	
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(#1�()(��#� ����%��� 
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������������ �������������  ������ ����� �� � ������� �������� �� � ������� 	������
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*'"������ 0�1�� ���# �� #" ������ /������ ��� *'"3� #..�� ���#�"�$)* #" #��+ ����& #(�� � <  

9���"���� #" � = � −  ���#�����"+�& #..�� %�( *��� (�������"�#�%)%* #" ��/����%.�� 0�1��

�����& #(�� � < : �" �, , � �����"+* �"�(�������" #" �%*��(�%����� ����� �#�"%���#�$)*
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	 ���+, ��−�← ���∆� − ∆��, �∆��


 � ← −∆�

� � ← ��

� ��� � ← �� �� ��

 �� �� � ≤ �

� ���	 � ← � + ��− ⊲ ������� ������� �������� �� �!"!#$�% ! ��&����"'!�(

) �
�� � ← � + ��+ ⊲ ������� ������� ����� �� ! %����%��*� ��&����""! ���+�%(

�� � ← � + �

�� ,ixel��ir�as��,�, �����

- �"����.!��!�/�"���$� '������������ ! ��"� .�'!�������� 0/1 �������$% %� �/1 �/���

��������!�� .�/1 ! %"���%$� �/1���*�������/�� !� ������ �������2��!� �/1+�� �/1 ����� � �����

�!� ���"���$%�  /1 !� �"�#��� �/1���*�������//�� �%���!����� #� 3�!% �/����%�� �!"�!��!��

%�4�2����.�� 2$����$�%( 5�� ! ��/%���� ���� ����������	 
��������	 ������%� �� ��% "!���

��"���3��� ��2�"��'!� .!����� ��/�#���%����% '����1$�(
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-� �/1���"���� �����4+//*� ��%���/�%�� %�����*� !�/�"���$� '������� ! 3�03��%

��6�7, . . . , ��6� − �7 ���'2� ��� ! ���' ���!��'!� ! ����/����/� !�/�"���$� %��������� !���1�

'�� !� ���#�% �� ! ��6�7 �� ��6� + �7 3�03��%!� %��� �����( -� $����� ���� %+�����/�� %��������

! ��/����� ��/����"� ��#�� ���� �� ��/�!%!" �.!�2$%� .! ! ��/���*� 3�03��� ��/ �/1���"

'������+% ! ���' ��/�"�( - ��''���"���� �����4+//*� ��%���/�%�� �/1��� ��'' ��"� ��"����

���!��!�� !�!� ��'' 3�03����''�� !#.!�2$% ��/(
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��� �
��� ��������� ���������� ��������
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- %�������� 3�����"*$�� � �������� ��&����"��%���� !�!� ������	��� ��/���+%( 5/1�����

������"! !� ���� �����#*� ��&���% ! %����%��*�%����� .!��"��.!��% ��/( 8����� �2$% ! ���

��/�� ������% �����������2!�� ! � �������� �������!�( - ������������%!� !� � %��"#����!

!�!�2�� �!/1��/ ���"��� "��#���+%� �!2# ���� ����+% ! ���*� �� ! ����#�% ���� %������� !

.!"�!#�% �� ! ��/1�#�% ���� %������� ���!��'!� ! ��� + ����#�% �� ��� + ����#�% ���� %������
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% �������  � ��  ��� ����� �����&����� ������������ � �"������'� ��!(!��� ������
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	� �!�  �  � � ������ �"�"�� +��� ����� ����������� ����� ������ �� � ������ � ����������&�

��  � ���������  � ��������� � ����������&� �"�"�� ���� �� �� +��� ������  ������ �

����� ������� ������������ %� �����  ����� ����� ����	�� ������#�� %� ����������+��,
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���� ���������� �� �� ��'��! ����� %� 
	�����	���
� ��� -��������������� ������� � ���,

�� ����� ��!����������� � ��!��'��'� ������ ����� �����&���� �!������ (�������� ���,

�! �� "����������� �	
��.� ������

∆ ∆ ∆ ∆

������ ���	� � ������ �� �� �	
� ������ �
��������� ���
�
���	� ���������� �� � ��������� ���� �� 
��
�
�
�
�
�
������
� � �
��������	 ����

%� ������������� ��� ������������� (!������� ���� ����#��� ��!� �� � ���������� �",

���� ��� �� �!����� �"���'� � �! ��  �� ����� �������� /� ��  � ��!���� � ����������&$

� !����&���� ����������� �����,������ � ������ � ����������&$ � !����&���� �����������

����! �����,������ ����� � �"���� �� ∆�/∆� � ���� ∆� = ���� − ����  � ∆� = ���� − ����.
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������ ���� ����� �������� ���� ����  ��� ��������� � ����������&� �!����� ��! � ������
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��!�!����� � ������ ����������&����� % ��)!��&�� ���)��  ����� �������#� � �������� ���,

!�#�  ����� ��!� ����� � ��!�������� ��  � ���� � !����&�� ��  � � �� ��� ������&#�� � -���'�



����� �� ��	
�������� 	���������� ����
������ ���

��������	� �
����� ���� � �
������ ����� ������������ ������ ���� �� ����� �� �
��	��� ��
��� �� � �����
�	�� ���
�� ������� ������ ���� �
��� �	���
� ���	� ������
 �
 !
��� 	�������"�� � �
������ ��	� �� ����� �� �
��� �����
��� � �������������� #��������"�
� �������� �	���	��� ���� �
��� �� � ����	��� ����	����� �� �� ∆�/∆� �����������
$��� ����"� �� ����� ������� � �������� �	���	���
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) ��� � ← * �� ����
+ �� ��� � ������� ����� ��!�� ⊲ ������	 �	�� ��� �� �,-!��
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2 �� �� ������� ≤ �

3 ���	 �,-b�ol!-&or&ol(���
4 �,-!0ende'es ⊲ 0����� � ���
���
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����� ��� 	 �
������� ���������� 	������ ����� ����������	�����������	� �� ��������

��� =
∫ ∞

−∞

� � 	 ���π� � �� .

� ����������	��������� ���������� ��� �� �� ���������� !� � ��� �"  ���� �	�	�������
���	 ��	 ��� #��������	 �� �� ���$ !��� ����������� ����������� �	�	���� 	

∫ ∞

−∞

|���|�

�������� ������ ��� �� ���% &''�� 	 ����'�� 	 � � 	 � ����������	��������� �� !	�����
!	��%

������� ���	
� ����	��� ������
� �����������
������	����

� ������� ��������� '����	���	��� �"��� "�� ��� ��!��� �(������� �"  ���� ��������
��	������������	% � � ��� ����� ��������� ������ �"  ���� 	 �� ��
 �"  ����%

���������	
�����

)������	 	 $ �������� ��������� 	
������� ��#������� �	 ��� 	������ ��� (�����
#����	�� !	��� �� �� !���$�� $ ������	������ �"�
�'
��� 	 ��������% *�� ����� �� 
��!��� ��	����� �"  ���� ����������	������������% � � ��� ������ �"  ���� 	 �� ��
�
 ��(���� �+,%-.% �'�	�� 	���� 	 �
��������

��� =

{

�, !	 || < τ/- ,
. � ��'���� %
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������ ���	� � �������� 	
����� ����	������������
���� � �	�� ���������

�������� �� 	 
������ ����������	���
�����������

� � � � =

∫
∞

−∞

�����−�π� � ��� = �

∫ τ/�
−τ/�

�−�π� � ��� = �τ
��� π � τ

π � τ
.

��� 	 
������� ������� �	��������� 
��������� �� ������� �� �������� ��� ��� �!"#$!#

�%�	�# &����
���'�( )�� �� 
��������	 �	������%��� ����� � 
������ ��������

��	���
�������	 	� ��'� �	������%��� ���� 
������ ����# ����� 	 ������ �	� ������'�����

���� 	� ������� 
�������� ��'��'� ����	���*���	���#

+����� ��� ���� 	�� 	 �,������� ������( 	����� 	 ����� � ������� �������'�( �	���

�τ = !( �	��� � = !/τ# �� ��	�	�%	� ��
������ 	���� ������( )�� ����� �������%% 	 ���(

	���� �	�	�	%% ���� 	 ����� ���,�����#

������δ

-	�� .��	� ������� %� 	 ���	 ���������� δ�� ,�������'� �%�������� ��*�����	# /	�����	�	 ����

� ��*�� 	 ��������� 	�	����������� ��*����� ������ ���	������%	�# .�0�*��� ������� �����

δ �� ��	� 
������ ���	������� �������%�� ��� 	�( )	��� 1��������� �������%1����(

����� δ��� = 2 )	 � � 2( �� ∫
∞

−∞

δ����� = ! .

3 ������δ ����������� ��������� �� ���������� ������( �� ���������� �	�	� 	�,���1���1

��,�����( 	������ � �%� 	�	��� �������� �������# 4�������	 	���� 
����� 	 δ��	� �	��
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����������	
 ��� 	����	 ����� ��������	��� ���
 ����� � �������������	 	������������

�������	� �  = � �	��� ���������� � δ��
 ��� ������
 ���� δ� − �� = �, ��  � ��

 �		�� ���!� �����	 ��������	����
 ������� �!����	��� ��������	����� ��������"���

#�������� ��� �� 	 �� �"������� � δ� − �� ����� $���

δ� − �� 	 �� = δ� − �� 	 ��� ,

�!��� ∫ ∞

−∞

δ� − �� 	 ��� = 	 ��� .

$� � �!����	���	! ����		��
 ����!	 � δ��� �� 	 �� �"�������%�� �!����	������ � � ���� ������

�������

� �&������%����� �!�	������ ��� ��� '!�(�!������	 �	 ��� '!�(�!������	 	�����

)��!�����	����������� *��&��� � � )��!�����	�����(!��
 ����� � ��+�,(!��� �������

�{δ��} =

∫ ∞

−∞

δ���−�π� � � = - .

.�� �� �!����� ���%� '!�(�!������	 )��!�����	��������� ���!�

�{δ� − ��} =

∫ ∞

−∞

δ� − ���−�π� � � = �−�π� � � ,

��!%�� $��� ��� ������
 ����

�−�π� � � = (�	 /π 	 � − � 	!� /π 	 � .

'!�(�!������	 	����� ��� !�%� ������������ )��!�����	���������0
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τ
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δ� 	 − �/τ� .

������� ���	�
���

 ������� 	� �	 	� ��������	 �"��������� *��&��� ���������	
��� � = 	� ∗ 	�
 ������ �

�&������%� �!������	 ��+�!��0

��� = 	��� ∗ 	��� =

∫ ∞

−∞

	��τ� 	�� − τ��τ .

� -1�//� ��� ��+��	�� 	���������! ��� ����	�&� �"������ ������2(!���� �� !�%� ���������

����

3!�	������ ��� ��� ������ �	����
 ���� �!�!���!	 ������ ����������� �� &		���"���	�0

������ ��� � ���!� �!��������� �� 	� �	 	� �"�������� ������2(!���
 ��!� 2�� ������
 ����

�� 	� ���!� �!��������� ������� ������ &		��	������ �� 	� � − τ� ���!� ��������
 ���� ���

�!������� 	� ���	� !����������� ���! ����	���	 �	������� ����	 !���������
 ����� �	�����

�� �	 &		������"� � 	��������� ����� &		�����	�� � ���������� � -1�/4� ��� 	���������!�
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���� � ��	����
�� ������� �������	���� ������	�� � ��! ��	� �����	 � ��������� ��"�

� ��������	
 ����������	

� ��������#����	  �����	 �����������$�� � ��	����
�� �#��� ����$��	������! ����	���� 	���

����

• � ��	����
�� ����������%

	 &' ∗ �&' = �&' ∗ 	 &' .

• � ��	����
�� �����
�����%

	 &' ∗ (�&' ∗ �&') = ( 	 &' ∗ �&') ∗ �&' .

• � ��	����
�� ����� ������%

	 &' ∗ (�&' + �&') = 	 &' ∗ �&' + 	 &' ∗ �&' .

• *�� ��� +�� �� �� �	���� ����$� � ��	��#�� �"��� ����	�� ��	����
��$�� ,����$� � �

+�� �� �� �	���� ��
���� -��� 

�{�&'�&'} = �& 	 ' ∗ �& 	 ' ,

���� �& 	 ' �� �& 	 ' � �&' �� �&' ������	�� �"��� �����

• +�����	�� ��	����
��$�	�� +�� �� �� �	���� ����$� � �"��� ���� ��� ����%

�{�&' ∗ �&'} = �& 	 '�& 	 ' ,

���� �& 	 ' �� �& 	 ' �� �&' �� �&' ������	�� �"��� �����

• ��	������$�� �� 	 &' ������	� �� .� �
���"���������

	 &' ∗ δ& − �' = 	 & − �' .

� .� �
���"����� �����$� � ������	� � ��$�� � ����	������	 ��� �"�#� ��� ��

• *�� ��� �������	 .� �
�δ �� �������%

�&'

∞∑

�=−∞

δ& − �τ' =

∞∑

�=−∞

�&�τ'δ& − �τ' .

� �������	 .� �
�δ �� ������� ��� ���� 
��� � �τ ������	 ������� � ������� �� �$�� ���!

�� �� �""�	 � ��	�����������	�� ����� ����
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���������� ������ �	 ��
� ������������ �����	���� � ��������� ������������ � �	
�����
� �����

� �	
��� ������ ����� ����� ���� ������ ������� ������ ����	�� �� � ��������� ��� ���

� × � �� �����!� "� ��� ������ ����� ���� ������ �������� �������� �#������ ��������# 

���� � �������$�� ������������� ����� ����� �����	 %������ �����	������������ ���������

�	 ��
� ������������� ��������� ������� ��������
��� ����������	�� ��������� � �	
��
�� 

������������� ������ � �������� �&�����
� �	
��
��������������� � ��������� ������'$�� ����� �

�	
����� �������������� ����� ��������� ������ (���� �	 ������� � �	
���� �	 ��
� ����� 

������� ���		�� � �&�����	
� �����)

�′*�+ = �*�+ ∗ �*�+ ,

���� �*�+ �	 ������� ���������	�� �	 ��
� ������������� �′*�+ � �	
��� ���������	�� � �*�+ �

�������

(�� ����� ��������� ��������� ���� � �	
�����
� ���������	��� %������ 

�����	���������� ���� � �������$�� ������������ ���		�� �� � �	
���� *� %������ 

�����	��������� ����	���		�� � �#���� ������ ��	���#�� �������� ����������+� ���� �	 #��

������ ���������� �����	 %������ �����	����������

�* � + = �{�*�+} ,

�′* � + = �* � +� * � + ,

�′*�+ = �−�{�′* � +} ,

���� �*�+ �	 ������� ���������	��� �* � + �	 ���������	�� %������ �����	���������� � * � + � �# 

���� �������� �������� �′* � + � �	
��� ���������	�� � �������$�� ������������� �′*�+ � �	
���

���������	�� �	 ��
� ������������� � � ������� � �−� �	 �����	 %������ �����	�����$��� �	�� 

����	����� � ��������� %������ �����	�����$�� ����� �������������	 ���	�� �	 '������	���

����� %������ �����	�����$�� ���������� *%%,+� ����� ������� ���� �����	�� � �����	��� 

��$���� � ������ ��������#���� ���$��� � �������$�� �	������ �	
��
�� ����� ����	�� ���$� 

���������' �	������� ����� ��� ���� ��������� ��� ���� ������ �	 ����
��	
�� �������
�

�	
��
��� �	 ������
� $� ��� ������ ���� ��� ������ ��� ��� ����	��
� �������� ����������

� �
������� ���	�� ������� ������ �����	��� �	 ���������� ����� ��
�#�� ����������

� -.. ���������� �	 ��
�	
������ �����	��� �	
���� ����	�� ��� ��������� ��� 

�����#����� /��������� ������ ��� � × � ����
� � ���� � ��� � × � ����
� � ��� 

���'$��� �����!�� *�������+� ���������� ����� ����	����� � � ����� ����� �	 ������� �

�� ������'$���� � � ���������� � ����� �������� � ������ ���������� ����!���� ����� 

��� ��	����� � �����
�� �	 &��	����� � �	��	�� �
�������� ������	���
������ �������

�������	��� ���� �	����������������� � ��������	�� ����� �	 ���������� �����	�� � ������� �
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17. Tudományos számítások

A tudományos számítások cím egy kísérlet a nemzetközi szakirodalomban �Scienti�cComputing�, �Scienti�c Engineering�, �Computational Science and Engineering� stb.
névvel hivatkozott diszciplína magyar megnevezésére. Ezt a területet a matematika,
a szoftverek és az alkalmazási területek közti interdiszciplináris területként is szokás
jellemezni. Célja a számítógépek és matematikai algoritmusok � a hardvert is tekintetbe
vev�o � hatékony felhasználása tudományos és mérnöki problémák megoldására. A témakör
irodalmának tanulmányozása alapján � némi egyszer�usítéssel � azt mondhatjuk, hogy
témánk valójában a numerikus matematika, a szoftverfejlesztés, az eredmények gra�kus
megjelenítése (számítógépes gra�ka) és a szakterületi alkalmazási ismeretek együttese. A
terjedelmi korlátokra és az ésszer�uségre tekintettel csak a kérdéskör néhány alapvet�oen
fontos elemét tárgyaljuk, amelyek a lebeg�opontos aritmetika (17.1. alfejezet) és a hibae-
lemzés (17.2. alfejezet) alapjaira, a lineáris algebra (17.3. alfejezet) alapvet�o módszereire
és a matematikai szoftverekre, szoftverkönyvtárakra (17.4. alfejezet) vonatkoznak.

17.1. Lebeg®pontos aritmetika és hibaelemzés
17.1.1. Hibaszámítási alapismeretek
Legyen x a kiszámítandó pontos érték, a az x közelítése (a ≈ x). A közelítés hibáját a
∆a = x− a képlettel de�niáljuk (néha fordított el�ojellel). A δa-t az a közelít�o érték abszolút
hibakorlátjának (vagy röviden csak hibakorlátjának) nevezzük, ha fennáll |x − a| = |∆a| ≤
δa. Például a

√
2 ≈ 1.41 közelítés hibája legfeljebb 0.01, más szóval egy hibakorlátja 0.01.

Az x és az a mennyiségek (és természetesen a ∆a, δa is) vektorok vagy mátrixok is le-
hetnek. Ilyenkor az abszolútérték és a relációs jelek komponensenként (mátrixelemenként)
értend�ok. A hiba nagyságának mérésére normát is használunk. Ez esetben a δa ∈ R akkor
hibakorlát, ha fennáll ‖∆a‖ ≤ δa.

Az abszolút hibakorlát sok esetben semmitmondó. Például egy 0.05 abszolút hibakor-
látú közelítés lehet egészen kiváló is, de egy 0.001 nagyságrend�u elméleti mennyiség becs-
lésénél nem sokat ér. A becslés jóságát sokszor a relatív, azaz az egységre es�o hibakorláttal
jellemezzük, ami δa/ |x| (vektorok, mátrixok esetén δa/ ‖x‖). Mivel az x pontos érték általá-
ban nem ismeretes, ezért a δa/ |a|, (illetve a δa/ ‖a‖) közelítést használjuk. Az így elkövetett
hiba elhanyagolható, ha x és a abszolút értéke (normája) lényegesen nagyobb a másodrend�u
(δa)2 mennyiségnél. A relatív hibát sokszor százalékokban fejezzük ki.

Minthogy a hibát rendszerint nem ismerjük, ezért hibán gyakran a hibakorlátot értjük.
A klasszikus hibaszámítás alapmodelljében azt vizsgáljuk, hogy közelít�o, de ismert hi-
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β�
+ · · · +

��

β�

)

β� | � ≤ � ≤ �

}

∪ {�} ����+�

������� ��� ���� � ≤ �� ≤ β − � �� = �, . . . , �� !� � ≤ ���

����� ����	� � β = �� � = �� � = −� �� � = � ���	�
 � �� ����� � ����� ����	�� �����

{

�

�
,
�

��
,
�

��
,
�

��
,
�

�
,
�

�
,
�

�
,
�

�
, �,

��

�
,
��

�
,
��

�
, �,

��

�
, �,

��

�

}

.

�� � ������ ������ ��� �� ��������� ��� ����&��� �� � ��	��� ������� ��
[

�/β, �
]

�����'������� ��"� �,���� ������!&�� ��	��� �	'���	�� β−�� -������ �� � ������ �������

� ±� × β� ��	��� ������	�� � ������!&�� �,���� ��	��� �	'���	�� �� �.(����� !��!�!���

���
����"��� '	������� � ������!&�� ������ ������ ��� �	'���	�� β�−�� � ��������� (�&��

β�−�.

� β ���(/ ��	����&������� � ∈
[

�/β, � − �/β�
]

, �� ����

�

β
≤ � =

��

β
+

��

β�
+ · · · +

��

β�
≤
β − �

β
+

β − �

β�
+ · · · +

β − �

β�
= � −

�

β�
.

0���� $����
#��!� �����!�!'�� �$�� �� ���������� �� 	��	������� ��	��� ��� �	�,

���&�!� �������"� �$'�����"� �!����

����� ������ �� � ∈ �� � � �� ���	� �� ≤ |�| ≤ �� � ��	�

�� = β
�−�� �� = β

��� − β−�� .

1�� �� �, � ∈ � !� ���$��� � � �!� ����������� �"�'���� �+,−, ∗, /� �	���� ��!�� �

�$'�����"� ������ ������!�����2

��� ��� ∈ � �(����� ���&�!� ��

�%� |���| > �� ������������ �/�*���&��	���

��� � < |���| < �� ������������ ����*���&��	���

�+� ��� � �� �� < |���| < �� ���� 	��	������� ���&�!� ��

�� ������ �!� ������� � ������	
	��	 ���������� �� ��� ���&�!� ��� ����	���&��� �

����$������� �,���� ��	���� )� �!� ������!&�� �,���� ��	� �� ��� ���&�!� �"�� �� 
��,

�	� �	'�� '��� ����� 	����	��� � ��� ����� ��	���� ������#��� 3!�&	�� $���� "� &�*��	���



��� ��� �����	
��� �	���	���

���������� ����	
 � �.������ ������ � �.��� ������� �����������

�����
 � = �−��,����  �!����" ���� � ⊂ �� �����
 � ∈ �� # �������	���! �$���

��
%�!� �$&�!� ������ ��!'!�� � (�)� #� � → � (�) !��	*��	�� ������������ 
�+�����" ��

|� − � (�)| ��

���	��� *�%�� ���������	 
	�����  �!����" ���� �� � (�) = �" ����� � ��$

�����	�� ��&� !��,�!��&& β�−�/�� -�	�� �� � = β�−�/� ��

���	��� �� ��������	 ���������

���������� 
�+������ #� � �� �(�) ��!���+ ��&����!����� .��� /���
�� �

����� ������ �� � ∈ �, �����

�(�) = �(� + ε), |ε| ≤ � .

	
�������� #� �!��!�
����� ������������ 
	!��! ,�!��������" ���� � > 0� �����
 �� � ���$

��� �'���,��1 �	� ������	%�� �$&�!� ���� ��β
� 	� ��β

�� -���� �����

��β
� ≤ � ≤ ��β

� ,

	� +��� �/β ≤ �� < �� ≤ � − β
−�, +��� � − β−� = �� < �� = � ,�

�!!� 2�
�����

�� −�� = β
−� ��
%�	� ����&�
 ��!����!" ���� �� � (�) = ��β

�, ���� �� � (�) = ��β
� �������	�

�'+������� &�" ����" ����

|� (�) − �| ≤
|�� − ��|

�
β� =

β�−�

�
.

-&&3�! �'+�������

|� (�) − �|

|�|
≤
|� (�) − �|

��β�
≤
β�−�

���β�
=

β−�

���

≤
�

�
β�−� = � .

4�

�!! �����" ���� � (�) − � = λ��" ���! |λ| ≤ �� -�� ����
%��+� ��*�/�" ����

� (�) = �(� + λ�) .

2�+�! |λ�| ≤ �, �� ε = λ� ��!'!	���! �����*�/� � �	��! �!!�������

# �	��! �/!��%�
�	**�
 ��� ��
%�� ��" ���� � !�&��3�*�
��� ����������&�
 � �������	�

��!���+ ��&��� ���!���� 	� �� � ���!�� �" �� ����	�
�� �������	� �	��	���

# �������	� *�
�������
�� ��!!���	�	�� �� � �	�������	� ������ ����
�!
�� #� ǫ� =

�� = β�−� 	��	��� ������ ���	 ����	����� �� 
�+��
�� #� ǫ� �� � 	� � ����� !���'��!�&&�

�$
	! 
����&& ���� ��+�!����� 5�
���� �!�* ����	
 � �'+�����3� �!������/���! �����������/�

��� ǫ� 	��	�	��

67epi$epsilon

� �← �

� ��
�� � + � > �

� �� �← �/�

 ǫ� ← ��

� ����� ǫ�



����� ������	
	��	 ���������� � ���������� ���

� ������ ���	
������ ǫ� ≈ .�� × ��−���

� ������������
 ����������� ���������� ���	������� �������� �� � �!�������� "������
#


�� ��$�� %
����&�� ��	���'(

�%���' = %���' %� + ε' , |ε| ≤ � %�, � ∈ �' . %�)�*'

�� +,,, ����������� 
����&��- ������� ��
���� �
������$��- ������.�� ��� � "������
�� �

"������
 "����
 �!�����������- /��� ��� � � �
���� � ���������� �����.� /��&0&�� �����1
��

���0�
$�- /���
|�%���' − %���'|

|���|
≤ � .

��/&� �� ����������� ���������� �����.� /��&0� ��1
��

2����� �������
 ������������
 ���������&�- ������� ��� ����.��� �� � %�)�*' "������
��

,���� �� �� ���- /��� � �����&
�&� ���1
 ��� 3�� ����������� 0���$��

�� ���
�����
�� ��	����� ���
�&�0�� �� � − �.��� �$�!��
���� /&���0����� ���&��
 ����#

�����&���� �� ��
�� ����
��� � ���������� �����
 ������� /�����

 × � . � � �

−  × � . � � � �
.

4� � 
�&�.�&
� ���� ������
 0����� ������$�- ����� �� ���	����

� × � . � � �

− � × � . � � � �

� × � . � � � �

,

��������� � ��������&�� ���	���� −� × �.���� 2���$� �
���- /��� � �����&
�� ���$�� 
�&�

��� ��������&��- ���� ��
�� 0���� �� � "��/�
��&�� �	�������
 �����	�� �����

��0����� ��#

��������� 0������ ������$�� 4� ���1
 ����� ����������� 0���- ����� � ���"������ 
�&�.�&
�� �

�!�������������� ���������(

� × � . � � �

− � × � . � � �

� × � . � � �

,

.�� � ��������&�� ���	���� −� · �.���� ,���� �����.� /��&0� ���5� 6��1
 ����������� 0���� �

78�9 
�����
�&�.� ��������- �������� ��� 
�� �
��������&�������

4� ���1
 ����������� 0���- ����� � ���������� ���	�������� ��

� %� ± �' = � %� + α' ± � %� + β' , |α| , |β| ≤ � , %�)�:'

� %���' = %���' %� + δ' , |δ| ≤ �, � = ∗, / %�)�)'

!

��"$���
�� ���0�
$�����

����$� "�� � ���&��������- /��� ��� ����������� 0��� � �����&
�&� �
 ���0�
$� � %�)�*'

"������
� 2���

$� �� � �!�������� 0��!��
����(

|�| = ;|��| , . . . , |��|<
� %� ∈ R�' , %�)�='

|�| =
[∣

∣

∣�� �
∣

∣

∣

]�,�

�, �=�

(

� ∈ R�×�) , %�)�>'



��� ��� �����	
��� �	���	���

� ≤ �⇔ �� � ≤ �� �
(

�, � ∈ R�×�) . �������

��	
��	��� 	
 	����� ����������� 	�� � 	
 	������� �������� ��� �� ���	�����!���  ��"��#

∣

∣

∣

∣

�
(

���
)

− ���
∣

∣

∣

∣

≤ �.��
� |�|� |�| �
� ≤ �.��� , �������

� �α�� = α� + � �|�| ≤ � |α�|� , �����$�

� �� + �� = �� + �� + � �|�| ≤ � |� + �|� , �����%�

� ���� = �� + �
(

|�| ≤ 
� |�| |�| + �
(

��
))

. �����&�

' �
	����� ��������� ������ ����� ���������
��� ���������	�
�� �
���� �	 ���� ���	 (

������	 �	�� )����� ���	 ��������� ��� 	
 "��
�	��� 	 �����*��� ��	�� ��� 	��
�+�	�*��

,
� ���	� 	 	 �"�����
�� -���	�

����� ����	� �� � = �� � = � = � · ��−��� ����	 � 
���� 	������	��� ����� ������������

�.���������������� + ��� = �� + � + � � � + �� + � = �.���������������� + ��� .

!���"#�� ���
��$�� �	�%�����	& ����� � � = � = �.�' × ��−�� (�)������ �� *����)� �	�����+�,

' -���	 	
� �� �� ���	� 	� ��� ������� ����������� -��+���
���� ������ 	
���� �
��*��(

��� ���������� �.�"��"
��� �������� /	���
��0 	�	� "��
��
������ 	 ������	��������	�

����	 �����--�� 	��
�+�	��������	�� �� -������	 ����� 1�
���� �� ���� 	
∑�

�=� �� "��
�� ��(

�
��*������ ' ������
���� 	��������� 	
 0�� �����
*� "��
��
��#

2ekur3iv(4osseg3es�
, ��

� �← �

$ ��� �← � �� 


% �� �← � + ��
& ������ �

���
� ����	� -������#� �" ��

�� = � +

�
∑

�=�

�

�� + �

.������� � = /000 ������, � 	��#	��( .����������) ������ 
���� �	�����+

�.000�����������1� + ��� .

�� �� .��������� 2�	������ ����� ���+��� ���	"�� �.(����3� ��		������ (�����4�� ����	 �� �	�����+

�.000������������� + ��� .

�� � ���2�)������� ������ �	������� .����(��54� �� �)��)��" �� = 1 − �/�� + � .�������)� ����	

)��*��5#�� *��+ � �����"� .�������� ����� ������ �	�����+�, 6���� ���+�	����� ��� *��+ ��"��	 �

�"���� �������) ����54�� ����	 ���� .������" �	����� 5��+���� �	��� � (���3� �	�����+���,

/	�� ������������ ���� ����� �� �	������������ ������� �
�� �	�� -��������0 "��
�	(

���	 ��� ����
���� 5��	�	�� ' �"�����
�� 	���������� 	���� 	
 ����� ������������� �����



����� ������	
	��	 ���������� � ���������� ���

����� ���	
�	��	 	�
����� �� ������� ����������

�ompen�alt��osseg�es��, ��

� ← �

� �← �

� ��� �← � �� �

 �� � ← 

! �← �� + �

" ← � + �

# �← �� − � + �

$ ������ 

������� � ����	
����� ����������� �������

%� %&'(/())) '* #! ��+$! ,������ �β = �� ������	
	��	� ����������� �������� �+$!�

,	� �-��� �.��/��-���0��� % ���,/��. �1	��2���
� �� ���1/	3- �	,	03-1-�-� �34/	�		�	�

5���	���-��6��-��� �	�	�6��� ��*-��� �� ����	���� ��/�	�	�	 �� �	�	���7�	� /������

� �7�5�,5�3- ����	���� �-���� �5�� �-�/	����� % ��0.�	0.5�/-��� �� ���1/	3- �34/	�	�

	� �5�� ��-���� % ���,/��. �	� �-�* �	��� �� 	81-�	������� �� ������	�*	�� �700�

/��.	��3-��

% ���,/��. �� �3- �	,	03-1-�-� �-���4�- ���	�9 �� 	0.��	�	� �� � *41�� 1-�-���0:�

614� ���	 �������� � � ;��,��< ≈
	0.��	�	� �� ,� �� + � ,� $ ,� �−�� ≈ !.+" × ��−� ��±��

*41�� " ,� !� + � ,� �� ,� �−�� ≈ �.�� × ��−�� ��±���

=��*�� �-���4�,�� 	0. ,�	 �� 	�3-
	��	� ������ �	��� =���-0. � �	,	03-1-�-� ����

�-� �-��������/� /����� �� �� 	��3- 
	0. ���*�0 �� 	� � 
	0. ����� ��-�/�� % ��������,��

��	�	1�3- +� 	� � �	
	 ,�	 
	����

% ���,/��. 	�3-6�
� � �	� ��,	�� /�0. ��,	�� ������ �	� �	�	�6�	3- ����	���� ��/��

	�	� �	�	���� ���

��/�	� 614�� 1��*� 	�3-6� 	�	*���.

��/��.	�	� �34/	�	 �/�� � ×∞�
√
−� &�& �&- � &4�,	��

:���-�*4��� |���| > �� ±∞
-���� �4���/�� /�0	� �	��4���/� ±∞
��4���-�*4��� � < |���| < �� ��4,�-������ ����-�

���������	
�� ��	�� � ±� · β�−�, � < � < β�−� ����: ����-��� %� ())) ����	���

��� �	�*��	�� =��*	� ����	���� �34/	�	�	� /�� ��	��������0 ��	��	� /�0. ��	��	�

�	� 	�	*���.	� % ��/�	�	� �34/	�		� 	�	�� 
	���� �* ��� ��	�. 4�� � ����6��-�� 	�3-6�

�����	�34	� �-�.�
�� %� ())) ����	���� ���,/��. ��	��06� � ��#�!� �-*	���

%� ())) ���,/��. ���*/	� �	0/����6���� �5�7� �� �	�� 	�	��� �� (�	� $�8$# ��	���

���� �-1�-�	���-�-��� � $� $" �� � >	��4� 1�-�	���-�-��� � ?)@ %�1��� � A> �>�	���

��-� %����	�4�	�� �� (B= C'/"���� �� (&=D' E$�� �� E+�� 1�-�	���-�-��� � =--�-��

�"$�8�� �� '4� �'>%C@���-�� 1�-�	���-�-��� /������ � A> 4*-���.-� ����4��-����



��� ��� �����	
��� �	���	���

���������� ��������� �	
�	���� ����
 � ��
������ �	���� ��� � ����� ������ �
���

��� � ����� ������
������� ������	���� ����
�� ����� �	
�	���� ����
 ��� �� �����

������ ����
�� ������ �� ���  ! ����
 �����	��" #
� ������������� �	
�	���� ��" ��	� � = �$"

� �����%	 ����� �& ������

�����������
������� '� ����
������ �%�������� ������(
� � � �)������%	 ������� ������* �� =

��!.+ ± !.$Ω, �� = �&.� ± !.+Ω. , ��������	� ���-�	������ ���	�� ����%	 ����
������ ��

������ �� = ����/.�� +��/ �������� ����	����� 0����	���� ��� � ����
��� ����	� �������

��������	����� � �� ����%	 ����
����� �� �)�����%	 ����� 1�������� �� � �)�����%	 ��� δ��

����	�#� � δ��/�� ������� �����	������� ���	�2������
 ��*

.�/ � ����
��� ����	�
�� -��� �� ����	�#� �	�������� ����
���� � δ��3� � �����
 � δ��/��

������� �	����	�4

.��/ � ����
��� ����	�
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��� = ���� + ���� + · · · + ���,�−� + ���� ,

��� = ������ + ������ + · · · + ��,�−���,�−� + ������ �� = � + �, . . . , � .

!���� �����

��� = ���� −

�−�∑

�=�

��� � 
�/�,

��� = ���� −

�−�∑

�=�

�� ��� � /��� �� = � + �, . . . , � .

"���� ������� �� ������� ����������� #���������	�� ��� ����������� �������
∑�

�=� � � = $�

�� � < �%

&holesky�m'odser�� 

� �← ��
��(�)

* ��� � ← � �� �

+ �� ��� ← ���� −
∑�−�

�=� ��

� �
 �/�

, ��� �← � + � �� �

- �� ��� ← ���� −
∑�−�

�=� �� ��� � /���

. ������ �

/� � ������ ���0 ������1� �
��� #��� ����������� ����2 /� ������� ����3���� �1���
��

��/. + Θ��� 4� 
� � �
�������1�	���2 /� �������� ����� � 5��������������0 ���������

����
��� ����������� ��� ��
���� ��	������2
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5������ ���������� ���� �������������������� ����� ���6�����0 ������� ��	������2

������ ��������� �� � ∈ R�×� �	�
�� �������	
 � ���� �	������������� �� � ������ �	��������

������ !� ���"��#� !��

�� � = $, !� � > " + � ��� � + � < " .

/ ��	�� �������� ������ �������� ���������� ��� �� � ������ ��7�������� �������� �����

����� ������6�� ��� �− � ≤ " ≤ �+ �� 	��� ��	�	����� �0�� "− � ≤ � ≤ "+ �2 8����������
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"#avm#atrix����felbont#asa$�, 
, �, �%

& ��� � ← & �� 
 − &

' �� ��� �← � + & �� ��� {� + �, 
}

( �� ��� ← ���/���

) ��� �← � + & �� ��� {� + �, 
}

* �� �� � ← �� � − ����� �

+ ������ �

�� �� � ���� ����������� �� ���� �� � > � �
 �� ���� �� � ≤ �� �� ��������!
 ��!�	�	������	

� $�, �% ,�-� ����

� $�, �% =

{


�� − �

�
��� − �

�
�� + �
, � ≤ �


�� − �

�
��� − �

�
�� + �
, � > �

� � �	��	��� ��������!
 �	�.�/�� � � �	����� �� �� = � 	��	��	��	��
�	� �	�����
�����

"#avos�als#o�h#aroms0ogm#atrix#u�egyenletrendser$�, �, 
, �%

& ��� �← & �� 


' �� �� ← �� −
∑�−�

�=���{�,�−�} �� �� �

( ������ �

�� ��������!
 ��!�	�	������	 
� − ��/' ,�-�

� � �	��	��� ��������!
 �	�.�/�� � � �	����� �� �� = � 	��	��	��	��
�	� �	�����
�����

"#avos�fels�o�h#aroms0ogm#atrix#u�egyenletrendser$�, �, 
, �%

& ��� �← 
 ��	��� &

' �� �� ←
(

�� −
∑��	{�+�,�}

�=�+�
�� �� �

)

/���

( ������ �



����� ����	
�� �������
������
�� ���

�� ������	
�� 
�����	������ � �� + �� − ��/� ����

������ � ∈ R�×� ���

�	������ ����	�� �����	 � ��� �!�������������� � �������"

#��$��	!� �!��� �!�	���	�%

&''"("'��, �, ��

� ��� �← � �� �

� �� ��� �← 
�) {�, � − �} �� � − �

* �� �� � ←
(

�� � −
∑ �−�

�=���{�,�−�}
���� ��

)

/� � �

+ ��� ←
(

��� −
∑�−�

�=���{�,�−�} �
�

��

)�/�

, ������ �

�� �� � ���
�� 	��	��
���!� �� �� � ���
���	 �� ≥ ��� �� ��-!�!� 
�����	������
(

���/�
)

−
(

��/*
)

+ �*/��
(

�� − ��
)

��� �� � ������	��.����!��

���������� /� �� � ∈ R�×� � ��� �� � #���� �!����������� �!�
!	��)�� ���������

#����
���!����	!�	 ���� �����0�-	���� ����� ��� �!��� #���� 0!��
��.�
!	��) �!�����������

� ���1���� �����0�-	!����� 
����0�	� ���#��-�$$ � 2� = � + � ��	�����

������� ����	
�� �������
������
�� ���
���� ������	�� ������
��

����!��� �������	���������� 
�����!�!�� ��!
�� �	���	�� 
 ����� ��
��	� 3��� �.�4� ���"

��
��	�$$�� � ���������� ���� �� � !�"��#$����� �� � �4�.�#��� 
���%	��&� '&����
��� ��

�	���	�� 
 ������� ���#�$$ ������ � ����
���	� ������������ 	.�	��� �.���� �����
��0�"

	 �!���� /!	�!���� ���������� �� ���	����� ����5 ���������1��� �
��� 0!		��$� �����	�		�

�����	 � 
 ��������	� 6������� 	����5 #�����	�� 
�����!�!�!� ����$��� � �.���� �!�0���"


���	0�	 �!� 
��		 5-�� ���	��$� ���4�	�� �� 5�� 
��	�#��$��	!�5 �
7

��	�����		���7� �	���	��

������	
�����

8����	�4� ��

%� = !%�−� +  �� = �, �, . . .�

�	��!1� 	� �0�� ! ∈ R�×� �� %�,  ∈ R
�� 9�
��	� 0��� �� {%�}

∞
�=� ����� �� 1��� ����� ���"

����!� 
����� %��  ∈ R
� ���	��� 0� � ! 
!	��) ����	�!������!�� ρ �!� < � 	��-��4�

�ρ �!� = 
�)
{

|λ| | λ � ! ��-!	��	���
}

�� :��������1�� ���	�� %� → %∗ = �( −!�−�  � ����

�� �( −!� % =  �������	�������� 
�����!�!	 ���-��� � ���������1�� �������!�� � ρ �!�

����	�!����!� �����!�!	 � #4��� ;���� ����$$ ρ �!�� ���!� ������$$ � ���������1���

8����	�4� 
��	 ��

�% =  

�������	��������	� �0�� � ∈ R�×� ��
�������!��� 
!	��)� �� ��,)�, *� ∈ R
�×� 
!	��)���	

�� � ���������	
����
� ������4�� 0�

��� � = �� − )�� � = �, �, . . . , �,

���� �� ��
�������!���� � = �, �, . . . , �,

����� *� ��
����	�� ������!��� 
!	��)� � = �, �, . . . , �,

����
∑�

�=� *� = (�

���		 %� ∈ R
� ��������	����� � #��$��	!�0�� 	��	�� �	���	�� 
 ����� � �.��	�����



��� ��� �����	
��� �	���	���

��������, �,��,��, ��, � = �, . . . , ��

� �← �

� ����� �������� �������� = 

	 �� �← � + �


 ��	 �← � 
� �

� �� ���� ← ����−� + �

� �� ←
∑�

�=� ����
� 	�
�	� ��

�������� ����������� ������� ���� �� = �−�
�
����−� + �−�

�
�  �

�� =

�∑

�=�

���� =

�∑

�=�

���
−�
� ����−� +

�∑

�=�

���
−�
� � = ���−� + � .

!���" � ��#$����#%&� '��" "���( ρ ��� < �) * ����������
�	� �� �!����� $��+,& �	!"��#

��� �� �!����� � ���" &"���%&+#� #" � �&#���&� ����#��"��#,����" ����" �����������# ����

��,�#& $��
�!�
�	�� �	!"������	 %� *� ������� ����� ������"��"���"� �� &"����" ����-"���)

*� �� ��"�&.��  � �� ��
/
�0����"�&.��/ ���$�����"��� % ��������# 0�� "1�" #&�� ����

�� ��� = � ����#��"��#,���� �����,���
/
��%�+/ �����#) 2����# & �, & �, . . . , & � �� {�, . . . , 
}

������ ���"-%&+��� ���� & � � ∅� & � ∩ & � = ∅ �� � '�  � ∪�
�=�

& � = {�, . . . , 
}) 2����#�� "�$�33�

�� & � ⊆ �� ⊆ {�, . . . , 
} �������� �� = �, . . . , �� ����#��� ���� ������33 ��� � &#,�.��

& � � ��)

*� ( ��"�&. ���������� 	
��� ���	����
����
	������� ��

�� =

[
�

���

� �

]�
�, �=�
, �

���

� �
=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

�� �, �� �, ' ∈ & � ,

���, �� � = ' ,

� ��� 3� #"�

,

�� = �� − ( ,

�� =

[
�

���

� �

]�
�, �=�
, �̃

���

� �
=

{
�, �� � = ' ∈ & �

� ��� 3� #"

����-��� �� = �, �, . . . , �� ,�4#&����)

5�4#&����� ��

( = � − �

��������� '��3�#"��" &�� ���� � #����&#�����&��

� =
[
�� �

]�
�, �=�
, �� � =

{
�� �, �� �, ' ∈ & � $������� � ∈ {�, . . . , 
}  �" ��� �

� ��� 3� #" )
.

6����"�"��"+� ���� � #���"'�,�� 3���� 7�%�3&����"&'��3�#"���� '�##���� ����

� =

�∑

�=�

���
−�
� �� = �−�� .
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 ��������	����	�������� 	�

�̃� =

[
�̃

���

� �

]�
�, �=�
, �̃

���

� �
=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

�� �, 
	 �, � ∈ �� ,

���, 
	 � = � ,

� �������� �

,

�̃� = �̃� − � ,

�̃� =
[
�̃
���

� �

]�
�, �=�
, �

���

��
= �� 
	 � � ��

�������� �� = �, �, . . . , �� ������� 	�

!� �������"����� � ∈ R�×� �������� ����������
 ��#��$��� 
	 �� � ≤ � �� � �� ��

�−� ������ �����	��#	�� %	� 	 �&#�������

������ ������ ����� ���� ��� � ∈ R�×� �������� �	
�� �!�	�
�"� {��,��, ��}
�
�=� 	� � ���!

	����#��
{
�̃�, �̃�, ��

}�
�=�

$���� �� � 	����#� %���� &�'�%�!� ������%���	��� ������%�� �� ��

�(��	�
�"�� �)�)���� ����
 ����� ���

ρ

(
*̃
)
≤ ρ �*� < � ,

	
�� * =
∑�

�=� ���
−�
�
�� �� *̃ =

∑�
�=� ���̃

−�
�
�̃� �

'�
�� ������� �� ���� ���#����� �� 	� ��(���� �� ���� ���#����)�� 	 ��� �	��*�� ����

	 �����(���� �� ������ � ����� �	� �	�	� 	���� ��� 
	 	 %���� &�'�%�!� ������%���	��� 
������

%���� +� ��!,����� �-$ �( � ������%���	����� 
	�����"��� !���� 	 (��� �������� �� �� �̃�

�������� 
������ 	� 	��+ 
������& ����$��� ���� #�����

� �"���(�������� 	������"��	� �&����,���� �� 	�������� #�����	�	� �� ���������

������� ���	
��� 	�	��	��	����	�	� ����	�	����	

� #�����	��	� 	 ������ �� 	� ��#��� 
����	� �������$�� �� �" = % ��������������� ����-

����#	� �	,)���	��	� 	 �&#�������  ��&������� �� (�	��	�	� 
	����� "�� �� �������� ����-

���� "� 	 �&������� ���������	� ,��� ."  ��&��� � �&������� ������� ������ 
��� 	 ∆" = ."− "�

�� 
 = 
 �� = �−% ���������� �������	�� ������
 ��#���$�� �� �������� ������� ���-

��� 
 �"� = �� 	 �&������� ������� ������ ,���


 � ."� = � ." − % = � � ." − "� = �∆" .

�� ��#��� 
��	 ��
	��������
�� �$�&�(��� ���������� 
	�����"��� � �����	�����	�� ����-

��� (�������$�� 
�� 	� ." ��������� ������� �������� 	� .� ." = .% ����������������� 	
��
.� = � + ∆� �� .% = % + ∆%� � ∆� �� ∆% ������������ ��#��� 
�����	� ��#���$��

/� ���� �$�&��&�����$�� 	 ,������	 ������������ �� 	 �����+ 	������"��� ��	��-

�������� !� 	���� ����	��� ����
�������� 	 ������� #���������	� �������� ��� $� 	 ,���-

���	 ���������� ,	�	���������� ($#�������� !� �	�������� ����
�������� #	� ������

	������ 	 ��������� 
���� #����������� �	������ 
	�����	� �������� ��� $�� !� ,�����-

��� #	� 	������"�� 	���� ��	���	���	� ������$�� ������ ������ 	 �������� ,	�	��������

���� ��������� 
���� ��������	 ���������� ��������	� �	������ 
	���	� �� �����������
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����� ���
�� ��
������	�� ����� ��
��������� ������� ������ ���
����� ������

���
������
� 	������������� � ���������
 ������
� ������ ����� ���	
��������

�� � ����
������ ���� ������ �� � �
!���
���" ���
������
��� ���������

#� $������ ���
����� ���������� ���� �
����� �
!���
���" 	���!��
� ������
� ���% ���
���&
���
���� �������� �� ��!�� ���
�!���

��������	�
���	
���
'���(� 	��) �
�� �� �� = � ������� ������� � *���������

� +� = � + ∆� ��,��,"

���������!����� 
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� ������ �� � 
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λ� = μ + ǫ
�/�  ���  &π/�! + � ���  &π/�!!   = �, . . . , � − �!

���������
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���	
' � ���������
�
 ���(����������
 �����
� ǫ�/�" ���� ���)���� � �*'&+' ����� ���,���

����
' -� ���#�	� |μ| ≈ �" � = �. �� ǫ = ǫ� ≈ &.&&�/ × ��−�� ����
�
�� (����$
" �

�� � ���������
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�
 �� ���� ��������� �����
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����� ������

����
�
��� �� �	� �� � ������������ �	��������� ' �(�����)
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������ ������� �(���(�(� ������������ ������ ��� ��� �	��
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[
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� ��/��

]

�� � �� .

�� � ��� ����� ����������� λ� = � + � �� λ� = � − �� � λ� ������������� ����
�� ���������
�

��� ��/�� , 	
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√
ǫ ���������
�� ��,±

√
ǫ�� � ������ �

���������� �"��)&���� μ = � � ���������
�� #�$� � = ��, ��� � *��
�

‖�� − μ�‖
�
=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

[

�

ǫ

]
∥

∥

∥

∥

∥

∥

�

= ǫ.

%� �
�� #�)$�+) ǫ = ��−�� ���
� � ���$+�)� "� ����������$$�) �)+),�	�() � ����)���� ��−� �,���

������ ������	
��� ��	����� ��������������� �������� ����������	� �
���������� �

������	��	 �! ��� �"#���� ���	
�	
� ��	
�

ν %λ�& ≈
‖�‖� ‖#‖�
∣

∣

∣��#
∣

∣

∣

,

���� � 
 # � ����! ����	�� ��� ������ ���	���	�� $���%��� ���	
�	
� ��	
� �� ���#�		 �� &��

�����	��' 	����%����	�	 ���(�)� *+���+�+ ���	
�	
� ������������ ��� �
"�� ,		 �

����� ��� ��! ��"# � ���	
�	
� �+����	
 ����	�� ������ � ����	�� �����'��� ���� ��������-

���������

������� � ���	
��
� ������
 �
���
�� ������	��

,��� ����� ����)� ������
� ����� ������������� �� ���������
���� ���	������ ' ��������

����������)� ���
�����
���� ������������)
� � �
����� ������ ���



��� ��� �����	
��� �	���	���

� �������	
����

� ��� ������	
��� ������ ������ �����������
� � ����
����� ������ ���� ���� � 
 × 


����
� � ����� ��
��!��� ���
���� 
 �����"��� ����� ��#�
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���%�#

���� � ��� 	 ����� = ���−�� ��������
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�	 ��� ���������� ���
��� �� ����		%� ������ ��	�
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����	�


�����������	 	 �������	�
� ����	�
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Színes ábrák és ismertet®k

Ebben a fejezetben a kötet legfontosabb színes ábráit és a hazai informatikai
fels�ooktatás f�oszerepl�oit bemutató anyagokat gy�ujtöttük össze.

El�oször a fekete-fehér alapszín�u egyetemi ismertet�ok (Babeş-Bolyai
Tudományegyetem, Budapesti M�uszaki és Gazdaságtudományi Egyetem,
Pécsi Tudományegyetem), azután a színes egyetemi ismertet�ok (Debreceni
Egyetem, Eötvös Loránd Tudományegyetem, Eszterházy Károly F�oiskola
és Szegedi Tudományegyetem) következnek.

Ezután az 5. fejezet (Hálózatok szimulációja) fejezet hat, azután a 6. feje-
zet (Párhuzamos számítások) egy, majd a 16. (Gra�ka) fejezet négy és végül
a 17. fejezet (Térinformatika) nyolc színes ábráját mutatjuk be � abban a
sorrendben, ahogyan a könyvben el�ofordulnak.
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