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Abstract. Nella prima parte di questo paper verrà dimostrato il Teorema di Hellmann-
Feynman (H-F) su autostati esatti. Nella seconda, grazie ad esso, verranno ricavati i termini
lineare e quadratico della serie perturbativa di uno spettro non-degenere. Nel terzo capitolo
verrà dimostrato il teorema di H-F nel contesto del metodo variazionale di Rayleigh-Ritz.
Infine, verrà presentata una semplice applicazione del teorema di H-F al calcolo del valore
di aspettazione dell’operatore r−2 per un atomo idrogenoide.
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1 Teorema di Hellmann-Feynman

Siano xµ ∈ Rn dei parametri reali e H = H(xµ) l’hamiltoniano di un sistema fisico, con ∂tH = 0.
Assumiamo H e il suo derivato ∂µH analitici e autoaggiunti, dove ∂µ ≡ ∂/∂xµ. Scriviamo
l’equazione agli autovalori per H e l’associato SONC di autovettori per lo spazio di Hilbert:

H(xµ)|n(xµ)〉 = En|n(xµ)〉, (1)

〈m(xµ)|n(xµ)〉 = δmn (2)

D’ora in poi sottintenderemo la dipendenza di operatori, autovalori e autostati dai parametri.

∂µ(1) =⇒ (∂µH)|n〉+H|∂µn〉 = (∂µEn)|n〉+ En|∂µn〉 (3)

〈m|(3) =⇒ 〈m|(∂µH)|n〉 = (En − Em)〈m|∂µn〉+ (∂µEn)〈m|n〉 (4)

Per concretezza, ricaviamo dalla (4) tre relazioni fondamentali[2].

Caso 1. Ponendo |n〉 = |m〉, da cui En = Em, si ottiene il risultato più noto[5][6]:

∂µEn = 〈n|(∂µH)|n〉 (Teorema di Hellmann-Feynman) (5)

Caso 2. Se |n〉 6= |m〉 ed En 6= Em (sempre vero se lo spettro è non-degenere):

〈m|∂µn〉 =
〈m|(∂µH)|n〉
En − Em

〈∂µn|m〉 =
〈n|(∂µH)|m〉
En − Em

(6)

Caso 3. Se |n〉 6= |m〉 ma En = Em (possibile se lo spettro è degenere):

〈m|(∂µH)|n〉 = 0 (7)

Nota. Se µ varia lentamente col tempo (µ̇ → 0, T → ∞, µ̇T 6= 0 finito), il teorema di H-F
continua a valere e fornisce la variazione adiabatica dello spettro.[5] In generale, se ∂tH 6= 0, la (5)
non vale ma sussiste l’utile relazione: 〈∂µH〉ψ = i~ ∂t〈ψ|∂µψ〉, dove ψ è soluzione dell’equazione
di Schrödinger dipendente dal tempo Hψ = i~ ∂tψ.[1]
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2 R. Lepera

1.1 Un lemmino

Si ha 〈∂µn|n〉 = ikµ con kµ ∈ Rn. Infatti[5]:

0 = ∂µ〈n|n〉 = 〈∂µn|n〉+ 〈n|∂µn〉 =⇒ aµ ≡ 〈∂µn|n〉 = −〈n|∂µn〉 = −a∗µ.

Possiamo ora enunciare il seguente:

Lemma. Esiste un SONC di autovettori per la (1) tale che 〈∂µn|n〉 = 0.

Dimostrazione. Se 〈∂µn|n〉 = ikµ, basta considerare la base |n′〉 ≡ e−ixµkµ |n〉. Infatti:

〈∂µn′|n′〉 = 〈∂µ(eix
µkµn)|e−ixµkµn〉 = 〈ikµeix

µkµ |e−ixµkµn〉+ 〈eixµkµ(∂µn)|e−ixµkµn〉 =

= −ikµe−2ix
µkµ〈n|n〉+ e−2ix

µkµ〈∂µn|n〉 = e−2ix
µkµ(−ikµ + ikµ) = 0 . �

2 Serie perturbativa

Consideriamo ora una perturbazione lineare: H(xµ) ≡ H0+xµFµ, con ∂µH = Fµ autoaggiunto[2].
Supponiamo di saper risolvere l’equazione di Schrödinger per l’hamiltoniano imperturbato e che
il suo spettro sia non-degenere:

H0|n0〉 = E0
n|n0〉, E0

n = En(xµ = 0), |n0〉 = |n(xµ = 0)〉.

Sia inoltre ‖xµ‖ sufficientemente piccolo affinché converga la serie perturbativa:

En = E0
n +

∑
µ

xµ[∂µEn](0) +
∑
µν

1

2!
xµxν [∂µ∂νEn](0) + . . . (8)

D’ora in poi sottintenderemo la valutazione in zero di autostati, autovalori e loro derivate. Il
termine lineare della (8) è dato direttamente dalla (5); per quello quadratico, notando che
∂νFµ = 0, possiamo scrivere:

∂ν(5) =⇒ ∂µ∂νEn = 〈∂νn|Fµ|n〉+ 〈n|Fµ|∂νn〉 (9)

Usiamo ora la relazione di completezza
∑
m

|m〉〈m| = 1 e il lemma in sez. (1.1):

∂µ∂νEn =
∑
m 6=n

[
〈∂νn|m〉〈m|Fµ|n〉+ 〈n|Fµ|m〉〈m|∂νn〉

]
. (10)

Ricordando le relazioni (6) per 〈∂νn|m〉 e 〈m|∂νn〉 otteniamo infine:

∂µ∂νEn =
∑
m 6=n

〈n|Fν |m〉〈m|Fµ|n〉+ 〈n|Fµ|m〉〈m|Fν |n〉
En − Em

= 2<
∑
m6=n

〈n|Fµ|m〉〈m|Fν |n〉
En − Em

(11)

dove < indica la funzione parte reale.
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3 Dimostrazione variazionale del teorema di H-F

Per ricavare i primi stati legati approssimati è possibile usare il metodo (o principio) variazionale
di Rayleigh-Ritz (R-R); vedremo che su tali stati continua a valere il teorema di Hellmann-
Feynman. Sia µ un parametro reale. Definiamo il funzionale di Schrödinger[1][4]:

Eµ[ψ] = 〈ψ|Hµ|ψ〉, dove wlog 〈ψ|ψ〉 = 1. (12)

Per il principio di R-R, gli autovalori dell’hamiltoniana:

Eµ ≡ Eµ[ψµ] (13)

saranno i punti stazionari del suddetto funzionale, variando le funzioni d’onda di prova norma-
lizzate ψ in un opportuno sottospazio dello spazio di Hilbert. Deve essere:

δψEµ[ψ]
∣∣∣
ψ=ψµ

= 0. (14)

La derivata totale della (13) vale quindi:

dµEµ = ∂µEµ +

∫
dx

{
δψEµ[ψ(x)]

∣∣∣
ψ=ψµ

}
dµψµ(x) = ∂µEµ. (15)

Osservando la dipendenza parametrica espressa dalla (12), si ottiene infine:

dµEµ = 〈ψµ|∂µHµ|ψµ〉. � (16)

4 Calcolo del valore di aspettazione

L’hamiltoniano radiale in rappresentazione di Schrödinger di un atomo idrogenoide con numero
atomico Z, considerando la sola interazione coulombiana elettrone-nucleo, è[1]:

H` = −e
2rB
2r2

[dr(r
2dr)− `(`+ 1)]− Ze2

r
, (17)

dove rB è il raggio di Bohr, ` = 0, 1, 2, . . . , n − 1 è il numero quantico orbitale ed n quello
principale. Promuovendo ` a parametro continuo, possiamo scrivere:

∂`H` =
e2rB
2r2

(2`+ 1). (18)

Inoltre, è noto dalla letteratura[5] che H`|ψnl〉 = En|ψnl〉 =⇒ En = −Z
2e2

2rB

1

n2
.

Usando adesso il teorema di H-F (5), dalla (18) otteniamo[1][3]:

〈ψnl|r−2|ψn`〉 = [e2rB(`+ 1/2)]−1〈ψn`|∂`H`|ψn`〉 = (. . .) ∂`En =

= (. . .) ∂nEn ∂`n = (. . .)
Z2e2

rB

1

n3
=

=
Z2r−2B

n3(`+ 1/2)
,

in cui si è posto formalmente ∂`n = 1 visto che n(`) = `+ k, con k naturale opportuno fissato.

Osservazione. In [3] viene fornita una relazione ricorsiva per calcolare 〈rj〉n`, j ∈ Z \ {−2}.
L’utilità e la potenza del teorema di H-F, in questo caso, emerge quindi chiaramente.
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