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Sommario

Nella meccanica quantistica 1’equazione di Schrodinger ¢ molto importante
in quanto descrive come lo stato quantico (di solito atomi, molecole e parti-
celle subatomiche) di un sistema cambi con il tempo. In altre parole questa
equazione e I'analoga della legge di Newton per la meccanica quantistica.

L’obiettivo di questo elaborato e verificare le stime dispersive e la buona
positura del problema di Cauchy associato all’equazione 1-dimensionale di
Schrodinger con non linearita cubica, senza potenziale (V' = 0)

i0pu — O*u = +|ulu
(1)

u(to, ) = up(z).

Ci sono molti autori che hanno studiato questo tipo di problema, anche
nella forma piu generale in dimensione n e con una non linearita di potenza
P, OVVEro

i0u = —Au+ NMulP~lu
2)

u(to, ) = up(x)

con tg € R e A € R, verificando l'esistenza locale e globale della soluzione,
come ad esempio Baillon-Cazenave-Figueira [1], Ginibre-Velo [5], [6], [7], [8],
Hayashi-Nakamitsu-Tsutsumi [11], Lin-Strauss [13], Pecher-von Wahl [15],
Strauss [17], Tsutsumi-Hayashi [20]. Consideriamo «a(n) = co se n = 1 o
n=2ea(n)=(n+2)/(n—2)sen>3. In [1] Baillon, Cazenave e Figueira
dimostrano chese 1 <n < 3,1 <p < «a(n) e A > 0, (2) ha un’unica soluzione
globale forte u(t) € C(R, H3(R™))NC' (R, L2(R")) per ogni ug € H(R"). In
[5] - [7] Ginibre e Velo mostrano chese 1 <p < a(n)eA >001 <p < 1+4/n
e A < 0, (2) ha un’unica soluzione globale debole u(t) € C(R, H(R"))
per ogni ug € H(R™). In [17] Strauss mostra che se A > 0 e p > 1, (2)
ha almeno una soluzione globale debole u(t) € L™(R, H}(R") N LPT1(R™))
per ogni uy € HI(R™) N LPT(R™). In [20] Tsutsumi e Hayashi discutono
esistenza unica globale della soluzione classica di (2) con A > 0 (vedere
anche Pecher e von Wahl [15]). Un approfondimento dell’argomento trattato
puo essere la verifica della buona positura dell’equazione NLS con potenziale
non nullo, ad esempio Cuccagna-Georgiev-Visciglia [4] e Weder [21], oppure
lo studio dell’equazione NLS con una non linearita del tipo |u[P~ u+ |u]9 ™ u,
ad esempio Ozawa [14].



Nella maggior parte dei lavori, la soluzione di (2) viene costruita nello
spazio H!(R™) poiché la norma coincide con I’energia e le dimostrazioni sono
basate sulla legge di conservazione dell’energia. Noi, invece, cercheremo di
costruire la soluzione sullo spazio L2(R™). T risultati di questo elaborato
sono gia stati ottenuti, ad esempio da Tsutsumi [19], il quale dimostra [19,
Theorem 1.1] che per 1 < p < 1+4/n, per ogni ty € R e per ogni ug € L2(R™)
(possibilmente che non stia in H!(R™)) esiste un’unica soluzione globale di

i0u = —Au + NMu|P~lu
(3)

u(to, x) = up(x)
tale che u(t) € C (R, L2(R™)) N L . (R, L2 (R™)). Una soluzione di questo
tipo, ovvero tale che ug € L2(R") e ug € HX(R"), ¢ chiamata soluzione-L?.
In questo articolo ci restringeremo alla non linearita cubica in dimensione 1
(p = 3en = 1, quindi rientriamo nel range di 1 < p < 1+4/n) e verificheremo
I’esistenza globale per dati iniziali piccoli. Anche se riotteniamo lo stesso
risultato di [19] ed in un caso particolare, la nostra strategia si discosta in
parte da quella applicata da Tsutsumi, mettendo in luce un nuovo approccio.
Infatti in [19] la dimostrazione si basa sulla legge di conservazione della norma
L%, mentre la nostra usufruisce del teorema massimale di Christ-Kiselev [3]
e del lemma T*T' di Ginibre-Velo [9] per applicare le stime di Strichartz. In
entrambi i lavori, comunque, molta importanza viene data all’applicazione
di queste ultime stime.

Questo elaborato verte su tre argomenti:

1. l'applicazione delle stime di Strichartz per I’equazione NLS in dimen-
sione 1 attraverso il teorema massimale di Christ-Kiselev e I’argomento
T*T di Ginibre-Velo;

2. il risultato della trasformazione Pseudo-Conforme e l'invarianza delle
stime di Strichartz;

3. mostreremo un esperimento numerico per la risoluzione dell’equazione
(1).

Pit in dettaglio nella prima e seconda sezione mostreremo due risultati in-

teressanti, che formeranno la base per la verifica delle stime dispersive: il

teorema massimale di Christ-Kiselev [3] e il lemma 77T di Ginibre-Velo [9].

Il primo teorema afferma ’equivalenza della norma dell’operatore massimale

Tr(f)(z) =sup|T(f - xy,)(z)| con quella di T', operatore lineare limitato da
nez

L9 a L?, dove {y, t.c. n € Z} ¢ una successione di sottoinsiemi di R tale



che y, C Y11 Vn, con la condizione ¢ < p. A fine sezione mostreremo un
controesempio quando p = ¢ = 2 in cui non vale il teorema. Nella seconda se-
zione enunciamo il lemma di Ginibre-Velo, e in particolare il loro corollario, il
quale afferma che, sotto opportune ipotesi, possiamo estendere un operatore
limitato da uno spazio di Banach X ad un altro Y, senza che ci siano legami
fra questi spazi, con molta semplicita. Inoltre mostreremo un’applicazione
di questo risultato all’equazione NLS, completando con il teorema di Riesz-
Thorin e la disuguaglianza di Hardy-Littlewood-Sobolev i calcoli necessari
per raggiungere le stime che ci interesseranno.

Combinando insieme entrambi i risultati, nella terza parte riusciremo ad
applicare le stime di Strichartz per u, soluzione di (2), in quanto formalmente
possiamo riscreverla in forma integrale

u(t,z) = U(t)ug(x) — z'/o Ut —7)f(u(r,x))dr (4)

dove U(t) & il gruppo unitario ad un parametro in L? associato all’operatore
laplaciano A e wug(z) ¢ il dato iniziale. Il teorema massimale di Christ-
Kiselev ci permettera di stimare la norma di u con quella dell’operatore

I(u) = U(t)ug(x) — z/ U(t — 7)f(u(r,z))dr, la quale, per il corollario di

Ginibre-Velo, ¢ limitataRsu opportuni spazi di Banach, definiti come segue:
LI, L) ={f: 1 = L, tc. f€L(R")e|fll-(t) € L)}, con I inter-
vallo di R. Applicheremo quindi le stime di Strichartz per I’equazione non
lineare di Schrodinger in dimensione n, mettendo in evidenza alla fine il caso
n=1.

Nella quarta sezione verra illustrata la trasformazione Pseudo-Conforme
che manda wu, soluzione dell’equazione NLS, in U, che ¢ anch’essa soluzione
di un’altra equazione di Schrodinger. In particolare mostreremo che le sti-
me di Strichartz sono invarianti per questa trasformazione. Applicheremo la
trasformazione Pseudo-Conforme per dimostrare |'esistenza globale per dati
piccoli di (1), che sara svolta nella quinta sezione. In quest’ultima mostre-
remo prima di tutto che esiste unica la soluzione di (1) o locale per ogni
dato iniziale o per qualsiasi intervallo di tempo con dati iniziali piccoli. La
strategia ¢ quella di applicare il teorema delle contrazioni. Interessante sara
osservare che I'ampiezza dell’intervallo del tempo, ¢, dipenda dalla norma
L? del dato iniziale, che indicheremo con R, e che §(R) — 0 se R — 400 e
d(R) — +oose R — 0.

In conclusione mostreremo una simulazione numerica per I'equazione (1),
considerando come dato iniziale una Gaussiana. Osserveremo come varia la
stabilita della soluzione variando i dati iniziali e la differenza con la soluzione
dell’equazione lineare di Schrodinger.
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1 Teorema Massimale di Christ-Kiselev

Presentiamo il risultato del Teorema di Christ e Kiselev su R, con 7" operatore
lineare da LY(R) in L’(R), ¢ < p. La norma dell’operatore T, in quanto
L(LY(R), LP(R)), spazio degli operatori lineari da LI(R) in L(R), & normato,

si denota con I/
IT|lgp = sup ==
rera®) 1fllq

Indichiamo con xg, dove E e un sottoinsieme di R, la funzione indica-
trice tale che yg(z) = 1 se € F e 0 altrimenti. Consideriamo inoltre le
successioni di sottoinsiemi misurabili di R di questa forma: {y, t.c. n € Z}
tale che 4, C y,+1 Vn. Non ¢ detto che R = U,y,, ovvero che gli y, siano un
ricoprimento di R. Un esempio di questo tipo di successioni ¢ fornito dagli
insiemi della forma y,, = {(—o0,n] t.c. n € Z}. Segue dalla costruzione che
Yn C Yns1 Vn e in questo caso R = U,y,. A questo punto diamo la seguente
definizione, centro dell’argomento di questa sezione:

Definizione 1. Ad ogni successione di insiemi misurabili {y,} definiti pre-
cedentemente ed ad ogni operatore T : L4(R) — LP(R) puo essere associato
un operatore massimale, che ¢ definito su LY(R), in questo modo:

Tr(f)(x) = sup|T(f - xy,) ()]

nel

L’operatore ¢ ben definito. Infatti si ha (f - x,,)(y) = f(y) se y € y, € 0
altrimenti, e f - x,, € ancora un elemento di LI(R):

/le-xanQZ/yn < [ s

Lo scopo dell’elaborato e quello di mostrare che la norma dell’opera-
tore lineare e equivalente a quella dell’operatore massimale. Una prima
diseguaglianza ¢ semplice: ||T|,p < |[Tr|lqp- Infatti

Trf =sup|T(f - xy,)| = [T(f - xr)| = |Tf]

e possiamo riscrivere questa relazione con le norme.
Per dimostrare I’altra diseguaglianza, abbiamo bisogno di un lemma di
decomposizione dello spazio misurabile:

Lemma 1. Sia (R, \) lo spazio misurabile, con \ la misura di Lebesque.
Fissata f € LY(R) t.c. ||f]l; =1, si definisce la misura di probabilita \¢(E) =
Sz | f(W)|%dy, con E C R insieme misurabile. Allora per ogni successione di
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sottoinsiemi misurabili di R della forma {y,|n € Z} tale che y, C yni1 Vn,
B} sottoinsiemi misurabili di R, con m = 0,1,2,... e 1 < j < 2™, tali
che:

1. Ym {B}", 1 < j < 2™} e partizione disgiunta di sottoinsiemi misurabili

di R
2. VB, By = B""' u Bt
3. Ap(By") = 27", ¥m, j

4. ogniy, puo essere decomposto come (eccetto per insiemi di misura nulla
0 vuoti) unione disgiunta finita o infinita numerabile di B t.c. Vm
posso scegliere al massimo un solo Bj":

Yp = UBZ”, con mq < meo < ...
i>1

Dimostrazione.

Supponiamo Vn, senza perdere di generalita, A¢(yn) > 0e Af(Ynt1\Yn) >
0. Vogliamo costruire una funzione misurabile ¢ : R — [0, 1] che soddisfi
queste proprieta:

(a) Ay (cp_l( [0,1) )) =t per ogni t € [0, 1];

(b) Yn = 90_1<[07 Af(yn)))

In particolare A\f (¢~ '{t}) = 0 V¢, ovvero le controimmagini di punti sono
insiemi A g-nulli.

Definiamo ¢(y) = 1 per ogni y € R\ U,y, e ¢(y) = 0 per ogni y € N, Yyp.
Ogni punto rimanente y € R, appartiene a ¢, = ¥ \ Yyn—1, per un unico indice
n. Poiché su (R, A;) si puo applicare una proprieta di divisibilita, nel senso
che: per ogni S C R misurabile e V¢ € [0,Af(5)) esiste un sottoinsieme
misurabile S” C S tale che Af(S’) = t. Consideriamo S =y, e S' = K
un sottoinsieme di ¥, tale che contenga y,_1 € y € ,, ovvero K N, # 0.
Allora abbiamo che A\f(K) =t < A¢(yn). Applicando di nuovo la proprieta
di divisibilita, con S = K e S’ = y,_1, osserviamo che A\;(y,—1) < Ap(K),
quindi Ap(yn—1) < Af(K) < Af(y,). Allora ¢ possibile definire ¢ : g, —

[Af(yn=1), Ar(yn)) in modo che Xy (sfl( Af(Yn-1),t) )> =1t — Ap(yn-1) per

ogni t € [)\f(yn_l), )\f(yn)). Esistono questi ¢ poiché abbiamo supposto per
ogni n che Af(y,) > 0 e che Af(ynt1 \ ¥n) > 0. La funzione cosl costruita
¢ : R — [0, 1] ha entrambe le proprieta richieste:

3



(a) Af (cpfl( [0,) )) = { per ogni t € [0, 1]

(b) v = 7 (0.2 (n) ).

Infatti, per la prima proprieta, fissato t € [0, 1], esiste un unico N € N tale
che t € [Af(yn), A\f(yn+1)), quindi possiamo decomporre l'intervallo [0, )
come unione disgiunta di [Af(yn),t) Ur<n [Af(ye—1), Af(yx)). Quindi, per
come abbiamo costruito ¢ si ottiene

Af (90‘1( [0,1) )) =As (90‘1( M r(un), t) Unen [Ar(yre1), Ar(yr)) )) _
— /\f< (s lyw), ) Z/\f< (N (ye—1), )\f(yk»)) _

k<N

=t = Ap(yw) + Y (o) = Aplye) = &

k<N

La seconda proprieta segue dalla costruzione di (.
Possiamo a questo punto definire

Br =t ([G -2 527m)
conm = {1,2,3...} e j = {1,2,3...,2™}. Per costruzione i B} rispettano le
prime tre proprieta richieste del lemma. Infatti, per ogni m fissato, BJ" N
B™ = () per ogni j # 4, poiché controimmagine di disgiunti ¢ disgiunta, e

ricoprono tutto R in quanto i [(] — 1)2*m,j2*m), con j = {1,2,3...,2™},
ricoprono [0, 1]: se per assurdo, per ogni j esistesse un y ¢ B, allora

om om ‘ o e
yeR\ UBP =R\ Ug™ ([(l-127™527)) =
2""/
R\¢( U [G-127527)) =R\e7([0,1]) = 0.
Per ogni m fissato, B" = BI"*' U B/'™!: infatti
B = ([ =127 527 ) =

o7 ([ —227 25 - 2 Jue™ ([25 - 2 22 ) =

m+1 m+1
le U sz :



Per ogni m e j, i BJ" hanno tutti misura 27™: infatti per le proprieta della
funzione misurabile ¢, si ha

Af(B") = Mg (901<[(j — 1)2m,j2m))) _

A (gp—l([o,jg—m))) — ) (gp_1<[0, (- 1)2—”‘))) _

G2 (12T =27

Ci manca da verificare 'ultima proprieta. Consideriamo per ogni n la decom-
posizione binaria di A¢(y,) = >, < ™m2™ ", conr,, = 1 00. Posso fare questa
decomposizione diadica perché {3V _ r,,27"|N € N} € QnI0,1] € RN(0, 1]
densi: infatti per ogni ¢ € Q abbiamo |g— Y~ _ 7,27 < 27N ¢ Q denso in
R. Questa decomposizione puo non essere unica, infatti % = % oppure ugua-
lea ) -,27™; ovvero nella prima decomposizione abbiamo scelto 1 =1 e
Tm = 0 per m # 1, per la seconda r,, = 1 perm # 0,1 erg = r; = 0. Se capi-
ta che esistano piu di una decomposizione, se ne sceglie una. In questo modo
abbiamo una determinata decomposizione dell’intervallo [O, A f(yn)) in unio-
ne di intervalli adiacenti diadici disgiunti, chiusi a destra e aperti a sinistra,
di lunghezza 2=™,27™2 ... dove gli m; sono presi se 1,,,, = 1. Applicando ¢!
a ciascuno di questi intervalli disgiunti otterremo alcuni degli insiemi B}
Ricordandoci della proprieta (b) di ¢, ci siamo costruiti la decomposizione
richiesta di y, = Ui21BZ” di insiemi disgiunti. ]

Osservazione 1. Possiamo sostituire al posto di R, un qualsiasi intervallo
I CR.

Possiamo ora enunciare il seguente risultato:

Teorema 1 (Teorema Massimale di Christ-Kiselev).

Sia 1 < q,p < 400 e consideriamo un operatore lineare continuo T :
LY(R) — LP(R). Per ogni sottoinsieme della forma {y, t.c. n € Z} di R,
con Y, C Ynpi1 Vn e sotto lipotesi q < p l'operatore Tg ¢ limitato. In
particolare, vale

C(g—l_p—1)\—
HTRHq,pg (1_2 (@ P )) 1HTH<L;D'

Osservazione 2. Possiamo anche in questo caso considerare al posto di R
un intervallo I C R.



Dimostrazione.
Di qui in avanti chiameremo C|, , la costante del teorema. Basta verificare
che VN € Z, loperatore lineare TV (f)(z) = T(f - xyy)(x) ¢ limitato e

soddisfa:
1T fllp < CoplIT

per ogni f € LI(R) tale che || f|, = 1. Fissiamo quindi una f € LY(R) con
| fll; = 1. In questo modo possiamo considerare Ay misura di probabilita
costruita in precedenza e applicare il lemma di decomposizione dello spazio
misurabile (R, ). Quindi 3B7" definiti dal lemma, tali che y, = U;>1B}".
Poiché la decomposizione non & unica, se ne sceglie una per ogni n.

Sia fi" = f- XBr allora

Foxo =3 Fxpre =) fi

i>1 i>1

q,p

Quindi per ogni N € Z si ha

V() =T ) = T( ) = ST

i>1 i>1

per la linearita di 7.
Possiamo allora calcolare, per la limitatezza di T’

1S R A i
i>1 i>1 i>1
[ieallE R F sl P i
i>1
Osserviamo che
|“—(/| |‘Idy) (/|f - |‘Idy> -

S
=]

S
|

)

( /. If(y)\qdy) ) e R

Sostituendo e considerando che alcuni degli m; potrebbero essere nulli, otte-
niamo

I, > I L = 1T, Yo 2™ LAl <

i>1 i>1




(4720 B a Val E [V  ir N [F e

i>1 m>1 m>1 i>1

consideriamo adesso ). || f]m
Yn sono disgiunti

ST =SS0 X lg = 1 X

i>1 i>1 i>1

7, ricordando che i B * che decompongono

¢ = AT xuallg < IFIG = 1.

Quindi otteniamo

p—q _p=g\™
7, Y2 S s < I, 3 (27

m>1 i>1 m>1

la quale serie geometrica converge in quanto per ipotesi ¢ < p. Mettendo
insieme i risultati, otteniamo:

_p=g\™ _p=qg\ !
p <7l 3 (275 )" = 1Ty (1-27)
m>1

che e la costante cercata. Per arbitrarieta della scelta di N otteniamo che

TN fllp = 1) Tf7

i>1

(g—1_p—1)\—
||TRf||p < (1 -2 (@ P )) 1”T“q,p

per ogni f € LY(R), con ||f||, =1 e quindi

C(g—1_p—1)\—
HTRHq,pS (1_2 (@ P )) 1HTHq7p'

Abbiamo come corollario i seguenti risultati

Corollario 1.

Sia 1 < g < p < 400 e consideriamo un opemtore lmeare continuo
T : LYR) — LP(R) di questa forma: Tf(z) = [ K y)dy, con K
localmente integrabile. Sia
/ K(z,y)f )@'

||TR||qp (1 -2 @ ))_1||T||q7p'

Trf(x) = sup
seR

allora



Dimostrazione.

Possiamo riscrivere Trf () = sup,eg |T(Xy, f)(2)] con ys = {(—o0, s] |s €
R}. Poiché il teorema massimale di Christ-Kiselev vale per ogni successione
{yn t.c. n € Z} di R, con y,, C y,+1 Vn, allora posso estenderlo al caso di
Y, = {(—00,¢]|¢ € Q} e per densita a y, = {(—o0, s]|s € R}. Infatti per
ogni fissato @ € Q, considero T(f)(z) = T(f - xyo)(x), con yg = (=00, Q)]
che e limitato per il teorema massimale:

1_,.—

HTQ”qp (1 —-27 @ ))_1||THq,p

poiché posso trovare {y, t.c. n € Z} successione di sottoinsiemi di yg, con
Yn C Yns1 VN n

Corollario 2.

Sia 1l < g<p< 40 e considermmo un opemtore lmeare continuo
T : LYR) — LP(R) di questa forma: Tf(z) = [ K y)dy, con K

localmente integrabile. Sia
= / K(e.9)f ()dy
y<zx

ITllgp < (1 =277 D) YTl

allora

Dimostrazione.

Per costruzione

f. K(x,wf(y)dy] < Supocs

fy<s K(x,y)f(y)dy| Vo €
R quindi

- (=1 1N\ _
ITF @)y < I Trf(@)lly < (12777 ) Ty,
per ogni f € LY(R) con || f]|, = 1. O

Corollario 3.

Sia 1l < g<p< 40 e considermmo un opemtore lmeare continuo
T : LY(R) — LP(R) di questa forma: Tf(z) = [ K y)dy, con K

localmente integrabile. Sia
- / K(e,9)f ()dy
0

_1 _
HTqu (1 -2 @ )) 1HTHq,p-

allora



Dimostrazione.
Per costruzione

‘/ K(z,y)f dy‘ ‘/ K(z,y)f dy‘<sup/ny dy‘
O<y<z seR
Vo € R quindi

ITf(@)llp < ITrf (@)l < (1 =279 7)Y Ty,

per ogni f € LY(R) con || f]|, = 1. O

Concludiamo la prima sezione mostrando un controesempio del teorema
massimale nel caso in cui p = ¢q. Consideriamo 'operatore di Hilbert:

H(w = o (1) <.

H:LP— [P

Per semplicita prendiamo in esame il caso p = 2. Cio che vogliamo dimostrare
¢ che per ogni f € L?

IH 2 < Cllfllez # [Hrfll2 < Crll S22

Sia
1 >0
O(z) = { 0 <0
definiamo o
() = 2y

Per la proprieta della trasformata di Fourier sulla convoluzione, otteniamo:

Ha(D)(e) = (@ . f> (© = (w)@ 7o)

X

<®i$)> &) =—+ Zg — In(§ +140)
con la costante v = —I"(1)! (vedere [2, p.103]).

'Dove T & la funzione gamma di Eulero e v & la costante di Eulero-Mascheroni v =

. |
ngrfoo (Z P lnn>.

k=1



Consideriamo una successione f,, t.c. ||fu|lz = anHLz =1le

>~ |1 E€enn+1]
Ful§) = { 0  altrimenti

Osserviamo che:
1HRSulle = [Hrfolle2 ~ () full 2 — oo

quindi non esiste per ogni f € L? una costante Cr > 0 tale che ||Hgf]|z: <
Crllfllz2-

10



2 Lemma 77T di Ginibre-Velo

Riportiamo I’argomento del T*7T" come riportato nell’articolo di Ginibre-Velo.

Consideriamo con T l'operatore lineare da D C X spazio vettoriale denso
in spazio di Banach a H spazio di Hilbert, e con 7™ I'applicazione aggiunta
da H a D* D X*, con D* e X* lo spazio duale rispettivamente di D e X e.
Si denota con ¢(f) =< ¢, f >p accoppiamento di dualita fra D* e D, con
¢ € D* e f € D, considerando lineare in f e antilinerare in ¢.

Lemma 2 (Lemma 7*7T di Ginibre-Velo). Sia H spazio di Hilbert, X uno
spazio di Banach e X* il suo duale, e D spazio vettoriale denso in X. Sia
T e L(D,H) eT* € LIH,D*) la sua aggiunta, definita da

(T*0)(f) =<T"z, f >p=<0v,Tf >y

per ogni f € D e per ogni v € H, con < -,- >g antilineare nel primo
argomento. Allora sono equivalenti le sequenti condizioni:

(1) esiste un numero positivo reale a tale che per ogni f € D
ITflla < allfllx

(2) Im(T*) C X* e esiste un numero positivo reale a tale che per ogni
ve H
[Tl x- < allv]ln

(8) Im(T*T) C X* e esiste un numero positivo reale a tale che per ogni
feD
17T fllx- < a®|| flx-

Il numero a ¢ lo stesso per tutte e tre le condizioni. Se una delle tre, e
quindi tutte, le condizioni sono rispettate, allora gli operatori T e T*T si
possono estendere per continuita a operatort limitati da X a H e da X a X*
rispettivamente.

Dimostrazione.

Come abbiamo gia osservato se D C X, spazio vettoriale denso in spazio
di Banach, allora X* C D*, sottospazio. Verifichiamo il lemma:

(1)=(2). Siav € H, allora per ogni f € Dsiha (T*v)(f) =< T*v, f >p=<
v,Tf >g, quindi T*v € D* ma in particolare vale per ogni f € X, quindi
T*v € X* e Im(T*) C X*. Per quanto riguarda la disuguaglianza

()N = <T0, f>p|=|<v,Tf > | <|vlalTflla < allvllalflx
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quindi per || f||x = 1 abbiamo che per ogni v € H

1T 0]l < allvl|a
(2)=-(1). Sia f € D, allora per ogni v € H si ha
| <o, Tf>u|=|<T f>p | <|fllxIT*0lxe <allollullfllx

quindi per ||v||y = 1 abbiamo che per ogni f € D

ITfllx < allfllx,-

(1)=(3). Poiché (1) e (2) sono equivalenti, allora possiamo dire che
Im(T*T) C X*eperogni f € D,conv ="Tf,sihaper (2) || T*v|x+ < al|v| g
quindi

7T f]
(3)=(1). Sia f € D allora
ITfI} =<TfTf >u=<T'Tf,f >p< |T*Tf|

x < al|Tfllu < a®| fllx-

x| fllx < a®llf1I%-

O]
Grazie a questo lemma, possiamo dare il successivo fondamentale risul-
tato:

Corollario 4. Siano H, D e due triple (X;,T;,a;), i = 1,2, che soddisfano le
condizioni del lemma precedente. Allora per ogni scelta dii,j = 1,2 abbiamo
Im(T}T;) C X} e per ogni f € D

17575 1]

xr < aiagf| fllx;-

In particolare T;T; estende per continuita un operatore da X; a X! e la
disuguaglianza ¢ verificata per ogni f € X;.

Dimostrazione.
Per ogni f € D e per ogni scelta di ¢, j = 1,2 abbiamo che Im(T;T;) C X/

1T T fllxr < aill T flle < aiag| flx, -

]

Mostriamo un’applicazione del lemma per 1’equazione differenziale del

tipo
ou—Lu=f

dove L ¢ un operatore anti-autoaggiunto, ovvero L* = —L, in qualche spazio
di Hilbert H di funzioni per la variabile spazio x € R", che per semplicita
possiamo supporre L(R™), e la funzione sconosciuta u defininita nello spazio-
tempo R, Sia U(t) = exp(tL) il gruppo unitario ad un parametro in H
generato da L, ovvero U : R — H e rispetta queste proprieta:
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1. U(0) = Id
2. U(t+s)=U(t)oU(s) perogniteseR
3. |U(t)||x =1 per ogni t € R.

Il problema di Cauchy per 'equazione differenziale con dati iniziali u(0, z) =
ug ¢ formalmente equivalente all’equazione integrale

u(t) = U(t)ug —{—/ Ut —1)f(T)dr.
0
Cosideriamo gli spazi L{(I;, L") = {f : I, — L’|f € L.(R") e ||f]|.(t) €

L{(I;)} con I si intende un intervallo di R o tutta la retta reale. Sia X =
L;(R,H) e consideriamo l'operatore T': X — H definito in questo modo

Tf = / P)dr = (U % £)(0)

con #,; si intende la convoluzione per la sola variabile t. L’operatore aggiunto
di T, T*:H — X* con X* = L*(R,H), ha questa forma:

(T*0)(t) = U(t)o.

Infatti sia v € H e f € X, allora per definizione di operatore aggiunto

(T*0)(f) =<T"v, f >x=<v,Tf >y= / ﬁ(x)/RU(—T)f(T, x)drdr =

// (—7)v (1,x)dxdr = // )o(x) f(7, z)dxdr =

=< U( )U f>L2R"H

Infine l'operatore T*T : X — X* e della forma

T*TF = U(t) o (U % £)(0) = (U %, f)(t) = /R U(t — ) f(r)dr.

Osserviamo che per ogni f € X, sfruttando il fatto che U sia gruppo unitario
su H, si ha

I T fll = | / U(t — ) f(r, 2)dr]|y < / VUt = ) lllf () =

- / V) = 1L

13



quindi il punto (3) del lemma di Ginibre-Velo ¢ stato verificato con a* =1 e
di conseguenza abbiamo che per ogni f € X e per ogni v € H

ITfllre < UIfllx e T 0]l < Ljvll

Mostriamo ora un’altra applicazione del lemma di Ginibre-Velo, e sopra-
tutto del suo corollario, prendendo in considerazione I’equazione alle derivate
parziali di Schrodinger

10w =Au+ f

dove con A si considera il laplaciano, A = 9% + - -+ + 92, che & un operatore
autoaggiunto.

Consideriamo H = L2(R") e associamo al laplaciano il gruppo unitario
ad un parametro U in L2(R"): possiamo ricondurci al caso precedente di L
anti-autoaggiunto moltiplicando tutta I’equazione per —i. Otteniamo infatti

Ou+iAu =04 u— (—iA)u =0

e abbiamo che L = —iA che e anti-autoaggiunto in quanto A & autoaggiunto.
Possiamo scrivere esplicitamente U (t) (vedere [16, Esempio 3, p.59]) in questo
modo:

U(t) = exp(—itA) = (4mit) "2 exp(iz? /4t) *, .
Dalla sua scrittura esplicita possiamo verificare che U (t) estende un operatore
limitato da L. a L2, con |[U(t)f(t,x)||re < (4n|t])™2| fl|lz1(t) per ogni
t # 0, infatti

U1 < [ Jeamity 2 )y < () [ el -

= (47 [t)) "2 fll 2 (2)-

Per proseguire con i calcoli, abbiamo bisogno del seguente risultato:

Teorema 2 (Teorema di Riesz-Thorin).

Siano 1 < po,p1,q,0n <00, conl/py+1/go=1el/pr+1/g1=1,eT
un operatore limitato da LP° a L e da LP* a LY, ovvero esistono Cy e C
costanti positive tali che || T f|lzeo < Collfllro € |Tfllea < Ci||fllzes, allora
per ogni A € (0,1), T estende un operatore limitato da LP> a L9, ovvero

HTfHLqA S C)\Hf”[,p)\

dove
1 A 1—A 1 A 1—A
— =+ e —=—++
Px b1 Po ax q1 qo
e
C\ = Ci=Ao



Osserviamo che 1/py + 1/gy = 1 per ogni A € (0,1). Per una dimostra-
zione rimandiamo a [12, Theorem 7.1.12, p.164].
Per quanto visto prima, per ogni ¢ # 0

U@ f(t @) e < @rlth) ™2 fllea (B)

e poiché U(t) ¢ unitario in L2(R")

[U@)f ()2 = [[f]z2 ().

Possiamo quindi applicare il teorema di Riesz-Torin considerando

p=1,0=0,p1=q=2,px=T,q=r

e otteniamo:
IU@)f(t, @)y < (drlt]) ™2 V) fll 2z (2)-

Dalla relazione
A 1—=2A 1 X 1=
— =4 S =4
ax q1 qo0 r 2 o0

osserviamo che A = 2/r e sostituendo

U@t @)l|zy < @rlt]) 2D fllez () = @rlt) G2 ez (1),

Quindi U(t) puo essere esteso ad un operatore limitato da L7 a L, con
U@ f(t2)llzy < @xfth) O fll5(t), con 2 <7 < 00, ar) =1/2—1/r e
1/r+1/Fr=1

Consideriamo, agendo in modo simile all’esempio precedente, ['operatore
T:X —H,con X =LIR,L)) e H=L2(R"), definito:

Tf=—i [ U(— d
f==i [ U=nfropir
e il suo aggiunto (T*v)(t) = U(t)v con T* : LA(R™) — LY(R, L), 1/p+1/q =

1. Quindi, per ogni f € L{(R, L}) Poperatore T*T : L{(R, LL) — LY (R, L)

sl scrive

T"Tf = —i/ Ut —71)f(r,z)dr.
R
Osserviamo che, per i conti visti precedentemente,
[T*T ()| Lee < / Ut = 7)f(r@)dr||re < (dnlt)) ™ s || Fllos (t).
R
Per continuare abbiamo bisogno del seguente risultato
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Lemma 3 (Disuguaglianza di Hardy-Littlewood-Sobolev (HLS)).
Sial<a<ooel<qg<p<oo tale che

1 1 1
_ _|_ R 1 + -
q a b
e sia kqo(y) = |y|7°, con y € R", allora
1Ko ullr < CoalleLa-

Per una dimostrazione rimandiamo a [12, Theorem 4.5.3, p.117].
Applicando la disuguaglianza HLS, con n = 1 poiché ¢t € R, otteniamo

T T fllgelley < IAxfe) ™2 % s Olle < CHIF Il Nz

con )
a==
n
1417141
q+a +P
1.1
q+P

ovvero T*T estende un operatore limitato da L{(R, L) a L¥(R, L). Allo
stesso modo possiamo verificare che T*T estende un operatore limitato da
Li(R, L7) a LY(R, L}).

T T fllg oy < IGxIEDT 5 1z (Ol < CIIF Nz leg

con

a=1/na(r)
1/g+1/a=1+1/p
I/p+1/g=1
1/r+1/r=1.

Osserviamo che ¢ stata verificata la condizione (3) del lemma di Ginibre-
Velo, quindi valgono anche le seguenti stime

1T fllze < Cllflla,Lr)
IT*v|| Lre,cyy < Cllvllz2

per ogni coppia (p,r) e (q,7) che rispettino le condizioni definite precedente-
mente.
Consideriamo x € R, ovvero n = 1, allora otteniamo

T T fllgelloy < Nt s (1l (0)p < OIS es e
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quindi

a=2
1,1 _ 1
5+E_1+p
1,1 _
sty =1
che ha come soluzione a = 2, p = 4 e ¢ = 4/3 ovvero T*T estende un

operatore limitato da Lf/ *(R, L) a LA(R, L). Osserviamo in generale che

T T flleglley < NGxleh™ s 1 g @lly < CHIFL g

con a=1/a(r) = 1/a=a(r)=1/2—1/r
1/g+1/a=1+1/p

I/p+1/g=1
I/r+1/r=1
2<r< o

otteniamo 2/p = «a(r) = 1/2 — 1/r, e ricavandoci r in funzione di p

1/p
Figura 1: Coppie ammissibili (p,r) per n =1

Possiamo anche ricavarci 7 in funzione di ¢ da 1/¢ +1/2+1/F — 1 =
1+1—1/q dacui
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Continuiamo a considerare x € R e per il corollario di Ginibre-Velo T*T
estende un operatore limitato da LI(R, L2174y a LP(R, L2/~ ovvero

||T*Tf||Lf(R’L§P/(P—4)) S C||fHLf(R,L§‘1/(5q_4))
per ogni 4 < p<ooel<qg<4/3. Inoltre per il lemma di Ginibre-Velo

”TfHL% < Cl|f|ng(R7LiQ/(5q*4))

1T 0| p g p2ero-0y = U@ o p20r0-0) < Cllv]z-

Osserviamo che non & necessaria la condizione 1/p + 1/q = 1 grazie al
corollario 4 del lemma di Ginibre-Velo.
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3 L’equazione di Schrodinger

Consideriamo il problema di Cauchy per l'’equazione di Schrédinger non

lineare con x € R
i0u — O*u = f

u(0,2) =0

a cui possiamo associare ’equazione integrale

u(t,z) = —z'/o Ut —71)f(r,z)dr

con, per quanto visto sopra, U(t) = exp(—itd?) = (4mit) /2 exp(ix? /4t)*,.
Sia T : L{(R, L") — L2(R) I'operatore definito da

Tf= —i/ U(—=7)f(r,z)dr
R
e il suo aggiunto 7 : L2(R) — LY(R, L")

(T*0)(t) = U(t)v

2ooF=2L cond<p<

con (p,r) e (q,7) coppie ammissibili, ovvero r = i 5ot

el <qg<4/3.
Per i calcoli svolti precedentemente, 'operatore T*T : L{(R, L") — LY(R, L")
¢ limitato ed e definito

T"Tf = —z'/RU(t —7)f(r,z)dr.

Osserviamo che u(t, x) non ¢ esattamente (77 f)(t, z), ma (T*T(x:f))(t, z),

dove x; = X(0,)- )
Consideriamo 'operatore massimale My : L{(R, LT) — LY(R, L")

(Mpf) = (T"T(xif)) = ult, z)

in questo modo possiamo calcolare la norma di u

Jut, o) o Lry = [(Mrf) (¢ @) | peoLry < Cooll(TT )t 2) || Lr L)

applicando il corollario 3 del teorema di Christ-Kiselev, poiché ¢ < p, dove
la costante C,, = (1 — 27 "=77))=1 & quella data dal teorema.

Dal corollario 4 di Ginibre-Velo, abbiamo osservato che T*T estende un
operatore limitato da L{*(R, L) a LY (R, L), con 4 < p; < oo el <
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@2 < 4/3, 11 =2p1/(p1 — 4) e T2 = 2¢2/(5g2 — 4). Applicando nuovamente il
corollario di Christ-Kiselev, go < p1, osserviamo che My estende un operatore
limitato da L{?(R, L'?) a L{" (R, LI1).

In generale, possiamo fare lo stesso ragionamento per 1’equazione di Schrodin-
ger non lineare con x € R e dati iniziali diversi da 0

i0u — O*u = f
(5)
u(0,x) = up(x)

e 'equazione integrale associata a (5) é:

u(t,z) = U(t)up(x) — i/o Ut —r1)f(r,z)dr. (6)

Per quanto verificato precedentemente, 'operatore T*T estende un operatore
limitato da L{(R, L7) a LY(R, L"), e per lemma di Ginibre-Velo, (T*u)(t) =
U (t)u estende un operatore limitato da L2(R) a LY (R, L"). Possiamo a questo
punto esprimere le stime di Strichartz:

Teorema 3 (Stime di Strichartz).
[w(t, @)l o g p2ere-oy < Clluollzz + ClFN o p2060-, (7)

per ogni 4 <p<oo el <q<4/3.

Dimostrazione.
Per quanto osservato precedentemente, dall’equazione integrale (6):

et )y g0, <

t
HU@)uO(x)HLi’(R,LiP/@*‘”) + ” /0 U<t - T)f(Tv x)dTHLf(RLip/(P*‘U) <

S CHU’OHLE + C||f||Lg(R,Liq/(5q_4))'
]

Osservazione 3. Per il teorema di Riesz-Thorin possiamo scrivere in modo
piu, compatto le stime di Strichartz in questo modo:

lult, @)l i@re) + Nult, 2l L @rz) < Clluollzz + ClF Nl g p20/00-0,  (8)

per ogni 1 < q < 4/3.
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Osservazione 4. Sia [ C R, intervallo, allora valgono le stime di Strichartz:
[, o) || par,peey + 1wt @) e r,r2) < Clluol|zz + C”f”Lg(Lqu/wqf@) 9)

per ogni 1 < g < 4/3.

Dimostrazione.
Poiché loperatore limitato T*T : L{(R, L) — LY(R, L"), definito

T°Tf = —z'/ Ut —71)f(r,z)dr,
R

possiamo considerarlo come un operatore che va da L{(I,L") a LY(I,L"),
con (q,7) e (p,r) coppie ammissibili. Infatti

NT*Tflleny < NTTfllrwcry < CNfllzo,cr)-

A questo punto basta riprendere i medesimi calcoli svolti precedentemente e
otteniamo la tesi. O
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4 Trasformazione Pseudo-Conforme

In questo paragrafo, consideriamo una trasformazione che ci servira per dimo-
strare 'esistenza e unicita della soluzione globale per I’equazione di Schrédin-
ger non lineare con dati iniziali piccoli. Questa trasformazione ¢ chiamata
trasformazione Pseudo-Conforme e verificheremo che lascia invariate le
stime di Strichartz.
Consideriamo =z € R", ¢t € [1,400) e l'equazione di Schrédinger non
lineare:
i — Au = f(u)
(10)
u(l,x) = ug(x)

con u funzione incognita e f il termine non lineare dell’equazione di Schrodin-
ger in funzione di u.

Osservazione 5 (Ipotesi (f1)). Consideriamo su f la sequente ipotesi: per
ogni z € C con |z| =1 allora f(zu) = zf(u).

Un esempio di funzione che rispetti questa ipotesi ¢ f(u) = |u[P~'u, con
p > 1. Consideriamo da questo punto in poi che f rispetti l'ipotesi (f1).
La scelta di ty = 1 € motivata dalla seguente definizione.

Definizione 2. Sia V : (t,x,u) — (T, X,U), con t # 0, tale che:

T=1 ¢ x=¢

t

1 i x2
UT,X)= mu(%’%)e T

allora U ¢ la trasformazione Pseudo-Conforme. (Vedi [18]).

Per semplicita di notazione X? = (X2 + -+ + X?).

Vogliamo verificare che se u ¢ soluzione di (10) allora U ¢ soluzione di
un’altra equazione di Schrodinger associata a U in T' e X.

Calcoliamoci i07U e AxU = 0% U+ -+ 0%, U.

1 1 X\ ,x2

1 X\ ,x2 1 X\ .x2
=7 (0T(T_"/2)u (?, T) 61% + T_"/28Tﬂ (?, T) 61%“—



T
= 1 X X; 1 X X?
Tfn/Zax.— - _ Tfn/2— - o
+; ]“<T’T>< T2>+ “A\rT)\ e
Y R _ Cara (X ara M nge2
= (—z@tuT 2 —ZjZ;@xqujT 2 +U(TT 2 —’L§T 2 )

Adesso calcoliamoci Gg(jU conj=1,...,n:

. x2 Cx2 X
Ox,U = T~"29, aT~'e!ir 4 T~"/?aelir Gﬁ) =

_ T—(n+2)/28xjﬂeif—; + %‘T—(H—I—Q)/QueiﬁXj'

 x2 ) Cv2
O, U = T~00PQ e 4 ST, et X+

+%T<n+4)/281jaeiffﬁxj - iT(”HWﬂeiﬁXf + %T<”+2>/2aeiﬁ —
9 _pntd wia (i e XT i X2
= (91,]uT 2+ ZaijXjT 2 +u ET 2 — T 2 e AT |

Quindi

n = n X2 ., n :
AxU = <Aqu- P iy 0, —a (_T—;‘* . Z%)) o
j=1

Possiamo concludere che

ntd ;X2

z&TU —+ AxU = (—z’@tﬁ -+ Aﬁﬂ)TﬁTelﬁ.

Osserviamo che, per la definizione 2 di U e poiché u ¢ soluzione di (10),
otteniamo:

iorU — AxU = — (i10rU + AxU) =

X2

—(—10u + Axﬂ)T_nTHei%TQ = — <—f(a)T—”2+46i4T) —

<f <T"/2Ue”'%2> e"fTQ) -5 =
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e per l'ipotesi (f1) di f

X2 n+4

<f (172U eiff?eiu> T8 = (PP T

Se f(u) = +|u|P~'u allora otteniamo:

(W) T = 272G = 70 f(D)
con @ = F(p—1) —2. Quindi in conclusione la trasformazione Pseudo-
Conforme manda u, soluzione dell’equazione di Schrodinger (10) per ¢ €
[1,+00), in U, che & soluzione della seguente equazione di Schrodinger per
T € (0,1]:
i0rU — AxU =T*f(U)
2 (11)
U1, X) = ao(X)e
se f(u) = £|ulP"'u, con o = Z(p—1) — 2.
In generale, otteniamo che U ¢ soluzione di questo tipo di equazione di
Schrodinger:

iorU — AxU = F(U(T, X),T) = f (T2U)T~("+/2
(12)

2

U1, X) = ao(X)e
con la condizione che f realizzi I'ipotesi (f1).
L’equazione integrale associata a (12) ¢:
1
U(T, X) = U(T)U(L, X) +z’/ U(T — 0, X)F (U(0,X),0)do (13)
t
con U(T) = exp(—iT'Ax), gruppo unitario ad un parametro associato al
laplaciano, come gia abbiamo osservato precedentemente.

Teorema 4 (Stime di Strichartz). Data l’equazione non lineare di Schridin-
ger (12), otteniamo:

||U(T7X)||Lg((o,1],L§() < CHU(LX)HL%( + ||F||L§i((o,1],Lg7() (14)

. _ . 2 _ 1_1 2 _ 1_ 1
con le coppie (p,q) e (p,q) tali che ;—”<2 q) eﬁ_2+n<2 ‘?)'

Dimostrazione.
La dimostrazione riprende i calcoli eseguiti precedentemente per qualsiasi
equazione di Schrodinger non lineare. ]
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Osserviamo che [|U(1, X)|[zz = [lu(1,2)|z2, per come sono definite e

=1.

2
X
Ly

poiche |e

Teorema 5. La trasformazione Pseudo-Conforme lascia invariate le stime
di Strichartz, ovvero:

1Tl ze.0,0),29) = llullzo(1,400),L2) (15)
||FHL’;((O,1),L§<) = HfHLf((1,+oo),Lz) (16)
5 G : ssibili tali che 2 = n(L—1) ¢ 2 =
con (p,q) e (p,q) coppie ammissibili tali che S =n <2 q) e: =2+
11
Dimostrazione.
Iniziamo col verificare (15). Per la definizione 2 di U(T, X):
1 X x2 |7
q _
m _/R U(T, X)X — / ‘TW (T T>€ 2 ax _
n 1 X X2 q
T 92 [ at | dX =
/ . " (T’ T) ¢
2
poiché eiir | =1e per il cambio di coordinate x = %:
RIAERNE - 1\ |
7% |y (=, )| T"de =T 95+ |ju | =
/n 2 u(T,x> X 2 u(T) p
Consideriamo ora:
P
[PY P i T -
LE.(0,1) T 1 201

e con il cambio di coordinate t = %

1 o0
[ e tolig? (= [ R P ar
1

o0

Osserviamo, poiché le coppie ammissibili (p, ¢) sono tali che % =n (% — %),

1 1
allora: pg —pﬁ —2=n (5 — —) p— 2 = 0, quindi possiamo concludere che
q q

It

Li(0,1)

[e.9]
=/ ) gl dt = llullca e o -
1
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Per verificare (16), possiamo considerare il caso generale di f(u), tale che
rispetti I'ipotesi (f1), e quindi abbiamo che

F) = FEPOYT 0 = fr el = F (.5 ) 78
Si ripetono i passaggi simili a quelli di prima e si ottiene che:
i71g, = | ()]
_ = 2 J—

L T/ La

D o0 -n+4 -—n 5 =

i _ pa——D=—2 P _ 1P

L P A [T P S [ 1 P

in quanto le coppie ammissibili (p, ) sono tali che % =2+4+n (% — %), OVVEro

2=p [2 +n (% — %)]allora:

]

Ritorniamo all’equazione di Schrodinger non lineare con n = 1, f che
rispetti ipotesi (f1) e t € [1, +00):

i0u — 0*u = f(u)

(17)
u(l,x) = up(x).
Applichiamo la trasformazione Pseudo-Conforme
1 /1 X\ ,x2
U(T,X) = mu (T’ T) e’ 4r
e 'equazione di Schrédinger associata, con T € (0, 1], e:
iorU — 03U = F(U)
(18)

. x2

U(l, X) = ﬂo(X)e’T

con F(U(T,X),T) = f(T"/?U)T~"2. Lequazione integrale associata di-
venta:

U(T, X) = U(T)U(L, X) +i /1 U(T — 0, X)F (U(0,X),0)do (19)
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con U(T) = exp(—iTd%), gruppo unitario ad un parametro associato al
laplaciano. Per i conti gia visti precedentemente, possiamo affermare che le
stime di Strichartz relative all’equazione (18) sono:

||U(T7X)||L§((o,1],L§() < CHU(LX)”L%( + ”F“L’%((O,l],Li) (20)
con4d<p<oo, 1<p<4/3 q= z% eq= 5;—5. Inoltre il teorema 5:

1Tl zz.0,0),29) = el 221, 400),L2) (21)

1E | 22 0,1),22) = 11122 ((1,400),29)- (22)
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5 Esistenza e Unicita della soluzione per NLS

In questa sezione cercheremo di dimostrare l'esistenza e unicita della so-
luzione dell’equazione di Schrodinger non lineare, per un caso particolare:
consideriamo z € R e la non linearita della forma f(u) = |ul?u.

Quindi consideriamo ’equazione di Schrodinger non lineare con x € R e
t € [0,+00) di questa forma:

i0pu — O*u = +|ulu

(23)
u(0, ) = ug(x)
con u funzione incognita. L’equazione integrale associata ¢
t
u(t,x) = U(t)up(x) :Fi/ Ut — 7)|u(r, ) u(r, x)dr (24)
0

con U(t) = exp(—itd?) = (4mit)~/? exp(iz?/4t)*, gruppo unitario ad un
parametro in L2. Consideriamo inoltre il seguente operatore integrale:

I(u)(t) = U(t)uo(x) F z'/o Ut — 7)|u(r, ) u(r, x)dr (25)

Possiamo a questo punto verificare I'esistenza e unicita locale della solu-
zione.

Teorema 6 (Soluzione locale).
Per ogni ug € L2 30 > 0 t.c. esiste ed ¢ unica u € L°([0,6], L2) N
L}([0,6], L), soluzione di (23) per ognit € [0,4].

Dimostrazione.
Applicheremo il teorema delle contrazioni per verificare I’esistenza e uni-
cita della soluzione di (23), sfruttando 'operatore integrale (25)

I(u)(t) = U(t)uo(x) F ’L'/O Ut — 7)|u(r, z)u(r, z)dr.

Per semplificare la notazione consideriamo lo spazio di Banach, per un certo
T7>0
X = L2((0,T], L) N Lg ([0, 7], L)

con la norma
ullx, = HUHL;”([O,T],L%) + HUHLgl([O,T],Lgo)-
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Sia R > 0 e consideriamo
Br ={u € Xy t.c|jullx, < R}.

Piu tardi sceglieremo un R opportuno.
Per applicare il teorema delle contrazioni dobbiamo trovare delle condi-
zioni in modo che:

1. I : B — Bpg

2. I(u)(t) sia contrazione: ||I(u)(t) —I(v)(t)|lx, < K||lu(t) —v(t)| x, con
K <1

Verifichiamo 1.: )
Fissato ug € L2 con |lugl|r2 < R, sia u € Bg, allora per le stime di Strichartz
(8):

11(w) ()]l xr < Clluollzz + Ol ul*u

conl <r <4/3er = 2r/(5r —4) una coppia ammissibile. Scegliendo
r=4/3 er’ =1 otteniamo

Ly([o,11,L5)

(@) (®)lxr < Clluollzz + Clllul*| s = Clluollzz + Cllullzs o), 2)-

([o,7],LL)

Per proseguire, dimostreremo la seguente disuguaglianza:

||U||?ig([o,T],Lg) < O\/THUHL;*([O,T],Lgo)||U||%g°([o,T},Lg) (26)
infatti, ||“||?£;*([0,T],Lg) = ||||“||Li||i§([o,:r]) quindi partendo da [|u[|1s osserviamo
che

lullzs < llullze llullze
- 1/3 2/3 o N
quindi [Jul[rs < [Jul| e [[ul[fz". Chiamiamo per semplicita f = |uflre e g =

|u|| 2, a questo punto

T
8/3
nﬁ%%mmm=/QWWM%w<m%WT/"m“as
0

per la diseguaglianza di Holder, con le funzioni |f|*/? e 1 e con gli esponenti
3 e 3/2 otteniamo

T 5 1/3 T 2/3
< CHQH%E ([0,1]) (/0 (|f‘4/3) dt) (/0 (1)3/2 dt) =

8/3 4/3
Cllgl 2 o 1102y T
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Quindi
17726* 1230027y < CllF sy 8l Em o T =

= Oﬁ”UHL;*([O,T],LgO)||U”%g°([o,T],L§)
dimostrando cosi la disequazione (26), risostituendo f = [lu|ze e g = [Jul|zz.

A questo punto considerando R = 2C'R, otteniamo

I7()()llxr < Clluollzz + OVTlull o,y no Nl e ozy.02) <

< CR+ CVT(2CR)?

dove abbiamo scritto R al posto di R per semplificare la notazione. Impo-
nendo ||I(u)(t)||x, < 2CR, si ottiene che

2R — R\’ 1\’
T'=s <8(J3R3> - (8(]3]%2) =0 (27)
quindi per T' < ¢ abbiamo che I : By — Bgp.

Cerchiamo condizioni per verificare 2.
Siano u e v € Bpg, vogliamo far si che

1 (u)(t) = L) ()] xr < lu(t) = o)l x-

1 (u) () =1 (0) ()| xr = II/O Ut —7) (lu(r, 2)Pu(r, 2) = |v(r, 2)*o(7, 2)) d7||x, <

-~

per le stime di Strichartz (8)

< C”MQU - ’U|2UHL§([0,T],L;’)

con 1 <r <4/3er" =2r/(5r—4) una coppia ammissibile. Scegliamo r =1
e r’ = 2, otteniamo

I (u)(t) = 1) ®)llxr < Clllul* = [Pl go,71,02) <

< Cl(w = v)(@® + v*)llzz [l 3 qo.rp-

Osserviamo che

1/2
IFolle = ( / f2g2) < 1fellgll o

quindi
1w = v)(® + o)zl Lo < Mu = vllzz ([l zge + 10| zge) |t o.ry-
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Consideriamo ora

T T
1l oy = / ol < [ fll / g <
0 0

1/2

T 1/2 T
< Ol fll (/ 92) (/ 12) = T2 £l gl o2
0 0

per la disuguaglianza di Cauchy. Applicando questo risultato, otteniamo
w — vl g2 (JJu?] e + ||U2||Lg°)||L§([o,T]) <
CT | llw —vllzz llzze (M zeellzz + 0%z ll2z) <

< Tl = vl e (Wl 1 + Mol 1)
Quindi
1 (u)(t) = L(0) (&) ][ x < 2C2CRY*TY?||u — 0| e o,71,12)-

Per avere la contrazione dobbiamo imporre 8C*R2TY2 < 1, ovvero

1 2

Allora per ogni t € [0, ] I'operatore integrale (25) I(u) ¢ una contrazione per
lo spazio L°([0,8], L2) N L{([0, 6], L), quindi ammente un unico punto fisso
u*(t,x) tale che

u*(t,x) = I(u*(t,z)) = U(t)up(x) — i/o U(t — 7)u*(r, 2)|*u* (7, x)dr.

Quindi per ogni fissato ug € L2, troviamo un 6 > 0 tale che esiste ed ¢
unica v € L°([0, 4], L2) N L{([0, §], L) soluzione (locale) dell’equazione di
Schrodinger non lineare (23). [

Osservazione 6. Dalla dimostrazione preceedente, possiamo osservare che
Pampiezza dell’intervallo [0, 0] per cui esiste unica la soluzione dipende dalla
norma L2 del dato iniziale. Infatti

5= 6(R) = (@)2

dove R = ||uo|| 2.
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Inoltre valgono le sequenti relazioni:
d(R) > 00 se R—0

d(R) — 0 se R— o0

ovvero l'ampiezza dell’intervallo per cui esiste unica la soluzione e grande pit
il dato iniziale ¢é piccolo (in norma L2) e viceversa.

Il seguente teorema sfrutta appunto questa relazione:

Teorema 7 (Soluzione per dati iniziali piccoli).

Sia T > 0 esiste un € > 0 tale che per ogni ug € L2, con |lugllr2 < e,
esiste unica v € L°([0,T], L2) N L}([0, T, L), soluzione di (23) per ogni
t€0,7].

Dimostrazione.

La dimostrazione ripete la strategia precedente, riapplicando il teorema
della contrazione.

Fissiamo T > 0, per verificare che I : B — Bp e che sia una contrazione,
basta riprendere la stima (27) e (28) e risolverla per R:

R< (ﬁ) cL (29)

Quindi, fissato T > 0, per ogni ug € L2 con [jug|[2 < ¢ esiste ed ¢ unica
u € L°([0,T),L2) N L([0,T], L) soluzione dell’equazione di Schrodinger
non lineare (23). O

Il prossimo teorema estende un poco la relazione dell’osservazione 6:

Teorema 8 (Soluzione globale per dati iniziali piccoli).
Esiste une > 0 tale che per ogniug € L2, con |lugl| 2 < €, esiste unicau €

x’

L([0,4+00), L2) N L{([0, +00), L), soluzione di (23) per ogni t € [0, +00).

Dimostrazione.
Dividiamo ’equazione di Schrodinger (23) in due:

i0pu — O*u = +|ulu
telo,1] (30)
u(0,x) = ug(x)

i0yu — %u = +|ulu
tel,+o00) (31)
U(l,l‘) = ul(lax)
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dove u; ¢ la soluzione del prima equazione (30), che per il teorema 7 esiste ed
¢ unica in ¢ € [0,1] con [jug||2 < &1 per un certo £; > 0. Quindi la seconda
equazione e ben definita.

Supponiamo che u; e uy siano soluzioni rispettivamente di (30) e di (31)
e che siano uniche. Allora

uy(t,z) te|0,1]
u(t,z) =
ug(t,z) t>1

¢ 'unica soluzione dell’equazione (23) per ¢ € [0, +00), per 'unicita di uy e
Ug.

L’esistenza e unicita di u; ¢ verificata dal teorema 7, considerando ||uo|z2 <
€1 per un certo €1 > 0. Dobbiamo ora dimostrarlo per u,.

Per far questo applicheremo la trasformazione Pseudo-Conforme (2): ¥ :
(t,z,u) = (T, X,U), cont #0

~+|8

T:%eX

1 _ ;x2
UT,X) = T3 2 (7,%) ear

poiché, per quanto gia osservato precedentemente, uy € soluzione di (31) se
e solo se U e soluzione di

1
i0rU — }U = =|UPPU
T € (0,1] (32)

U(1,X) = a1 (1, X))

Per I'invarianza della trasformazione Pseudo-Conforme 14, si ha:

10 2 (0.0)2%) = llw2llz (1 +00)29) (33)
IU(L, X))z = lJua(1, )| 2 (34)
HFHL;((O,1)LTX’) = HfHL;((1,+oo)L;’) (35)

con (p,q) e (r,r") coppie ammissibili, e F(U) = £|U[*U. Quindi valgono per
U le stime di Strichartz:

Ul zeo0,0y22) TN U a0,y ) < CHIUL, X)) 22, +OHF(U)HL;((0,1),LTX’) (36)
con 1 <r<4/3er"=2r/(5r —4) una coppia ammissibile. Infatti
”U||Lg9((o,1)L§() + HU”L‘;((OJ)L;?) = |lual| Lo ((1,400)22) T+ HU2||L;1((1,+OO)Lgo) <
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< Cllwllzz + CIF )y qo,ry,ery = CIU M X2z, + CIUEW 1y 0.1).27)-

Applicando il teorema delle contrazioni, come in precedenza, possiamo con-
cludere che U & I'unica soluzione di (32) con [[U(1, X)[[z2 < &2 per un
certo 5 > 0. Di conseguenza anche uy ¢ 'unica soluzione di (31) con
lui(1,2)||z2 < €2 per un certo g5 > 0.

Scegliendo ¢ = min{e;, e} concludiamo che w; e uy sono le uniche
soluzioni di (30) e (31), rispettivamente, con ||Jug/z2 < €. O
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6 Simulazione numerica

Discutiamo brevemente un approccio computazionale al problema, utiliz-
zando un codice octave per testare il comportamento delle soluzioni dell’e-
quazione di Schrodinger, che abbiamo studiato precedentemente, con alcune
funzioni test. La strategia impiegata per determinare la soluzione e quella di
sfruttare il metodo del punto fisso, come visto anche in teoria. La successione
che abbiamo considerato e cosi definita:

u; soluzione di iOhu — Ofu =0
1 u(0,2) = ug(x)
Untq soluzione di 10 — Ou = [un|
n+1 u(O,x) = uo(x)
con dato iniziale ug(z) = ¥(z) € S, spazio di Schwartz, tale che |[|U(x)| 2 =
e. Per semplicita consideriamo come V(z) la Gaussiana:

In seguito osserveremo come varia 'andamento delle soluzioni al variare di
€.

Entrambe sono equazioni alle derivate parziali. Applicando la trasformata
di Fourier solo per la variabile z, ovvero:

a@g):é%éfiﬁmaxmx (37)

riusciamo a rendere le equazioni differenziali ordinarie. Possiamo quindi ri-
scrivere la successione nel seguente modo, considerando con u la trasformata
di Fourier solo per la variabile  (37):

i00+ =0
u(0,€) = o (§)

u; soluzione di {
@8@ + §2ﬂ = /ﬁn *e ﬂn *e ﬂn
u(0, &) = uo(§)

dove, con il simbolo *¢ intendiamo la convoluzione per la variabile £. Sce-
gliendo come dato iniziale la Gaussiana W(x), allora

Uny1 soluzione di {

0(€) = B(¢) = ;%
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Infine, poiché nell’equazione di Schrodinger compare 'unita immaginaria 7,
consideriamo la funzione u complessa. In questo modo possiamo riscrivere u
mostrando la parte reale e la parte immaginaria:

Con questa considerazione, l'equazione omogenea puo essere ripresentata
come segue:

8,5@ = z§26 =4 8t(ﬁR + zﬂ;) = z’fQ(ﬁR + Zib\[) =4
dip = —&%U;
= (38)
atal = fQﬂR
separando parte reale e parte immaginaria.
Quindi I'equazione omogenea puo essere riscritta come un sistema diffe-

renziale del primo ordine lineare, nelle incognite ur e u;. In questo caso,
possiamo anche esplicitare la soluzione, ricordandoci che u(0,&) = ¥(¢):

g = U(€) cos(£%t)
~ (39)
U = U(€) sin(€%t)

e di conseguenza U; = (&) (cos(£2t) + isin(£2t)).
Adoperiamo lo stesso argomento per ’equazione non lineare, considerando
i)\l =1 *g ﬂl *¢ ﬂlz
~ 2/\ ~
Oup = —&ur + 011
O = iU — iv) & (40)
~ . 2/\ ~
Our = §*up — U1,R
dove 7y g e Uy 1 sono la parte reale e immaginaria di ;.

Possiamo risolvere a questo punto 1’'equazione (40), con approccio numeri-
co, e chiamiamo u; la soluzione. Ci calcoliamo vy = wg *¢ Uy *¢ Us € risolviamo
I’equazione per determinarci us:

Oyig = —E%Uy + Uy,
(41)
~ . 2/\ ~
Opur = E*up — V2, R-
Quindi in generale, dopo aver calcolato u, soluzione dell’equazione non li-
neare, calcoliamo vy, = u,, *¢ Uy, *¢ U,, € Otteniamo la nuova equazione:

dip = —E*Ur + Uy 1
(12)
Oiuy = E*UR — Uy
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in modo da determinarci .

Abbiamo osservato in teoria, nella dimostrazione del teorema 6 che la
successione {1, Us, . . . } converge a u, soluzione dell’equazione di Schrodinger
cubico (23) se T' < §(¢), dove € = ||¥(x)||z2 e T indica la lunghezza dell’in-
tervallo di tempo, che noi consideriamo [0, 77, in cui cerchiamo la soluzione.
Ricordiamo che se ¢ — 0 allora T" — +oc.

In questo modo siamo in grado di calcolarci la soluzione cercata. Per
quanto riguarda l’approccio numerico, possiamo osservare che l'algoritmo
¢ composto in pratica da due parti: il calcolo della soluzione per il sistema
differenziale e il calcolo della convoluzione. Rimandiamo in appendice i codici
utilizzati e i commenti relativi.

Il nostro obiettivo e confrontare al variare di € 'andamento delle soluzioni.
Prendiamo in esame i valori di € = 1, %, }1 e %, e consideriamo per tutti i casi
lo stesso intervallo di tempo [0, 1].

I risultati ottenuti sono riassunti nelle seguenti figure. Si indichera con la
sigla TF la trasformata di Fourier per la variabile z, come indicato in (37).
I grafici seguenti rappresentano la traformata di Fourier della soluzione.
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Figura 3: Parte immaginaria della TF della soluzione di (23) con € = 1
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Figura 5: Parte immaginaria della TF della soluzione di (23) con € = 1/2
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Figura 6:

0.08

0.04 |7

0.02

-0.02

Figura 7: Parte immaginaria della TF della soluzione di (23) con € = 1/4
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0.03

o.02 .-

0.01 _].-7

Figura 9: Parte immaginaria della TF della soluzione di (23) con € = 1/8
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Figura 10:

Figura 11: Parte immaginaria della TF della soluzione dell’equazione lineare

Confrontando i grafici della TF della soluzione dell’equazione non lineare
con quelli della soluzione lineare, osserviamo che la parte reale € molto simile,
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mentre la parte immaginaria ¢ abbastanza diversa, conseguenza della non
linearita cubica. Da questi grafici non ¢ possibile stimare 'accuratezza dei
risultati, ma attraverso 1’osservazione dell’andamento delle norme riusciamo
a trarre delle conclusioni.

1.4 T T
eps=1
— eps=0.5
eps=0.25 il
i.2r eps=0.125 - 1
1 — - i
0.8r 1
0.6 [ E
0.4 1
0.2 1
U L I L 1
[} 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 12: Norma L?

Dal grafico della Figura 12 possiamo osservare come 'errore si propaghi
nel tempo. Infatti la norma L? deve rimanere costante nel tempo (principio
conservazione della carica). Possiamo verificarlo facilmente: consideriamo
I’equazione di Schrodinger non lineare

iOu — O2u = |u]Pu &< idu — Pou,u >rp=< |ulu,u >

1
< i50ullzs — [ Vullzz = [lulls.
Prendendo la parte immaginaria, otteniamo che
Oillullzz =0

quindi la norma L? & costante nel tempo. Possiamo concludere dal grafico
precedente che abbiamo un’ottima stima della soluzione per l'intervallo di
tempo [0,1/2] per i casi in cui € = 1/2,1/4 e 1/8, mentre per il caso ¢ = 1
abbiamo un errore abbastanza percepibile. Per stimare meglio la soluzione
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dobbiamo restringere l'intervallo di tempo, ad esempio, osservando il grafico,
un ottimo intervallo potrebbe essere [0, 1/10] in cui la norma ¢ quasi costante.

0.2p

1] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.6 b

0.4r 1

Figura 14: Norma H!

Dal grafico della Figura 14 possiamo stimare 1’energia.
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Appendice

Mostriamo in appendice i codici Octave che implementano una risoluzione
dell’equazione di Schrodinger e i relativi commenti. Consideriamo come dato
iniziale la Gaussiana vista nel capitolo precedente

definita dal seguente codice:

function y=uOGauss(Csi,epsil)
Nmax=size(Csi) (2);

y=zeros (1,Nmax) ;

for N=1:Nmax
y(N)=(epsil/(pi~0.25))*exp(-(abs(Csi(N))"2)/2);
endfor

endfunction

Poiché il dato iniziale ¢ una funzione pari e a decrescenza rapida e per le
proprieta dell’equazione, possiamo considerare l'intervallo di ¢ finito. Nel
nostro caso consideriamo £ € [—5,5], anziché tutto R. Discretizziamo a
questo punto & e t, ricordandoci che abbiamo considerato I'intervallo di t €
[0,1/2], con i seguenti comandi:

Csi=linspace(-5,5,501);
delta=Csi(2)-Csi(1);
t=linspace(0,0.5,101);

Definiamoci il dato iniziale wug:
u0=u0Gauss(Csi, 1)

Osserviamo che i risultati che otterremo dipenderanno dalla scelta di . In
questo caso abbiamo scelto come € 1, ma per gli altri tre casi bastera cambiare
il valore di € con 0.5, 0.25 oppure 0.125.

Applichiamo a questo punto la strategia descritta nel capitolo precedente.
Ricordiamo che u; ¢ la soluzione dell’equazione omogenea e si puo trovare
esplicitamente:

ul=u0mo(Csi,t,ul);

dove la funzione usata é:
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function v=uOmo(Csi,t,u0)
xMaxDue=size(Csi,2);

tMax=size(t,2);

v=zeros (tMax, 2*xMaxDue) ;

for Nt=1:tMax

for Nx=1:xMaxDue
v(Nt,2*%Nx-1)=u0(Nx) *cos ((Csi(Nx)) "2t (Nt));
v(Nt,2*Nx)=u0(Nx)*sin((Csi(Nx)) “2xt (Nt)) ;
endfor

endfor

endfunction

A questo punto calcoliamoci la convoluzione
uConv=SchrConvCubic(ul,delta);
dove la funzione per calcolare la convoluzione ¢ la seguente:

function v=SchrConvCubic(u,delta)

[tMax,xMax]=size(u);

xMaxDue=xMax/2;

%ora scriveremo la convoluzione Ubar*U

v=zeros (tMax,xMax) ;

vConv=zeros (tMax,xMax) ;

EstrMin=((xMaxDue-1)/2)+1;

for N=1:xMaxDue

InfContr=N+1-EstrMin;

SupContr=N+xMaxDue-EstrMin;

if (InfContr>0)

v(:,2%N-1)=v(:,2%N-1)+u(:,1) .*u(:,2*xInfContr-1)+u(:,2) .*u(:,2*xInfContr) ;
v(:,2%N)=v(:,2xN)+u(:,1) .*xu(:,2*InfContr)-u(:,2) .*u(:,2*xInfContr-1);
endif

if (SupContr<=xMaxDue)
v(:,2xN-1)=v(:,2%N-1)+u(:,2*xMaxDue-1) .*u(:,2*SupContr-1)+
u(:,2*xxMaxDue) . *u(:,2*SupContr) ;
v(:,2xN)=v(:,2xN)+u(:,2*xMaxDue-1) .*u(:,2*SupContr) -
u(:,2*xxMaxDue) . *u(:,2*SupContr-1) ;

endif

for Neta=2:(xMaxDue-1)

EtaCsi=N+Neta-EstrMin;

if ((EtaCsi>0)&& (EtaCsi<=xMaxDue))
v(:,2%N-1)=v(:,2%N-1)+2* (u(:,2*Neta-1) .*u(:,2*EtaCsi-1)+
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u(:,2*Neta) .*u(:,2*xEtaCsi));
v(:,2«N)=v(:,2xN)+2*x(u(:,2*xNeta-1) .*xu(:,2*xEtaCsi)-
u(:,2xNeta) .*xu(:,2xEtaCsi-1));

endif

endfor %Neta

endfor %N

delta=delta/2;

v=vxdelta;

%ora scriveremo (UbarxU)*U

for N=1:xMaxDue

InfContr=N+xMaxDue-EstrMin;

SupContr=N+1-EstrMin;

if (InfContr<=xMaxDue)

vConv (:,2*xN-1)=vConv (:,2*N-1)+v(:,1) .*u(:,2*xInfContr-1)-
v(:,2).*u(:,2*xInfContr) ;

vConv (:,2*N)=vConv (:,2*xN)+v(:,1) .*xu(:,2xInfContr)+
v(:,2).%xu(:,2%xInfContr-1);

endif

if (SupContr>0)

vConv (:,2*N-1)=vConv(:,2+N-1)+v(:,2*xMaxDue-1) .*u(:,2*SupContr-1)-
v(:,2*xMaxDue) . *u(:,2*SupContr) ;

vConv (:,2*%N)=vConv(:,2*N)+v(:,2*xxMaxDue-1) .*u(:,2*SupContr)+
v(:,2*xxMaxDue) . *u(:,2xSupContr-1) ;

endif

for Neta=2:(xMaxDue-1)

EtaCsi=N+xMaxDue+1-Neta-EstrMin;

if ((EtaCsi>0)&& (EtaCsi<=xMaxDue) )

vConv (:,2x¥N-1)=vConv(:,2%N-1)+2*%(v(:,2*Neta-1) .*u(:,2*xEtaCsi-1)-
v(:,2%Neta) .*u(:,2«EtaCsi));

vConv (:,2*N)=vConv (:,2*¥N)+2*(v(:,2*Neta-1) .*u(:,2*xEtaCsi)+
v(:,2*Neta) .*u(:,2*EtaCsi-1));

endif

endfor %Neta

endfor %N

vConv=vConv*delta;

endfunction

Osserviamo che per calcolare la convoluzione si e utilizzato il calcolo dell’in-
tegrale con il metodo dei trapezzi.
Costruiamoci il secondo elemento della successione

u2=S01SchrNLCubic(Csi,t,u0,uConv) ;
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dove la il codice della funzione é:

function v=So0lSchrNLCubic(Csi,t,u0,uConv)

Nmax=size(Csi) (2);

Tmax=size(t) (2);

deltat=t(2)-t(1);

Tfin=t (Tmax) ;

v=zeros (Tmax,2*Nmax) ;

uConvRid=zeros(Tmax,2) ;

for N=1:Nmax

valoreCsi=Csi(N);

uConvRid(:,1:2) = uConv(:, (2%N-1):(2%N));

save valoreCsi valoreCsi uConvRid deltat Tfin Tmax
ulniziale=[uO(N) 0];

v(:, (2¥N-1) : (2%N))=1sode ("EqSchrNLCubic",ulniziale,t);

endfor

endfunction

htlhtohhhhhh

function xdot=EqSchrNLCubic(x,t)

load valoreCsi

xdot=zeros(1,2);

if ((£>=0)&& (t<=Tfin))

tnum=fix(t/deltat)+1;

lamda=(tnum*deltat-t)/deltat;
valoreConvRE=1lamda*uConvRid (tnum, 1)+ (1-1lamda)*uConvRid (tnum+1,1);
valoreConvIM=1amda*uConvRid (tnum, 2)+(1-lamda)*uConvRid (tnum+1,2) ;
elseif ((t<0)&&(t>=-Tfin))

tnum=fix(-t/deltat)+1;

lamda=(tnum*deltat-t)/deltat;
valoreConvRE=1lamda*uConvRid (tnum, 1)+(1-1lamda)*uConvRid (tnum+1,1);
valoreConvIM=1lamda*uConvRid (tnum, 2)+(1-lamda)*uConvRid (tnum+1,2) ;
else

tnum=Tmax;

valoreConvRE=uConvRid (tnum, 1) ;

valoreConvIM=uConvRid (tnum,?2) ;

endif

xdot (1)=-valoreCsi~2*x(2)+valoreConvIM;

xdot (2)=valoreCsi~2*x(1)-valoreConvRE;

endfunction

A questo punto si reitera il procedimento:
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uConv=SchrConvCubic (u2,delta);
u3=S01SchrNLCubic(Csi,t,u0,uConv) ;
uConv=SchrConvCubic(u3,delta);
u4=S01SchrNLCubic(Csi,t,u0,uConv) ;
uConv=SchrConvCubic(ud,delta);
ub=S01SchrNLCubic(Csi,t,u0,uConv) ;

finché il valore |u,, —u,_1| & molto piccolo (dell’ordine di 1079), e lo calcoliamo
con il seguente comando:

max (max (abs (ub5-u4))) .
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